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Resumo

O presente trabalho oferece um panorama sobre a evolugdo da trigonometria ao longo
da historia, destacando como alguns dos antigos sabios desenvolveram e empregaram
os principios que hoje conhecemos como a Trigonometria. Inicialmente, essa teoria
foi fundamental para a determinacao de distancias inacessiveis e, com o tempo, passou
a ser aplicada no estudo dos movimentos periddicos € na modelagem de diversos
fenOmenos naturais. Ja no século /. X X, com o estabelecimento das chamadas Series
de Fourier, através das quais podemos expressar diversos tipos de fun¢des como uma
soma das funcdes trigonométricas basicas (seno e cosseno), a trigonometria revelou-se
mais ainda como tema central e de grande relevancia dentro da Matematica pura e
aplicada. O presente trabalho também propde uma abordagem alternativa a para o
ensino da trigonometria no Ensino Médio. A proposta inclui uma transi¢dao gradual
e logica do estudo da trigonometria no tridngulo retangulo para a trigonometria
na circunferéncia trigonométrica. Esse método visa proporcionar aos alunos uma
compreensao mais aprofundada e coesa da matéria, ligando eventos histéricos com o
uso pratico dessa ferramenta ao longo de séculos. Através dessa abordagem, busca-
se nao apenas facilitar a compreensao dos conceitos trigonométricos, mas também
despertar o interesse dos alunos pela historia e evolugao dessa importante area da

matemadtica, estimulando a sua curiosidade e despertando o seu interesse pelo tema.

PALAVRAS-CHAVE: Trigonometria, Geometria, Histéria da Matematica, Ensino

de Matematica.



Abstract

The present work provides an overview of the evolution of trigonometry throughout
history, highlighting how some ancient scholars developed and employed the princi-
ples we now know as trigonometry. Initially, this theory was essential for determining
inaccessible distances and, over time, it began to be applied to the study of periodic
movements and the modeling of various natural phenomena. By the 19th century,
with the establishment of the so-called Fourier Series, through which we can express
various types of functions as a sum of basic trigonometric functions (sine and cosine),
trigonometry revealed itself even more as a central and highly relevant subject within
both pure and applied mathematics. The present work also proposes an alternative
approach to teaching trigonometry in high school. The proposal includes a gradual
and logical transition from the study of trigonometry in right-angled triangles to
trigonometry on the unit circle. This method aims to provide students with a deeper
and more cohesive understanding of the subject, linking historical events with the
practical use of this tool over centuries. Through this approach, the goal is not only
to facilitate the understanding of trigonometric concepts but also to spark students’
interest in the history and evolution of this important area of mathematics, stimulating

their curiosity and engaging them with the subject.

KEYWORDS : Trigonometry, Geometry, History of Mathematics, Teaching Mathe-

matics.
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1 Um convite a Trigonometria

1.1 Introducao

A Trigonometria € uma drea da matemdtica com uma historia rica e diversificada,
que remonta a civilizagdes antigas. Apenas para termos uma ideia da evolugdo
cronoldgica da Trigonometria, listamos, a seguir, um breve histérico das principais

etapas e contribuicdes ao longo do tempo:

* Civilizacdes Antigas (cerca 2000 a.C. - 500 d.C.): o Os babildnios e egipcios
foram os primeiros a utilizar conceitos geométricos e relacdes angulares para

resolver problemas praticos, como medi¢des de terras e construcoes.

* Grécia Antiga (cerca 600 a.C. - 300 d.C.): o Os gregos, especialmente os ma-
tematicos como Tales de Mileto, Pitdgoras, Euclides e Hiparco, desenvolveram
as bases teoricas da Trigonometria. Pitagoras, por exemplo, explorou as relagdes
entre os lados de triangulos retangulos (Teorema de Pitagoras). o Hiparco €
conhecido por suas tabelas trigonométricas e métodos para resolver tridngulos

esféricos.

* Idade Média e Mundo Islamico (cerca 700 - 1500 d.C.): o Matematicos arabes,
como Al-Khwarizmi, desenvolveram métodos trigonométricos avancados, in-
cluindo as funcdes seno e cosseno. o A Trigonometria floresceu na Idade de
Ouro Islamica, com contribui¢des significativas de cientistas como Al-Biruni e
Al-Battani.

* Renascimento e Idade Moderna (séculos 16-19): o Durante o Renascimento,
matematicos europeus como Copérnico, Kepler e Galileu aplicaram Trigono-

metria a astronomia para estudar o movimento dos planetas. o Frangois Viete e



outros matematicos europeus desenvolveram métodos algébricos para resolver

problemas trigonométricos.

* Desenvolvimentos no Século 19 até o Presente: o A Trigonometria foi forma-
lizada como uma disciplina matematica com defini¢des precisas de fungdes
trigonométricas (seno, cosseno, tangente etc.) e suas propriedades. o O século
20 viu a expansdo da Trigonometria para areas como a ciéncia da computagao,

engenharia, fisica tedrica e modelagem matematica.

Ao longo da historia, a Trigonometria evoluiu de um conjunto pratico de
técnicas para resolver problemas do dia a dia para uma parte fundamental da ma-
tematica pura e aplicada, desempenhando um papel essencial em varias areas do
conhecimento humano.

A Trigonometria é uma area da matematica que estuda as relacdes entre os
angulos e os lados dos triangulos. Suas aplicagdes na vida real sdo diversas e funda-

mentais em varias areas:

* Engenharia: Na construcdo civil, a Trigonometria € utilizada para calcular medi-

das, como altura de prédios, distancias entre pontos e inclinagdes de terrenos.

Fisica: Em areas como a mecanica, a Trigonometria ajuda a calcular forgas,

movimentos e padrdes oscilatorios, como os movimentos harmdnicos simples.

* Astronomia: Astronomos usam Trigonometria para calcular distancias entre

estrelas, planetas e outros corpos celestes, além de determinar suas trajetorias.

* Navegacao: Pilotos e navegadores usam principios trigonométricos para deter-

minar localizacdo, direcao e distancia em relagdo a outros pontos geograficos.

» Graficos e Modelagem: Em computagdo grafica e design, a Trigonometria é
usada para criar animagoes, modelar formas complexas e simular movimentos

naturais.

* Ciéncias da Computagdo: Algoritmos que envolvem graficos 3D, reconheci-
mento de padrdes e processamento de sinais muitas vezes se baseiam em fungdes

trigonométricas.



* Biologia: Em biomecanica, a Trigonometria € aplicada para estudar o movimento

de organismos vivos e calcular angulos articulares.

* Economia e Financas: Modelos matematicos que utilizam fung¢des trigonométricas

sao aplicados em andlises de séries temporais € previsoes econdomicas.

Esses sdo apenas alguns exemplos de como a Trigonometria € uma ferramenta
poderosa e essencial em diversas areas do conhecimento e da pratica cotidiana.

A Trigonometria é fundamental para medir distancias inacessiveis através de
métodos como a triangulagdo e a Trigonometria esférica. Aqui estdo alguns contextos
em que a Trigonometria € aplicada para medir distancias em areas onde nao se pode

acessar diretamente:

* Triangulacdo Geodésica: o A triangulacdao € um método classico e eficaz para
medir distancias longas e inacessiveis, como o tamanho de terras vastas ou a
distancia até objetos distantes. Consiste em medir os angulos de um tridngulo
cujos lados s@o inacessiveis, usando pontos de observacao conhecidos e angulos

de visao.

* Trigonometria Esférica: o Em Astronomia e Geodésia, a Trigonometria Esférica
¢ utilizada para calcular distancias entre corpos celestes, como a distancia até
a Lua, planetas ou estrelas. Utiliza relagdes trigonométricas em triangulos

esféricos formados pela Terra e pelo objeto celeste em questao.

* Métodos Indiretos em Engenharia: o Engenheiros usam principios trigonométricos
para determinar distancias inacessiveis durante o planejamento e construgao de
estruturas, como pontes, tineis e edificios altos. Por exemplo, usando teodolitos

para medir angulos e triangulacdes para calcular distancias.

» Estimativas em Ciéncia e Pesquisa: o Em dreas como a biologia e a oceanografia,
onde € dificil medir diretamente certas distancias ou dimensdes, a Trigonometria
¢ utilizada para estimar tamanhos, alturas ou distancias com base em observagoes

angulares e modelos matematicos.

» Aplicacoes Espaciais e Navegacdo: o Na exploragdo espacial e em missoes

interplanetérias, a Trigonometria € usada para calcular trajetorias, distancias e
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orientagdes entre sondas espaciais e planetas, utilizando medi¢des angulares e

distancias conhecidas.

Em resumo, a Trigonometria € essencial para medir distancias inacessiveis
porque permite calcular tamanhos e distancias usando apenas angulos coletados a
partir de pontos de observacao conhecidos. Essa capacidade € crucial em diversas
disciplinas cientificas, tecnoldgicas e praticas, contribuindo para avangos significativos

em nosso entendimento e na exploragao do mundo ao nosso redor.

1.2 Trigonometria, o inicio

Nos ultimos trinta anos tenho trabalhado como Professor de Matematica, sempre
ministrando o conteudo de Trigonometria nas turmas de segundo ou terceiros anos do
Ensino Médio. O conteudo de Trigonometria nunca foi bem aceito pelos alunos, tanto
da Rede Publica como da Rede Privada. Por muito tempo, tive a impressao que o
problema estava nos alunos, que ndo levavam a sério o curso. Com o passar dos anos
e 0 ganho de experi€ncia em ensinar trigonometria em diversas turmas (de diversos
niveis) passei a me questionar: serd mesmo que o problema esta nos alunos ou poderia
ser, também, a maneira como enfocamos esse conteido? Para sanar essa duavida,
venho tentando encontrar uma resposta, € ha algum tempo, venho investigando a
origem da trigonometria, assim como, o modo de introduzir a trigonometria, partindo

de questionamentos como:

1. Como Surgiu a trigonometria?
2. Como surgiu a ideia do seno?

3. Qual a origem do nome de seno a razao das medidas do cateto oposto entre

outros?

4. Como poderiamos motivar o conceito das razdes trigonométricas no triangulo
retangulo e posteriormente estender os conceitos das razdes trigonométricas aos

nimeros reais com a introducao do ciclo trigonométrico?

Perguntas como essas comegaram a me instigar a ir atrds de respostas, mesmo

de uma forma nao sistematica, desde as primeiras disciplinas do PROFMAT, surgiu a



ideia de realizar um trabalho onde tanto eu quanto os outros professores que lecionam
este contetido pudessem ter uma visao historica da trigonometria. E pessoalmente
acredito que um melhor conhecimento das origens e da evolucao das ideias que
encontram-se no cerne da trigonometria podera facilitar e motivar os alunos a estuda-
rem trigonometria. No ultimos anos, tenho feito para os meus alunos a introducdo da
trigonometria, como indicado nos livros do José Ruy Giovanni ([8]) e José Roberto
Bonjorno ([3]). Iniciamos a abordagem com as razdes trigonométricas fazendo uso
da velha e famosa ilustracdo de como um homem com uma trena, uma vara € uma
boa no¢ao de semelhanca de triangulos poderia calcular a altura de uma piramide
em um dia de sol. A resposta dessa questao nos remete ao estudo de semelhanga de

triangulos e a introdu¢ao da trigonometria no triangulo retangulo. Vejamos:

Figura 1.1: Semelhanga livro da FTD

Como todo os triangulos da figura acima sdao semelhantes podemos estabelecer

as razdes de semelhanga, isto €:

A0y ACy  ACs A

BCl BCQ BCg BC4

BA, BA, BA; BA,
BC, BC, BC; BC,

MG AC,  AsCy  ACY

BA, BA, BA; BA,



Cada uma das das razdes representadas acima mantem-se constante, a menos
que mudemos o angulo agudo «, isso nos leva a concluir que o valor de cada razao
€ uma funcao do angulo, isto €, para cada valor do angulo o temos um valor para a

razdo. Na verdade essas razdes tem nomes cOmo vamos mostrar abaixo:

* Seno do angulo agudo a:

AC) ACy  AsCy  ACy

BC, BC, BC; BC, T
* Cosseno do angulo agudo a:
BAl BAQ BAg BA4
_= = _= = .= COSUX
BCl BCQ BC3 BC4
* Tangente do angulo agudo «:
ACy ACy  AsCs AyCy

BAl BA2 BAg BA4

Mesmo buscando mostrar as razdes como fun¢ao do angulo coloci-las como,
razao trigonométrica do angulo agudo, permanecem em aberto questionamentos feitos
no nosso preambulo. Dessa forma, para buscar respostas aos referidos questionamen-
tos precisamos ir mais a fundo sobre as origens da trigonometria. E exatamente isso
que faremos ao longo do presente trabalho.

No capitulo 2, veremos que a humanidade, desde os primérdios, teve um grande
interesse em estudar a Astronomia. Os egipcios, por exemplo, olhavam os astros para
prever os periodos de seca e de enchente do Rio Nilo. Outros fendmenos naturais de
grandes proporg¢des, tais com as estacoes do ano, também coincidiam com 0 posicio-
namento dos astros na aboboda celeste.

Além dos astros do espago, havia interesse também pela Terra. Perguntas como:
qual o formato da Terra? Olhando os planetas no nosso sistema com 0s recursos que
os antigos possuiam, devem ter pensado que todo os planetas eram esféricos, pois era
1SS0 que viam ao observar o espago. Entretanto, da superficie da Terra, olhando ao
redor, parecia que a Terra era plana. Assim, a primeira pergunta a ser respondida € a

Terra é plana? Caso nao seja, deve ter o mesmo formato de todos os astros observados,



ou seja, esférico? Veremos também como o famoso matematico grego Erastdstenes
ofereceu respostas a essas perguntas.

No capitulo 3, mostraremos como as principais razoes trigonométricas podem
ser estendidas a triangulos quaisquer (leis dos senos e dos cossenos). Por fim, mostra-
remos neste capitulo como motivar, a partir de diversas situagdes praticas a introdugao,
das funcdes seno e cosseno, o que nos levard, naturalmente ao ciclo trigonométrico.
Também daremos uma motivagao para o fato do ciclo trigonométrico ter raio igual a
1. Neste mesmo capitulo mostraremos uma maneira de estender a trigonometria aos
numeros reais.

Por fim, no capitulo 4, apresentaremos algumas situagdes cuja solucdo evoca
naturalmente as razoes trigonométricas. Acreditamos que esses problemas possam
servir de motivacao para introduzir a trigonometria como uma ferramenta que surgiu
a partir de necessidade de encontrar solu¢des para problemas que surgiram em algum
contexto da vida real. Por fim, para complementar a nossa proposta de introduzir
e motivar um ensino mais cativante da trigonometria ao nivel do ensino médio,
apresentaremos uma breve sele¢ao de questoes extraidas de diversas fontes, entre elas,
do ENEM - Exame Nacional do Ensino Médio, que ao nosso ver, podem ser uteis no

nosso propodsito de um ensino honesto € mais motivador da trigonometria.



2 Problema das cordas
e o0 nascimento da Trigonometria

Neste capitulo apresentaremos alguns contextos em que a necessidade humana
em realizar medidas, especialmente aquelas inacessiveis de serem medidas dire-
tamente, fizeram surgir, de modo natural, o aparecimento de novas ferramentas e
técnicas matematicas para resolver, mesmo que parcialmente, alguns daqueles pro-
blemas, revelando que a trigonometria surgiu como uma verdadeira necessidade da
evolucao humana e ndo como uma criagcdo meramente intelectual dos pensadores
antigos. Acreditamos que esse contexto historico possa ser motivador para aqueles
que irdo ter um primeiro contato com o conteudo, estimulando a curiosidade e o
interesse pelo conteudo.

As grandes civiliza¢des da Antiguidade reuniram expressivo conhecimento de
astronomia. Os egipcios, por exemplo, olhavam os astros para prever os periodos de
seca e de enchente do Rio Nilo. Outros fendmenos naturais de grandes propor¢oes
também coincidiam com o posicionamento dos astros na aboboda celeste.

Além dos astros do espago, havia interesse também na Terra. Nesse contexto
surgiu naturalmente o questionamento sobre qual o formato da Terra. Olhando para
as estrelas, com os poucos recursos que 0s povos antigos possuiam, € provavel que
tenham pensado que todos os astros eram esféricos, pois era isso que viam ao observar
o espaco. Entretanto, da superficie da Terra, olhando-a ao seu redor, parecia que a
Terra era plana.

Assim, a primeira pergunta a ser respondida €: Qual a forma da Terra? E plana?
Caso nao seja, deve ter o mesmo formato de todos os astros observados? ou seja,
esférico?

A resposta a primeira pergunta foi dada por Erastéstenes. Quem foi Erastdstenes



e como ele conseguiu responder esse questionamento?

2.1 Erastostenes

Eratostenes de Syene (Syene, 276 a.C. — Alexandria, 194 a.C.) foi um ma-
tematico, gramatico, poeta, gedgrafo, bibliotecério e astronomo da Grécia Antiga,
conhecido por calcular a circunferéncia da Terra. Nasceu em Cirene, na Libia, e
morreu em Alexandria. Estudou em Cirene, em Atenas e em Alexandria. Os con-
temporaneos chamavam-no de “Beta” porque o consideravam o segundo melhor do

mundo em varios aspectos.

Figura 2.1: Eratéstenes de Cirene, 276 a.C. — Alexandria, 194 a.C

Por volta do ano de 240 a.C., ErastOstenes dirigia a biblioteca do museu de
Alexandria, tendo, deste modo, acesso a catdlogos relacionados a acontecimentos
astrondmicos importantes. Dentre as informagdes importantes que ele obteve, uma
indicava o dia do ano em que ocorreria um solsticio de verao no hemisfério norte, ou
seja, ao meio-dia, na cidade de Syene (Assud), os raios solares incidiriam de forma
perpendicular a Terra. Nesta mesma cidade existia um po¢o muito fundo (Syene é
uma cidade que ficava exatamente no limite da zona tropical € no mesmo meridiano
de Alexandria) e, para comprovar o solsticio, a luz do Sol deveria refletir nas dguas
deste poco muito profundo. Ora, se a Terra fosse de fato plana, toda coluna deveria
ao meio-dia ndo ter sombra, uma vez que o sol estava iluminando a d4gua do pocgo.
Entretanto, Erastdstenes observou, ao meio-dia deste mesmo dia, em Alexandria (que
se situava mais ao norte), a sombra de uma coluna projetada sobre o solo. Desta

forma, Erastdstenes concluiu que a Terra nao era plana.
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Assim, conjecturou-se que a Terra teria a mesma forma dos astros observados,
ou seja, esférica. Se o formato € esférico entdo existe um raio. Assim, a segunda
pergunta natural a ser respondida era: Qual o raio da Terra?

Para responder essa pergunta Erastostenes utilizou as informagdes desta mesma
experiéncia. Ele sabia que os raios de Sol estavam perpendiculares em Syene, pois a
agua do poco estava iluminada pelos raios de Sol, ou seja, o Sol, o po¢o e o raio da
Terra deveriam estar todos sobre uma mesma reta imaginaria naquele momento.

Sabendo que os raios de luz provindos de grandes distancias parecem paralelos
ou comportam-se como se fossem, Erastostenes concluiu que os raios terrestres que
ligam as extremidades de um arco de 800km, formariam um angulo de 7, 2° (800km
€ a distancia entre Syene e Alexandria, essa distancia ja era conhecida aquela época).

A figura a seguir ilustra a situacdo que acabamos de descrever.

Figura 2.2: Representagdo da ideia de Erastdstenes

A partir dessas informacoes, Eratostenes obteve uma estimativa para a medida
do raio terrestre, utilizando uma simples proporcdo: o angulo central de medida
6 ~ 7,2° corresponde a um arco de comprimento 800km sobre a superficie terres-
tre, enquanto que o angulo central de 360° corresponde ao comprimento de uma
circunferéncia que circunda superficie terrestre.

Supondo que a medida do raio da Terra (supostamente esférica) seja R, o

comprimento dessa circunferéncia € 27 R, onde m ~ 3, 14. Diante do exposto,
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800 27R R~ 360° - 800km N
7,20 3600 T 7,20.2.3,14

O valor aceito atualmente para o raio terrestre é 6371km, portanto, o erro come-

R ~ 6370km.

tido por Eratostenes foi de aproximadamente 1km, que percentualmente corresponde
a 0,01%. Esta estimativa € surpreendente, diante dos poucos recursos disponiveis na

época.

Tempos depois, outro astronomo teve curisiodade de medir a distancia entre
a Terra e a Lua. Estamos falando agora de Hiparco de Nicéia. Vamos apresentar

algumas das suas ideias na secao a seguir.

2.2 Hiparco de Nicéia

Por volta de 190 a.C. - 120 a.C., um outro astronomo chamado Hiparco de
Nicéia, hoje considerado o pai da Trigonometria, teve uma ideia para medir a distancia

entre a Terra e a Lua.

Figura 2.3: Hiparco de Nicéia (; Niceia, 190 a.C. — 120 a.C)

Nesta secao discutiremos como foi possivel que ele realizasse tal feito com os

poucos recursos disponiveis na época.

O que se conhecia na época?
* O tempo que a Lua levada para completar uma volta completa em torno da Terra;

* Ele sabia que era previsto um eclipse total da lua em um breve por vir;
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e Oraio da Terra;

A figura a seguir representa sua ideia:

Figura 2.4: Figura do Sol, Terra e Lua

Hiparco concebeu um método simples e engenhoso para determinar a distancia
da Terra a Lua. O método baseia-se nas posi¢oes relativas do Sol, Terra e Lua durante
um eclipse lunar, isto é, quando a Terra fica exatamente entre o Sol e a Lua.

Para medir a distancia da Terra a Lua, Hiparco imaginou dois triangulos
retangulos, cujas hipotenusas ligariam o centro da Terra as bordas do disco solar e
lunar, por ocasido de um eclipse da Lua.

Naquela época acreditava-se que a Lua girava em torno da Terra em uma orbita
circular. Assim, Hiparco considerou que a duracdo de um eclipse lunar era equivalente
ao tempo que a Lua levava para percorrer uma distancia circular determinada por duas
vezes o angulo «, ou seja, o tempo 77 para que a lua percorra esse arco € proporcional
a 2a, ou seja, T1 = k - 2a, com k constante.

O periodo orbital da Lua, isto €, o tempo que ela gasta para completar uma volta
inteira (360°) em torno da Terra ja era conhecido. Entao Hiparco estabeleceu uma
segunda equagdo; Th = k - 360° e através de uma regra de trés simples determinou
uma relacdo entre as duas equagdes uma vez que a unica varidvel desconhecida era w,

ou seja,

200 ----- T 180°T;
0= —
360° ------ T, T

Posteriormente, através do esquema acima, o angulo ¢ foi identificado como o
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semidiametro do Sol, ou seja, a metade do angulo pelo qual vemos o disco solar. O
angulo « representa a metade do angulo pelo qual um observador no Sol veria a Terra.
Utilizando o fato de que, num triangulo, a soma das medidas dos angulos internos é

180°, segue que:
(902 — B) +(90° = 0) = 180° — (p+a) = L+ 0 = p + .

Devido ao fato de que a distancia do Sol a Terra é muito grande, segue que 3 é muito
pequeno, o que nos permite escrever 0 = o +a = a = 0 — .

Mesmo fazendo as aproximacdes anteriores, o que Hiparco tinha como dados
do problema era o angulo central e uma corda (da circunferéncia que a Lua percorria
em torno da Terra). Entretanto, naquela época, ndo havia uma tabela de cordas, ou
seja, uma tabela que associasse o angulo central e o tamanho da corda com o raio da
circunferéncia que tinha essa corda descrita pelo angulo central dado, ou entdo uma
tabela que relacionasse o angulo central e o raio e obtivesse como resposta o tamanho
da corda. Nesse ponto hd uma pergunta natural a ser feita: como essas grandezas se

relacionam?

Figura 2.5: Obtendo informagdes do triangulo retangulo

Se esta relacao dependesse do raio da circunferéncia, Hiparco continuaria com
problemas, pois € exatamente o raio que ele estd querendo encontrar. Logo, para que
este método possa ser util para a resolucdo do problema, precisamos que esta relacao

seja conhecida e entao conhecendo o comprimento da corda, possamos determinar o
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comprimento do raio da trajetdria descrita pela lua em torno da Terra.

Esse problema levou Hiparco a desenvolver uma tabela de cordas. Onde ele
associava a medida do angulo central de uma circunferéncia de raio conhecido e a
medida da corda correspondente. Observe que, neste momento, ele esta trabalhando
com um raio conhecido. Poderiamos fazer mais uma pergunta: Como as medidas

dessas cordas poderiam auxiliar Hiparco no cédlculo da distancia da terra a Lua?

{

Figura 2.6: Relagdo entre medida da corda e medida do angulo central

A ideia se baseia na semelhanca de triangulos, mais especificamente, encon-
trar um triangulo retangulo semelhante ao encontrado por ele e, com uma simples
propor¢ao, a distancia almejada. Por isso Hiparco escreveu uma tabela de valores de
cordas para diversas medidas de angulos centrais.

Ora, mas se é possivel fazer via semelhanca, que era uma técnica conhecida,
para que construir uma tabela de cordas?

Na verdade, a tabela de cordas era para construir o triangulo que seria usado
para fazer a semelhanca, pois o angulo central era dado e a dimensao do barbante
que seria utilizado para montar a hipotenusa era conhecido, faltava entdo encontrar a
corda com aquelas caracteristicas. Depois de montada a tabela, fica facil encontrar
a distancia desejada, pois basta olhar para a entrada da tabela que contém o angulo
central, e pegar os dados que serdo usados para realizar a semelhanca e, com isso,
encontrar o que se deseja. Se imaginarmos que ele usou o barbante de tamanho 1,
entdo dado o angulo g ele obteria, da tabela, o tamanho do segmento B;( e faria a

semelhanca representada na figura 2.7 para encontrar r uma vez que o tamanho do



15

segmento B,(' correspondia a medida do raio da Terra.

Figura 2.7: Usando a tabela para encontrar a semelhanga

Isso tudo levou Hiparco a pesquisar e desenvolver conhecimentos matematicos
que possibilitassem tais calculos. Possivelmente Hiparco teria apenas um trabalho,
obter as medidas das cordas e definiu crd(«r) como sendo a medida da corda para o
angulo central . Para comegar, ele utilizou algumas medidas conhecidas como a
medida de lados de poligonos regulares inscritos em uma circunferéncia de raio r, por

exemplo:
(a) crd(60°) = 7.
(b) crd(90°) = rv/2.
(c) crd(120°) = r/3.

[
B~  — C

Figura 2.8: Usando a tabela para encontrar a semelhanga
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Observando a Figura acima, temos que se a medida do angulo ABC for 60°,

entdo a medida do angulo AOC serd 120°. Por Pitagoras,

(2r)? = crd(60°)? + crd(120°)? = 4r? = 2 4+ crd(120°)? = crd(120°) = rv/3

Outras cordas que podem ser obtidas, como a crd(72°) que é a medida do
lado do pentagono regular de crd(36°), que por sua vez é a medida do lado de um

decdgono regular. A seguir, como era obtida a crd(36°).

>,
& i
.‘

A B

Figura 2.9: Corda associada a 36°

Observando a Figura acima temos que o tridngulo O AB é isésceles, pois AO =
OB = r, o segmento AN é bissetriz do angulo interno de vértice A. Por construcio,
as medidas dos angulos OAN = BAN = 36°, os angulos OAB = OBA = 72°,
logo os triangulos OAB e ABC' sao semelhantes, com isso podemos escrever:
r l-x

1= >1-(1l-2)=v-2=2°+2—-1=0
x

Resolvendo essa equagao quadratica, segue que:

—1+45
-—>

x = 0.6180
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Entéo concluimos que em um circulo de raio unitario a crd(36°) = 0, 6180.
Como faltava a Hiparco conhecimentos necessarios para construir uma tabela
com variagdes pequenas para os angulos centrais, coube a outro astronomo Claudio

Ptolomeu a aperfei¢od-la, conforme descreveremos a seguir.

2.3 Claudio Ptolomeu

Claudio Ptolemeu, foi sdbio grego que viveu em Alexandria, uma cidade do
Egito. Ele € reconhecido pelos seus trabalhos em matematica, astronomia, geografia

e cartografia. Realizou também trabalhos importantes em Optica e teoria musical.

Figura 2.10: Cldudio Ptolomeu - 100 d.C - 170 d.C

Utilizando conceitos geométricos, Ptolomeu obteve uma tabela de cordas em
uma circunferéncia para angulos centrais variando de meio em meio grau.

Para encontrar medidas de cordas com diferenca do angulo central de 0, 5°, ele
teve que descobrir um teorema, que leva o seu proprio nome, o Teorema de Ptolomeu,

conforme enunciamos a seguir.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Ptolomeu). Em um quadrildtero ciclico (isto é, inscritivel

num circulo), o produto das diagonais é igual a soma dos produtos dos lados opostos.
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Se ABCD sdo vértices consecutivos do quadrildtero, entdo:

AC-BD =AB-CD+ BC - AD.

Usando esse Teorema, e algumas consequéncias (coroldrios) dele, foi possivel

: o .
para Ptolomeu obter as medidas de crd(a — 3) , crd(a + ) e crd(§). Vejamos
como Ptolomeu demonstrou seu teorema e como ele obteve as consequéncias que ele

precisou para completar sua busca de obter a tabela de cordas.

Demonstracao: Seja ABC D um quadrilatero inscritivel, vamos mostrar que

AC-BD=AB-CD+ BC-AD

Sobre o segmento AC' considere um ponto E de tal maneira que a medida do angulo

ABE seja igual a medida do angulo DBC, como na Figura.

Figura 2.11: Marcacdo do ponto E

Observe que as medidas dos angulos BC'A e BD A sdo iguais, pois sdo angulos
Inscritos com mesmo arco por ele subtendidos, ou seja, estamos com a seguinte

situacao
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&4
0

Figura 2.12: Triangulos semelhantes

Assim, pelo caso AAA concluimos que os tridngulos BC'E e ABD sao semelhantes,
logo seus lados correspondentes sao proporcionais. Assim,
AC  BD
CE AD

O mesmo ocorre para os triangulos BAF e BDC' pois ABE =CBD por constru¢ao

e BAC = BDC por serem inscritos de mesmo arco conforme Figura.

Figura 2.13: Marcagdo do ponto E com os angulos congruentes

Portanto, segue a semelhanca e vale a relagao:

AB _ AL | 45 .0D - AE.BD (2.2)
BD CD
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Adicionando (1.1) com (1.2) e sabendo que CE + AE = AC, concluimos que:

BC-AD=AB-CD=CE-BD+ AE-BD =BD-(AE+CFE)=BD - AC

Ou simplesmente:

BC-AD+ AB-CD =BD - AC

Vejamos agora como Ptolomeu usou seu teorema e o Teorema de Pitagoras
para obter crd(a — 3), crd(a + 3) e crd(5).

2.3.1 Obtendo crd(a + f3)

Teorema 2.3.2. Sejam a e b as cordas de dois arcos de uma circunferéncia de raio

S:g'\/4—52+g-\/4—a2

2
¢é a corda da soma dos dois arcos.

unitdrio, entdo:

Demonstracao: Partindo de um mesmo ponto C' considere cordas de tamanhos a e b
delimitadas também por B e D respectivamente. Trace o didmetro a partir de C, de

modo a AC, dividir o angulo BGD, como na figura 2.14.

D

B

Figura 2.14: Soma 1

Note que 1sso s6 € possivel se as duas cordas forem menores que o diametro.
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Caso alguma corda seja o diametro, por exemplo b = 2 (lembrem-se que estamos
adotando neste momento o raio igual a 1). Teremos um tridngulo retangulo e pelo

Teorema de Pitagoras,
P =a*+s=s=4—a?
Como b = 2, segue que:

s:\/4—a2:§\/4—a2:g\/4—a2

Continuando com a expressao

b b b
s=sVi—a 0= 4—a2+%-0:§ 4—a2—|—g- 14

mas lembrando que b = 2, o nimero dentro da raiz pode ser reescrito como 4 — b2 e

b
325\/4—a2—|—g 4 — b2

Do mesmo modo, se a corda que fosse igual ao diametro fosse a, procedendo da

com 1SsSo

mesma maneira que acabamos de fazer (substituindo a por b e vice-versa) concluimos
que quando um dos lados € igual ao diametro, o teorema vale.
E se as duas cordas forem iguais ao diametro?

Essa € a situacdo descrita na figura abaixo:

C

D=B

Figura 2.15: Soma 2
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Nesta situagdo B = D e portanto s = (. Substituindo os valoresde a = 2e b = 2 no

lado direito da equagao temos:

g\/4—a2+g\/4—b2:§ P i =0

Nesse caso, o teorema também € verdadeiro para o caso em que as duas cordas tem
tamanhos 1guais e igual ao didmetro. Consideremos entao o primeiro caso descrito, ou
seja, onde os tamanhos das cordas sao menores que o diametro. Chame este ponto de
A e considere o quadrilatero inscritivel, que tem como uma das diagonais o didmetro

e como a segunda diagonal a corda que representa a soma das cordas, conforme a

Figura 2.16: Soma 3

figura a seguir.

Como AC' é o diametro, tanto AC'D quanto ABC sdo triangulos retangulos. Apli-
cando o Teorema de Ptolomeu ao quadrilatero ABC'D temos

2s = aAD + bAB (2.3)
Usando o Teorema de Pitagoras para os triangulos ACD e ABC obtemos:
AB +a® =4 = AB = /4 — a2 2.4)

AD 4+ 2 =4 = AD = /4 — b2 (2.5)
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Substituindo (1.4) e (1.5) em (1.3) temos:

\/4—b2+g\/4—a2 (2.6)

a
s ==
2

o que demonstra o teorema.

2.3.2 Obtendo crd(a — ()

Teorema 2.3.3. Sejam a e b as cordas de dois arcos de uma circunferéncia de raio

unitdrio e a > b, entdo

d = %\/4—1)2—%\/4—@2

é a diferenca dos dois arcos.

Demonstracao: Partindo do ponto B do didmetro AB, tracemos a corda b e
do ponto C' outra corda d. Para aplicar o teorema de Ptolomeu tracemos as cordas
AD, AC e BD de medidas respectivas y, x ¢ a e também denotemos a medida da

corda AC de x. Veja as figuras a seguir.

D

Figura 2.17: Diferenca 1
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Q

Figura 2.18: Diferenca 2

Aplicando o Teorema de Ptolomeu para o quadrilatero ABCD e o Teorema de

Pitdgoras para os triangulos retangulos ABC e ABD, temos:
Da-z=b-y+2-0

D) P +2lt=4d=zx=V41-01

) &’ +y?=4d=y=V4—-a?

Substituindo (I7) e (/1) em (I) encontraremos:

VRN

Caso uma das cordas seja o didmetro, como, por hipétese a > b, trocaremos os valores

das medidas a por b, € mostra também que o teorema € valido, como veremos a seguir.
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Figura 2.19: Diferenca 3

Como o triangulo ABD ¢€ retangulo, pois AB é o diametro, temos que:
a* = d* + b
d? =a* -V

Como a = 2, temos:

d:\/4—62:§ 4—62—023\/4—192—%\/4—@2

Logo o teorema € valido também quando a corda € o diametro, portanto o teorema é

verdadeiro sempre.

233 Obtendo crd(2)

Teorema 2.3.4. Se t é a medida da corda de um arco de um circulo de raio unitdrio,

=2 Vi—e

entdo

é a corda de metade do arco.

Demonstracao 2.3.1. A partir da extremidade B do didmetro AB da circunferéncia,

tracamos duas cordas de mesma medida e das extremidades BD e BC de medidas
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h. Como o tridngulo BC'D ¢ isésceles, temos que o diametro divide a corda C'D ao

meio. Veja a figura abaixo.

£/2

-
A
\/Pﬂ
»

/

Figura 2.20: Metade 1

Tracaremos duas cordas AD e AC que por construcdo possuem mesma medida e

aplicaremos o Teorema de Ptolomeu. Veja a figura abaixo.

Figura 2.21: Metade 2
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Aplicando o Teorema de Ptolomeu no quadrildtero ABC' D, temos:

(I) 2t = ah + ah = 2ah

a =

S|+

Como o tridngulo ABC' é retangulo, temos:
(I) a®> + h?> =4

Substituindo I e 1l temos: .2

5443:4
2,
5 T h? =4

Multiplicando a equagdo por h?, teremos:
4n® = > + b’
h* —4h* + ¢ =0
Resolvendo a equacdo em h2, temos:
A=(—4)°—4-1-#

A=16—4-t>
A=4-(4—1t%

A= \A4-)
- 2
4-2/(4-¢)

h=y2-A—1)

Para completar a demonstracdo vamos verificar se a afirmacdo também é vdlida para

a corda BD sendo o diagmetro, vejamos a figura a seguir.
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B

Figura 2.22: Metade 3

Como o tridngulo OC'D ¢é retangulo e a medida do raio é 1, temos:
h? =12 +12

Por outro lado:

h=y2-JA—1)

mas como

t=2=h=1/2—/A-D) = h=12

a afirmacdo é verdadeira sempre.

A partir desses conhecimentos matematicos de Ptolomeu e também utilizando

o submultiplo do grau como:
(7) Minutos: a subdivisdo do grau em 60 partes.
(77) Segundo: a subdivisdo do minuto em 60 partes.

Ele pdde obter medidas de cordas de meio em meio grau para isso ele procedeu
da seguinte maneira: utilizou resultados de crd ja conhecidos como, o crd(24°)
utilizou também os valores do crd(60°) , do crd(36°) e crd(24°) = crd(60° - 36°) =
0,4158.
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Em seguida utilizando h = \/ 2 — /(4 — 2) obteve os crd(12°), crd(6°),
crd(3°), crd(90°) e crd(45°).

Ptolomeu, queria escrever uma tabela trigonométrica com variagao de meio
grau, para isso, teria de obter o crd da corda de 1°.

Para esse caso, Ptolomeu aplica um outro resultado, o qual permite realizar o
calculo para pequenos tamanhos de comprimento de cordas com o minimo de erro

possivel. Vejamos a afirmacao.
2.3.4 Relacao entre a medida da crd e do angulo

Teorema 2.3.5. Se o e 5 sdo comprimentos de arcos tais que 0 < o < < 180°

cd(a) «

crd(5) E

Demonstracao: Esta demonstragdo utiliza muito os conceitos geométricos.
Tomando as medidas das cordas AB = a« e BC = [ e tomando o ponto D de
forma que BD seja a bissetriz do angulo ABC'. No tridngulo ABC, o ponto E é a

interseccao entre o lado AB e a bissetriz BD. Veja a figura abaixo.

B

D

Figura 2.23: Relagéo entre a medida do crd e do dngulo

Como BD ¢ abissetriz do angulo ABC' do triangulo ABC, entdo pela Lei das
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Bissetrizes, temos:
AB BC
AE ~ CE
Tomando o ponto K sobre o segmento BD de tal forma que CEF = CK, isto é,
de modo que o triangulo C E K seja isésceles, implicando nos angulos K EC' =
EKC = AEB e que os tridngulos ABE e BC' K sejam semelhantes, pois possuem

dois angulos de mesma medidas.

AB BC BC
AE ~ KC CE

Agora voltemos a Figura (2.23), tracemos uma perpendicular do ponto D ao segmento
AC com o ponto F' a interseccdo e em seguida tomemos o ponto D como centro
do circulo onde GEH € um arco desse circulo de raio DF), tal que o pondo G € a
intersec¢ao do arco com o segmento AD e o pondo H ¢ a intersec¢do do arco com o

prolongamento do segmento D F', conforme figura abaixo.

D

Figura 2.24: Relag@o entre a medida do crd e do angulo

Note que a razdo entre as areas dos triangulos(A) DEF, ADFE é menor que a
razdo entre as areas dos setores DEH, DEG, isto é:
A(DEF) A(DEH)

A(ADE) ~ A(DEG)




31

A(DEF) < A(DEH)
A(DEG) < A(ADE)

Agora note que:
EC=FEF+FC=FEF+AF=2-EF+ AFE

Conforme a Figura 2.24:
EDC = EDF + FDC 2.7)
EDC = EDF + ADE + EDF
EDC =2-EDF + ADFE

Assim, segue que:

cd(o)  BC
ced(f) AB
cd(a)  EC
ced(8) AE
ced(e)  2-EF AE

Desse modo, temos:

2-EF+AE - 2-EDF+ADE
AFE AFE ADFE ADFE

Como:
2-EDF + ADFE =FEDF + ADF
2-EDF+ ADE = EDF + FDC
2-EDF + ADE = EDC
Temos que:

2-FF AFE EDC

8
AE ' AE SADE B
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Portanto,
cd(a) «

crd(8) S
crd(a) a

Agora com as medidas das cordas conhecidas e com a relacao Ci a5 = 5’ Ptolomeu

obteve a crd(1°), com o seguinte procedimento:

crd(60°)  60°
d(60° d(45°) -
rd(157) <qe T (60°) < crd(45°)

Q| &~

Como o crd(45°) = 0,0131, entdo
(] o 4
crd(60°) = erd(1%) < 0.0181 - 5 = 0,01747

Por outro lado, utilizando a crd(90°) = 0, 0262, o crd(60°) na desigualdade ficaria

escrita da forma:

crd(90°)  90° 2 2
< 21 = erd(60°) > crd(90°) - = = 0,0262 - = = 0, 01747
crd(60°) < gor - rA(607) > exd(907) - 5 =10, 3

Das duas desigualdades concluimos que crd(1°) = 0,01747. Tomando o valor
para o crd(1°) com quatro casas decimais, temos o valor de 0,0175 e aplicando a
afirmacdo para corda de arco metade h = \/ 2 — \/m chegariamos ao valor
para o crd(0, 5°) de:

crd(0,5°) = h = \/2 — /(4 —0,017472) = 0,0100

Para Ptolomeu, construir sua tabela de cordas de meio em meio grau bastaria agora

aplicar sucessivamente a afirmacao que refere-se a soma das medidas de duas cordas.

2.4 Das medidas de cordas a circunferéncia trigonométrica

O desenvolvimento da teoria de relacionar a cada angulo central a medida da
sua corda correspondente, possibilitou os astronomos da época obterem medidas
importantes como ja mencionado neste texto. Coube aos hindus por volta de 500 d.C.,
a partir das ideias de Hiparco e Ptolomeu, fazerem uma relacdo entre a metade dos

angulos centrais e a metade da suas cordas correspondentes, que eles chamaram de
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jiva. Como nos mostra a tabela a seguir.

Angulo em grau | Medida da corda
0,5° 0,0100
1° 0,0175
1,5° 0,0262
2° 0,0349
2,5° 0,0436
3° 0,00523

Tabela 2.1: Parte da tabela de Ptolomeu

Jiva entdo seria definido por ele como sendo a razao entre a metade da corda

pelo raio da circunferéncia, isto é:

O
lea <§> = ;

Com essa nova forma de ver a medida da corda, os hindus comeg¢am a pensar
a Trigonometria no triangulo retangulo, pois o segmento AO € perpendicular ao
segmento DE, logo o tridngulo O F' D é retangulo. Como essa nova forma de pensar
os astronomos ficaram divididos entre as ideia de Ptolomeu e a Matematica hindu da
meia corda.

Foi entdo que, por volta de 850 o matematico drabe Al Battani adotou a circun-
feré€ncia com raio unitério, concluindo que, em qualquer triangulo retangulo a razao
jiva independe da medida da hipotenusa e sim do angulo do angulo central. Utilizando
a hipotenusa de medida 1 passa a ser escrito simplesmente por Jiva (g) = 5. Vejaa

figura a seguir.
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Figura 2.25: Ideia de Al Battani

Com os avangos dados na medi¢do da meia corda, a Trigonometria teve um
grande avanc¢o. Foi criada uma nova tabela de valores que relacionava metade do
angulo central a metade da corda. E em vez de meio em meio grau, adotou-se a
variacdo de 0, 25°.

A mudancga de jiva para seno se deu por volta de 1150 devido a uma tradugao
equivocada, ja que a palavra seno deveria significar metade da corda, que vem do
hindu jya-ardha, abreviada para jiva. Esta foi traduzida para o drabe como jiba, escrita
como jb, j4 que as vogais nao sdo escritas em arabe. A seguir, a palavra foi mal
traduzida, no século XII, para o latim, como sinus, com a impressao erronea de que
jb referia-se a palavra jaib, que significa ’seio”’em darabe, tal como sinus em latim.
Finalmente, o uso em lingua portuguesa converteu a palavra latina sinus para seno. A
palavra cosseno surgiu somente séculos depois, como sendo o seno do complemento
de um angulo, sen(z) = cos(90° — x). A partir da ideia de Al Battani de considerar
o raio da circunferéncia de medida igual a 1, que levou a relacionar a cada angulo a
medida de um segmento, foi questdao de tempo para chegarmos a Trigonometria na
circunferéncia como € conhecida nos dias de atuais.

Com a ideia de René Descartes, de representar cada ponto do plano por um
par ordenado (suas coordenadas) e dos estudo dos movimentos periddicos feitos em
1710 por Thomas-Fanten de Lagny, Leonard Euler em 1748 usa a circunferéncia de
raio igual a 1 e define funcdes periddicas aplicadas em um nimero € nao mais em

um angulo como era feito até entdao. Como fruto da nossa experi€ncia ao ensinar o
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assunto para alunos do 2° e 3° anos do ensino médio. No préximo capitulo vamos
oferecer uma sugestao de como introduzir isso focalizando nas ideias centrais do

assunto.



3 Do triangulo retangulo

ao Ciclo trigonométrico

3.1 Introducao

Em geral, os livros didéticos brasileiros que tratam de Trigonometria costumam
dedicar muitas paginas ao assunto, frequentemente, abordando topicos com uma
quantidade excessiva de detalhes que ndo sao essenciais para a compreensao pratica
e profunda da matéria. Esses textos, por vezes, concentram-se em manipulacoes
algébricas extensas e abstracOes tedricas que, embora possam ter algum valor em
um contexto especifico, acabam se tornando vazias e desconectadas de aplicacoes
concretas. Essa abordagem, muitas vezes, confunde os alunos, que nao conseguem
ver a relevancia e a utilidade do que estdo aprendendo, resultando em uma perda de
interesse e dificuldade em aplicar os conceitos em situacdes problemas.

Ao contrario dessa abordagem tradicional, além do contexto histérico ja intro-
duzido no capitulo anterior, no presente capitulo, propomos uma trajetoria de ensino
que foca no essencial da Trigonometria, priorizando uma compreensao clara e objetiva
dos conceitos fundamentais. Nossa proposta é centrada em ensinar de forma direta
e pragmatica, mostrando a aplicacdo pratica dos conceitos trigonométricos desde o
inicio. Isso envolve a introdugao de problemas reais e significativos que utilizam a
Trigonometria para serem resolvidos, permitindo que os alunos vejam imediatamente
a utilidade do que estdao aprendendo.

Nossa abordagem busca simplificar o processo de aprendizado, eliminando o
excesso de formalismo que muitas vezes sobrecarrega os estudantes, e substituindo-
o por uma énfase no entendimento intuitivo e na aplicagdo pratica. Dessa forma,

acreditamos que os alunos ndo apenas aprenderdo a Trigonometria de maneira mais
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eficiente, mas também desenvolverdao uma apreciacao maior pela matéria, vendo-a
como uma ferramenta poderosa e relevante, em vez de um conjunto de regras abstratas
a serem memorizadas.

Além disso, ao focar no que realmente importa, podemos dedicar mais tempo a
explorar aplicacOes interessantes da Trigonometria em diversas areas, como fisica,
engenharia, arquitetura, e até mesmo em disciplinas como musica e arte. Isso ndo so
amplia o horizonte dos estudantes, mas também torna o aprendizado mais envolvente
e significativo.

Em resumo, nossa proposta busca reestruturar o ensino da Trigonometria,
removendo o supérfluo e enfatizando o que € realmente util e aplicavel. Acreditamos
que essa abordagem nao apenas facilitara o aprendizado, mas também despertara
o interesse dos alunos, mostrando-lhes o verdadeiro valor e a beleza dos conceitos

trigonométricos.

3.2 Das razoes trigonométricas as funcoes trigonométricas

E praticamente obrigatério em todos os textos que tratam do assunto, a introducio
de um “novo modo” de medir angulos quando se faz a transicao da trigonometria
do triangulo retangulo ao chamado Ciclo trigonométrico; a nogao de radiano. Pra-
ticamente em todos os textos escolares € apresentada a definicao de radiano e de
modo subito, sem maiores explicagdes do que vem a ser de fato um angulo central
correspondente a um radiano. Comumente apresenta-se a relagao de que 360° (medida
de um angulo correspondente a uma volta) corresponde a 27 radianos, sem fazer pelo
menos algum esforco para esclarecer esse fato, muito menos o porqué de usarmos o
radiano. Julgamos de extrema relevancia que essas ideais sejam esclarecidas bem no
inicio dessa transicao que pretendemos fazer das razoes trigonométricas no triangulo
retangulo ao ciclo trigonométrico.

Como vimos no inicio do capitulo anterior, para cada angulo agudo de um
triangulo retangulo de medida 6 podemos obter as razdes trigonométricas que deno-
minamos de seno do angulo #, o cosseno do angulo 6 e a tangente do angulo #. No
caso do tridngulo retangulo podemos também, perceber que esta relagdo, que associa

a cada angulo # e medida do seno e do cosseno deste angulo, se dar de maneira tnica,
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isto €, para cada medida de um angulo agudo de um triangulo retangulo temos as
medidas do seno, do cosseno e tangente definidas univocamente. Neste ponto cabe o

questionamento, a saber:
Sera que poderiamos estender essas no¢oes para angulos em geral?

De um modo mais geral: serd que poderiamos utilizar essas ideias para definir
funcodes que associassem a cada angulo um seno, cosseno e tangente?

Como sabemos, uma fung¢ao é constituida por trés ingredientes bem definidos
(A, B, f); um conjunto A chamado de dominio da fun¢do, um conjunto B chamado
de contra-dominio da fun¢do e uma lei f que associa a cada elemento de A um tnico
elemento de B.

Os matematicos do século XVIII tiveram outro desafio, como definir tais
“funcoes trigonométricas’” especificando o dominio e o contra dominio dessas funcgoes,
como também a representacao do grafico de uma fungao assim definida. Como
poderia ser feito no plano cartesiano? Pois sabemos que os eixos horizontal e vertical,
no plano cartesiano, representam o conjunto dos numeros reais, como essa relagcao
entre a medida do angulo, em graus, e a medida do seno e cosseno desse angulo, nao
teriam como representi-la no plano cartesiano.

A solucgdo desse problema foi feita no inicio do século XVIII, quando o grande
matematico, Leonard Euler (1707 — 1783), ao tomar a medida do raio de um circulo
como uma unidade de medir um angulo, como essa forma de medir arcos, Euler abre
a possibilidade entdo de relacionar um nimero real com o valor do seno e cosseno.

Isto é, cria a no¢ao de radiano, como descreveremos a seguir.

3.3 Definicao do radiano

Um radiano € a medida do dngulo central de uma circunferéncia que determina
um arco com o mesmo comprimento que o raio desta circunferéncia. Veja figura

abaixo:
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! @)

Figura 3.1: Radiano

Quando o comprimento do arco menor AB € igual ao comprimento R do raio
da circunferéncia, dizemos que a medida o do angulo central € igual a 1 radiano, ou
seja,

S = R = a = 1radiano

Assim, quando um arco correspondente a um angulo central tem medida S,
a medida do angulo central correspondente é dada por o = %. Para ver isso, basta
observar a seguinte proporcionalidade (regra de trés):
R — — —— 1radiano

_ =Sl=aR=>a=—=
S — — —— «aradianos R

Sabemos que o comprimento de uma circunferéncia de raio R € C' = 27 R,
segue que uma circunferéncia completa possui o = }% = % = 27 radianos. Essa
informacao estd presente em praticamente em todos os livros escolares que tratam do
assunto, entretanto praticamente nenhum dos livros escolares explica claramente o que
significa o fato de uma circunferéncia possuir 27 radianos. A explicagao € simples;
como 1 radiano corresponde a medida de um angulo central cujo comprimento do
arco correspondente tem a mesma medida do raio da circunferéncia, o fato de um
circunferéncia possuir 27 radianos significa que, sobre a linha da circunferéncia pode-

mos desenhar o raio da circunferéncia 27 vazes (aproximadamente 6, 28 radianos),
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conforme ilustra a figura a seguir:

R

~0,28R

R

R

C = 2nR(=~ 6,28R)

Lembrando que na geometria convenciona-se que uma circunferéncia possui 360°,

obtém-se a seguinte correspondéncia
360° — — — — — 27 radianos

A grande vantagem de expressar as medidas dos angulos em radianos reside no
fato de podermos estender as ideias de seno, cosseno, tangente e as demais razoes
trigonométricas aos ndmeros reais, o que nos permite definir formalmente as fungdes

trigonométricas.

3.3.1 Em sala de aula

Neste ponto mostraremos uma sugestao de como pode ser feito em sala de aula
essa transicao das razdes trigonométricas do triangulo retangulo para as chamadas
fungoes trigonométricas.

De 1nicio lembramos aos estudantes o sistema de coordenadas cartesianas, onde
num plano onde colocamos eixos orientados x € y. Ha uma correspondéncia biunivoca

entre os ponto desse plano e os pares de numeros reais, conforme ilustra a figura a
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seguir:

Nesse ponto introduzimos uma circunferéncia unitaria (raio 1), centrada na
origem € com uma orientacao positiva no sentido anti-horario a partir do ponto

A = (0,1), conforme ilustra a figura abaixo.

Y

Uma primeira pergunta que sempre surge quando a trigonometria na circun-

feréncia € abordada € a seguinte:
Porque a circunferéncia adotada tem raio 1?

Primeiramente procuraremos mostrar ao aluno que a relagdao que define o seno
de um angulo nao depende do raio da circunferéncia onde a relacao € estabelecida.
Para mostrar isso, imagine duas circunferéncias concéntricas de raios diferentes,

como ilustrado na figura.
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Figura 3.2: Circunferéncia concéntricas

Note que, pelo caso AAA, os triangulos OC'D e OBE sdo semelhantes e
portanto temos que L
CD BE
OC OB
Mas isso € exatamente a relacdao que define o seno de alfa(«) , ou seja, indepen-
dente do raio da circunferéncia que estamos usando, a relagdo seno s6 depende do
angulo a. Como essa razao independe o raio, pode-se tomar o valor 1 por simplici-
dade.
Entretanto hd uma outra motivacao que € a seguinte: num triangulo retangulo
de catetos b e c e hipotenusa a, sendo # a medida do angulo oposto ao cateto b, tem-se

que

C




43

cosf = e senf =

SENN
SIS

entao,

2 2 2, 2 2
c b b c a
sen29+cos29:—2+ _rte

a

a? a? a
0 que sugere que o raio do ciclo trigonométrico deve ser tomado como 1.

Nesse contexto de ideias, consideremos uma particula se movendo de forma cir-
cular no sentido anti-horério (periddico) ao redor da origem do sistema de coordenadas

como na figura a seguir.

Figura 3.3: Figura Particula 1

Note que isso pode ser construido considerando um segmento de tamanho 1
com uma das extremidades presa na origem dos eixos coordenados € a outra livre de
modo que possa girar no sentido anti-horario. Adotemos A como o ponto inicial em
que comecamos a observar a particula. Depois de algum tempo a particula se move e

se encontrard num outro ponto A;, conforme a figura.
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meia corda

Figura 3.4: Figura Particula 2

Assim:

crd(26)

sen(f) = i =AB

Olhando para o triangulo O A; B vemos que 021\1 B =(90°—#) e assim aplicando
a relacao: L
B —
Jiva(2(90° — 0)) = cos(f) = OT = 0B

Assim, o ponto A; pode ser representado pelo ponto (sen(6), cos()) do plano.
Euler definiu a fung¢do que a cada angulo (na verdade, foi ao arco OAy) 0
associa o ponto (sen(f), cos(f)) sobre a circunferéncia de raio 1. Olhando para a

circunferéncia € facil visualizar que para 6 = 0°, o ponto sobre a circunferéncia com

este Angulo central é o ponto A = (1,0), donde verificamos que
(sen(0), cos(0)) = (0, 1)

e concluimos que sen(0) = 0 e cos(0) = 1. Da mesma forma, verificamos que
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sen(90°) = 1 e cos(90°) =0

sen(180°) = 0 e cos(180°) = —1

sen(270°) = —1 e cos(270°) =0

sen(360°) = 0 e cos(360°) = 1

Note que a cada ponto A da circunferéncia podemos obter trés outros pontos

como ilustrado na figura.

Figura 3.5: Simetria

1. O ponto B ¢ obtido pela intersecdo de uma paralela ao eixo x passando por A e

a circunferéncia.

2. O ponto C' € obtido pela intersecdo do prolongamento do segmento AO e a

circunferéncia.

3. O ponto B € obtido pela intersecao de uma paralela ao eixo x passando por A e

a circunferéncia.
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No primeiro caso, podemos montar os tridngulos OAA’ e O BB’ como mostrado

na figura a seguir.

A e

Figura 3.6: Reducdo do segundo para o primeiro quadrante

Note que BB" = AA’ e OF = OB = rato e pelo Teorema de Pitdgoras
obtemos que OB’ = OA’ e pelo caso LLL concluimos que os tridngulos OBB' e

OAA’ sdao congruentes e portanto BOB' = AOA' = a, ou seja, 8 = 180° — « . Dali,
B = (sen(180° — ), cos(180° — «))
= (BB',-0B)
= (EA,-04)
= (sen(a), —cos(a))

E concluimos que: sen(180° — o) = sen(a) e cos(180° — a) = — cos(a).

No segundo caso, representado na figura 3.7.
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:b_‘-‘o_._._._._._.

Figura 3.7: Reducao do terceiro para o primeiro quadrante

Por uma anélise semelhante, a que fizemos no primeiro caso, que os tridngulos

OCC’ e OAA’ sdo congruentes, e pela relacdo de congruéncia temos que:
C' = (sen(180° + «), cos(180° + «))
= (-CC',-0C)
= (-EA, -04))
= (—sen(«), — cos(a))

E concluimos que:
sen(180° + ) = —sen(a) e cos(180° 4+ o) = — cos(a).

No terceiro caso, representado na figura 3.8.
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Figura 3.8: Reducao do quarto para o primeiro quadrante

Por uma anélise semelhante a que fizemos no primeiro e segundo casos teremos

que os tridangulos ODA’ ¢ OAA’ sdo congruentes, e pela relagdo de congruéncia
temos que:

C' = (sen(360° — a), cos(360° — a))

(—A'D, OA)

(_mv m)
= (—sen(«), cos(a))

E concluimos que
sen(360° — ) = —sen(a) e cos(360° — a) = — cos(a).

3.4 As funcoes seno e cosseno reais

Com a defini¢do de radiano podemos associar a cada nimero real ¢ o seu

seno e o seu cosseno. No inicio do nosso trabalho, onde definimos as razdes trigo-
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nométricas no triangulo retangulo, vimos que para qualquer dos angulos o agudos de
um tridngulo retingulo, temos a qualquer sen 2+ cos? a = 1, como ja dissemos, isso
sugere que num sistema de coordenadas cartesianas o ponto (cos «, sen «) pertence a

circunferéncia unitaria de centro na origem, conforme ilustra a figura abaixo.
sen

(cos @, senf)

COS

A fim de definir as fungdes cos : R — R e sen : R — R, para cada nimeros
real ¢ devemos associar esse nimero a uma angulo para poder calcular o cosseno e o

seno desse angulo. Mas como podemos fazer isso?

Para associar para cada nimero real x um angulo podemos utilizar a chamada
Funcio de Euler, £ : R — I" que associa a cada nimero real ¢ um ponto E(t) =

(x,y) sobre a circunferéncia unitaria I' do seguinte modo:
* E£(0) = (1,0).

* Se t > 0, percorremos a circunferéncia I' no sentido anti-horario a partir do

ponto A = (1,0) um caminho de comprimento ¢. O ponto final desse caminho é
definido como E(t).

* Se t < 0, percorremos a circunferéncia I' no sentido horério a partir do ponto
A = (1,0) um caminho de comprimento ¢. O ponto final desse caminho é
definido como E(t).
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* E(t+2nm) = E(t), paratodo t € [0, 27].

Note que, se P € I', ha uma infinidade de nlimeros reais da forma ¢ 4 2k,
com k € Z, cuja imagem pela fun¢do £ € exatamente o ponto P. Comumente nos
referimos a esse fato dizendo que ¢ + 2k sdo as vdrias determinagées do arco AP
(querendo dizer que t + 2k7 sdo as varias imagens inversas de P pela fun¢ao E) ou
ainda que t e t 4+ 2km, com k € Z sao congruos médulo 27, significando dizer que a
diferenca entre eles € um multiplo inteiro de 2.

A seguir temos uma ilustragdo de como atua a fun¢ao de Euler, que conecta a
reta real ao ciclo trigonométrico, permitindo assim estender as fungdes trigonométricas

a0s numeros reais.

Figura 3.9: Funcdo de Euler

3.5 Seno e cosseno, as principais fun¢oes trigonométricas

Para finalizar, vamos apresentar como as ideias desenvolvidas acima podem ser,
de fato, utilizadas para definir precisamente as fun¢des seno e cosseno, que sdo as
duas principais fungdes trigonométricas. Essas funcoes sdao extremamente uteis tanto
na Matematica em si como nas ciéncias afins que utilizam ferramentas matematicas
para modelar e descrever fenOmenos naturais, especialmente aqueles de natureza

periodica.
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3.5.1 A Funcao seno

Definicao 3.5.1. Dado um arco @, de medida x radianos, definimos como seno de
x a ordenada do ponto B e representamos senx = BC = yp, conforme ilustra a

figura a seguir

0

Figura 3.10: Fung@o seno
Dessa forma, faz sentido estabelecer uma funcdo real f : R — R, tal que
f(x) = senux.

Devido o fato de que o raio do ciclo trigonométrico I' mede 1, segue que, para
todos os pontos B € I', tem-se que —1 < yp <1 = —1 < senz < 1. Além disso,
pela periodicidade da fungo de Euler, segue que sen (x + 2k7) = sen z, para todo
reRekelZ.

3.5.2 Representacao grafica da funcao seno

Dada uma fun¢do f : Dy = R, z — f(x), o seu grafico é o conjunto

G(f)=A( f(@)) |z € Df}
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Esse subconjunto do plano cartesiano costuma ser representado graficamente no que
chamamos de representacdo grdfica da funcao f.
No caso especifico da fungao seno € possivel provar que sua representacao

grafica serd uma curva denominada sendide, conforme ilustramos a seguir.

sen ()
1 1
e RV
1+

Representagdo grafica da funcdo y = senx.

Em sala de aula, neste ponto vale a pena estender os conceitos acima apre-
sentados para as funcdes tipo seno, definidas por f : R — R definidas pela lei
f(x) = A+ B - sen(mx + n), em que A, B, m e n sdo nimeros reais. No capitulo
seguinte, ilustraremos alguns exemplos que abordam esse contexto.

De modo andlogo também podemos definir a fung¢ao cosseno.

3.6 Funcao cosseno

Definicao 3.6.1. Dado um arco AB de medida x radianos, definimos como cosseno x
a abcissa do ponto B e representamos cos v = OC' = xp, conforme ilustra a figura

a seguir
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(@)

Figura 3.11: Fung@o cosseno

Devido o fato de que o raio do ciclo trigonométrico I' mede 1, segue que, para
todos os pontos B € I', tem-se que —1 < zp <1 = —1 < cosx < 1. Além disso,
pela periodicidade da fun¢do de Euler, segue que cos(x + 2km) = cos z, para todo
reRekelZ.

3.6.1 Representacao grafica da funcao cosseno

No caso especifico da fun¢ao cosseno, usando a propriedade de que cosx =
sen (% — :1:) para todo z real, segue que a representacao grafica da fun¢do cosseno é

uma senoide deslocada horizontalmente de 7 unidades, conforme ilustramos a seguir.

Y

—27T_ T — 7T

vl
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Evidentemente, vale aqui o mesmo comentiario que mencionamos no caso
da func¢do seno sobre o estudo das fungdes tipo cosseno definidas por f : R — R

definidas tal que f(z) = A+ B-sen (mz+n),em que A, B, m e n s3o nimeros reais.

Um outro ponto que consideramos importante € o seguinte: como as funcoes
trigonométricas (especialmente seno e cosseno) sdo usadas para modelar fendmenos
periddicos encontrados no dia a dia, os alunos que t€m um primeiro contato com o

tema costumam pensar duas coisas que nao sao verdadeiras:

* Que qualquer fun¢do em que na sua lei apare¢ca um seno ou um cosseno sao

periddicas;
* Que as fun¢des trigonométricas sdao os unicos exemplos de fungdes periddicas.

Na proposta de ensino que vamos sugerir no proximo capitulo, daremos algumas
sugestOes para esclarecer que essas ideias nao sdo verdadeiras.

Para finalizar, gostariamos de responder mais um questionamento natural:
E as demais funcoes trigonométricas? Devemos ensina-las?

E claro que a resposta a esse pregunta depende de alguns fatores, como ptblico-
alvo, interesse de preparacdo para uma prova especifica, carga horaria disponivel para
ensinar o assunto, entre tantos outros fatores que podem influenciar na decisdo de
como a até onde ensinar o assunto. Mas uma coisa € certa, um bom entendimento
das funcoes seno e cosseno, cobrird a imensa maioria das situagdes praticas onde as
fungdes trigonométricas sdo usadas como ferramentas para descrever situacdes pro-
blema. Além disso as demais funcdes trigonométricas (tangente, cotangente, secante
e cossecante) pode ser obtidas a partir de relacoes apropriadas com as fungdes seno e
cosseno. No século XVIII o famoso matematico e fisico franc€s Jean Baptiste Fourier
mostrou que, sob certas condi¢des, a maioria das func¢des usuais pode ser aproxi-
mada de modo bastante satisfatério como uma soma de func¢des senos e cossenos de

diferentes periodicidades (Séries de Fourier).



4 Motivacoes, sugestoes e aplicacoes para o
ensino da Trigonometria

Apresentaremos neste capitulo alguns fatos e questdes que julgamos interes-
santes para a serem tratadas na sala de aula, por serem motivadoras e estimularem a
curiosidade dos estudantes sobre o assunto.

Comecaremos com um breve apanhado de ideias que, ao nosso ver, algumas
delas podem ser escolhidas pelo professor, dependendo do tempo disponivel e do
nivel de interesse da sua turma para mostrar um panorama geral do surgimento da
Trigonometria como uma necessidade humana para resolver certos problemas, assim
como a sua evolucdo ao longo da historia.

Algumas das questoes sugeridas podem ser encontradas em diversas referéncias
da vasta literatura Matematica do assunto. Algumas delas foram adaptadas para serem
inseridas em diferentes contextos de sala de aula a para publicos bem diversos. Ja
outras foram retiradas de exames vestibulares pelo Brasil e afora, assim como do
ENEM - Exame nacional do ensino médio, que como sabemos € neste momento o
principal canal de selec@o para o ensino superior no nosso pais. Independentemente
da origem, acreditamos que essas questdes possam estimular a curiosidade do ini-
ciante no assunto, além de mostrar que a Trigonometria surgiu de uma necessidade
humana de fazer medi¢des de distancias inacessiveis e, posteriormente, tornou-se
uma ferramenta fundamental para resolver problemas da Matematica Pura, Aplicada
e de dreas afins que utilizam a Matematica como ferramenta e linguagem. Esperamos
verdadeiramente que as situagdes problema a seguir possam ser uteis para estimular o
aprendizado e o desejo de aprender cada vez mais sobre o tema.

O problema bdsico, que estard sempre presente em todas as situacoes problemas

envolvem a andlise de tridngulos. O que significa isso? Os elementos principais de um
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triangulo sdo seus lados e seus angulos. Resolver um triangulo significa determinar
trés desses elementos quando os outros trés sao dados (desde que ndo sejam os trés
angulos). Este problema basico, dependendo dos dados, pode ter uma tnica solugdo,
pode ser impossivel ou pode ter mais de uma solugao, e voc€ podera verificar isso nos

problemas que vamos discutir.

4.1 Questoes motivadoras

Uma postura que julgamos interessante antes de iniciarmos um curso regular
de Trigonometria para alunos iniciantes no assunto € apesentar algumas das questoes
(sem inicialmente resolveé-las, € claro!) e questionar os estudantes sobre possiveis
ideias para soluciona-las. A experiéncia mostra que, rapidamente, os estudantes
percebem que os seus conhecimentos anteriores nao sdo suficientes para atacar tais
problemas, surgindo entdo a necessidade natural de introduzirmos novas ferramentas
que possam ser uteis para a solug¢ao desses problemas. Alguns desses problemas
surgiram como uma real necessidade dos seres humanos ao longo dos séculos, espe-
cialmente, para medir distancias que nao podem ser aferidas diretamente, como por
exemplo, a medida do raio da Terra, a altura de uma montanha, a distancia entre duas
cidades, entre outras. O origem desses problemas remontam A Grécia antiga, cerca
de 400 anos antes de Cristo. Essas ideias foram sendo reformuladas e melhoradas
e continuam a ser usadas até hoje em modelos muito mais elaborados como nos
modernos sistemas de localizacao sobre o globo terrestre, o GPS - Global Positioning

System.

4.1.1 Usando o triangulo retangulo para obter outras relacoes trigonométricas

A partir as razoes trigonométricas do triangulo retangulo, podemos deduzir
(mesmo que em casos particulares) muitas outras relacdes trigonométricas, como por
exemplo as lei dos senos e dos cossenos, as formulas de adi¢ao e subtragdo de arcos e
até mesmo o Teorema de Pitagoras, como ilustraremos a seguir. Devido ao grande
apelo geométrico, essas dedugdes que apresentaremos agora sao muito bem aceitas

para turmas que estao tendo o seu primeiro contato com o conteudo e cujo foco nao
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¢ 0 extremo rigor matematico mas, as ideias centrais que venham acompanhadas de
bons argumentos de plausibilidade.

Para fixar melhor essas ideias e algumas notagdes, vamos considerar um
triangulo ABC retangulo em A, construido a partir de um angulo agudo «, como da

figura abaixo

As razdes trigonométricas do angulo « sdo seno de «, cosseno de « e tangente
de «, e serdo denotadas porsen a, cos a e tga, respectivamente. Usando o triangulo

ABC, calculamos as razdes trigonométricas de o da seguinte forma:

AB ¢ AC b AB ¢
senoz:B—C:5, COS@:B_C:g e tgazng'

As definicoes de seno, cosseno e tangente de um angulo, apesar de construidas a
partir de um triangulo retangulo, independem do triangulo escolhido, como discutido
anteriormente. Por isso, calculamos o seno, cosseno e tangente do angulo « e ndo do
triangulo ABC.

A partir das definicdes dadas anteriormente, podemos encontrar outras relacoes
importantes envolvendo o seno, cosseno e tangente de um angulo agudo. Do tridngulo

retangulo ABC', podemos observar que

AB ¢ sen o

t = — = - = .
5 AC' b cosa
E ainda,
9 b 2 b2 2
sen 2a + cos? o = (E) + <—> = J;C = 1. 4.1)
a a a

que € a conhecida Relacdo Fundamental da Trigonometria.
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Analisando um pouco mais o triangulo ABC, podemos obter as seguintes

relacdes entre as razdes trigonométricas do angulos complementares « e 3:

c b sena  cosf3 1
sena=cosfJ=—, senff=cosa=-— e tga= = = .
a a cosa  senf tgp

Resumindo, quando « + 8 = 90° (Angulos complementares) o seno de um deles é
igual ao cosseno do outro e as tangentes sao inversas (quando nenhum deles € igual a
0°).

Agora apresentamos a Lei dos cossenos, Em todo triangulo, o quadrado da
medida de qualquer lado € igual a soma do quadrado das medidas dos outros dois,
menos o dobro do produto da medida desses lados pelo cosseno do angulo formado
por eles.

A figura acima € uma circunferéncia de raio a na qual foi inscrito um triangulo
cujo um dos lados, AB, coincide com o didmetro da circunferéncia. De acordo
com conhecimentos basicos de geometria plana, o tridngulo ABC' é retangulo em
C'. A seguir foi tracado um didmetro na circunferéncia, D F', de modo que DF'//AC.

Utilizando trigonometria chegamos ao seguinte valor para o segmento C'E':

b+ x
a

cos b =

= x =2acosl —b

Agora vamos utilizar o conceito de Poténcia de um ponto em relacdo a uma cir-

cunferéncia. Vejamos: Utilizando a poténcia de £/ com relacao a circunferéncia,
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segue
r-b=(a+c) (a—c)

Substituindo o valor de x = 2a cos 0 — b, obtemos:
(2acosf —b)-b=(a+c) (a—c)=c =a’+b* — 2abcosh

A partir das razoes trigonométricas no triangulo retangulo também podemos
estabelecer a Lei dos senos. No AABC' da figura abaixo, seja v a medida do angulo
AC'B. Como esse angulo é inscrito na circunferéncia, a medida do arco AB é 2 (a
medida, em graus, do arco € o dobro da medida do angulo inscrito correspondente).
Assim, sendo O o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC, segue que
o angulo AOB tem medida 27, pois € o angulo central correspondente ao arco AB,
cuja medida € 2+. Por fim, como o triangulo AAOB ¢ is6sceles de base AB, pois
OA = OB = R, onde R € a medida do raio da circunferéncia circunscrita ao AABC,
segue que OC' ¢ altura relativa ao lado AB desse tridngulo e também bissetriz do
angulo AOB. Diante do exposto, tem-se que cada um dos angulos AOC e BOC

mede -y, conforme ilustra a figura a seguir.

Assim, no AAOC, tem-se que

2
seny = / ~ % _—9pR
R sen 7y

Procedendo de modo completamente analogo para os demais lados do A BC', podemos
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concluir que —4— = —%_ = 2R. Assim,
sen o sen 8

a b &

sena  sen3  senvwy

=2R

Uma vez estabelecida a lei dos senos, podemos usa-la para obter as chamadas
formulas de adi¢do. Com efeito, considerando o tridngulo ABC' representado na

figura abaixo

No caso em que 2R = 1, tem-se que

a = sen o

a b o 12y
sena  senf  senvy = sen f

c = senvy

conforme ilustra a figura a seguir:
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e

c = seny

- -

Nesse caso, No AABC, tracando a altura C'D (relativa ao lado AB), obtemos

dois triangulos retangulos, a saber: AADC' e ABDC, conforme a figura seguir:

N ——
“ ‘ a = Sena

No AADC temos que:

AD
cosa = —— = AD = sen 3 - cosa

AC

Por outo lado, no ABDC(C' tem-se que:

BD
COSB:B—C:>BD: sen « - cos 3
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Mas ocorre que AB = BD + AD. Portanto,

seny = sena - cos S + sen f - cosa.

Por fim, como seny = sen (180° — (a4 f3)) = sen (a+ ), o que nos permite
concluir que:

sen (a+ ) = sena - cos B + sen 3 - cos a.

Observacao 4.1.1. Usando as identidades cos(90° — o) = sen «, sen (90° — o) =
cos v, sen (—a) = —sen « e cos(—a) = cos a, pode-se deduzir as demais formulas

de adigdo e subtragdo de arcos
e sen (o — ) = sena - cos 5 — sen 3 - cosa.
» cos(a+ ) =cosa-cosf — sena - sen 3.
* cos(a — ) =cosa-cosf+ senc - sen 3.

e a partir dai tomando o = (3, podemos obter as conhecidas formulas do arco duplo

sen (2a) = 2sen v cos «

(

COS2 a — sen 2&

cos(2a) = § 2cos’ o — 1

1 — 2sen 2o
\

Outro importante fato que podemos estabelecer com o uso as razoes trigo-
nométricas no triangulo retangulo € o famoso Teorema de Pitdgoras. Segundo o
qual a medida da area do quadrado construido sobre a hipotenusa de um triangulo
retangulo € igual a soma das medidas das areas dos quadrados construidos sobre os

catetos.
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@ Q
D E

Teorema de Pitagoras: S = 57 + Ss.

A seguir apresentamos uma demonstragdo encontrada em [9]

* No triangulo retangulo ABC', temos que:

c
cosa=— e cosf = -—.
a a

* No tridangulo ACL, cosa = % <= ('L = b - cosa. Analogamente, no

tridngulo ABL, cos § = % <= BL =c-cosp.

e Ora, S; = ?e S, = b%. Por outro lado, como cos a = g e cos f = £, oretangulo

BDJL tem lados BL = c-cos3 e BD = a e o retangulo CEJ L tem lados
CL=0b-cosae CE = a, segue que:

Area(BDJL) = ac - cos f = ace = ¢* = S1,
a

Area(CEJL) = ab - cosa = abé = b* = S,
a
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e Por fim, como S = a%?e S = S| + S», segue que:

S=5+95 <— a2:b2—|—c2.

4.1.2 Medindo distancias inacessiveis

Com ja mencionamos muitas vezes ao longo do nosso texto, uma das primeiras
motivagdes para o surgimento da Trigonometria mora no problema de medir distincias
que ndo podem ser medidas diretamente, tais como medir o raio da Terra, a distancia
ente duas ilhas, a altura de uma montanha, entre tantas outras. Iniciamos esse capitulo
sugerindo trés situacdes problemas que, ao nosso ver, podem ser uteis para estimular

o0 interesse sobre o tema e o alcance das ferramentas trigonométricas.

Exemplo 4.1.1 (Medindo o comprimento de uma ponte). Imagine que desejamos
construir uma ponte ligando duas margens opostas de um rio como ilustra a figura

abaixo:

Figura 4.1: Problema da ponte

Como poderiamos proceder como calcular o comprimento do vdo da ponte que

conecta as duas margens?

Resolucao: Nesse caso um boa estimativa para o comprimento do vao da ponte

poderia ser obtido da seguinte forma:

* Posicione-se num ponto A das margens do rio vocé escolheria um ponto fixo B

na margem oposta que fosse visivel a partir do ponto A.
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* Na mesma margem do ponto A vocé fixe um outro ponto C, cuja distancia entre
A e C pode ser facilmente determinada com o auxilio de algum instrumento de

medida (uma trena, por exemplo).

* Fixados os pontos A, B e (', com um Teodolito posto no ponto A, mire o ponto
B e em seguida gire a cabega do teodolito até o ponto C' na mesma margem de

A, a fim de determinar o angulo BAC = a.

* Deslocando o teodolito até o ponto C' na mesma margem do ponto A, medimos,

de forma completamente andloga, o angulo B CA= ©

A figura a seguir ilustra os passos acima descritos.

R

Figura 4.2: Exemplo da ponte

De posse dos angulos « e ¢ podemos determinar o angulo interno 3 do vértice
B do tridngulo ABC, pois a + 8 + ¢ = 180° = = 180° — (a + ¢). Por fim, para
determinarmos o comprimento z do vao livre da ponte, basta aplicarmos a Lei dos

senos ao triangulo ABC'. De fato,

x d dsen ¢
= = r =
senyp  senf sen (3

Exemplo 4.1.2 (Medindo a altura de uma montanha localizada em torno de uma

planicie). No Rio Grande do norte uma das montanhas mais famosas é o Pico do
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Cabugi, localizado no municipio de Angicos. Como podemos utilizar a Trigonometria

do tridngulo retdngulo para medir a altura dessa montanha?

Figura 4.3: Pico do Cabugi- Angicos/RN

No caso especifico do Pico do Cabugi, hd no seu entorno uma enorme planicie,
o que facilita bastante o processo de medi¢do da sua altura. Uma pessoa localizada
num ponto A dessa planicie em torno da montanha pode, a partir desse ponto, apontar
um teodolito (instrumento capaz de medir dngulos com o plano horizontal) e registrar
um angulo de medida. Apés caminhar uma distdncia d em direcdo ao pico chega
ao ponto B, onde aponta novamente o teodolito para o pico da montanha e, a partir
dessa nova posicdo, o teodolito acusa uma nova medida, conforme ilustra a figura a

seguir:

Figura 4.4: Exemplo Pico do Cabugi

Como os valores d, 0, e 65 sdo conhecidos, mostre que podemos achar a altura

da montanha.
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Resolugdo: No triangulo ABC, temos:

h h h
tef) = — s Adtd—— s AD= " _4 42
= Aprad T T e T tal; (4.2)

No tridngulo ABD, temos:

h h
toly = —— = AD = 2~ 4,
82 =D 0 @.3)

Substituindo uma na outra, segue que:

b h
tg92 N tg91

= f h _ d
tg@l tg92 -
(tghy — tghl)

tgh2 - tgh, -

ﬁh:<ﬁiﬁﬁ>d

tghs — tgbh
Assim, podemos determinar a medida da altura do pico em fungdo dos valores d, 01 e
0y , que sdo conhecidos. (Apenas por curiosidade, o Pico do Cabugi tem cerca de

590 metros de altura.)

Exemplo 4.1.3 (Medindo a altura de uma montanha isolada). No mesmo contexto de
medir a altura aproximada de uma montanha, no problema anterior, o fato de termos
uma planicie em torno da montanha (onde podemos caminhar diretamente a partir
ela para medirmos a distancia d e as medidas dos dngulos 0 e 65) foi essencial. Se
essa planicie ndo existir, como poderiamos vencer essa dificuldade e, ainda assim,
determinar a altura da montanha? Uma situacdo como essa ocorre dentro da cidade

de Sdo Paulo, onde encontra-se o Pico do Jaragud.



68

Figura 4.5: Pico do Jaragud - SP

Resolucao: Nesse caso, ndo temos uma planicie que nos permita caminhar
diretamente para perto ou longe da montanha como no exemplo anterior do pico do
Cabugi. Entretanto hd uma via extensa que passa lateralmente a montanha. Para

determinarmos a altura da montanha podemos proceder da seguinte forma:

* Fixe dois pontos A e B sobre via que passa lateralmente a montanha, de modo
que a distancia d entre eles possa ser encontrada com o auxilio de um instrumento

de medida (como uma trena, por exemplo).

e A partir do ponto A, levantamos a mira do Teodolito até apontar para o topo C' da

montanha, e o giramos num plano inclinado determinando o angulo CAB = «,

* Transferindo o teodolido para o ponto B fazemos um procedimento analogo,

determinando o angulo C' BA = s.

* Ainda com o teodolito em B, apontamos a sua mira para o ponto C' (topo da
montanha) e medimos no plano vertical o angulo CAP = v, onde P representa
um ponto completamente inacessivel que € o pé da vertical que passa pelo topo
da montanha (estamos desprezando a altura do Teodolito, visto que é desprezivel,

diante da altura da montanha).

A figura a seguir ilustra o procedimento acima descrito:
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B

Figura 4.6: Exemplo Jaragua

No tridngulo ABC o angulo interno do vértice C' mede 0 = 180" — (a + f3).

Aplicando a lei dos senos ao tridngulo ABC, segue que:

BC: d jBC:al-senoz
sen « sen 6 sen 6

Por fim, no triangulo retdngulo BC P, tem-se que:

d- sena - sen

sengozB—hO:h:BC’-sengojh: 7
sen

Exemplo 4.1.4 (Novamente o raio da Terra). Supondo conhecida a altura de uma

montanha, temos uma alternativa para medir o raio da superficie terrestre.

Linha do i

Horizonte

Figura 4.7: Exemplo raio da Terra
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Resolucao: Nesse caso, do alto da montanha podemos apontar a mira de um
Teodolito para a linha do horizonte e gira-lo até a linha vertical local que passa pelo

pico da montanha, determinado dessa forma a medida a.. Entao,

< R R h - sen «
noa = —— -
R+h 1 — sena

Exemplo 4.1.5 (Monumento Natural do Arquipélago das Ilhas Cagarras). Popular-
mente conhecido como simplesmente Ilhas Cagarras, é um arquipélago localizado no
Oceano Atldntico, ao largo da cidade e estado do Rio de Janeiro, no Brasil. Cerca de
cinco quilometros ao Sul da conhecida praia de Ipanema, o arquipélago é integrado
por sete ilhas e rochedos. Na figura a seguir podemos ver Bairros de Ipanema e

Lagoa, no Rio de Janeiro, Brasil. Ao fundo, o Arquipélago das Cagarras.

Figura 4.8: Arquipélago das Cagarras

Como podemos medir a distancia que separa as duas ilhas mais proximas da

orla?
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Figura 4.9: Praia do Rio De Janeiro e Arquipélago ao fundo

Resolucgao: Para determinarmos (indiretamente) a distincia entre as duas ilhas,

podemos proceder da seguinte forma:

* Na praia de Ipanema, fixe dois pontos A e B cuja distancia d entre eles possa ser
facilmente determinada com o auxilio de um instrumento de medida (um trena,

por exemplo);

e Com um teodolito fixado em A mire num ponto C' da primeira ilha e gire o
teodolito horizontalmente até o ponto D fixado outra ilha, medindo o angulo
CAD = a;

* Continue a girar no plano horizontal o teodolito até que o mesmo aponte para o

ponto B fixado ma margem da praia, determinando o angulo DAB = B;

* Transporte o Teodolito até o ponto B fixado ma margem da praia e repita um

procedimento anédlogo, determinando os angulos DBC = pe(C BA =10

A figura a seguir ilustra o procedimento descrito acima.
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Figura 4.10: Exemplo Ilhas

Como os angulos «, 3,60 e ¢ foram medidos com o Teodolito, segue que os
angulos v = 180 (a+ 8+ 0) e A — 180° — (5 + 6 + ¢) podem ser determinados,
CD =z, AC =ye AD = z segue que:

Y d d.senf
senfl  seny senry
d d.
2 _ - sen(6 + go).
sen(6 +¢)  senA sen

Por fim, uma vez determinados os valores de y e z podemos finalmente encontrar a

distancia  entre as duas ilhas usando a lei dos cossenos no tridangulo ABC'. De fato,

2t =92 + 22— 2yzcosa = o = \/y? + 22 — 2yz cos

4.1.3 Funcgoes a partir de fungoes trigonométricas

Nesta ultima subsec¢ao, sugerimos algumas questoes interessantes que estendem
as funcoes seno e cosseno padrao e também desmistificam a ideia de que as funcoes
trigonométricas sao sempre periodicas. Chamaremos de funcoes 7ipo seno ou Tipo
cosseno as fungdes do tipo f(x) = A+ B-sen (mxz+n)ou f(z) = A+B-cos(mz+n),

com A, B, m e n reais. E bastante proficuo para um bom dominio do contetido e
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posteriores aplicagoes, o estudo dos “efeitos” que as constantes A, B, m e n provocam

no grafico dessas fungdes. A seguir, resumimos seus efeitos:
* A — provoca uma translagao vertical no grafico de f;

* B — provoca uma modificagdo na amplitude (metade da distancia de pico a

pico) da funcao f;

* m — afeta o periodo de f. Pode-se demonstrar que 1y = |2—7T

m|’
* n — provoca um deslocamento lateral no gréafico de f.
Exemplo 4.1.6 (ENEM). Um grupo de engenheiros estd projetando um motor cujo

esquema de deslocamento vertical do pistdo dentro da cadmara de combustdo estd

representado na figura.

Camara do Cémara de
combusian combusiao
nnd | RS
MO T ] =
™
Instante ¢ =0 Instante ¢ # 0

Figura 4.11: Exemplo Pistao

A fungdo h(t) = 4 + 4sen (%—%) definida para t > 0 descreve como varia a
altura h, medida em centimetros, da parte superior do pistdo dentro da camara de
combustdo, em funcdo do tempo t, medido em segundo. Nas figuras estdo indicadas
as alturas do pistdo em dois instantes distintos. O valor do pardametro (3, que é dado
por um niimero inteiro positivo, estd relacionado com a velocidade de deslocamento
do pistdo. Para que o motor tenha uma boa poténcia, é necessdrio e suficiente que,
em menos de 4 segundos apds o inicio do funcionamento (instante t = 0), a altura

da base do pistdo alcance por trés vezes o valor de 6 cm. Para os cdlculos, utilize 3
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como aproximagdo para m. O menor valor inteiro a ser atribuido ao pardmetro (3, de
forma que o motor a ser construido tenha boa poténcia, é:

(a)1 (b)2 ()4 (d)5 ()8

Resolucao:

Essa questao pode ser resolvida de uma forma répida e outra mais longa, porém
mais facil de perceber a solu¢do. Vejamos:

1? Solucao:

Como o periodo da fung¢ao seno é dado por: P = %ﬂ : % = % .. B =4,5. Logo
arespostaé f =5

2% Solucao: O pistdo se deslocara no sentido anti-horério. Para que a altura

seja igual a 6 é necessdrio que:

Sendo: .
Lo Pt_m
2 2
h(t)=4+4-sen(k) =06
2
k)= -
sen (k) 1
1 Tm 13
sen (k) == . k= E,—Wa—ﬂa"
2 6 6 6
Logo, na terceira vez o angulo tera medida I?’Tﬂ. Desse modo:
ot w 13w
—_— == — -t =16
2 2 2 p

Comoot < 4,logo 3 =5.

Vamos a mais um exemplo

Exemplo 4.1.7 (ENEM). Um cientista, em seus estudos para modelar a pressdo
arterial de uma pessoa, utiliza uma fungdo do tipo P(t) = A+ B - cos(kt) em que
A, B e k sdo constantes reais positivas e t representa a varidvel tempo, medida em
segundo. Considere que um batimento cardiaco representa o intervalo de tempo entre
duas sucessivas pressoes mdximas. Ao analisar um caso especifico, o cientista obteve

os dados:
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Pressdao Minima 78

Pressao Maxima 120

Numero de batimentos cardiacos por minuto | 90

A funcdo P(t) obtida, por este cientista, ao analisar o caso especifico foi:
(a) P(t) =99+ 21 - cos(3rt)
(b) P(t) =78+ 42 - cos(37t)
(¢) P(t) =99+ 21 - cos(2t)
(d) P(t) =99+ 21 - cos(t)
(e) P(t) =78+ 42 - cos(t)

Resolugao: Como | cos(kt)| < 1, a pressdo serd minima quando cos(nt) = —1

e maxima quando cos(nt) = 1 . Nesse caso,

A+B-(~1) =718
A+ B-1=120

= A=99 e B=21.

Além disso, a frequéncia cardiaca € de 90 batimentos cardiacos por minuto, o que
revela que o periodo (tempo para ocorrer um batimento) é % = % segundos/batimento.

Ora, como o periodo dessa fun¢do é dado por 27”, segue que

2w 2
—=-=k=3
k3 i

0 que nos permite concluir que
P(t) = A+ B - cos(kt) = P(t) =99 + 21 - cos(3nt),
que é encontrada na alternativa A.

Exemplo 4.1.8 (ENEM). Em 2014 foi inaugurada a maior roda-gigante do mundo, a
High Roller, situada em Las Vegas. A figura representa um esbogo dessa roda-gigante,

no qual o ponto A representa uma de suas cadeiras:
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o
Solo Solo

aponivel em: Wik ien whipedia orp, Acesso sm: 22 abr. 2014 (sdaptado)

Figura 4.12: Exemplo Roda gigante

A partir da posicdo indicada, em que o segmento O A se encontra paralelo ao
plano do solo, rotaciona-se a High Roller no sentido anti-hordrio, em torno do ponto
O. Seja t o angulo determinado pelo segmento O A em relagcdo a sua posicdo inicial,
e f a funcdo que descreve a altura do ponto A, em relacdo ao solo, em funcdo de t.

Apds duas voltas completas, f tem o seguinte grdfico:

4 f(metro)

168 | —

I
I
I
I

88F - -\— - -
|
|
I
| I
|

0| w2 2n 4 ¢t t'radiano;

A expressdo da funcdo altura é dada por:

(a
(b

) f(t) =80 - sen (t) + 88
) f(£) =80 cos(t) + 88
(c) f(t) =88 cos(t) + 168
(d) f(t) = 168 - sen (t) + 88 - cos(t)
(e) f(

t) =88 - sen (t) + 168 - cos(t)

Resolucao: A partir da representacao grafica dada pelo enunciado, podemos
ver que a amplitude A é dada por A = 168 — 88 = 80, Além disso, o periodo da
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func¢do € 2. Como nesse caso, o periodo € dado por %, onde m € o coeficiente de
t no interior do cosseno, segue que % = 2w = m = +1. Por fim, o grafico dado
estd 88 unidades acima da origem, o que sugere que ha uma translacao vertical de
88 unidades no sentido positivo do eixo y. Diante do exposto, entre as alternativas
oferecias a funcdo f(¢) = 80cos(t) + 88 cumpre todos os requisitos, 0 que nos
prermite concluir que a resposta correta € alternativa (B).

A seguir mostraremos um exemplo para chamar a aten¢ao de que nem sempre

fungdes trigonométricas sao periddicas.

Exemplo 4.1.9. A funcdo a fungdo f : R — R definida pela lei
f(x) = cosz + cos(V2x)
é periddica?

Resolugdo: Note que f(0) = cos 0+ cos(v/2-0) = cos0+cos0 =1-+1 = 2.
Suponhamos que f fosse periddica de periodo 7" > 0. Nesse caso, f(x) = f(x +T)

para todo x € R. Em particular, para z = 0 teriamos
fO)=f0+T)= 2= f(T) = 2 = cosT + cos(v/2T).
Ora, como cos T, cos(v/2T) € [—1,1], segue que

cosT =1 T = 2km
cosT 4 cos(vV2T) = 2 < & k,s €

Cos(\/§T) =1 V2T = 2s7
Dividindo essas duas ultimas igualdades membro a membro, segue que

V2.T 287
T 2=«

:\/5:26(@,

o que ¢ uma contradicdo. Assim, f ndo é periddica. Apenas para ilustrar o fato de

que essa fun¢do ndo € periddica apresentamos a seguir a sua representacao grafica.
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Gréfico da funcio f(x) = cos(x) + cos(V2x)

2.0 — fix) =cos(x) + cos(v2 x)

fix)

H4 muitos outros exemplos, como f(x) = cos(z?),

Uma outra questao que costuma enganar muitos alunos € a seguinte.
Exemplo 4.1.10. Qual o periodo das funcoes f, g : R — R definidas por
(a) f(z) = cos®z.
(b) g(x) = | cos x|

Resolucao: Nesse caso, a experiéncia de sala de aula revela que boa parte dos
2pi

im|”

estudantes querem aplicar diretamente a conhecida expressdo do periodo 1" =
onde m € o coeficiente do z em f(z) = A+ B - cos(mx + n), o que produziria as
respostas Ty = T, = QT” = 2m. Nesse ponto ha de se destacar para os estudantes que
a conhecido férmula nao aplica-se a nenhuma dessas duas fungdes pois a presenca
do quadrado em f e do médulo em g fazem com que f e g ndo estejam diretamente
enquadradas na familia das fung¢Ges descritas pela expressao f(x) = A+ B-cos(mx +
n), com A, B,m e n reais. Como cos(2z) = 2cos?z — 1 No caso da f, podemos
escrever
f(z) = cos*z = % + %COS(QCL’) = Tf = 27% =T

Ja no caso da g o melhor a se fazer observar a sua representacao grafica,

conforme ilustra a figura a seguir.
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f(x) = |cosz|

0.5 |

% T 3m 27

Figura 4.13: Gréfico da fungdo f(z) = | cos z|.

o que revela que o periodo da fungdo g € T, = .



Consideracoes finais - Conclusao

Com a realizacao deste trabalho, esperamos contribuir com a reducao da difi-
culdade que os alunos do Ensino Médio apresentam no estudo da Trigonometria, tais
dificuldades podem ser verificadas através dos processos de avalia¢ao. Esta proposta
de ensino da Trigonometria tenta atender as necessidades dos nossos alunos atuais,
motivando-os € mostrando a relevancia dessa teoria tanto a Nivel Médio como a
Nivel Universitario. Nesta proposta, o aluno € provocado a buscar respostas para
algumas das indagacgdes propostas que levam o a aluno a buscar o conhecimento da
Trigonometria. Essa metodologia de ensino da Trigonometria ji teve um resultado
positivo quando apliquei, em parte, nas turmas do segundo ano do Ensino Médio
de 2024. Foi possivel ver que os alunos tiveram uma motivagdo nas aulas e com
melhoras no resultados de avaliacao, mesmo sem aplicar totalmente a metodologia
proposta nesse TCC.

Considerando o estudo da Trigonometria sugerido nos livros didéticos, temos
uma Trigonometria sem uma continuidade, isto € como se deu a evolugdo do triangulo
retangulo para a circunferéncia trigonométrica e também sem explicacao de como
e para que foi descoberta pelos antigos fisicos e matematicos. Hoje com todos os
avangos da ciéncia com relagdo a informagao, os adolescentes querem cada vez mais
saber o porqué de tudo, at€é mesmo como os antigos pesquisadores sabiam o seno de
valores como, por exemplo 10°. Isso, de fato, ocorreu em uma de minhas aulas em
uma turma do segundo ano de 2014.

Considero esse tipo de pergunta relevante dentro de qualquer aula tedrica.
Mostra o nivel de motivacdo do aluno. Essa trabalho propde uma nova forma de
ensino, portanto, neste momento, cabe a todos nos, fazermos uma reflexao sobre

nossa forma de ensino, pois, muitas das vezes, colocamos a “culpa” no préprio aluno
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por ndo aprender a teoria.

Nesse trabalho, buscamos desenvolver a Trigonometria por meio de problemas
que motivem o aluno a buscar respostas para o problema, e ai a porta para o conheci-
mento se abre nao como uma imposi¢ao, mas sim porque foi motivado e desafiado a
encontrar respostas. Concluo dizendo que esse trabalho € mas uma contribui¢ao na
busca de uma metodologia que envolva uma aprendizagem significativa para o ensino

da Trigonometria para alunos do Ensino Médio.



Referéncias Bibliograficas

[1] Almeida, J. S. (2008). Trigonometria: Conceitos e Aplicacoes. Rio de Janeiro:

Editora Ciéncia Moderna.

[2] Bhaskara II. (1150). Siddhanta Shiromani. Traducao de K. S. Shukla. Varanasi:
Bharatiya Vidya Prakashan, 1998.

[3] Bonjorno, J. P. (2011). Matemdtica: Ensino Médio. Sao Paulo: Editora Moderna.

[4] Cruise, R. (2003). Trigonometria e Suas Aplicacées. Londres: Cambridge Uni-

versity Press.
[5] Durell, C. (1962). Trigonometria Avan¢ada. Nova lorque: Dover Publications.

[6] Euclid. (circa 300 AC). Elementos. Tradu¢@o de Thomas L. Heath. Nova Iorque:
Dover Publications, 1956.

[7] Fourier, J.-B. J. (1822). Teoria Analitica da Calor. Paris: Firmin Didot.
[8] Giovanni, J. A. (2008). Matemdtica: Ensino Médio. Sao Paulo: Editora Moderna.

[9] Gomes, Carlos A. (2015). Matematica - IME - ITA e Olimpiadas vol 03 -
Geometria. 1* Edigdo, Editora. Vestseller - Fortaleza CE.

[10] Lima, E. L.; Carvalho, P. C. P.; Wagner, E.; Morgado, A. C. (2006). A Ma-

temdtica do Ensino Médio, Volume 1. Rio de Janeiro: SBM.

[11] Mendes, J. P. (2011). Matemdtica: Historia e Aplicagcbes. Lisboa: Editorial

Presenca.



83

[12] Morey, B. B.; Gomes, S. C. (2011). Desafios da Histéria da Matematica no
Mestrado Profissional. Anais do 60 Encontro Luso-Brasileiro de Historia da

Matematica. Sao Joao Del Rey.

[13] Pereira, A. F. (2014). Tradi¢do e Inovagdo no Ensino da Trigonometria. Porto
Alegre: Editora UFRGS.

[14] Silva, L. C. (2006). A Historia da Matemdtica e o Ensino da Trigonometria. Sao

Paulo: Editora Moderna.

[15] Stewart, J. (2011). Cdlculo: Transcendentais Precoces. Boston: Cengage Lear-

ning.

[16] Swokowski, E. W. (1994). Fundamentos de Trigonometria. Boston: PWS Pu-
blishing Company.

[17] Vandenberg, B. J. (1990). Historia da Trigonometria. Nova lorque: AMS Press.

[18] Viete, F. (1591). In artem analyticem isagoge. Paris: Apud Simonem Colinaeum.



	Um convite à Trigonometria
	INTRODUÇÃO
	Introdução
	Trigonometria, o início

	Problema das cordas  e o nascimento da Trigonometria
	Erastóstenes
	Hiparco de Nicéia
	Cláudio Ptolomeu
	Obtendo crd(+ )
	Obtendo crd(- )
	Obtendo crd(2)
	Relação entre a medida da crd e do ângulo

	Das medidas de cordas à circunferência trigonométrica


	Do triângulo retângulo ao Ciclo trigonométrico
	Introdução
	Das razões trigonométricas às funções trigonométricas
	Definição do radiano
	Em sala de aula

	As funções seno e cosseno reais
	Seno e cosseno, as principais funções trigonométricas
	A Função seno
	Representação gráfica da função seno

	Função cosseno
	Representação gráfica da função cosseno


	Motivações, sugestões e aplicações para o ensino da Trigonometria
	Questões motivadoras
	Usando o triângulo retângulo para obter outras relações trigonométricas
	Medindo distâncias inacessíveis
	Funções a partir de funções trigonométricas


	Considerações finais

