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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar, de forma introdutoria, o conceito de Aritmética
dos restos ou Aritmética modular, destacando a importancia dessa area em nosso cotidiano.
Para isso, vamos mostrar alguns conceitos fundamentais que embasam essa area. Ademais,
vamos perpassar pela parte historica destacando os principais povos e matematicos que
contribuiram para o desenvolvimento dessa area. Mostraremos como a aritmética dos restos
aparece na nossa vida em varias aplicacdes e finalizaremos este trabalho com jogos que se

baseiam na aritmética dos restos os quais podem ser utilizados no Ensino Basico.

PALAVRAS-CHAVE: Aritmética, Divisdo, Aplicacdes, Jogos.



Abstract

This work aims to present, in an introductory manner, the concept of Arithmetic of
Remainders, or Modular Arithmetic, highlighting the importance of this area in our daily
lives. To achives this, we will discuss some fundamental concepts that underlie this field.
Furthermore, we will explore the historical context highlighting the main civilizations and
mathematicians who contributed to the development at this area. We will demonstrate how
the arithmetic of remainders appears in our lives through various applications, and we will
conclude this work with games that utilize and are based on the arithmetic of remainders,

which can be used in the basic education.

KEYWORDS: Arithmetic, Division, Applications, Games.
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Introducao

A aritmética € uma das mais antigas areas da matematica. Trata-se de um campo do
conhecimento fundamental que perpassa inimeras situacdes da nossa vida cotidiana, mesmo
que nem sempre estejamos conscientes de sua presenca, desde uma simples contagem de
objetos até complexas atuacGes em diversas areas, tais como calculo, estatistica, fisica,
economia, etc.

A aritmética modular, ou aritmética dos restos, € uma ramificacdo importante e
especifica da aritmética que nos fornece insights densos e inumeras aplicagdes praticas. Ao
compreendermos os fundamentos e as implicacdes da aritmética modular, teremos a aptidao
para solucionarmos um vasto leque de problemas complexos.

Nessa perspectiva, sabemos que o ensino da matematica é uma fascinante jornada,
cheia de descobertas, desafios e conquistas. Porém, em varias situacdes, 0s estudantes
encontram enormes dificuldades, sejam elas emocionais ou cognitivas ao tentar entender os
conceitos complexos aos quais sdo apresentados. Nesse cenario, 0s jogos pedagdgicos
surgem como uma ferramenta extraordinaria, sendo Util no rompimento dessas dificuldades
e na transformacéo do processo de aprendizagem em uma aventura instigante e envolvente.

Nos Gltimos anos estd em alta a ideia de se trabalhar com jogos dentro do ambiente
educacional. Existem vérias defini¢des para jogos dentro da matematica com varios objetivos
e fungGes diferentes por causa da vasta gama de materiais existentes.

Segundo Mota ([18]), Os “jogos matematicos” ou as “matematicas recreativas” sdo
matematicas — sem importar de que tipo — com uma grande componente ludica.

Afirmado também por Kishimoto ([14]):

“O que oferece dificuldade para o conceito de
jogo é o emprego de varios termos como sinénimos.
Jogo, brinquedo e brincadeira tém sido utilizados
com o mesmo significado. (...) O sentido usual

permite que a lingua portuguesa referende os trés



termos como sindnimos. Esta situacéo reflete o pouco

avango dos estudos na area.” (citado por Moura

([171))

Logo, podemos concluir que a ideia de que o jogo é apenas uma brincadeira ou uma
diversdo esta cada vez mais sendo considerada erronea e limitada, pois cada vez mais véo
surgindo novas definicGes e ideias sobre essa tematica.

Independente do ano escolar em que os educandos se encontram, quando se fala em
jogos e materiais ludicos e instantdnea a reacdo positiva deles, tendo em vista a grande
aceitacdo desses materiais tdo importantes e ricos no ensino e aprendizagem de qualquer
componente curricular.

Esses materiais ludicos exercem um importante papel no processo de educacao,
principalmente na educacéo basica, onde os jovens, sobretudo as criangas, estdo em um nivel
fundamental para se desenvolver cognitivamente, socialmente e emocionalmente. Introduzir
esse elemento em sala de aula nos proporciona uma importante e eficiente abordagem no
ensino o tornando mais eficaz, além de trazer diversas contribui¢cbes sobre as quais
discorreremos nesse capitulo.

E interessante entender as visdes gerais que esses materiais proporcionam aos alunos

e saber a melhor maneira de utiliza-los.

O jogo atrai a atencdo pelo fato de estar
competindo, e como todos 0s jogos, ou se destroi o
inimigo, ou considera o adversario como referéncia
constante para o dialogo consigo mesmo. Quando os
Jogos séo propostos para as criangas, a reacdo mais
comum entre eles € da alegria e interesse pela
atividade, pelo material e pelas regras, mas o
interesse e alegria pelo jogo simplesmente néo
bastam, é preciso que haja uma intervengdo
pedagdgica a fim de que esse jogo seja util na
aprendizagem de conceitos. E necessério também que

essa atividade represente um desafio, que seja capaz
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de gerar “conflitos cognitivos”. Segundo Jean Piaget,
os conflitos cognitivos sdo fundamentais para o

desenvolvimento intelectual do sujeito ([20]).

Os jogos sdo inerentemente motivadores. Eles prendem a atencgéo das criancas por sua
capacidade de divertir e desafiar simultaneamente, criando um ambiente de engajamento e
participacdo dos educandos. Além de serem confeccionados de modo a promover o
desenvolvimento do aluno, incluindo habilidades como raciocinio 16gico, resolucdo de
problemas, pensamento critico e tomada de decisdes.

Utilizar os jogos no ensino da matematica pode auxiliar os alunos nos mais diferentes
niveis de ensino, sempre utilizando jogos de facil compreensédo, com regras claras e objetivas,
trazendo o contetdo abordado de forma mais divertida e dindmica de forma a desafiar as
expectativas dos educandos. Portanto, para justificar essa metodologia de ensino, €
importante salientar seus beneficios pedagdgicos.

A matematica para alguns alunos pode estar associada a desafios e complicagdes e 0s
jogos ajudam a quebrar esse estigma modificando essa visdo da matematica e mostrando que
ela pode ser uma experiéncia positiva, divertida e desafiadora. Além de serem naturalmente
atrativos e estimularem bastante o interesse dos alunos, os jogos criam uma atmosfera ludica
trazendo assim um ambiente propicio para explorar a ensino da matematica que por muitas
vezes e feito apenas de forma tradicional.

E importante salientar também que esses materiais ajudam na consolidacdo de
habilidades fundamentais como o reconhecimento de ndmeros, operagdes aritméticas,
geometria e resolucédo de problemas, praticando assim essas habilidades de forma repetitiva
e contextualizada, incentivando o educando a pensar criticamente e estrategicamente,
planejando suas ag¢des e tentando antecipar consequéncias de suas escolhas.

A escolha do material utilizado é muito importante. E interessante que 0s jogos possam
sofrer adaptacOes visando atender os diferentes niveis de habilidades. Com isso, 0s
professores tém um papel crucial, podendo escolher jogos que desafiem seus alunos mais

avancados e, simultaneamente, fornecer apoio para aqueles que precisam de um reforgo em

11



alguns conceitos, ndo desistindo de incentivar a autonomia e a autorregulacdo do
aprendizado. E interessante que o proprio educando assuma o controle de sua aprendizagem,
experimentando estratégias e tomando suas decisdes, 0 que torna o aprendizado mais
auténtico.

Nessa perspectiva, para Moura ([17]), os jogos e resolucdo de problemas séo trazidos
como uma espécie de fabricadores de conhecimento, possibilitando a aquisicdo de
conhecimentos matematicos. Com isso, o educando ¢ “obrigado™ a criar processos pessoais
para poder jogar e solucionar os problemas que surgem de acordo com cada jogo, inovando

seus pensamentos e conhecimentos.

Desse modo, o jogo, na Educacao
Matematica, passa a ter o carater de material de
ensino quando considerado  promotor de
aprendizagem. A crianca, colocada diante de
situacbes ludicas, aprende a estrutura ldgica da
brincadeira e, deste modo, aprende também a
estrutura matematica presente ([17]).

Com isso, é importante destacar que nessa perspectiva, ao utilizar essa abordagem, o
educando € levado a pensar e tracar estratégias que ira utilizar em cada jogada, avaliando
todo o processo e observando as habilidades que esta trabalhando na resolucdo de cada
problematica abordada.

Diante do que foi dito, é possivel observar que faz uma grande diferenca para o
aprendizado do aluno ter um material ludico e manipulavel como instrumento de estudo
dentro da sala de aula, e que esse material pode ser de grande ajuda para o professor no
desenvolvimento do ensino-aprendizagem dos alunos. Importante também é conhecer o real
significado de jogos, na perspectiva de trazer uma atividade pedagdgica que estimule sempre
0s objetivos a serem alcangados.

Junto a aplicacdo de jogos em sala de aula, deve ser feito um trabalho de levantamento
e observacdo de dados para se perceber o grau de qualidade que essa metodologia traz para

0 conhecimento dos alunos. Importante também trabalhar e levar em consideracdo o0s
12



diferenciais de cada aluno, intensificando o respeito entre eles e a ampla gama de aspectos
que sd@o desenvolvidas dentro da sala de aula.

No primeiro capitulo, vamos fazer uma breve introducdo sobre a aritmética dos restos
e mostrar resultados importantes que utilizaremos no decorrer desse trabalho.

No segundo capitulo, vamos perpassar pela historia da aritmética modular mostrando
0s principais elementos que contribuiram significativamente para o desenvolvimento dessa
vertente.

No terceiro capitulo, traremos aplicacGes da aritmética dos restos no nosso cotidiano e
como podemos observéa-la e aplica-la.

Por fim, no quarto capitulo, mostraremos jogos aritmeéticos, suas metodologias e
estratégias para que os jogadores, que aprenderem a aritmética dos restos, consigam obter

vitorias de formas assertivas.
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Capitulo 1

Fundamentacao Teorica

Neste capitulo apresentaremos uma breve introducdo da aritmética dos restos, também
conhecida como aritmética modular, a qual foi introduzida por Euler ainda no século XVIII.
Um pouco depois, Carl Friederich Gauss (1777-1855) no seu trabalho conhecido como
Disquisitiones Arithmeticae, de 1801, apresentou a abordagem moderna que é usada até os
dias atuais. Vamos abordar os primeiros conceitos de divisibilidade e divisao euclidiana, além
das ideias e alguns resultados da congruéncia modular, usando como referéncias principais
[12] e [22].

1.1 — Divisibilidade

Comegamos essa se¢do com o conceito fundamental de divisibilidade.
Definicdo 1.1.1. Dados dois numeros inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo a|b,
quando existir k € Z tal que b = k.a. Neste caso, diremos também que a € um divisor ou um
fator de b ou, ainda, que b € um mdltiplo de a.
Exemplo 1.1.1. 2|10, pois 10 =5.2

Se a ndo divide b, utilizamos a notacdo atb, significando que néo existe k € Z tal que
b =k.a.

Suponha que alb, com a # 0 e seja k € Z tal que b = k.a. O nimero inteiro k € chamado
de quociente de b por a e denotado por k = Z

Exemplo 1.1.2. Para todo a €Z temos 1|a, ala e a|0.
Isto decorre das igualdadesa=a.1,a=1.ae0=0.a.

A seguir, vamos apresentar alguns resultados basicos sobre divisibilidade.

14



Proposicao 1.1.1. Sejam a, b, c €Z. Se alb e b|c, entdo a|c.
Demonstracdo: Se alb e b|c entdo existem m, n € Z tais que b = m.a e ¢ = n.b. Substituindo o
valor de b da primeira equacgéo na outra, obtemos ¢ = n.b = n.m.a = (m.n).a,comm,n €Z, 0

que nos mostra que alc.

Proposicao 1.1.2. Sejam a, b, ¢, d €Z. Se alb e c|d, entdo a.c|b.d.
Demonstracao: Se alb e c|d, entdo existem m, n € Z tais que b =m.ae d = n.c. Entdo, b.d =

m.a.n.c = (m.n).a.c, 0 que nos mostra que a.c|b.d.

Proposicédo 1.1.3. Sejam a, b, ¢ €Z, tais que a|(b £ ¢). Entéo, alb se, e somente se, a|c.

Demonstracao: Suponhamos que a|(b + ¢). Logo, existe k € Z tal que b + ¢ = k.a. De fato de
alb, existe m € Z, tal que b = m.a. Juntando as duas igualdades acima, temos m.a + ¢ = k.a,
portanto ¢ = k.a —m.a = (k —m).a, com k — m € Z, o que nos mostra que alc. De maneira

analoga, demonstra-se a implicacao contréria.

Propoicdo 1.1.4. Se a, b, c €Z so tais que a|b e a|c, entdo a|(x.b+y.c), paratodo x,y €Z.
Demonstracdo: Se alb e a|c entdo existemm, n € Ztaisque b=m.ae c =n.a. Logo, Xx.b +y.c
=X.ma+y.na=(X.m+y.n)a comx.m+y.n€Z ouseja, a(x.b +y.c).

Proposi¢cdo 1.1.5. Se a, b €N e a|b, entdo a <b.

Demonstracao: Se a|b, existe k € Z tal que b = k.a. Como a, b > 0, segue-se que k € N. Como

1 <k, segue-se que l.a<k.aousejaa<b.

1.2 — Divisao Euclidiana

Teorema 1. Sejam a e b dois niimeros inteiros com a # 0. Existe um Unico par de nimeros
inteiros g e r, tais que:

b=aq+r com0<r<]|al.
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Demonstracao: Inicialmente, definaS= {x=b—ay,y € Z} N N.
E imediato que S < N. Se provarmos que S # @ podemos usar o principio da boa ordenaco.
Uma analise casoacaso (a>0eb>0;a>0eb<0;a<0eb>0;a<0eb<0)eca
propriedade arquimediana mostram que existe no € Z tal que ng.(—a) > —b, logob—nga>0¢e
assim S # @. Sendo assim, pelo principio da boa ordenagéo, temos que S possui um menor
elemento, digamos r. Seja g € Z tal que r =b — aq. Ja temos r > 0. Vamos mostrar que r < |a|.
Suponha r > |a|. Dessa forma, existe s € N tal que r = |a| + s, 0 que implica em 0 < s <t pois
|a| >0. Noteques=r-|Jaj=b—agxa=b—-(gx1).a,0ouseja s €S.Comos<r,issocontradiz
o fato de r ser o menor elemento de S. Portanto, r < |a| e a parte da existéncia esta provada.
Agora, vamos provar a unicidade de r e q. Suponha que b=a.q+r=a.q’ +r’,ondeq,q’,r
,I’€Z,0<r<lale0=<r" <|al. Note que —|a] <—r <1 -1’ <|a]. Do mesmo modo, prova-se
quer’ —r<|ajeassim,|r—r’|<[al. Como,a.(q—q’ )=r—1",seguequelallg—q’ |=|r—1"|
<al, o que s0 € possivel se q = q’ e consequentemente, r =r1’. ]

Os numeros g e r que aparecem no teorema acima sao chamados, respectivamente, de
quociente e e resto da diviséo de b por a.

Da divisdo euclidiana, temos que o resto da divisdo de b por a € igual a zero se, e
somente se, alb.
Exemplo 1.2.1. Vamos achar o quociente e o resto da divisdo de 23 por 4.
Considere as diferencas sucessivas:

23-4=19=23-45=3<4

Istonosdaqg=4er=3.

1.3 — Congruéncia Modular

Aqui apresentamos de forma resumida e introdutoria a congruéncia modular.
Definicdo 1.3.1. Seja m um numero natural diferente de zero. Dois nUmeros naturais a e b
sdo congruentes médulo m se os restos de sua divisdo por m sdo iguais. Denota-se esta
relag¢do da seguinte forma: a = b mod m ou b = a mod m (lé-se a é congruente a b modulo
m).

16



Exemplo 1.3.1. O ndmero 8 é congruente ao nimero 13, médulo 5, pois ambos deixam resto
3, ao serem divididos por 5. Representamos isso por 8 = 13 mod 5.
Note que todo namero inteiro é congruente modulo m ao seu resto pela divisdo euclidiana

por m e, portanto, é congruente modulo m a um dos numeros 0, 1, 2, ..., m—1.

Proposic¢ao 1.3.1. Dados m,a,b € Z, comb #0 e m > 1, temos a = b mod m, se, e somente

se m|(b — a), ou seja, a diferenca (b — a) é um multiplo de m.

Demonstracdo: Sejama, b, m € Z, comm> 1.

Suponha que a=b mod m. Sejama=m.q+reb=m.q’ +r, com 0 <r <m, Logo:
b—a=mq +r—(mq+r)=mq —mq=m.(q’ —q) = m|(b —a).
Reciprocamente, suponha que m|(b —a). Sejama=m.q+rcom0<r<meb=m.q" +1’

com 1’ <m, Logo:
b-—a=mq +r—(mq+r)=m(q’—q)+r —r.

Comom|(b—a)e|r’ — 1| <m,temos: " —r=0=>r1r"=r= a=b mod m.

Exemplo 1.3.2. 13 =40 mod 3 pois 40 - 13 = 27 e 3|27.

Proposicdo 1.3.2. A congruéncia modulo m > 1 é uma relagado de equivaléncia em Z, ou seja,
para quaisquer a, b, ¢ € Z:

I. a=a mod m (Reflexiva).

II. Se a=b mod m, entdo b = a mod m (Simétrica).

III. Se a=b mod m e b =c¢ mod m, entdo a = ¢ mod m (Transitiva).

Demonstracao:

I. Esta afirmag@o é equivalente a dizer que m|(a — a) = m|0. De fato, zero é multiplo de
qualquer inteiro m, uma vez que 0.m = 0.

II. Se a = b mod m , temos que m|(b — a), ou seja, existe k € Z tal que b — a = k.m.
Multiplicando esta igualdade por (-1), obtemos:

a—b=(-k)m=m|(a—b)=b=amodm.
17



III. Se a=b mod m e b = ¢ mod m, temos que m|(b — a) e m|(c — b), ou seja, existem k, p €
Ztaisqueb—a=kmec—b=pm.
Somando membro a membro as duas igualdades obtemos:

(b-a)+(c—b)=km+pm=c—a=(k+p)m=m|(c—a)=a=cmodm.

Proposic¢ao 1.3.3. Sejam a, b, c,d, m € Z, comm > 1.

I. Sea=bmod me c=dmodm, entdo, a+c=b + d mod m.

II. Se a=b mod me c=dmod m, entdo, a.c =b.d mod m.

Demonstracédo: Se a=b mod m e ¢ =d mod m, temos que m|(b —a) e m|(d — ¢).

I. Note que m|(b —a) + (d — c), e podemos escrever (b —a)+ (d —¢)=(b+d) — (a+c), logo:
m|(b+d)—(a+c),ouseja,a+c=b+dmodm.

II. Note que m|d(b —a) + a(d —c) e d(b —a) + a(d — c) =db — ac, logo:

m|db —ac = a.c =b.d mod m.
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Capitulo 2

Historia da Aritmética Modular

A histéria da aritmética modular remonta a séculos atrds e envolve contribuicdes
significativas de matematicos de diferentes culturas. Os matematicos babilénios foram alguns
dos primeiros a explorar conceitos que podem ser relacionados a aritmética modular. Por
volta de 2000 A.C., eles desenvolveram técnicas para resolver problemas de diviséo e restos,

que podem ser considerados rudimentos da aritmetica modular.

2.1 — Contribuictes Gregas

Foi na Grécia antiga que foram observadas importantes contribuicbes para o
desenvolvimento da matematica, em especial, conceitos relevantes para a aritmética modular.
Tales de Mileto (640-546 AC) foi um dos primeiros gregos que a estudou e levou seus estudos
matematicos para Grécia, tornando o local um dos mais importantes para o estudo e
desenvolvimento dessa ciéncia até os dias atuais.

Logo em seguida veio Pitagoras de Samos (580-500 AC), e sua escola que perdurou
por séculos conhecida como escola Pitagorica, que se dedicou aos estudos da teoria dos
nimeros, incluindo as propriedades do conjunto dos ndmeros inteiros positivos. Eles
produziram pensamentos e ideias fenomenais sobre os nimeros primos, divisibilidade e as
propriedades sobre o conjunto dos ndmeros inteiros que foram relevantes para o
desenvolvimento da aritmética modular.

Com um aporte de toda essa herancga cientifica e cultural, em meados de 300 AC,
Euclides com sua obra “Os Elementos” desenvolveu uma abordagem axiomaética a

geometria, e ainda que a geometria e a aritmética modular sejam areas diferentes da
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matematica, essa abordagem axiomatica de Euclides influenciou diretamente no
desenvolvimento da teoria dos niimeros. Seu livro, “Os elementos”, € um tratado composto
pela juncéo de treze livros (dez de geometria e trés de aritmética), onde podemos observar o
desenvolvimento de teorias e ideias cruciais no crescimento do conhecimento aritmético. Por
exemplo, ele define as ideias de divisibilidade, numeros primos, maximo divisor comum,
minimo maultiplo comum, traz seu algoritmo para célculos de maximo divisor comum,
apresenta uma prova da existéncia de infinitos numeros primos e também de que um nimero
natural é escrito como produto de primos, conhecido atualmente por Teorema Fundamental
da Aritmética. ([13]).

Embora os gregos tenham tido uma importéncia fundamental para o desenvolvimento
de conceitos matematicos importantes para a aritmética, a aritmética modular do modo que
conhecemos hoje teve um incremento significativo e substancial na india e na china no

decorrer dos séculos.

2.2 — Contribuicdes Hindus

Sobre os indianos, segundo relatos dos historiadores, eles foram os pioneiros no
sistema de numeracéo hindu-arabico, sistema esse utilizado até os dias de hoje. Eles também
foram responséaveis pela formalizacdo tedrica do zero que ainda nédo tinha sido utilizado pelas
civilizagdes ocidentais e arabes nesse periodo. Os matematicos indianos mudaram a historia
da matematica por transformar o zero de um mero “espago vazio” a um numero conceitual
para utilizar em calculos sendo Util em investigacdes de vérias areas de ensino na matematica
([9D).

A India e seus matematicos deixaram relevantes subsidios de conhecimento para a
humanidade, podemos citar o matematico e astrbnomo Aryabhata (476-550), cujo principal
legado foi a escrita de um trabalho semelhante a “Os Elementos” de Euclides, que veio a ser
intitulado de “Aryabhatiya” publicada em 499 (século V), que abordava astronomia e
matematica. Em seu vasto acervo de obras podemos destacar que Aryabhata tratava sobre

conhecimentos geometricos como area e semelhanca de triangulos, formas de determinar
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volumes, e até apresentou uma aproximacao para o valor do nimero . Dentro da aritmética,
ele explorou extensivamente as propriedades dos nameros, incluindo as relacionados a
aritmética modular, chegando a expressar um algoritmo para resolucdo de equacOes
indeterminadas na forma ax — by = c, atualmente conhecidas como equacg0Oes lineares
congruentes ou equacdes diofantinas ([16]).

Quase um século depois de Aryabhata, surge na India central um dos mais importantes
matematicos indianos da historia, Brahmagupta (598 — 668). Das suas varias contribuicdes
para a matematica, destacamos as ligadas com algebra e aritmética. Seus estudos foram
apresentados principalmente em sua obra "Brahmasphutasiddhanta™ que € uma das primeiras
obras matematicas indianas que chegaram até o ocidente. Entre seus principais estudos na
algebra esta a busca por solugdes de equacdes quadraticas com raizes negativas.

Ja na area de aritmética, podemos citar congruéncias modulares, onde desenvolveu
normas especificas para lidar com operacdes aritmeticas em um conjunto de numeros
congruentes, estabelecendo propriedades e incluindo regras para operagfes basicas.
Brahmagupta, assim como Aryabhata, também teve uma importante contribui¢cdo nas
equacdes diofantinas, tipo de equacdo que é fundamental na teoria dos nimeros e tem
aplicacdes diretas na aritmética modular ([8]).

Considerado o mais importante matematico indiano da histéria, Bhaskara (1114- 1185)
também faz parte da lista dos importantes matematicos/astronomos hindus. No século VII,
destacou-se sua principal obra “Siddhanta Siromani”, que foi dividida em quatro partes,
“Lilavati, Bijaganita, Goladhyaya ¢ Grahaganita”. Nela, ele completou alguns dos estudos
deixados por Brahmagupta. Dentro da area da aritmética, Bhaskara desenvolveu um teorema
especifico para a resolucdo de equacOes diofantinas. Este teorema € Gtil na resolucdo de

problemas envolvendo numeros inteiros ([8]).

2.3 — Contribuicdes Chinesas

Os chineses desempenharam um papel importantissimo na evolucdo da matematica em

diversas areas, desde a aritmética basica até a geometria. Em especial, podemos destacar
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desenvolvimentos substanciais na aritmética modular.

Depois da queda de producdo da matematica grega, foi a matematica chinesa que
conseguiu obter relevantes resultados em todas as areas de estudos, superando até os
matematicos europeus. Segundo Eves ([7]), os chineses foram responsaveis pela criacdo de
um sistema numérico posicional decimal, por apresentar um chamado triangulo aritmético
que viria a ser conhecido como de Pascal, descobrindo algumas propriedades interessantes
varias centenas de anos antes de Blaise Pascal na Europa, e também pela utilizacdo de
métodos matriciais na resolucao de equacdes lineares, que fornece uma formulacdo inicial do
Teorema dos Restos Chineses, a mais notoria contribuicdo desse povo dentro dos estudos da
aritmeética modular, que € um teorema que fornece uma solucdo para um sistema de equacdes

lineares congruentes simultaneas.

2.4 — Contribuictes a partir do seculo XVII

O estudo da matematica remete a muitos séculos antes de cristo, mas é valido salientar
que especificamente a Teoria dos NUmeros, ficou um pouco esquecida até meados do século
XVII. Nesse século podemos destacar importantes matematicos que impulsionaram o
crescimento dos estudos da Teoria dos numeros como Pierre de Fermat, Leonard Euler e

Friedrich Gauss.

2.4.1 — Pierre de Fermat

Pierre de Fermat (1601 — 1665) ¢ frequentemente considerando o “pai” da Teoria dos
Numeros. Embora suas contribuicbes ndo tenham sido muito bem formalizadas, ele
desempenhou um papel importante no desenvolvimento da concepcéo inicial da Teoria dos
NUmeros.

Segundo Coutinho ([4]), Pierre de Fermat era um matematico amador, pois nédo tinha
a matematica como sua profisséo, ja que era um magistrado que nas horas vagas lia e estudava

sobre matematica. Foi por volta de 1621 quando houve a publicacdo do texto Aritmética de
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Diofanto que Pierre de Fermat ao ler tal documento comecou suas anotagoes com ideias sobre
essa tematica. Um dos maiores matematicos da época, Marin Mersenne, era amigo de Fermat
com quem sempre conversou sobre essa tematica. Depois da morte de Pierre de Fermat,
coube ao seu filho, Samuel Fermat, reunir todas suas anotacgdes e publicar para a comunidade.

Fermat ndo estudava apenas a Teoria dos NUmeros, tendo contribuicGes também na
area de célculo, geometria e teoria da probabilidade. Mas dentre suas contribui¢cdes no que
diz respeito a Teoria dos Numeros, podemos destacar uma afirmacdo conhecida como
Pequeno Teorema de Fermat que relata o seguinte:

Dados a €Z e p primo, se p ndo divide a, entdo p divide a** —1.

Fermat também trabalhou em equacdes diofantinas, linha a qual pertence “Ultimo
Teorema de Fermat”, uma conjectura que ele escreveu sem prova em uma das margens do

livro (onde costumava fazer anotacdes) o seguinte:

N&o existem inteiros positivos X, y, z, n, com n > 2, de modo que x" +y" = z",

Esse Teorema foi um dos responsaveis pela fama de Pierre de Fermat dentro da Teoria
dos Numeros, embora tenha afirmado ter uma prova, ele nunca a apresentou, sendo este
resultado provado quase 300 anos depois, ja no século XX, pelo matematico britanico
Andrew Wiles. ([13]).

2.4.2 — Leonhard Euler

Leonhard Euler (1707 — 1783) é considerado o sucessor de Fermat nos estudos
matematicos relacionados ao ramo da Teoria dos Numeros. Segundo Coutinho ([4]), Euler
tinha a matematica como sua profissdo e ele publicou obras em quase todas as areas do
conhecimento matematico puro e aplicado no século XVIII.

Chegaram ao conhecimento de Euler os estudos de Fermat sobre a Teoria dos NUmeros

e seu verdadeiro interesse no tema comecou em meados de 1730.
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Euler fez contribuigdes substanciais para a Teoria dos NUmeros e a aritmética modular.
Ele introduziu a notacdo moderna para a aritmética modular, usando o simbolo de
congruéncia (=), onde a notagdo a = b mod m significa que a e b ttm o mesmo resto
quando divididos por m, dados a e b inteiros.

Euler desenvolveu também uma generalizacdo do Pequeno Teorema de Fermat,

conhecido como Teorema de Euler estabelecendo que:

Dados a e m inteiros, se a é coprimo de m, entdo a®™ = 1 (mod m), onde ¢(m) é a
funcéo totiente de Euler, que representa 0 numero de inteiros positivos menores que m e
coprimos com m.

Euler também trabalhou em problemas préaticos relacionados a aritmética modular,

como o problema da congruéncia linear e a resolucédo de equacdes diofantinas.

2.4.3 - Carl Friedrich Gauss

Carl Friederich Gauss (1777-1855) é considerado um dos maiores matematicos de
todos os tempos, sendo conhecido até como o “principe da matematica”. Aos dezessete anos
Gauss decide adentrar nos estudos sobre Aritmética, onde em 1801, “produz uma das obras
primas de toda matematica, o livro Disquisitiones Arithmeticae” ([13]).

No livro, Gauss aborda diversas das suas contribuicdes para a aritmética, tais como a
noc¢do de congruéncia, na qual simbologias, definicdes e conceitos foram construidos, a Lei
da Reciprocidade, dentre outras.

Gauss também foi o responsavel por demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra,
algo que ninguém antes na historia havia conseguido. Também fez contribuicGes

significativas na Teoria das Probabilidades e em de Geometria Diferencial ([13]).
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Capitulo 3

AplicacOes da Aritmeética Modular

Na atualidade, a aritmética modular se tornou uma ferramenta cujas aplicagcdes trazem
enormes facilidades para nosso cotidiano. S&o aplicagcbes com 0s mais variados niveis de
complexidade, que envolvem desde situacdes simples até as mais avancgadas, todas com o
intuito de resolver problemas onde a ideia de divisibilidade é determinante.

Muito tem se escrito sobre essa tematica, em sua maioria no universo da Teoria dos
Numeros, a qual esta ligada diretamente ao conceito de resto de divisdo de nimeros inteiros.
E um tema bastante contemporaneo e que pode ser desenvolvido em trabalhos em turmas do
Ensino Fundamental 1l e de Ensino Médio, trazendo uma excelente oportunidade de sua
contextualizacdo na metodologia do ensino de matematica.

Dentre as aplicagdes da aritmética modular no cotidiano podemos citar o sistema de
identificacdo de publicacdes através do ISBN, controle de lotes de produtos através de
cddigos de barras, a identificacdo de pessoas através do Cadastro de pessoas Fisicas (CPF),
carteiras de identidade (RG), passaporte, titulo de eleitor, dentre outros.

Além desses, também temos a criptografia que consiste em meétodos de alterar
informacbes fornecendo mais seguridade, principalmente em informacdes sigilosas,
representando outra forma de aplicagbes de congruéncia modular. A criptografia tem sido
abordada e utilizada nas linguagens de programacao de computadores, sistemas bancarios,
aplicativos de uso individual e nos sistemas de informacdes de uso tanto em empresas como
no uso domestico.

Vamos destacar no decorrer desse capitulo algumas dessas aplicacdes de Aritmética
Modular que podem ser abordadas por professores de matematica na Educacdo Basica, como

forma de contextualizacdo da matematica.
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3.1 — Cadastro de Pessoa Fisica — CPF

O Cadastro de Pessoa Fisica (CPF) é o documento que identifica o contribuinte perante
a Receita Federal. Cada contribuinte pessoa fisica possui um Cartdo CPF, ou simplesmente
CPF, que comprova o cadastro. Ele contém um namero identificador que ndo muda. N&o é
obrigatério portar o cartdo, mas o numero do CPF é exigido em varias situacoes,
principalmente em operacdes financeiras, como abertura de contas em bancos.

O numero do CPF de uma pessoa no Brasil possui 11 (onze) digitos, onde o primeiro
bloco tem 9 digitos e o segundo bloco tem 2 digitos, que sdo os digitos de verificaco. E na

obtencéo desses 2 digitos de verificacdo da segunda parte que a congruéncia modular é usada

([21] e [3]).

ﬁ MINISTERIO DA FAZENDA
Secretaria da Receita Federal

CPF .=

000.000.000-00 ' \

NOME DA PESSOA

01/01/1990

FIGURA 1 — Cédula de CPF
FONTE: Google Imagens

Para determinarmos o décimo digito (primeiro digito verificador), devemos resolver
uma congruéncia de moédulo 11, em uma operacdo com os nove digitos iniciais, como descrito

a seguir:

l. Considere os nove digitos iniciais do CPF organizados em sequéncia:

{a,, ay, as, a4, as, ag, a;, ag, ag}

Il.  Agora consideremos o0s naturais entre 1 e 9:
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{1,2,3,4,5,6,7,8, 9}
1. Multiplique cada digito do CPF pelos fatores da sequéncia, respectivamente, e

depois some 0s nove ndmeros obtidos. Denote por S essa soma:

S=a;.1+a,2+a3.3+a,4+as.5+a4.6+a,.7+ag.8+ay9

IV. O décimo digito do CPF (a,,), € 0 nimero que ao ser subtraido da soma obtida,
gere um multiplo de 11, de forma que S - a;o = 0 mod 11. Ou seja, € 0 resto da

divisdo de S por 11.

Para determinarmos o décimo primeiro digito do CPF (o segundo digito verificador),
0 método € bem parecido 0 que vimos anterior, agora acrescentamos o décimo digito
encontrado. Além disso, acrescentamos o zero ao inicio da base de multiplicacéo, ja que agora

temos um ndmero a mais:

l. Observe os dez digitos iniciais do CPF:

{a11 a, a3’ Ay, aS’ a61 az, a81 Clg, alO}

I1.  Os numeros que serdo usados:
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

1. Procedemos da mesma forma ja feita: multiplica-se cada digito do CPF pelos
nimeros acima, respectivamente, e depois somamos 0s dez niumeros, obtendo um

ndmero S:

S=aq;0+a,1+a3.2+a,3+as4+as5+a,.6+ag.7+a9.8+ a;,.9
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IV. O décimo primeiro digito do CPF (a,;), € 0 niUmero que ao ser subtraido da soma
obtida, gere um mdaltiplo de 11, de forma que S - a;; = 0 mod 11. Ou seja, é 0

resto da divisao de S por 11.

Exemplo 3.1.1. Vamos usar o CPF ficticio 054.894.927 como exemplo para encontrarmos

os digitos verificadores.

Determinando 0 a,:
S=01+52+43+84+95+46+9.7+28+7.9
S=0+10+12+32+45+24 +63 + 16 + 63 = 265
265-a,0=0mod11=>a5=1

Determinando 0 a,;:
S=00+51+42+83+94+45+96+27+78+19
S=0+5+8+24+36+20+54+14+56+9=226
226 -a;; =0mod 11 = a;, =6

Com os resultados obtidos, podemos afirmar que o CPF completo é 054.894.927-16.

Caso o resto da divisdo fosse 10, ou seja, 0 numero encontrado na soma fosse

congruente a 10 modulo 11, usariamos o digito zero ([21]).

Observacéo: Vale ressaltar que o nono digito do CPF representa o estado onde ele foi
emitido. No exemplo utilizado anteriormente, pode-se observar que o nono digito é o numero
7, isso significa que o CPF foi emitido no estado do Espirito Santo ou no Rio de Janeiro.
Alguns estados brasileiros compartilham o mesmo codigo, pois eles variam de zero a nove e
como sabemos o Brasil possui 26 estados e um Distrito Federal. O nimero que representa

cada estado pode ser visto na tabela a seguir:
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9° digito ~ Estados emissor

0 RS
1 DF, GO, MS, MT, TO
2 AC, AM, AP, PA, RO, RR
3
4

CE, PI, MA
AL, PB, PE, RN
5 BA, SE
6 MG
7 ES, RJ
8 SP
9 PR, 5C

3.2 — Cartéo de Crédito

Os cartdes de crédito surgiram de forma ainda rudimentar e bastante limitada nos anos

1920 em lojas de departamento e companhias de petroleo ([23]).

A ideia original foi aprimorada pelo Diners Club que em 1953 ja era aceito
internacionalmente. Com o passar dos anos varios outros cartdes foram surgindo e hoje temos

uma boa variedade deles (Visa, MasterCard, American Express, etc.).

No Brasil, os cartdes de crédito atuais possuem dezesseis digitos, 0s primeiros quinze
sdo de informacdes da bandeira do cartdo e dados do cliente. Apenas o ultimo digito é de
verificacdo, para encontra-lo, usa-se o algoritmo de Luhn criado por Hans Peter Luhn em
1954. ([15]).

Considere um cartdo de crédito qualquer, cujos 15 primeiros digitos sdo conhecidos e

estdo representados abaixo:
A10203040506070809010011012013014015016
VVamos descrever o método para encontrarmos o digito verificador (a,g):
l. Soma-se todos os digitos de posicao par:
Sl=a,+tas+tagtagtayg+a;,+an,

Il.  Quanto aos digitos de posicdo impar, faz-se o seguinte:
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Para cada indice i impar entre 0 e 16, defina b; = 2.a;,se 2.a; <9 e b; = 2.a; - 9,

se 2.a; > 9.
S2=by + b3+ bg+ by +bg+ by + b3+ bys

1. Fazendo S = S1 + S2, o décimo sexto digito (a;¢), € 0 nUmero cuja soma S + a4

resulte em um mdaltiplo de 10, ou seja, tal que S + a,4 = 0 mod 10.

Exemplo 3.2.1. Vamos determinar o digito verificador, de um cartdo de crédito hipotético,
onde 0s primeiros quinze digitos sdo dados por: 2134.5678.9012.345.

Determinando S1:
S1=1+4+6+8+0+2+4=25

Determinando S2:
by=2.a,=22=4<9=b, =4
b; =2.a;=23=6<9=>b3=6
bs=2.a;=25=10>9=bh.=10-9=1
b, =2.a,=27=14>9=b,=14-9=5
bg=2.a9=29=18>9=by=18-9=9
bi;=2.a,;,=21=2<9=b;; =2
bi3=2.a,3=23=6<9=b,5=6
bis =2.a;5=25=10>9= b3 =10-9=1

S2=4+6+1+5+9+2+6+1=34

Determinando S:

S=S81+82=25+34=59
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Determinando a44:
S+a; =0mod 10
59 + a; = 0 mod 10

a6 =1

Logo, temos que o digito verificador, a4, é 1, portanto o cartdo de crédito tem a seguinte
numeracao 2134.5678.9012.3451.

3.3-I1SBN

O ISBN (International Standart Book Number) é um sistema de catalogacao de livros
criado em 1967. Trata-se de um nimero criado com o objetivo de identificar uma producdo

bibliografica (livro, artigo, etc.), a qual € amplamente usada até os dias atuais.

97781234"567897

FIGURA 2 — Cddigo ISBN com 10 digitos
FONTE: Google Imagens

ISBN 1-23456-T789-X

ISBN 978-0-7334-2609-4

9780733426094

FIGURA 3 — Cddigo ISBN com 13 digitos
FONTE: Google Imagens
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“Gragas a essa combinacdo, ¢ possivel
individualizar e catalogar as informaces particulares
e especificas de cada uma das diversas publicacfes
produzidas ao redor do planeta. Essa série numérica
reconhecida em mais de 200 paises permite o
compartilhamento de metadados das obras em
diferentes sistemas. Nao é a toa que criacdo deste
padréo representou um marco no mercado editorial,
melhorando os processos de producéo, distribuicéo,
andlise de vendas e armazenamento dos dados
bibliograficos.” ([5]).

No ISBN o ultimo algarismo é o digito de verificacdo, o qual é calculado utilizando a

aritmeética modular e operages matematicas com os demais digitos que sdo sempre separados

por hifen, os quais carregam informacdes sobre o pais da publicacdo, editora e o livro em

questdo ([21]).
Mostraremos a forma de se obter o digito de controle para o ISBN que utiliza dez

digitos.

Considere um ISBN qualquer cujos digitos estdo representados abaixo:

A10,0304,0506070g0901

Estabelecemos a sequéncia de base para multiplicagéo:
{10,9,8,7,6,5, 4, 3, 2}

Multiplicam-se os nove digitos iniciais do codigo ISBN pelos fatores da sequéncia,

respectivamente, e depois soma-os obtendo como resultado um valor S:

S=a;.10+a,9+a3.8+a,.7+as.6 +ag5+a,4+ag.3+aqg2
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IV. O decimo digito do cdédigo ISBN (a,,), € 0 nimero que ao ser somado com S,
resulta em um mdaltiplo de 11, ou seja,
S+a;p =0mod 11.

Exemplo 3.3.1. Tomando o livro Temas e Problemas Elementares, da cole¢do Professor de
Matematica, da SBM, o qual tem o codigo de ISBN 85-85818-29-8 vamos confirmar que seu

digito de verificacdo é realmente o 8.

Determinando 0 a4 :
S=810+59+88+57+86+15+84+23+9.2
S=80+45+64+35+48+5+32+6+18=333

333+a,,=0mod 11 = a,;, =8

Exemplo 3.3.2. Utilizando o livro Matematica Aplicada a Administracdo, Economia e
Contabilidade, da editora Thompson, que tem o codigo ISBN 85-221-0399, vamos

determinar seu digito de verificacéo.

Determinando 0 a,:
S=810+59+28+27+16+05+34+93+9.2
S=80+45+16+14+6+0+12+27+18=218

218+ a;p =0mod 11 = a,y =2

Assim, podemos garantir que o codigo ISBN do livro citado é 85-221-0399-2.

Observa-se nos exemplos que ambos possuem o prefixo 85, indicando o digitos que
sdo utilizados por publicacdes feitas no Brasil.
No ISBN, se o digito de verificacdo for 10, € usada a representacdo do numero 10

utilizando os algarismos romanos, no caso o X ([21]), como na figura 2 no inicio dessa secao.
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3.4 — Codigo de Barras

A criacdo do codigo de barras foi um marco importante para 0 mundo, tendo em vista
sua importancia na organizacao de estoques e produtos no comércio. Os primeiros esforcos
para a sua criacdo foram feitos em 1952 por Joseph Woodland e Bernard Silver. Os codigos
da forma que conhecemos hoje foram criados por George J. Laurer na década de 1970. Esse
cddigo continha 12 digitos e foi aceito em 1973 quando recebeu 0 nome de Codigo Universal

de Produtos “UPC” (Universal Product Code).
5

2914

FIGURA 4 — Cédigo Universal de Produtos “UPC”
FONTE: Esquinca ([6])

0"%36000 2

Em 1976 Laurer acrescentou um digito ao cédigo para que fosse possivel identificar
também o pais de origem dos produtos, e esse novo codigo com 13 digitos recebeu o nome

de EAN-13 (European Numbering System).

4L "891668"326689

FIGURA 5 — Cddigo EAN-13 (European Numbering System).
FONTE: Esquinca ([6])

Segundo Séa ([21]) o codigo EAN-13 é um dos mais utilizados no mundo. O digito de
verificacdo tem essa utilidade em todas as aplicagdes. Para encontrar o 13°digito, é utilizada

a congruéncia modulo 10.



Mostraremos a seguir, como obter o digito de verificacdo do cddigo de barras EAN-
13.

l. Representamos os digitos do codigo de barras EAN-13 pelos seguintes simbolos:
A1A203040506070809010 A11A12013

Il. A sequéncia de base para multiplicacao:
{1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3}

1. Multiplicam-se os doze digitos iniciais do codigo de barras EAN-13 pelos fatores
da sequéncia, respectivamente, e depois somam-se 0s resultados obtendo como

resultado um valor S:

S=aqy.1+a,3+a3.1+a,3+tas.l+as3+a,1+ag3+aq.l1+a5.3+a,;.1+
;.3
Ou
S=(a;taz+as+a; +ag+ay)+3(a;+a,+agtagtaytagy)
IV. O décimo terceiro digito (a,5) do cddigo de barras, € o nUmero que ao ser somado
com S resulta em um maltiplo de 10, ou seja,
S+ a;3 = 0mod 10.

Exemplo 3.4.1. Vamos determinar o digito de verificacdo do codigo de barras EAN-13, a

9751115755444

FIGURA 6 — Cadigo real EAN-13 sem o Gltimo algarismo
FONTE: Google imagens (Editada para exemplificagéo)

sequir:
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Determinando 0 a4 5:
S=(9+5+1+5+5+4)+3*(7+1+1+5+4+4)
S=29+66=95

S+a;3 =0mod 10

95+ a,;3 = 0mod 10

a3 =95

Portanto, como pode ser verificado, o digito de verificacdo do cddigo de barras acima é o

digito 5.

977511157554445">

FIGURA 7 — Cadigo real EAN-13 completo
FONTE: Google imagens

Para calcular o digito de verificacdo de um codigo de barras no sistema UPC, a Unica
diferenca seria na base de multiplicacdo, onde seriam utilizados os valores {3, 1, 3,1, 3,1, 3,
1,3,1, 3}

3.5 - Criptografia

Criptografia € a pratica de proteger informacdes por meio da conversdo de dados em
uma forma ilegivel para quem ndo tem a informacdo correta, ela desempenha um papel vital
na seguranga da comunicacdo. Essa técnica tem suas raizes na antiguidade, mas sua
importancia aumenta cada dia mais com o avanco da tecnologia digital e com o uso de

dispositivos conectados.

“A criptografia ¢ uma técnica de escrita tao
antiga quanto a propria escrita convencional. Os

egipcios, 0s gregos e, especialmente 0s romanos,
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faziam uso da criptografia para evitar que suas
mensagens fossem lidas por quem nédo deveria, caso
interceptadas. Seu uso na Segunda Guerra mundial
foi de tamanha grandeza. Nesta época os britanicos
criaram um grupo de trabalho especialmente
dedicado a interceptar e decodificar as mensagens
trocadas entre os alemées, italianos e japoneses e,
desde entdo, as técnicas criptograficas tornaram-se

cada vez mais evoluidas.” ([15])

Atualmente, é imprescindivel o uso da criptografia, pois ela é responsavel por
“esconder” varias informagdes, principalmente no mundo virtual onde a seguranc¢a de dados
se tornou algo primordial, tanto para pessoas como para empresas, mantendo sua seguranca

e sua confiabilidade.

Para Leopold ([15]) a criptografia pode ser considerada a base para a computacéo
moderna, onde suas técnicas avancadas sdo constantemente aprimoradas, levando 0s
algoritmos matematicos a ficarem cada vez mais complexos, garantindo a seguranca e a

inviolabilidade de informacGes.

Segundo Oliveira ([19]) a criptografia teve seu inicio e aplicabilidade pelo governo do
imperador romano Julio Cesar com o prop0sito de se comunicar com seus generais e tropas
em periodos de conflitos, de modo que se algum individuo que intercepte sua mensagem néo
conseguisse decifra-las. Com uma simples regra chamada de “Cifra de César” onde o emissor
da mensagem substituia cada letra do alfabeto pela letra trés posicdes apos ela (chave 3) e o
receptor da mensagem, sabendo dessa chave, aplicava a operacdo inversa, de modo a
substituir cada letra da mensagem pela letras trés posicOes antes dela, assim obtendo a

mensagem verdadeira.

Observe como funcionava a famosa chave 3 de Julio César:
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Al/B|C|D|E|F |G| H

FIGURA 8 — Criptografia de Julio César (Chave 3)
FONTE: Oliveira ([19])

Assim, podemos observar por exemplo que a palavria MATEMATICA, seria escrita
como PDWHPDWLFD ou que a palavra MESTRE seria escrita como PHVWUH utilizando

a ideia da chave 3 de Julio César.

Segundo Oliveira ([19]) a pré codificagdo transforma a mensagem em ndmeros e a
codificacdo o transforma em outros nimeros. Portanto, para codificarmos uma mensagem
usando a ideia de criptografia de César, primeiro pré codificamos e depois codificamos

utilizando um numero natural k, o qual chamamaos de chave, fazendo assim a modificacéo.

Observe como funcionava a pré codificacdo na criptografia de Julio César:

alBloclp|E|[F]lelul1]1]K[L]|M
S o2 03 H‘{ I L L L T AV 12
Nlolprlao|RrR|s|T|U|Vv | w|[x]|Y]zZ
19 |4 Les 1671819202t {22232 2s

FIGURA 9 — Criptografia de Jalio César (Pré codificacao)
FONTE: Oliveira ([19])

Exemplo 3.5.1. Utilizando a chave 3 de Julio César, vamos codificar a palavra
MATEMATICA usando a pré codificagdo observada acima:

Pré codificando a mensagem a ser enviada:

12-00-19-04-12-00-19-08—-02—-00
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Usando a chave 3 para codificar, ou seja, vamos somar 3 em cada nimero:
15-03-22-07-15-03-22-11-05-03
Agora, usando a correspondéncia observada acima, podemos visualizar a mensagem enviada:
“PDWHPDWLFD”

Podemos observar que a criptografia, como observado na “Cifra de César”, ¢ baseada

nos conceitos da aritmetica modular, de modo que:

“Seja Y o equivalente numérico de uma letra do texto e X o equivalente numérico do texto
cifrado correspondente, sendo assim, X = Y + k (mod 26), onde 0 <X <26 e k é a chave de

criptografia de modo que k € Z* .
Exemplo 3.5.2. Dada a palavra MESTRE, codifique-a usando a chave k = 11.
Pré codificacdo de MESTRE: 12 -04 -18-19-17-04
Vamos codificar usando a expressdo X =Y + 11 (mod 26)
X =12 + 11 = 23 (mod 26)
X =04+ 11 = 15 (mod 26)
X =18 + 11 = 29 = 03 (mod 26)
X=19+ 11 = 30 = 04 (mod 26)
X =17 + 11 = 28 = 02 (mod 26)
X =04 + 11 = 15 (mod 26)

Logo, a mensagem codificada a ser emitida € 23 — 15 - 03 — 04 — 02 — 15.

Para decodificar a mensagem, podemos utilizar a expressdo X =Y - 11 (mod 26) onde Y sdo
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0s numeros da mensagem codificada.

Segundo Sa ([21]) atualmente a criptografia ndo sofreu muitas alteraces na sua fungédo
principal. O que houve foi a modernizacdo na sua complexidade visando melhorar a
seguranca de informacdes. Essa melhoria se deu pela ascendéncia da Internet, pois a
comunicacao existente entre os computadores e outros dispositivos ndo podem ser acessada
por terceiros.

Por causa desse crescimento, sabe-se que a criptografia € muito mais complexa do que
foi mostrado nesse capitulo, pois apenas foram mostradas as ideias iniciais que sdo simples
de modo a mostrar sua relacdo com a aritmética modular. Por exemplo, a criptografia RSA
que segundo Coutinho ([4]) é o mais conhecido dos metodos de criptografia, foi inventado
em 1977 por R. L. Rivest, A. Shamir e L. Adleman, que na época trabalhavam no
Massachussets Institute of Technology (M.I.T.), onde é bastante utilizada atualmente e seu

método (algoritmo) tambem utiliza aritmética modular, porem de forma bem mais complexa.
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Capitulo 4

Jogos Combinatorios

Os jogos combinatdrios sdao um nicho encantador quando falamos da Teoria dos Jogos
e da Matematica Discreta. Esses tipos de jogos envolvem dois jogadores que se alternam em
fazer uma quantidade finita de movimentacdes, onde elementos como sorte (cartas ou dados,
por exemplo) sdo inexistentes, e, com informacbes completas, ou seja, onde todos 0s
jogadores conhecem completamente a configuracdo do jogo, e 0 objetivo é alcancar uma
determinada condicdo de vitdria.

Segundo Gomes ([10]) os jogos combinatérios sdo tipos de jogos que satisfazem
algumas condicdes, tais como numero de jogadores (2), jogadas alternadas e regras e critérios
de vitdria bem definidas e conhecidos entre o0s jogadores.

Segundo Almeida e Carvalho ([2]) é importante salientar que, quando existe uma
estratégia vencedora para um dos jogadores, o jogo “deixa de existir”, uma vez que a
competicdo em jogos combinatorios € uma disputa entre oponentes com a mesma
possibilidade de vitéria. Se um dos jogadores domina a estratégia vencedora do jogo e a
aplica, deixa de existir competicéo.

Nesse trabalho focaremos em mostrar a ideia de alguns jogos combinatorios e como
suas formas de vencer se relacionam com a aritmética, mais precisamente com aritmética dos

restos.

4.1 — Jogo de Kayles

Kayles é um jogo matemaético de estratégia que pertence a categoria dos jogos de

remoc3o de objetos, inventado por Henry Dudeney em 1908. E jogado por duas pessoas, e
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sua simplicidade nas regras esconde uma interessante estratégia a qual revelaremos a diante
([25]).

Dada uma fileira de pinos de boliche imaginarios, os jogadores se revezam para
derrubar um pino ou dois pinos adjacentes, até que todos os pinos desaparecam.

O jogo comeca com um namero de pinos (ou palitos) dispostos em uma linha reta. O
numero de pinos pode variar, mas para fins ilustrativos, podemos imaginar come¢ando com
10 pinos e o objetivo é ser o jogador a remover o ultimo pino ou par de pinos. O jogo termina
quando todos os pinos sdo removidos e 0 jogador que remove o Ultimo pino ou conjunto de
pinos ganha o jogo.

Existe uma estratégia simples que garante a vitoria de quem inicia o jogo desde que no
inicio tenhamos ao menos 3 pinos. Comece com uma remocao central que divida os pinos
em duas filas com 0 mesmo nimero de pinos em cada. I1sso pode ser feito ndo importa quantos

pinos tenhamos no jogo. Sendo N a quantidade total de pinos, se N for par, remova 0s pinos

N N N . N N .. P
Sest 1. Dessa forma, restam > 1 pinos a esquerda e > 1 a direita. Se N for impar,

. N+1 . N-1 .
remova o pino —-—. Assim, restam —— pinos de cada lado.

Por exemplo, se N = 10, remova 0s pinos 5 (g) eb (%)

ofoJoleXeXeYoXeXeYo

10 PINOS

ofeJoleX:X:YeXeXelo

Retirando os pinos 5 e 6 restam 4 (g - 1).pinos de cada lado.

Se N =11, remova 0 pino 6 (g + 1).
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3000060088

11 PINOS

ofoXeXeXeX ToRoXoXeJe

Retirando o pino 6 restam 5 (g — 1) pinos de cada lado.

Depois disso, é a vez do seu oponente jogar. Ele s podera remover pinos de uma das
filas formadas depois da primeira retirada. Depois da jogada dele, remova exatamente 0s
mesmos pinos na outra fila. Dessa forma, sempre depois da sua jogada havera exatamente a
mesma quantidade de pinos em cada fila formada apds a primeira retirada. Sendo assim, em
alguns momentos, depois da sua jogada havera um ou dois pinos (adjacentes) em cada fila.
No caso de serem dois, seu adversario pode remover os dois e vocé ganha na sua proxima
jogada. Se ele retirar apenas 1, vocé também retira apenas 1 e restam um pino de cada lado.
Agora, ele s6 pode remover um (os dois pinos ndo sao adjacentes) e na sua jogada vocé
remove o ultimo e vence.

Exemplo 4.1.1. Considere N = 12.

500000000038

12 PINOS

5O000&®0 0000

Jogada do jogador 1
De acordo com o que foi descrito acima como estratégia vencedora, com essa jogada o
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jogador 1 garantiu sua vitoria dividindo a fila de pinos em duas filas de mesma quantidade.
Agora, basta ele retirar a mesma quantidade de pinos que o jogador 2 tirar de uma fila na

outra fila que foi formada.

RROO0OX®0 O OO0

Jogada do jogador 2

¥ROOOXXB OO0

Jogada do jogador 1

XROR®XXR OO0

Jogada do jogador 2

XX OB XX XD ® OB

Jogada do jogador 1

XXX X ®®D R XHD

Jogada do jogador 2

O jogador 1 retira o Gltimo pino e vence a partida.

4.2 — Jogo de Nim
O jogo do Nim é um classico exemplo de jogo matematico de estratégia, amplamente

estudado na teoria dos jogos. A beleza do Nim esta em sua simplicidade e nas estratégias
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matematicas que podem ser aplicadas para garantir a vitoria.

Segundo Almeida e Carvalho ([2]), Nim é um dos jogos mais antigos gque se conhece.
Existem relatos de que na China da Idade Média esse jogo ja era jogado pelos soldados,
porém, sua origem real ainda é desconhecida. Os primeiros relatos de trabalhos relacionados
ao jogo Nim foram formalizados por Charles Leonard Bouton no inicio do século XX. Para
Buton, Nim tem uma “teoria matematica extremamente simples e completa”. Outra
curiosidade, a qual foi observada pelos autores em [2], € que se percebe que a palavra nim
espelhada forma a palavra “win”, que em inglés significa ganhar.

Segundo Grando ([11]) o Jogo de Nim deve sua popularidade a investigacdo da
estratégia que garante a um jogador sempre vencer, e por ser de facil programacéo
computacional.

O jogo comeca com uma certa quantidade de objetos (pedras, palitos, etc). Os
jogadores se alternam para realizar suas jogadas e em cada turno, um jogador pode escolher
no minimo um e no maximo uma quantidade ja pré-estabelecida para remover dessa pilha. O
jogo termina quando todos os objetos sdo removidos. Deve ser definido se o jogador que
retira o ultimo palito ganha ou perde o jogo.

No que segue, vamos apresentar as estratégias que garantem vitdrias, as quais utilizam
aritmética dos restos e divisdo euclidiana ([11]).

Vamos denotar por N o nimero total de palitos e por n 0 nimero maximo de palitos a

serem retirados por jogada.

4.2.1 - Caso 1: Quem tira o ultimo palito perde.

Comecemos com um exemplo.

Exemplo 4.2.1.1. Considere N =27 e n = 4.
Nesse exemplo, N =27 e n+1 =5, e 0 resto da divisdo de 27 por 5 € 2, pois, 27 = 5.5+2.
A estratégia para vencer deve ser feita de forma que, depois de alguma jogada sua, reste

apenas 1 palito. Podemos fazer a seguinte separagéo: 1 palito no inicio, 5 grupos de 5 palitos
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e 1 palito no final.

N— I

FIGURA 1 - Palitos divididos seguindo a estratégia vencedora
FONTE: Grando ([11])

Na sua primeira jogada, retire apenas o 1°palito. Como a cada jogada pode-se retirar no
minimo 1 e no maximo 4 palitos entdo ndo importa quantos palitos o seu adversario retira,
vocé sempre pode completar 5 na sua vez. Com isso, na sua jogada vocé sempre completa a
retirada de um dos 5 grupos de 5 palitos e, portanto, na sua sexta jogada vocé tera completado
a retirada do altimo grupo de 5 palitos, deixando apenas 1 palito para seu adversario retirar e
assim perder o jogo.

A estratégia vencedora esta totalmente baseada no resto da divisdo de N por n+1. O
teorema da divisdo de Euclides garante a existéncia de nimeros naturais ¢ (quociente) e r
(resto) tais que N = g.(n+1) + r,sendo 0 <r <n.

Vamos agora generalizar a estratégia vencedora, separando em 3 possibilidades:

e \amos comecar com 0 caso em que r >1.

Para esse caso, existe uma estratégia vencedora para quem joga primeiro (jogador 1). Como
r>1eN=q.(n+1) + r, podemos escrever N =r-1 + ¢.(n+1) + 1. Note que r — 1 > 0 ja que
r > 1. Com isso, podemos dividir os N palitos em um grupo inicial com r-1 palitos depois q
grupos com n+1 palitos e mais “um grupo” com apenas 1 palito. Essa ¢ a situagdo do exemplo
introdutorio com N = 27 e n = 4. Vamos descrever a estratégia vista no exemplo agora no
caso geral.

O jogador 1 retira r-1 palitos na sua primeira jogada (lembre-se que 0 < r-1 <n, logo essa
primeira jogada é possivel). Com isso, o primeiro grupo de r-1 palitos j& foi retirado. Em sua
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primeira jogada, o jogador 2 retira k palitos. Como / <k <n, temos que / <n+1 - k <n, logo
na proxima jogada, o jogador 1 tira n+1-k palitos e assim o primeiro dos q grupos com n+1
foi retirado. O jogador 1 devera seguir fazendo isso: na sua jogada ele retira n+1-k, onde k
foi a quantidade retirada pelo jogador 2 na jogada anterior. Seguindo assim, sempre que 0
jogador 1 fizer sua jogada um dos g grupos de n+1 palitos sera retirado. Na jogada de nimero
q+1 do jogador 1 o ultimo grupo de n+1 palitos serd retirado, restando assim apenas 1 palito

a ser retirado pelo jogador 2 0 que d& a vitoria ao jogador 1.

e Agora vamos tratar o casor = 1.

Aqui, existe uma estratégia vencedora para o jogador 2. Temos N = g.(n+1) + 1 e a divisdo
dos N palitos ja esta feita: g grupos com n+1 palitos e “um grupo” de 1 palito. O jogador 1
ja estd em uma posicéo perdedora pois ao retirar k palitos na primeira jogada com / <k <n
ele permite que o jogador 2 retire n+1-k o que completa a retirada do primeiro grupo de n+1
palitos. Imagine o caso anterior (r > 1) sem os r-1 palitos do grupo inicial. O jogador 1 aqui
passa para a situacdo do jogador 2 de 4. Assim, seguindo a mesma ideia, o jogador 2 (daqui)
sempre completa n+1 palitos retirados junto com a jogada anterior do jogador 1. Depois da
jogada de numero q do jogador 2 restara 1 Unico palito a ser retirado pelo jogador 1 0 que da

a vitoria ao jogador 2.
Exemplo 4.2.1.2. Considere N =13en=2.

Nesse exemplo, N = 13 e n+1 = 3, logo o resto da divisao de 13 por 3 € 1, pois, 13 = 3.4+1.

Aqui a estratégia vencedora deve ter seguinte separagéo: 4 grupos de 3 palitos e 1 palito no

Para o jogador 2 vencer, ele deve seguir a ideia da estratégia vencedora explicada

final.

anteriormente. A cada jogada ele retira uma quantidade de palitos que completa a retirada de

um grupo de 3 palitos. Depois da sua 4%jogada restara um palito.
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e Finalmente, vamos ao caso r = 0.

Nesse ultimo caso ha uma estratégia vencedora para o jogador 1. Aqui temos N = g.(n+1),
ou seja, q grupos de n+1 palitos. O jogador 1 deve retirar n palitos em sua primeira jogada.
Com isso, restardo N-n palitos. E claro que se N = n+1, o jogador 1 ja ganhou. Vamos
considerar N > n+1 o que implicaem g > 1.
Assim,
N-n =q.(n+1) —n

=qn+g-n=(g-1)n+q-n

=(g-1).n+q-1+1-n=(qg-1)(n+1) +1,
Ou seja, temos N-n palitos e o resto da divisdo de N-n por n+1 € 1. Estamos no caso anterior
(r = 1) e a estratégia de 1a faz com que quem comeca la, ou seja, 0 segundo a jogar aqui,

perca. Com isso o jogador 1 vence.

Exemplo 4.2.1.3. Considere N =16 e n =4,
Nesse exemplo, N = 16 e n+1 = 5, logo o resto da divisdo de 16 por 4 € 0, pois, 16 = 4.4,

Aqui a estratégia vencedora deve ter seguinte separagéo: 4 grupos de 4 palitos.

Para o jogador 1 vencer, ele deve seguir a ideia da estratégia vencedora explicada
anteriormente. A cada jogada ele retira uma quantidade de palitos que completa a retirada de

um grupo de 5 palitos. Depois de sua 52 jogada restara apenas um palito.

4.2.2 - Caso 2: Quem tira o ultimo palito ganha

De forma analoga ao primeiro caso, temos uma quantidade N de palitos. Por regra ja
determinada, cada jogador na sua oportunidade, deve retirar pelo menos 1 palito e no maximo

n palitos, com n > 1. Dessa vez, ganha o jogo o jogador que retirar o altimo palito.
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Aqui, a estratégia também comeca pelo conhecimento do resto e do quociente da
divisdo de N por n+1. Sejam ¢ o quociente r e o resto dessa divisdo, entdo, temos N = gq(n+1)
+ r, com 0 <r <n. Deve-se dividir mentalmente os palitos em q grupos de n+1 palitos mais

um grupo de r palitos. Analisemos as duas situagdes para r.

e Vamos comegar com o caso em que r > 1.

Para esse caso existe uma estratégia vencedora para quem joga primeiro (jogador 1). Como r
>1eN=q(n+1) + r podemos dividir os N palitos em um grupo inicial com r palitos e mais
g grupos com n+1 palitos. A estratégia consiste no jogador 1 tirar os r palitos do primeiro
grupo na 12 jogada e depois de cada jogada do seu adversario retirando k palitos o jogador 1
retira n+1-k palitos e completa a retirada de um dos q grupos de n+1 palitos. Depois da -
ésima jogada do jogador 1 restardo exatamente n+1 palitos (Gltimo dos q grupos). Mais uma
vez o jogador 2 faz sua retirada de k palitos deixando n+1-k palitos, e como / <n+I -k <n,

0 jogador pode retirar todos os palitos restantes e vencer 0 jogo.

Exemplo 4.2.2.1. Considere N =27 en =

Nesse exemplo queremos que no final do jogo ndo reste nenhum palito. Assim, temos
que 27 = 4.6 + 3, assim, o0 jogador 1 tera que retirar inicialmente 3 palitos para vencer o jogo,
nas proximas jogadas ele deve retirar a quantidade de palitos complementar a 6, de acordo
com cada jogada do jogador 2. Logo, o jogador 1 vencera seguindo essa estratégia.

e Agora, vamos tratar do caso r = 0.

Nesse caso, temos que N € multiplo de n+1, ou seja, N = gq(n+1). Aqui ja deve estar claro

que a estratégia vencedora é para o jogador 2 e consiste em simplesmente a cada jogada
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completar a retirada de um dos g grupos de n+1 palitos.

Exemplo 4.2.2.2. Considere N =16en = 3.

Nesse exemplo, também queremos que final do jogo nédo reste nenhum palito. Como temos
que 16 = 4.4, logo, o jogador 1 iniciara retirando uma quantidade / <k < 3 de palitos, e nas
proximas jogadas o jogador 2 deve retirar a quantidade de palitos para completar 4
(quantidade de palitos que forma cada grupo), de acordo com cada jogada do jogador 1. Logo,

0 jogador 2 vencera seguindo essa estrategia.

4.2.3 — Variacdo do Jogo de Nim: Grupos

Vamos agora analisar uma varia¢do do jogo de Nim. Colocamos sobre uma mesa uma
quantidade N de palitos separados em m grupos. Por regra, cada jogador na sua oportunidade,
deve retirar uma quantidade qualquer de palitos de apenas um dos grupos. Alternadamente,

0s jogadores véao retirando os palitos e ganha o jogo o jogador que retirar o ultimo palito.

Exemplo 4.2.3.1. Vamos fazer um exemplo utilizando N = 12 separados em 3 grupos com
3, 4 e 5 palitos, respectivamente.

Vamos representar a quantidade de palitos em cada grupo por um tripla ordenada. No inicio
do jogo a situacdo é (3, 4, 5).

Na primeira jogada o jogador 1 tira dois palitos do primeiro grupo alterando o jogo da
situacdo (3, 4, 5) para (1, 4, 5).
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Na segunda jogada o jogador 2 tira dois palitos do terceiro grupo alterando o jogo da situacéo

(1, 4,5) para (1,4, 3).
00 _0Es

Na terceira jogada o jogador 1 retira dois palitos do segundo grupo, alterando o jogo da
situacdo (1, 4, 3) para (1, 2, 3).

-Il -
H

Na quarta jogada, o jogador 2 retira um palito do terceiro grupo, alterando o jogo da situacéo
(1,2,3) para(l, 2, 2).

-.. m BB
H

Na quinta jogada, o jogador 1 retira um palito do primeiro grupo, alterando o jogo da situacéo
(1, 2, 2) para (0, 2, 2).

—

Assim, agora o jogador 2 retira dois palitos do segundo grupo, alterando o jogo da situagéo
(0, 2, 2) para (0, 0O, 2).

—

Logo, o jogador 1 retira os dois ultimos palitos do terceiro grupo, tornando- se assim vencedor
do jogo.

Vamos agora apresentar a estratégia vencedora no caso do jogo com apenas dois
grupos.

Nesse caso, qualquer situacdo do tipo (0, X) ou (x, 0) faz com que o proximo a jogar
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venga, pois ele pode remover todos os x palitos do segundo grupo.

Se em alguns momentos do jogo tivermos a mesma quantidade de palitos nos dois
grupos, o proximo a jogar sera o perdedor. Vamos chama-lo de jogador A. A estratégia é a
mesma do jogo Kayles: a cada jogada do jogador A basta o outro jogador (vamos chama-lo
de jogador B) retirar a mesma quantidade de palitos no outro grupo. Em algum momento o
jogador A tera que “zerar” a quantidade de palitos em um grupo, chegando em uma situagéo
(0, k) ou (k, 0), com k > 0, e entdo basta o jogador B tirar os k palitos e vencer.

Sendo assim, vamos separar a estratégia em dois casos:

e NoO primeiro caso 0 jogo inicia com dois grupos com o mesmo numero de palitos,
digamos x. Assim, a situacdo inicial é exatamente a descrita acima, logo a estratégia
descrita acima garante a vitoria do segundo a jogar.

e No caso de grupos com quantidades diferentes de palitos, digamos X e y, com X >,
basta o primeiro jogador retirar x-y palitos do grupo com x palitos, chegando a situacéo

(y, y) e com a estratégia acima fica garantida a vitoria do 1°jogador.

Exemplo 4.2.3.2. Considere N =10, x=6¢ey =4,

Nesse exemplo, temos 2 grupos um com 6 palitos e o outro com 4 palitos, e queremos
que final do jogo ndo reste nenhum palito. Assim, seguindo a estratégia descrita acima, o
jogador 1 tera que retirar inicialmente 6 — 4, ou seja, 2 palitos do grupo com 6 para vencer o
Jogo, em nas proximas jogadas ele deve retirar a quantidade de palitos igual a que o jogador
2 retirar s6 que no outro grupo de palitos. Portanto, o jogador 1 vencerd seguindo essa
estrategia.

No caso de trés ou mais grupos de palitos, para determinar a estratégia vencedora €

bem mais complexo. Para um estudo desse caso recomendamos a leitura de ([1]).
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4.2.4 — Nim Bifurcado

Aqui vamos introduzir uma variagdo do jogo de Nim que batizamos de “Nim
bifurcado”. Para quem ja viu o jogo de Nim classico a ideia € bastante simples:

Temos N palitos formando uma fila a qual se bifurca formando outras duas filas, uma com

I||||I |||I "

N; e a outra com Ny palitos, sendo N1 # N-.

N Palitos

Nz Palitos

Novamente, a cada jogada um dos dois jogadores deve tirar entre 1 e n palitos, sendo
0 numero n fixado no inicio do jogo. Aqui os palitos devem ser retirados em ordem e da
esquerda para a direita. Ao chegar no altimo palito da primeira fila de N palitos o jogador
deve escolher se prossegue pela fila com N; ou pela fila com N2 Uma vez escolhida a fila, o
jogo continua por ela sem possibilidade de mudar para a outra. No inicio do jogo deve ser

estabelecido se quem tira o ultimo palito ganha ou perde.

Exemplo 4.2.4.1. N =8, N; =10, N,=7, n = 3 e quem tirar o ultimo vence.
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Jogada do Jogador 1

Jogada do jogador 2

Jogada do jogador 1

Jogada do jogador 2

Nessa Ultima jogada o jogador 2 resolveu tirar 3 palitos e como chegou ao final da 1%fila teve

gue optar por uma das duas filas para seguir.
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Jogada do jogador 1

Aqui o jogador 1 tirou um palito, deixando 4 e com isso garantiu a sua vitoria.

Jogada do jogador 2

Jogada do jogador 1

Fim de jogo.

As varias possibilidades para N, N1 e N2 e n nos mostram que ndo existe uma estratégia
vencedora para todos os casos. No exemplo acima, N deixa resto maior ou igual a 1 na divisao
por n+1 (8 = 2.3 + 2). Nesse caso, existe uma estratégia que permite ao jogador 1 tirar o
ultimo palito da primeira fila. Dai 0 jogador 2 devera escolher por qual das duas filas o jogo
vai seguir e comecar sua retirada. Assim, estamos em um jogo de Nim classico com N; ou N,
palitos e 0 jogador 2 nesse NOVO jogo € o primeiro a jogar.

Se quisermos uma estratégia vencedora para um jogador especifico, ndo podemos
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contar com a garantia de que o seu adversario ira retirar o ultimo palito da primeira fila, pois
ndo ha como garantir isso (a menos que n = 1, mas esse € 0 caso mais desinteressante do jogo
de Nim). Para termos algum controle, devemos garantir que o jogador para o qual estamos
desenvolvendo a estratégia vencedora retire o Gltimo palito da primeira fila.

Vamos comecar considerando que quem retira o Gltimo palito perde o jogo.

e Jogador 1 ganha.

Aqui, o resto da divisdo de N por n+1 deve ser » > [ e 0 resto da divisdo tanto de N;, como
de N, por n+1 deve ser 1. Ja vimos uma estratégia que garante que o jogador 1 retira o tltimo
palito da 1%fila. Assim, o jogador 2 ira “comegar um novo jogo Nim” com N; ou N palitos e

nesse caso ja temos uma estratégia vencedora para 0 segundo a jogar, que seria o jogador 1.

Exemplo 4.2.4.2. Considere N = 13, N; =11, N,=6, n =4 e quem tirar o tltimo perde.
Nessa configuracdo inicial do jogo e pela estratégias descritas acima, o jogador 1 conseguira
retirar o Ultimo palito da 1%fila e assim o jogador 2 ird iniciar a retirada da préxima fila. O

jogador 2 retirara o altimo palito dando a vitoria ao jogador 1.

e Jogador 2 ganha.

O resto da divisdo de N por n+1 deve ser 0 e usamos a estratégia que garante ao jogador 2
retirar o altimo palito da 1%fila. Depois, N; e N, devem novamente deixar ambos resto 1 na

divisdo por n+1. Com isso basta seguir exatamente a mesma estratégia do caso anterior.

Exemplo 4.2.4.3. Considere N =8, N; = 13, N, =5, n =3 e quem tirar o Gltimo perde.
Nessa configuracéo inicial do jogo e pela estratégias descritas acima, o jogador 2 conseguira

.....

Seguindo a mesma estratégia do exemplo anterior, o jogador 1 retirard o Gltimo palito dando

a vitoria ao jogador 2.

Agora, vamos considerar que quem tirar o ultimo palito vence. Seremos breves apenas
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indicando como devem ser N, Ny e N».

e Jogador 1 ganha.

O resto de N por n+1 deve ser » > I e N1 e N, devem ser maltiplos de n+1.

Exemplo4.2.44.N=10,N;=12,N,=8,n=3

e Jogador 2 ganha.

Aqui N, N; e N, devem ser todos maltiplos de n+1

Exemplo 4.2.4.5.N =15, N; =10, N,=5,n=4

As estratégias acima deixam as coisas muito amarradas. Devemos escolher N, N;, N
n quem comeca e se quem tira o Ultimo ganha ou perde. A seguir vamos ver uma situa¢io em
que precisamos escolher apenas um dos numeros N; ou N, para termos uma estratégia
vencedora para o jogador 2 (quem tira o ultimo palito vence). O resto da divisdo de N por
n+1 deve ser n, ou seja, N = g.(n+1) + n e o resto da divisdo de pelo menos um dos numeros
N;ou N, por n+1 deve ser 1. A cada jogada do jogador 2 ele deve completar a retirada de um
grupo de n+1 palitos. Assim, depois de sua g-ésima jogada restardo exatamente n palitos da
mesma fila. O jogador 1 entéo retira k palitos com 7 <k <n. Depois, o jogador 2 retira n-k+1
palitos. Com isso, ele retira o Gltimo palito da 12 fila, caso ainda haja algum palito ai, e 0 mais
importante, ele tira mais 1 palito da fila cuja quantidade de palitos deixa resto 1 na diviséo
por n+1. Digamos que essa quantidade é N’ (N’ = Niou N’ = N,). Assim, 0 jogo seguira por
essa fila ainda tendo ¢’ grupos de n+1 palitos (N= g ’(n+1)+1) e sera a vez do jogador 2
seguir a ja conhecida estratégia de completar sempre a retirada de um grupo de n+1 palitos
na sua vez. Isso lhe garante a retirada do ultimo palito e a vitoria.

Se quem tira o ultimo palito perde, entdo basta que N seja como acima e um dos
nameros N; ou N, deixe resto 2 na divisdo por n+1 e basta seguir exatamente a mesma

estratégia do caso anterior.
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Exemplo 4.2.4.6. N = 15, N; =9, N, = k (tanto faz), n = 3 e quem tirar o Gltimo vence.

Nessa configuracéo, e seguindo a estratégia descrita acima, o jogador 1 iniciara retirando k
palitos do primeiro grupo, e assim basta o segundo jogador retirar 4-k palitos que ao final
restard 3 palitos a serem retirados pelo jogador 2. Agora, 0 jogador ira retirando palitos da
proxima fila escolhida e o jogador 2 vai retirando uma quantidade complementar como foi
descrita na estratégia. Assim, o jogador 2 ira retirar o Ultimo palito e vencer o jogo.

Se fosse combinado que quem tirasse o Gltimo palito perdesse o jogo, bastava tomar uma

configuracdo com N; = 10 e seguir a mesma estratégia para vencer.

4.3 — Jogo dos Restos

O Jogo dos Restos consiste em tentar descobrir um numero dentro de um intervalo
(neste caso, de 1 a 100) conhecendo apenas o resto das divisdes desse nimero por numeros
entre 1 e 10. Esse jogo estd intimamente relacionado ao conceito de congruéncia da teoria
dos ndmeros. “O computador pensara em um nimero entre 1 ¢ 100. Vocé consegue descobrir
qual é? Escolha um divisor e o computador Ihe dard algumas informacdes sobre 0 numero.
Quanto menos divisdes vocé precisar, mais pontos vocé ganha.” ([24])

Inicialmente, tem-se um ndmero N no intervalo de 1 a 100 e para tentar descobrir esse
numero, o0 jogador recebe o resto da divisdo de N por diferentes nimeros de 1 a 10, os quais
sdo escolhidos pelo jogador. O objetivo € descobrir N com o menor nimero possivel de
informacGes (sobre os restos).

Vamos mostrar que com duas ou trés informacdes € possivel descobrir N. Deve ser
claro para todos que com uma Unica informacéo néo é possivel descobrir N.

Em seu primeiro movimento, o jogador deve pedir o resto da divisao de N por 10. Isso
restringe bastante as possibilidades, sobrando exatamente dez nimeros. Por exemplo, se o
resto da divisdo por 10, rip= 3, entdo N € {3, 13, 23, 33, 43, 53, 63, 73, 83, 93}. De modo
geral, vamos denotar o resto e o quociente da divisdo de N por k como r¢e gk respectivamente.

Assim, temos N = 10019 + 1.
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O proximo movimento € pedir o resto da divisdo de N por 9. Com isso, temos:
N = 10qg + ro.
O resto da divisdo de N = 10q;o + 1o por 9 é igual ao resto da divisdo de qio + r10 por 9.
De fato,
10q10 + 10 =909 + 9
9010 + Qo+ r10 = 9q9 + Ig
10 + ro=9 (0o - q10) + o
Note que, se Qs < g10€ntdo go - 10 < -1, 1090 9(do - q10) < -9 = 9(q9 - G10) + re < 0, ja que ry
< & e assim teriamos Qg0 + r1p < 0, um absurdo!
Assim, K = Qg - 10> 0, 1090 g0 + o= 9K + rge rotambem € o resto da divisdo de qio + I
por 9, como queriamos demonstrar.
Vamos analisar as possibilidades.
e Se rip=0, entdo temos 10 possibilidades: 10, 20, ..., 90, 100, ou seja, N = 10q;o, com
1 < g <10 e os restos das divisdes desses numeros por 9 séo: 1, 2, 3, ..., 7, 8, 0, 1,
respectivamente. Se ro# 1, entdao N = 10rg Se ro=1, entdo N = 10 ou N = 100. Nesse
caso, precisamos de mais uma informacao: o resto da divisdo por 8. Se rg= 2, entdo N
=10esers=4, entdo N = 100.
e Serp>0,entdo I <r;p<9 e assim teremos também 10 possibilidades: rip 10 + ryp,
20+ 110, ..., 90 + 1y,
Se rg =ry, entdo
N =10q10 + rio =909 + I9
= 100910 = 909
= 9010 + 10 = 909
= (10 = 9 (0o - G10)
= (o = q10,
jaque g10> 0, e assim Q10 € multiplo de 9. Como 7 <N < 100, entdo gio=0o0u qio=9.
Desse modo, N = ry (caso g0 = 0) ou N = 90 + ryp (caso gio = 9). Como Qo €
desconhecido, precisamos de mais uma informagéo, o resto da divisdo por 8, por

exemplo:
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ro I 90 + g I
1 1 91 3
2 2 92 4
3 3 93 5
4 4 94 6
5 5 94 7
6 6 96 0
7 7 97 1
8 0 98 2
9 1 99 3

Por sabermos o r1o, sabemos em qual linha da tabela acima estamos e como rjpe 90 +
rio tem restos diferentes na divisdo por 8, essa nova informacao (rs) é suficiente para

descobrir o N.

e Agora, vamos considerar o caso de rip# rg. Aqui, devemos ter o 10 <N < 90. Como
também estamos no caso rip> 0, entdo N # 10q para qualquer g, logo N = 10030 + F1o

com/ <qgip<8el=<rp=<9.

Se descobrirmos g0, temos N. Pela observacéo acima, basta testar qual dos numeros
K + ripcom [/ <k < &8 deixa resto rg na divisdo por 9. Como temos 8 numeros
consecutivos para testar e 9 possiveis restos, ndo ha repeti¢do, assim vamos encontrar

um dnico valor para g0 e teremos N = 10010 + r1o.
Exemplo 4.3.1. Descobrir N, tal que rip=2e ro= 2.

Temos que rip=>0e rp=rg entdo N =2 ou N = 92. Nesse caso, precisamos dividir N por 8.

Serg=2entio N=2,eserg=4entdo N = 92.
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Exemplo 4.3.2. Descobrir N, tal que rip=3erg=3.

I'10 Iy roou 90 + I N
o

3 3 3 3 3

3 3 93 5 93

Novamente, temos que r1o=> 0 e rip=ry entdo N = 3 ou N = 93. Nesse caso, precisamos dividir

N por 8. Serg=3entdo N =3,eserg=5entdo N = 93.

Exemplo 4.3.3. Descobrir N, tal que rip=2erq= 1.
Temos que rip=>0erp#ry, logo N =10010 + ripcom 1 <qip<8 e 1 <r190<9. Vamos observar

qual dos nimeros k + rip=k + 2, com 1 <k < 8 e deixa resto 1 na divisdo por 9.

k k+2 o
1 3 3
2 4 4
3 5 5
4 6 6
5 7 7
6 8 8
7 9 0
8 10 1

Logo, temos que g0 = 8, assim N =10.8 + 2 = 82.

O leitor mais experiente deve perceber que conhecendo rg rse rgtemos N = ryo (mod
10), N = rg(mod 9) e N = rg(mod 8), ou seja, um sistema de congruéncias e o estudo das
solugdes desse tipo de sistema pode ser feito por meio do Teorema chinés dos restos ([13]),

0 qual néo é visto na educacéo basica e por isso optamos por ndo fazé-lo aqui.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

O presente trabalho explorou o tema da Aritmética dos Restos, com foco no
desenvolvimento e analise de aplicacGes dessa area no cotidiano e jogos para o ensino. A
pesquisa teve como objetivo evidenciar como conceitos abstratos da Teoria dos NUmeros
podem ser exibidos de maneira ladica e interativa, promovendo a compreensdo dos
educandos e um ambiente mais engajador.

Ao longo do estudo, foi possivel notar que a aplicacdo dos jogos que foram citados
como Kayles, Jogo dos Restos, Nim, que séo baseados no conceito de Aritmética dos Restos,
oferece uma ferramenta poderosa para 0 ensino, principalmente no ensino béasico. Esses
materiais permitem que os educandos desenvolvam habilidades importantes como resolucgao
de problemas, raciocinio logico e trabalho colaborativo, além de ajudar na assimilacdo de
contelidos que sdo considerados dificeis.

Ao desenvolver uma nova variacdo do jogo Nim, o Nim Bifurcado, observamos que é
possivel trazer uma nova metodologia e nova experiéncia para o ensino da aritmética criando
mais um espaco onde a matematica € vista como uma atividade prazerosa e desafiadora,
buscando sempre tornar a base tedrica mais solida para o desenvolvimento do pensamento
matematico.

Portanto, vemos que a aritmética dos restos, através das aplicacbes que podemos
observar na sociedade e através de jogos educativos, pode ser integrada ao curriculo escolar
de forma eficiente, servindo como uma ferramenta de apoio aos docentes e potencializando
a aprendizagem dos alunos nessa area tdo importante. Além disso, este trabalho abre caminho
para futuras pesquisas visando investigar o impacto dos jogos abordados quando trabalhados

em sala.
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