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RESUMO

PASSOS, André da Costa. Um estudo sobre a cardinalidade dos mnimeros
transcendentes. 2025. 62f. Dissertagdo (Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede
Nacional - PROFMAT) - Faculdade de Formagao de Professores, Universidade do Estado
do Rio de Janeiro, Sao Gongalo, 2025.

Nesta dissertagcao ¢ apresentada a nao enumerabilidade dos ntmeros
transcendentes. Também ¢é descrita de maneira detalhada a enumerabilidade de Z, Q e a
nao enumerabilidade de R, além de serem apresentadas demonstracgoes das irracionalidades
do ntimero 7, do niimero e e sua transcendéncia, enfatizando a importancia desses conceitos
no aprofundamento da compreensao dos alunos sobre os nimeros reais. Como objetivo
geral buscou-se apresentar a caracteristica da nao enumerabilidade dos numeros
transcendentes além de melhorar o entendimento dos alunos sobre a nao enumerabilidade
dos numeros irracionais. O objetivo especifico foi a construgdo de duas atividades com
intuito de auxiliar professores e alunos a superarem as complexidades desses conceitos.
Para tal fim, esta pesquisa adota uma metodologia qualitativa tendo como base a revisao
de literatura como principal método de coleta. A justificativa é que pode haver um falso
senso comum de que a cardinalidade dos niimeros irracionais ¢ menor do que a dos niimeros
racionais, o que pode ocorrer por conta da forma que esse contetido é apresentado nas aulas.
Como resultado, foram desenvolvidas duas atividades com o objetivo de ajudar os
professores a aprimorar a compreensao dos alunos sobre este tema. A primeira atividade
visa demonstrar que os numeros irracionais existem em maior quantidade do que os
racionais, enquanto a segunda tem como proposito introduzir a ideia da nao
enumerabilidade do conjunto dos niimeros transcendentes.

Palavras-chave: irracionalidade; transcendéncia; cardinalidade.



ABSTRACT

PASSOS, André da Costa. A study on the cardinality of transcendental numbers. 2025.
62f. Dissertacio (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT) — Faculdade de Formacao de Professores, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Sao Gongalo, 2025.

In this dissertation the non-enumerability of transcendent numbers is presented. It
is also described in detail the enumerability of Z, Q and the non-enumerability of R,
besides being presented demonstrations of the irrationalities of the number 7, the number e
and its transcendence, emphasizing the importance of these concepts in deep-ening
students’ understanding of real numbers. The general objective was to present the
characteristic of non-enumerability of transcendent numbers and improve students’ un-
derstanding of the non-enumerability of irrational numbers. The specific objective was the
construction of two activities in order to help teachers and students overcome the
complexities of these concepts. To this end, this research adopts a qualitative methodol-ogy
based on the literature review as the main collection method. The justification is that there
may be a false common sense that the cardinality of irrational numbers is less than that of
rational numbers, which can occur because of the way this content is presented in classes.
As a result, two activities were developed with the aim of helping teachers to improve
students’ understanding on this topic. The first activity aims to demonstrate that
irrational numbers exist in greater quantity than rational ones, while the second has as
purpose to introduce the idea of non-enumerability of the set of transcendent numbers.

Keywords: irrationality; transcendence; cardinality.
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INTRODUGCAO

Apresentacao

O que sdo numeros? Para que eles servem? Por que ha diferencas entre eles?
Esses sao exemplos de perguntas simples que qualquer aluno, ao tomar conhecimento da
existéncia dos nimeros, pode elaborar e mostra o quao bela, simples e ao mesmo tempo
complexa a matematica pode ser. Tais diferencas se refletem diretamente da maneira de
como os conjuntos numéricos sao estudados e organizados.

De um modo geral, as respostas para tais perguntas envolvem todo um contexto
historico e mostram com clareza que a matematica se desenvolveu e ainda se desenvolve
a partir das necessidades que os seres humanos tém ao longo do tempo levando em contas
as necessidades bésicas iniciais da estruturagdo dos ntimeros para contagem, medicao
ou organizacao. “O estudo sisteméatico dos conjuntos que acabou levando a uma teoria
axiomatica desse campo de estudos, comegou com Georg Cantor, por volta de 1872”
(AVILA, 2006, p. 32).

Também, segundo Avila (2006), tal fato levou a investigagao dos conjuntos infinitos
em sua generalidade. Tais estudos sobre conjuntos infinitos f oram d e g rande avanco
para a matematica estabelecendo como consequéncia o conceito de equivaléncia entre
conjuntos. O fato, nem sempre intuitivo de um subconjunto préprio de um conjunto
poder ser equivalente ao proprio conjunto, a primeira vista é surpreendente, pois parece
ser impossivel uma parte ser equivalente ao todo, mas é o que acontece, por exemplo,

entre os conjuntos dos niimeros pares e o conjunto dos nimeros naturais.

O conjunto dos racionais era denso mas nao continuo, e isso criava a suspeita
de que existiam, de fato, dois tipos distintos de conjuntos infinitos: um pri-
meiro tipo capaz de reunir todos aqueles conjuntos que poderiam ser colocados
em uma relacdo um-a-um com o conjunto dos nimeros naturais, e entre si;
e um segundo tipo, cuja caracteristica era, justamente, a de ndo aceitar uma
correspondéncia, um-a-um, com aqueles conjuntos do primeiro tipo. Em pou-
cas palavras, tudo indicava que havia infinitos de tamanhos distintos, isto é,
infinitos que apresentam quantidades distintas de elementos.(SANTOS, 2008,
p. 113)

Segundo Marques (2020), em 1874 Cantor publicou um artigo intitulado, em tra-
ducao livre: “Sobre uma propriedade da colecao de todos os niimeros algébricos reais”,
no qual mostrou a existéncia de infinitos de “tamanhos diferentes”. Antes disso os mate-
méaticos tratavam o infinito como “grandeza equinumeravel” (todos os infinitos teriam o
mesmo tamanho).

Ja Roque (2012) cita que Dedekind observou que existem mais pontos na reta
do que podem ser representados pelos niimeros reais e se questionava sobre como defini-

los. Os estudos de Cantor e Dedekind sobre os niimeros reais originaram uma enorme
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quantidade de perguntas sobre os niimeros reais tais como se é possivel enumera-los ou se

existem mais numeros racionais ou irracionais.

O conceito de correspondéncia biunivoca servird de base para a constituigao
da nova teoria dos conjuntos, por volta de 1879. Dois conjuntos sdo ditos com
a mesma “poténcia” se existe correspondéncia biunivoca entre seus elemen-
tos. Os conjuntos que possuem a mesma poténcia dos naturais sdo chamados
“enumeraveis”, e os outros sdo “ndo enumeraveis”.(ROQUE, 2012, p. 513)

O diagrama mostrado na Figura 1, associa cada niimero natural a um tinico niimero
racional positivo (o mesmo raciocinio vale para os racionais negativos), desconsiderando
as repeticoes que porventura aparecem, estabelecendo assim a bijecao entre esses dois

conjuntos tornando-os equivalentes. Note que seguindo as indicac¢oes da seta é construida
12321123

' ' . 2717175737175757
listagem de forma intuitiva de todos os niimeros racionais.

uma sequéncia de niimeros racionais (1, ..) fornecendo assim, uma

Figura 1 - Diagrama de Flechas - Enumerabilidade dos Racionais
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Fonte: Adaptado de Figueiredo (2011)

Entretanto, nao se pode estabelecer uma bijecdo entre o conjunto dos niimeros
reais e o dos numeros naturais. Por um método bastante simples e intuitivo chamado de
“diagonal de Cantor” ou “argumento da diagonalizacao”, foi demonstrado que o conjunto

dos numeros reais nao é enumeravel. Tal método supoe que haja uma bijecao entre N
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e R e, entao, trabalha-se sobre os elementos da diagonal da tabela e se chega a uma
contradicao. Com tal prova, ficou demonstrado que havia diferentes tipos de infinitos
estabelecendo uma hierarquia entre eles.

Neste trabalho serd apresentado um estudo sobre a nao enumerabilidade dos niime-
ros transcendentes. Os conjuntos dos niimeros naturais, inteiros e racionais sdo definidos
como enumeraveis, ou seja, aqueles nos quais podem ser estabelecidas uma correspon-
déncia biunivoca com o conjunto dos nimeros naturais e segundo Cantor equivalentes,
o que também acontece com o conjunto dos ntmeros algébricos. O interessante é que,
assim como os nimeros reais, tanto os numeros irracionais como os transcendentes nao
sao enumeraveis, o que claramente contradiz a nossa intuicao, ja que os niimeros racionais
e algébricos estao mais presentes no nosso dia a dia e na natureza, o que pode causar uma

falsa percepcao de existirem em maior quantidade, o que de fato nao é verdade.

A probabilidade de um ndmero ser racional (dentre os nimeros reais) é zero!
No entanto, basicamente todos os nlimeros que usamos no dia a dia sdo nimeros
racionais. Uma conta de restaurante, colocar gasolina no carro, fazer apostas
em loterias, etc, etc, etc. (MARQUES, 2020, p. 55)

Tal afirmacao p ode parecer surpreendente, mas também é valida para os niimeros
algébricos, ou seja, quase todos os niimeros reais sao irracionais ou transcendentes, ape-
sar do nosso mundo parecer girar somente em torno dos racionais. De um modo geral,

podemos resumir que nos pouco utilizamos os ntimeros no nosso cotidiano.

Objetivos

Objetivos Gerais

Nesse contexto, este trabalho teve como objetivo apresentar a caracteristica da
nao enumerabilidade dos niimeros transcendentes, propondo a devida compreensao da
cardinalidade deste conjunto numérico, sua comparagao com os nimeros algébricos e
seus aspectos elementares. Também é apresentada uma demonstracao detalhada das

irracionalidades de 7 e do niimero e, além de sua transcendéncia.

Objetivos Especificos

Primeiramente ¢ feita uma revisao de literatura sobre a cardinalidade dos niimeros
reais, tendo como foco principal os nimeros irracionais e transcendentes. Também sao
apresentadas algumas demonstragoes de irracionalidades e da transcendéncia do niimero e

tendo em vista que compreender a cardinalidade dos nimeros transcendentes é um enorme
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desafio, t anto p ela c omplexidade d os ¢ onceitos a bordados, ¢ omo p elo m odo ¢ omo esses
conceitos sao apresentados nos livros didaticos.

Posteriormente, sdo desenvolvidas duas atividades pedagogicas com o objetivo de
proporcionar aos professores e alunos do ensino médio uma melhor compreensao sobre a
cardinalidade dos niimeros transcendentes. A primeira atividade consiste em abordar as
diferencas entre os ntimeros irracionais e racionais partindo de um contexto mais simples,
de forma que os alunos entendam que os niimeros irracionais existem em maior quantidade,
mesmo que nao sejam utilizados no nosso cotidiano como os nimeros racionais. Na
segunda atividade é introduzido o conceito de nimeros transcendentes adotando uma

abordagem mais formal, com foco especifico na cardinalidade desse conjunto.

Justificativa

Como justificativa, p ode-se a firmar a falsa percep¢ao de que a cardinalidade dos
irracionais '. é menor que a dos racionais, fato que pode ser visto em diagramas de
representacao desses conjuntos apresentados em alguns livros do ensino médio conforme
Figura 2, ou o fato de que o conjunto dos niimeros reais possa ser dividido exatamente
ao meio formando dois conjuntos de mesma cardinalidade, como mostrado nas Figuras 3,
4,5 e 6. Tal percepgao também ocorre quando se trata dos nimeros transcendentes em
comparagao com os numeros algébricos, ja que estes também nao estao tao presentes no

nosso cotidiano.

Pesquisas como a de Miguel (1993), Souto (2010), Pommer (2012), entre ou-
tras, sinalizam a existéncia de livros didaticos que nao conferem ao conceito de
nimeros irracionais a relevancia que esse estudo deveria ter, dada a sua impor-
tdncia na matematica e outras areas do conhecimento, além da superficialidade
tedrica na apresentacdo do contetido.(PAZ et al., 2021, p. 3)

Ainda que Brasil (2018), em uma das unidades teméticas para o Ensino Funda-
mental - Anos Finais, proponha o aprofundamento das nogoes de nimeros, reconhecendo
a necessidade do uso dos ntimeros irracionais por meio da exposicao de problemas, sobre-
tudo geométricos, essa abordagem pode ser insuficiente para lidar de forma eficaz com
o tema da irracionalidade, sobretudo quando se leva em consideragao a cardinalidade
deste conjunto, sendo sua natureza infinita e o fato de ser um conjunto ndo enumeravel,
caracteristicas fundamentais para a correta compreensao desses nimeros.

Um outro fato relevante que se pode destacar é que a introdugdo dos niimeros

transcendentes no ensino médio permite a expansao do conceito dos niimeros irracionais.

I Observa-se, nas Figuras 2, 3, 4, 5 e 6 diferentes tipos de simbologia para a representacdo do conjunto
dos ntimeros irracionais: Q', R — Q e I,
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Ao estudar esses nimeros os alunos percebem que existem niimeros que nao podem ser
expressos como solugoes de equagoes polinomiais com coeficientes inteiros e que determi-
nados numeros e alguns muito conhecidos como, 7 e e, possuem esta propriedade. Tal
fato pode servir de incentivo e despertar interesse por areas de estudos mais avancadas

proporcionando uma maior compreensao e apreciacao pela matematica.

Figura 2 - Representagdo dos Nimeros Reais (R) a partir dos

Numeros Racionais (Q) e Ntumeros Irracionais (Q')

R
A

* 0,333 ...

3
]
Q * 58 * T3 o

Fonte: Paiva (2010)

Figura 3 - Representagao dos Numeros Reais (R) a partir dos

Numeros Racionais (Q) e Numeros Irracionais (R — Q)

R

R-Q
N (conjunto dos
numeros irracionais)

Fonte: Moderna (2016)
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Figura 4 - Representagdo dos Ntuumeros Reais (R) a partir dos

Numeros Racionais (Q) e Nimeros Irracionais (I)

R

<

—

Fonte: Dante (2016)

Figura 5 - Representagdo dos Ntuumeros Reais (R) a partir dos

Ntumeros Racionais (Q) e Numeros Irracionais (I)

o Q .5 w2 I 410

o7 15

Fonte: lezzi et al. (2016)

Figura 6 - Representagdo dos Ntuumeros Reais (R) a partir dos

Ntumeros Racionais (Q) e Numeros Irracionais (I)

Fonte: Bonjorno, Junior e Sousa (2016)
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Este estudo foi desenvolvido da seguinte forma: no primeiro capitulo, a introdu-
¢ao, onde estao descritas a apresentacao, os objetivos e a justificativa; no capitulo 2, a
metodologia, onde é detalhada a abordagem metodolégica adotada nesta pesquisa; no
capitulo 3, é realizada uma revisao de literatura sobre os conjuntos enumeraveis e nao
enumeraveis, conjuntos finitos e conjuntos infinitos, nimeros algébricos e transcendentes.
Também sao apresentadas algumas irracionalidades, com destaque as dos nimeros 7 e e,
a transcendéncia do ntimero e, e a investigacao matematica em sala de aula; no capitulo
4, estao descritas as construgoes de duas atividades pedagodgicas que tém o intuito de
facilitar a compreensao da nao enumerabilidade dos niimeros transcendentes; e, por fim,

no ultimo capitulo, sdo realizadas as consideragoes finais.
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1 METODOLOGIA

1.1 Coleta

Neste estudo, foi adotada uma abordagem de pesquisa qualitativa. De acordo com
Fonseca e Moraes (2002), esse tipo de método é utilizado quando nao ha quantificagdo
de dados e que os dados utilizados nao sao baseados em nimeros. Para isto, foi realizada
uma revisao da literatura buscando compreender todo o contexto tedrico que envolve a
cardinalidade dos conjuntos numéricos e, em particular, a dos niimeros transcendentes.
Buscou-se uma andlise de publicagoes e estudos sobre este tema de forma a sintetizar as
principais caracteristicas e propriedades que levaram a conclusao da nao enumerabilidade

do conjunto dos nimeros transcendentes.

A pesquisa bibliografica é desenvolvida com base em material ja elaborado,
constituido principalmente de livros e artigos cientificos. Embora em quase
todos os estudos seja exigido algum tipo de trabalho dessa natureza, ha pesqui-
sas desenvolvidas exclusivamente a partir de fontes bibliograficas.(GIL, 2002,
p. 44)

Neste contexto, é relevante destacar alguns trabalhos que foram fundamentais para
o desenvolvimento deste estudo. A importancia de Marques(2013, 2020) para a compre-
ensdo adequada da teoria dos nimeros transcendentes, o artigo de Niven (1947), no qual
¢ apresentada a demonstracao da irracionalidade do niimero 7, a publicacao de Figuei-
redo (2011), que apresenta de maneira metddica toda a construgdo da demonstragao da
transcendéncia do nimero e, e por fim, o de Niven (2012), que aborda de forma intuitiva
0s numeros racionais e irracionais.

Adicionalmente, foram utilizados alguns livros do ensino médio, com o objetivo
de obter um melhor entendimento de como a irracionalidade é abordada nessa etapa de
ensino, destacando-se Paiva (2010), (Dante; Moderna; Bonjorno, Junior e Sousa; lezzi et

al.,2016), livros com os quais o autor deste estudo possui familiaridade no uso diério.

1.2 Andlise

Segundo Gil (2008), apds a coleta, os dados devem ser analisados e interpretados,
portanto nesta etapa do estudo se buscard construir um percurso didatico que facilite a

compreensao da nao enumerabilidade dos nimeros transcendentes.

A anélise tem como objetivo organizar e sumariar os dados de forma tal que
possibilitem o fornecimento de respostas ao problema proposto para investiga-
¢do. Ja a interpretacdo tem como objetivo a procura do sentido mais amplo as



20

respostas, o que é feito mediante sua ligacdo a outros conhecimentos anterior-
mente obtidos. (GIL, 2008, p. 156)

Desta forma, serao construidas duas atividades pedagodgicas onde o tema deste
estudo podera ser abordado de forma gradual, facilitando a compreensdao dos conceitos
que serao abordados.

A primeira atividade, um pouco mais intuitiva, serda construida com o objetivo
principal de mostrar de forma simples que na reta real existem mais niimeros irracionais
do que racionais. Para esse fim, sera necessario analisar as propriedades dos nimeros
irracionais e racionais e compreender suas representacoes de uma maneira que podera ser
explorado o fato de que os nimeros racionais obedecem sempre a um mesmo padrao, ou
seja, o padrao de repeticao de algarismos, levando-se em conta a representagao infinita
de um ntmero decimal. Esta caracteristica de repeticao de algarismos, sera fundamental
para entender o porqué dos ntimeros irracionais existirem em maior quantidade.

Ja a segunda atividade serd construida com intuito de introduzir a ideia da nao
enumerabilidade dos nimeros transcendentes. Para isto serd necessario compreender as
cardinalidades dos nimeros naturais, inteiros, racionais e reais. Assim como as carac-
teristicas dos ntimeros algébricos e de como esses ntimeros poderao ser obtidos a partir
de equagoes polinomiais. Também serd necessario entender como esse conjunto pode ser
construido e como o fato de ser um conjunto enumeravel implicara na nao enumerabilidade
do conjunto dos nimeros transcendentes.

Por fim, para que o embasamento tedrico seja aplicado, serao utilizadas as ideias de
investigagdo em sala de aula propostas por (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2019).
Sob essa Otica as construgoes das atividades obedecerao quatro etapas: Exploracao e For-
mulacao; Formulacao de Conjecturas; Testes e Reformulacao; Justificacdo e Avaliacao.
Por tanto, as atividades serao iniciadas estimulando os alunos a formular questoes sobre
o tema, para que posteriormente seja feita elaboragdo de uma conjectura por parte dos
estudantes, seguida da testagem desta conjectura. Em caso positivo os estudantes de-
veriam expor suas conclusdes a turma em um férum aberto a todos, em caso negativo
se faz outra conjectura e, por fim serd proposta uma maneira formal de justificar uma

conjectura e também um meio de avaliacao.
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2 REVISAO DA LITERATURA

2.1 Conjuntos Enumeraveis e Nao Enumeraveis

Nesta secao serao apresentadas as noc¢oes de conjunto finito e infinito, assim como

a enumerabilidade dois conjuntos N, Z, Q e a ndo enumerabilidade Q. e R.

2.1.1 Conjuntos Finitos e Infinitos

Definicao 1. Uma fungiop : A — B ¢ ditainjetiva, separatodox,y € A talque
o(x) = ¢(y) implica que x = y.

Definig¢ao 2. Uma funcio ¢ : A — B é dita s obrejetiva, se paratodob € B, existe um
a € A tal que ¢(a) = b.

Definigao 3. Uma funcio ¢ : A — B € dita bijetiva se ¢ forinjetiva e sobrejetiva.

Teorema 1. Se a funcio ¢ : A — B € bijetiva, entdo sua inversa ¢! : B — A também

€.

Prova: Como ¢ : A — B ¢é injetiva, segue que se ¢(z) = ¢(y) = = =y, logo ¢ 1 (¢(z)) =
o Ho(y) = v =y = ¢(x) = ¢(y). Logo ¢~* é injetiva. Como ¢ é sobrejetiva, entdo
Vo € A, Jy € B tal que ¢(x) = y. dai segue que Yy € B, dr € A tal que ¢~ '(y) = .
Logo ¢ !B :— A é sobrejetiva.

Teorema 2. Sejam ¢ : A — B e~y : B — C funcgoes bijetivas. FEntao a composta
vyoop: A— C também é.

Prova: Se ¢ e v sdo injetivas, entdo a injetividade de v nos diz que dados x,y € A,
v(o(x)) = v(o(y)) = o(x) = ¢(y). Por outro lado, a injetividade de ¢ nos diz que
o(z) = ¢(y) = x = y. Portanto, yo ¢(x) = yod(y) = x =y e yo ¢ é injetiva. Agora
seja ¢ : A — B sobrejetiva. Entao, para todo z € B, existe um x € A, de modo que
¢(x) = z. Seja agora v : B — C sobrejetiva. Entao, para todo y € C existe algum z € B,
de modo que v(z) = y. Podemos ver que, se ¢ e y forem sobrejetivas, entdo para todo
y € C haverd algum z € B tal que ¢(z) = y, e para todo z € B existe x € A tal que

¢(z) = z, donde (v o ¢)(z) = y concluindo assim sua sobrejetividade. Portanto vy o ¢ é

bijetiva.

2 Notacoes utilizadas para representacdo do conjunto dos ntimeros irracionais: Q', R—Q el
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Definicao 4. Dizemos que os conjuntos A e B tém a mesma cardinalidade, se existir

uma fungdo bijetiva entre esses dois conjuntos e escrevemos A ~ B.

Teorema 3. R ~ ]0,1], ou seja, o conjunto dos nimeros reais R e o intervalo |0, 1] tém

a mesma cardinalidade.

1
Prova: De fato, defina a fungao ¢ : R — 10, 1], tal que ¢(z) = 5 (1 x‘ | + 1). Note que

a fungao ¢ é claramente bijetiva e pela Defini¢do 4, conclui-se que Ig i 10, 1].
Teorema 4. A relacio A =~ B ¢ uma relagdo de equivaléncia.
Prova:

1. (Reflexiva) Tome ¢ : A — A tal que ¢(x) = z. De fato ¢ ¢ bijetiva, logo A ~ A.

2. (Simétrica) Dados A e B dois conjuntos. Suponha que A =~ B e seja ¢ uma bije¢ao
de A — B. Dai, seque pelo Teorema 1 que sua inversa ¢! também é bijetiva, logo
B~ A.

3. (Transitiva) Dados os conjuntos A, B e C. Suponha que A ~ B e B ~ C. Entao
existem bijecoes ¢ e v tais que ¢ : A — B ey : B — (| logo pelo Teorema 2, a
funcdo composta v o ¢ é uma bijecao de A — C, logo segue que A ~ C.

Definicao 5. Um conjunto A chama-se finito quando é vazio ou quando existe, para

algum n € N, I, = {p € N;p < n}, de modo que ¢ : I, - A € uma bijegcdo.

Teorema 5. Dados os conjuntos A e B e uma fungdo bijetiva ¢ : A — B um desses

conjuntos € finito se, e somente se, o outro também é.

Prova: Suponha que A é finito e ¢ : A — B é uma funcgao bijetiva. Como A é finito,
existe uma funcao bijetiva ¢ : I,, — A. Entao I, %A% B A funcdo yo ¢ : I, — B
¢ uma funcao bijetiva, pois v e ¢ o sao pelo Teorema 2. Portanto, B é finito. Suponha,
agora, que B ¢ finito. Entao, existe uma funcao bijetiva ¢ : I,, — B. Como 7 é bijetiva,
existe 71 : B — A tendo I, S BIL A A funcao v to ¢ : I, — A é bijetiva, pois 771

e ¢ o sao pelo Teorema 2. Portanto, A é finito.

Definicao 6. Um conjunto A chama-se infinito quando ndao for finito. Isto é: quando A

nao for vazio e ndao existir uma bijecao ¢ : I, — A.
Proposicao 1. O conjunto dos nimeros naturais N € infinito.

Prova: Suponha por absurdo que N seja finito. Entao existe algum n € N e uma bijecao
¢ : I, — N. Sem perda de generalidade, podemos restringir um subconjunto de N
com n + 1 elementos {¢(1),#(2),¢(3),...,¢(n + 1)}. Por injetividade esses elementos
sao distintos, mas pelo menos dois deles tém que ser iguais, uma vez que so existem n
elementos em [,. Uma contradi¢ao, entdao nao ha uma bijecdo entre I, e N para algum

n € N. Portanto N é infinito.
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Definicao 7. Um conjunto A diz-se limitado se existe um numero natural k tal que v < k

para quaisquer v € A.
Teorema 6. Se B ¢ um conjunto finito entdo todo subconjunto proprio A C B € finito.

Prova: A prova se dara por indug¢ao no nimero de elementos do conjunto B. Seja a € B.
Entdo B — {a} é finito. De fato, como B é finito existe uma fungao bijetiva ¢ : I, — B,
para algum n € N. Sem perda de generalidade, suponha que ¢(n) = a. No caso n = 1,
entdo B — {a} = ) e B é finito por defini¢do. No caso n > 1, considere a restrigao de ¢ a
I,,_1 e denote-a por . A funcdo v : I,,_1 — B —{a} é bijetiva, logo B —{a} é finito e tem
n — 1 elementos. Como hipodtese de indugao, suponha, agora, que a afirmagao do Teorema
vale para conjuntos com n elementos. Sejam B um conjunto com n+ 1 elementos e A um
subconjunto préprio de B. Entao, existe a € B tal que a ¢ A e, portanto, A C B — {a}.

Como B — {a} tem n elementos, entao, pela hipétese de inducao, A ¢é finito.

Teorema 7. Se um conjunto tem um subconjunto infinito, entao ele também é um conjunto
infinito.
Prova: Seja C' = AU B e suponha que A é um conjunto infinito. Suponha, p or absurdo,

que C' é um conjunto finito. E ntao, p elo Teorema 6, t odo subconjunto de C' é finito, o
que contradiz a hipétese de que A é infinito. Logo, C' nao pode ser finito.

Proposicao 2. Os conjuntos Z, Q e R sdo infinitos.
Prova: De fato, N C Z C Q C R e pela Proposicao 1 e o Teorema 7 justificam a prova.

Teorema 8. Um subconjunto, nao vazio, X C N € finito se, e somente se, é limitado.

Prova: Como X ¢é ndo vazio, tome X = {x1,29,...,2,} C N é finito, t omando k =
r1 +x9 + ... 4+ x,, tem-se que k > x para todo x € X. Logo X é limitado. Suponha,
agora X C N e X limitado, entao existe k € N tal que k > z, para todo z € X. Logo,
X C Iy para algum k € N, mas [ é finito. Como X é subconjunto de I, X ¢ finito pelo

Teorema 6.

Teorema 9. Dados os conjuntos X e Y e uma funcao bijetiva ¢ : X — Y, um desses
conjuntos € infinito se, e somente se, o outro também é.

Prova: Suponha X infinito e, p ora bsurdo,que Y é fi nito. Pelo Te orema 5, entao X
também é finito, contradizendo a h ipétese. Suponha que Y é infinito e, por absurdo, que

X ¢é finito. Pelo Teorema 5, Y ¢é finito, contradizendo a hipdtese.

2.1.2 Conjuntos Enumeraveis e Nao Enumeraveis

Definicao 8. Um conjunto X ¢é dito enumerdvel quando é finito, ou quando existe uma

bijecio ¢ : N — X. No sequndo caso, X € dito infinito enumerdvel.
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Teorema 10. O conjunto dos nimeros naturais N* é infinito enumerdvel.

Prova: De fato, tome a funcao ¢ : N — N tal que ¢(n) = n. Observe que ¢ é claramente

bijetiva, o que conclui a prova.

Teorema 11. O conjunto dos nimeros inteiros Z. é infinito enumerdvel.
n+1 :
2=, senimpar,

—Z, senpar

Prova: De fato, tome a fungdo ¢ : N — Z tal que: ¢(n) = {
2 )

Observe que ¢ é claramente bijetiva, o que conclui a prova.
Teorema 12. Seja X um subconjunto qualquer de N. Entao, X é enumerdvel.

Prova: Se X é finito, entao, por definicao, ele é enumeravel. Suponha X infinito. Chame
21 0 menor elemento de X. Defina x5 como sendo o menor elemento do conjunto Ay =
X — {x1}. Em seguida, defina x3 como sendo o menor elemento do conjunto A3 =
X — {1,229} e, assim por diante, defina x,, como sendo o menor elemento do conjunto
A, = X —{z,29,...,2,-1}. Note que 7 < 23 < 23 < ... < z,_1. Continuando
este processo, obtém-se o conjunto infinito enumeravel X’ = {xq, 29, 23,...,2,,...} C X.
Prova-se, em seguida, que também X C X’. Suponha, por absurdo, que existe z € X tal
que z ¢ X'. Nesse caso, © € A, Vn € N e, por isso, x > x;,Vx; € X’ 0 que implica que
X'’ é limitado; logo, ndo é infinito, contradizendo o resultado anterior de que X’ é infinito.
Portanto, ndo pode haver x € X tal que x ¢ X’. Entdo, X C X’. Como anteriormente
ja foi provado que X’ C X, segue que X = X'. Entao, todo subconjunto X C N é

enumeravel.
Teorema 13. Todo subconjunto de um conjunto enumerdvel é enumerdvel.

Prova: Seja X um conjunto enumeravel, logo existe ¢ : N — X bijecao, de modo que
o(n1) = x1, ¢(ng) = 2, ..., &(n;)) = x;, .... Agora tomemos A C X com A =
X \{z1,29,...,24 ...} eY C N, de modo que Y = N\ {ny,n9,...,n;,...}. Assim, temos
que ¢ : Y — A é bijetiva e portanto como Y C N, segue do Teorema 12 que Y é enumeravel
, e consequentemente existe v : N — Y bijetiva. Logo, tomando (¢ o) : N — A, temos

que (¢ o 7y) pelo Teorema 2 é bijetiva, e assim A é enumerdvel.
Teorema 14. Se Y ¢é enumerdvel e p : X =Y € injetiva, entao X é enumerdvel.

Prova: Suponha que Y seja um conjunto enumerdavel, entdo, por definicdo existe uma
bijegdo f: N — Y. Agora considere A C Y tal que A = I'm(y), dai segue que ¢ : X — A
¢ bijetiva e como por hipdtese Y é enumeravel, tem-se que pelo Teorema 13 implica dizer

que A C Y é enumeravel, logo existe uma funcao bijetiva g : N — A. Dal segue o esquema

3 Considera-se que o zero pertence ao conjunto dos niimeros naturais.
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—1
N % A £ X, que implica em (o~ 'og) : N — X. Note que a funcdo (¢! og) é bijetiva,
pois g, ¢ sdo bijetivas e pelo Teorema 1, ¢! também ¢é bijetiva e pelo Teorema 2, a
composi¢ao de fungoes bijetivas também ¢é uma funcao bijetiva, logo temos uma bijecao

entre N e X, entao podemos concluir que X é enumeravel.

Teorema 15. Seja X um conjunto enumerdvel. Se ¢ : X — Y € sobrejetiva, entio Y é

enumerduel.

Prova: Primeiramente temos que por hipdtese ¢ é sobrejetiva, entao segue que para todo
y € Y, existe algum x € X tal que ¢(x) = y. Dai segue que como ¢ pode nao ser injetiva,
defini-se uma fungao v : ¥ — X do seguinte modo: ~(y) := z, se y € Y é imagem
pela funcao ¢ de um tnico x € X. Caso contrario, se y € Y é imagem de dois ou mais
elementos de X tais como {xy,xs,23,...,2,}, escolha um tnico z; tal que v(y) = x;,
assim tem-se uma funcao que associa cada elemento de y € Y a um tnico elemento de
r € X tal que p(v(y)) = y para todo y € Y. Portanto, a fungdo v é injetiva e pelo

Teorema 14, tem-se que Y é enumeravel.
Teorema 16. O produto cartesiano N x N é enumerdvel.

Prova: Considere a funcio ¢ : N x N — N definida por ¢(i,j) := 2.37. Segue que
pelo Teorema Fundamental da Aritmética tem-se a unicidade da decomposicao de fatores
primos implicando que (i, j) = 2.39 = 28.3' = ¢(k, 1) implicando que (i,5) = (k,1), ou
seja, a funcao ¢ € injetiva e pelo Teorema 14, conclui-se que N x N é enumeravel, pois N

é enumeravel.

Teorema 17. Sejam X e Y dois conjuntos enumerdveis, entdo o produto cartesiano

X xY ¢é enumerdvel.

Prova: Por hipotese, X e Y sdo enumeraveis, entao existem as funcoes bijetivas ¢ : N — X
ey :N—Y. Agora considere a fun¢ao ¢ : NxN — X xY tal que ¢»(m,n) = (¢(n),v(n)).
Dai segue que 1 é bijetiva, consequentemente sobrejetiva. Pelo Teorema 16, segue que

N x N é enumeravel e pelo Teorema 15, conclui-se que X x Y é enumeravel.
Teorema 18. O conjunto Q dos numeros racionais é enumerdvel.

Prova: Pelo teoerema 11, o conjunto dos ntimeros inteiros Z é enumeravel. Considere
Z* C 7, tal que Z* = Z — {0}, logo tem-se que pelo Teorema 13, que o conjunto Z*

também é enumeravel. Agora considere a funcao ¢ : Z x Z* — Q tal que ¢(p,q) = E,

q
segue que pelo Teorema 17, o produto cartesiano Z x Z* também ¢é enumeravel e como ¢ é

c . . , . . . p ~
sobrejetiva, pois todos os nimeros racionais podem ser escritos na forma =, entdo tem-se
q

que pelo Teorema 15, que Q é enumeravel.

Teorema 19. A unidao de um conjunto finito com um conjunto enumerdvel é conjunto

enumerdvel.
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Prova: Considere o conjunto finito A = {ay,as,as,...,a,} e o conjunto enumeravel B =

{b1,bs,b3,...}. Note que podemos estabelecer uma bijecao entre AU B e N da seguinte

forma:
ay, az, as S Ap, bla b?a b37
1, 2, 3 s n, n+1, n+ 2, n+ 3,

o que conclui a prova.
Teorema 20. A uniao de dois conjuntos enumerdveis é enumerdvel.

Prova: Sejam A = {ay,a9,as,...} e B = {by, by, bs, ...} dois conjuntos enumeraveis, entao

podemos estabelecer uma bijecao entre AU B e N da seguinte forma:

ag, b17 a2, b27 as, b37
! X I ! I I
]_, 2, 37 47 57 6’

o que conclui a prova.
Teorema 21. A unidao de um nimero finito de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.

Prova: A prova sera efetuada utilizando o principio da inducdo. Sejam Aj, A, ..., A,

conjuntos enumeraveis, queremos mostrar que A; U A U ... U A, também é enumeravel.

o Para n = 2 é verdade, pois pelo Teorema 20, sabemos que a uniao de dois conjuntos

enumeraveis é um conjunto enumeravel, portanto A; U Ay é enumeravel.

e Supor verdade para n = k e sera provado a validade para n = k + 1. Segue
que A UAU...UAUA = (AL UA UL U A) U Agyq. Agora considere
A= (A, Ay, ..., Ag), entdo tem-se que (A3 UAsU.. . UA,)UAg = AU Ay que

¢é valida por hipdtese de inducao.

Logo, podemos concluir que A; U A; U ... U A, é enumeravel.

Teorema 22. A unido de uma familia enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerd-

vel.
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Prova: De fato, Sejam A;, Ay, As,..., A,,... conjuntos enumeraveis, por consequéncia
existem sobrejegdes 1 : N — Ay, o : N = Ay ..., o, : N — A, .... Seja A =
U2, A, entdo pode-se definir uma sobrejecdo ¢ : N x N — A, sendo que ¢(m,n) =
©n(m), logo segue pelo Teorema 15 que A é enumeréavel.

No caso de uma uniao finita, basta considerar A = A, U...UA,UA,U....
Teorema 23. O conjunto R dos nimeros reais nao é enumerdvel.

Prova: Pelo Teorema 3, sabemos que R & ]0, 1], entdo basta provar que o intervalo |0, 1|

nao é enumeravel.

Suponha por absurdo que o intervalo |0, 1[ seja enumerdvel, dai segue que existe uma
bijecao ¢ : N — |0, 1[ de modo que se possa listar todos os niimeros existentes entre |0, 1]

tal que ¢(i) = z; , para to ¢ € N, conforme esquema abaixo:

Agora considere um ntmero qualquer y € |0, 1[, tal que y = 0,y1y2y3ys - - ., sendo ainda
que y; # d;; para todo i € N. Note que y € ]0,1[, mas y # z; para todo i € N. Entao
conclui-se que existe um nimero no intervalo |0, 1] que nao é listado pela fun¢ao ¢, o que

gera uma contradi¢do, logo ]0, 1[ ndo é enumeravel.

Este método no qual se constréi um novo elemento de uma lista de acordo com
esquema apresentado acima é chamado de diagonal de Cantor.

Cantor percebeu que existem varios tamanhos de infinitos e que apesar de dois
conjuntos serem infinitos, eles podem ter tamanhos diferentes. Isto é o que acontece com
os conjuntos N e R, pois ndo ha como estabelecer uma bijecao entre eles. Assim, o infinito

dos ntimeros reais é maior que o infinito dos niimeros naturais.
Teorema 24. O conjunto Q' =R — Q dos numeros irracionais é ndo enumerdvel.

Prova: De fato, seja R = QUQ'. Pelo Teorema 18, tem-se que o conjunto Q é enumeravel
e pelo Teorema 23, tem-se que R nao é enumeravel e como o Teorema 20 afirma que a
unido de dois conjuntos enumeraveis é enumeravel entao Q' nao pode ser enumeravel, o

que conclui a prova.

Note que entre os conjuntos N, Z, Q, Q" e R, apesar de todos serem infinitos,

apenas Q' e R nao sido enumeraveis.
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O fato visto de Q ser enumeravel e Q' nao enumeravel pode gerar muita dificul-
dade entre os alunos de modo geral e, principalmente, aqueles que estiverem cursando o
ensino médio ou quando tiverem o primeiro contato com os niimeros irracionais no ensino
fundamental, pois os ntimeros racionais sao mais vistos e trabalhados no ensino da ma-
tematica e no nosso cotidiano enquanto os irracionais estao associados principalmente ao
estudo e operagoes de radicais. Isso pode ser constatado no estudo de Miguel (1993), onde
afirma que os textos didaticos sobre os niimeros irracionais se limitam a um amontoado
de regras de operacao, as quais, na maioria das vezes, sao apresentadas sem justificati-
vas, tornando-se intteis aos olhos dos estudantes e desconectadas das demais areas da

matemaética.

Tabela 1 - Classificacdo dos conjuntos de acordo com sua cardinalidade

Conjunto Classificagao

N infinito enumeravel
Z infinito enumeravel
Q infinito enumeravel
Q infinito ndo enumeravel
R infinito ndo enumeravel

Fonte: Autor, 2025

A Tabela 1 estabelece a classificagdo, d e acordo com sua enumeralidade d os con-

juntos vistos nesta secao.

2.2 Numeros Algébricos e Transcendentes
Nesta se¢ao serao apresentados outros dois conjuntos infinitos, que sdo o conjunto
dos ntimeros algébricos e conjunto dos niimeros transcendentes.

Definicao 9. Um numero realx € dito algébrico se satisfizer al guma equacao da forma:
Cot x4 x4 ... 4cyox™ i 4, 12" " =0 (1)

onde ¢y, cq,Ca,C3, ..., Cq SAO coeficientes inteiros.
Definicao 10. Um numero real x € dito transcendente se ele nao for algébrico.

Definicdo 11. Sejam R o conjunto dos nimeros reais , Q o conjunto dos niimeros
algébricos e T o conjunto dos niimeros transcendentes sio, tais que R = TU Q. FEsta é

uma outra forma de se definir os niumeros reais.

Proposicao 3. Todo nimero racional é algébrico.
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Prova: De fato, seja z = § tais que p e q € Z e q # 0, agora basta considerar o polinémio

gr —p = 0 cuja x é sua raiz, o que conclui a prova.
Proposicao 4. Todo nimero transcendente é irracional.
Prova: De fato, basta apenas usar a regra contra positiva da légica na Proposicao 3.

Definicao 12. Dado um polinomio de coeficientes inteiros:
P(x) =co+ 10+ 2”4+ ...+ o™ 2+ cp12™ 4 cpa” (2)
definimos sua altura como sendo:

[Pl = lco| + lea] +[eaf 4o A fena] + fea + 1 (3)

Tabela 2 - Exemplos de altura de polindmios

Altura Polindmios

2 x

3 2?2, 2r, v+ 1,2 —1

4 23, 222, 2% + 1, 22 — 1, 3u,
20+ 1,2x— 1,2 +2, x—2

5 at, 22, P 4+ 1, 23 — 1, 4

3r+1,3x—1,x+3,z—3

Fonte: Autor, 2025

Seja P(z) dado conforme a Equagao 2, note que, pelo Teorema Fundamental da
Algebra h4 exatamente no maximo “n” rafzes complexas para P(z) = 0, da mesma forma
que o nimero de polindbmios com uma dada altura é um conjunto finito, tendo em vista
que o grau n e seus coeficientes ¢,, ..., ¢y estao restritos a um conjunto finito de niimeros

inteiros.
Teorema 25. O conjunto Q dos numeros algébricos é infinito enumerdvel

Prova: Seja P(z) = co+ 1z + oz + ...+ o™ 2+ 12"t + 2" = 0, onde ¢ # 0
¢ |P| a sua altura. Para cada inteiro positivo |P| , considere Qp o conjunto de todas
as raizes de todos os polindmios de altura |PJ, tal que Q = (J52, @| p|- Observe que se
“n” é o grau do polinémio, claramente n < |P| e |¢;] < |P| parai =0,1,2,...,n Entao
o conjunto de todos os polindmios com altura |P| é finito e portanto, pela Definigdo 8,
enumeravel. Adicionalmente, cada polindémio de altura |P| ndo possui mais que n raizes,
dai @| p| ¢ finito e portanto também enumerével. Logo, pelo Teorema 22 conclui-se que Q

é enumeravel.
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Teorema 26. O conjunto T dos niumeros transcendentes € infinito nao enumerdvel

Prova: De fato, pelo Teorema 25 tem-se que Q é enumeravel, pelo Teorema 23 tem-se que
R é nao enumeravel e pela Definicdo 11 tem-se que R = T U Q. Logo, pelo Teorema 21,
tem-se que a uniao finita de conjuntos enumeraveis é enumeravel. Portanto, se T fosse

enumerdvel geraria uma contradicdo. Assim, pode-se concluir que T ¢ ndo enumerével.*

4 Recomenda-se a leitura de Gaspar (2014), onde é mostrada uma prova direta da nao enumerabilidade
dos nimeros transcendentes.
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Figura 7 - Diagrama com a classificacdo dos ntimeros Reais

Numeros
Racionais
Numeros Numeros
Reais Algébricos
Numeros
Irracionais
Numeros
Transcendentes
Numeros
Racionais
Numeros
Algébricos
Numeros Numeros
Reais Irracionais
Numeros
Transcendentes

Fonte: Adaptado de Niven (2012)
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Por fim, pode-se concluir que:

A unido dos nimeros algébricos com os nimeros transcendentes é uma forma de

definir os niimeros reais;
o Todo nimero racional é algébrico;
e Todo nimero transcendente é irracional;

« Ntimeros irracionais podem ser algébricos ou transcendentes (por exemplo: /2 e

V/3 sdo algébricos, enquanto 7 e e, sdo transcendentes);

O conjunto dos nimeros algébricos ¢é infinito enumeravel;

O conjunto dos niimeros transcendentes € infinito ndo enumeravel.

2.3 Algumas Irracionalidades

Um numero irracional é todo nimero cuja sua representagdo decimal nao é uma
dizima periodica, ou seja, nao pode ser representado por uma divisao entre dois nimeros
inteiros.

Como vimos anteriormente, o conjunto dos niimeros irracionais é infinito nao enu-
meravel, ou seja, além de ser infinito, possui cardinalidade maior que a cardinalidade dos
nimeros naturais, apesar de nao serem vistos ou utilizados com frequéncia no nosso dia

a dia.

2.3.1 As irracionalidades de 724_72(3_7]2

A seguir serdo apresentadas algumas demonstracoes da irracionalidade de v/2, /2
e \/p, onde p ¢ um numero primo. E importante destacar que serdo apresentadas cinco
provas da irracionalidade de v/2, sendo algumas de facil compreensdo para alunos de
ensino médio e outras que ja necessitam de conceitos abordados nos cursos iniciais de

graduacao.
Teorema 27. O nimero \/2 é irracional.

Prova 1: Suponha que v/2 = ]—9, podemos supor sem perda de generalidade que (p,q) =1
q

p_ p?
, pois = = &2 Logo tem-se que V2¢ = p = 2 = —
q q

(p,q)

= 2¢°> = p* = p? é par. Como

p? é par, implica que p também ¢é par, logo p = 2k = p* = 4k%. Dai segue que como
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2¢° = p? = 2¢% = 4k* = ¢* = 2k?, ou seja, ¢® também é um ndmero par, implicando
que ¢ seja par, concluindo que 2 | (p,q), que é um absurdo, pois (p,q) = 1, logo V2 é

irracional.

Prova 2: Essa prova se dara utilizando o principio da boa ordenacao (PBO) como base.
Suponha que 2 € Q. Defina S = {n € N : ny/2 € Z} tal que S # (). Pelo principio
da boa ordenagdo, existe b = min(S). Em particular W2=a€Z=+2= %. Logo:

V2(V2—1)=2—-V2=+2= 2f—2_%:2jjg‘.Com01<\/§<2:>1<%<2<:>

]
b
b<a<2bs0<a—b<b Mas, (a—b)v2=2b—a € Z. Dai,a—bc S. Absurdo, pois

a—b<bea—beS, sendo que b é o menor elemento de S. Logo /2 é irracional.

Prova 3: Essa prova se dard utilizando o Teorema Fundamental da Aritmética (TFA)
como base. Suponha que /2 = a4 Entao: 2 = Z—; & a? = 2b?. Pelo Teorema Fundamental
da Aritmética, podemos decompor a e b em fatores primos tais que: a = ajasas...a, €
b = bibgbs...b,. Logo a® = 2b*> = aja3a?...a? = 2b3b3b3 ... b2. Absurdo, pois podemos
verificar que o fator 2 aparece um nimero par de vezes no lado esquerdo e um ntmero
impar de vezes no lado direito, o que contradiz o Teorema Fundamental da Aritmética.
Nele, diz que um ntimero natural maior que 1 s6 pode ser decomposto em fatores primos

de forma tnica ao menos da ordenacio, logo v/2 é irracional.

Prova 4: Essa prova se daré utilizando o teorema das raizes racionais. Seja x = v/2 =
2 =2 = 22 -2 =0. Pelo teorema das raizes racionais as possiveis raizes racionais da
equacdo seriam £1 e +2 o que nio é verdade se verificarmos por inspecio, logo = = /2

é irracional.

A seguir, sera apresentada uma outra prova bastante interessante sobre a irracio-

nalidade de v/2. Neste caso uma prova geométrica que envolve semelhanca de triangulos.

Prova 5: Suponha por absurdo que /2 = b’ para inteiros a e b tal que esta fracao seja
irredutivel, ou seja, (a,b) = 1. Agora considere o tridngulo isésceles de hipotenusa a e
catetos b representado na Figura 8. Note que pelo Teorema de Pitagoras, vb? 4+ b? =
bv/2 = a, uma vez que V2 = —. A partir daf constréi-se um outro tridngulo PQC. Note
também que PQ QB uma vez que sao segmentos tangentes a circunferéncia a partir

do mesmo ponto A. Observe também que os tridngulos ABC' e PQC' sao semelhantes.

Segue que por semelhanga = ﬁ ig = 2ba_a = “T_b = 2;:; =7 = V2. Agora note que
pela Figura 8, os seguimentos C’Q =2b—a<AC =ae PQ =a—b< AB = b, ou seja, a

20— a

- . . . a
fracao possui numerador e denominador menores que a fracao 7 0 que gera uma

a
contradicao uma vez que fracao 7 é irredutivel por hipétese, logo v/2 é irracional.
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Figura 8 - Irracionalidade de v/2

AB=CB=AP=b
E:a
PC=PQ=QB=a-»
CQ=b—(a—1)

Fonte: Autor, 2025

Teorema 28. O nimero {L/in e Nen>2 € irracional.

Prova: Essa prova se dara utilizando como base Teorema de Fermat, que afirma que nao

a

existem solucdes inteiras para equacdo z” + y" = 2", se n > 2. Suponha que /2 = 7
a n

Para n = 2 , basta verificar o Teorema 27. Se n > 2, tem-se que: /2 = 7 =2=5=

20" = a™ = " + b" = a". Absurdo, pois pelo Teorema de Fermat nao ha solugdo para

esta equacdo, logo /2 é irracional.
Teorema 29. O nimero \/p, tal que p é primo € irracional.

Prova: Essa prova se dara utilizando o Teorema Fundamental da aritmética (TFA) como
a
base. Suponha que /p = i Entdo: p = ‘;—j & a? = pb®. Pelo Teorema Fundamental

da Aritmética, podemos decompor a e b em fatores primos tais que: a = ajasas...a, €

b= bibobs...b,. Logo a* = pb* = alaid...a? = pbib3b3...b%. Absurdo, pois podemos

verificar que o fator p aparece um nimero par de vezes no lado esquerdo e um niimero
impar de vezes no lado direito, o que contradiz o Teorema Fundamental da Aritmética
que afirma que um ntmero natural maior que 1 s6 pode ser decomposto em fatores primos

de forma tinica ao menos da ordenagao, logo ,/p € irracional.

2.3.2 A Irracionalidade de w

Infelizmente, ainda nao existe uma demonstragao simples para a irracionalidade

de 7, de modo que um aluno do ensino médio possa compreendé-la em sua totalidade.
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A demonstragao de Niven (1947), que serd apresentada em sequéncia, é relativamente
simples para um aluno de nivel universitario compreendé-la. Envolve alguns conceitos
que sao vistos nos anos iniciais na maioria das graduagoes da area de ciéncias exatas. A

demonstracao sera feita por contradic¢ao, supondo de inicio que 7 seja um numero racional.

Definicao 13. Seja f: R — R tal que:

x"(a — bx)"

n!

fx) = (4)

onde n,a e b sdo inteiros positivos.

a

Suponha por absurdo que ™ = b Posteriormente, iremos verificar algumas pecu-
liaridades da funcao definida pela Equacao 4, as quais independem do valor de n, e que
serao mostradas em proposi¢oes e no fim, com a intencdo de terminar a demonstracao,

iremos propor um valor adequado para n.

Definigao 14. Seja F': R — R tal que:
F(z) = f(z) = f'(x) =+ (=1)"f*"(2) (5)

onde n € N.
Proposicao 5. A funcgio f se anula nos pontos 0 e w, ou seja: f(0) =0 e f(n) =0.
Prova: Para x = 0 a prova ¢ trivial. Para x = 7 = ¢ temos que:

™ (a—br)"  w"(a—bF)" _ m(a—a)"

flm) = - - =0 (6)

n! n! n!

Proposigao 6. A funcgao f(x) > 0 se x €]0, 7.

Prova: Observe que z € |0,71[ =2 > 0= 2" >0
Posteriormente tem-se que, z € |0,7[= =7 >2>0=a>br >0
= (a—bx) >0= (a—bx)" >0

De acordo com as duas desigualdades e sabendo que n! > 0, concluimos que:

z"(a — bx)"

z"(a —bx)" > 0= o

>0= f(z) >0 (7)

a™

n! -

Proposigao 7. Se x € ]0,7[, tem-se que f(x)sen(x) <

Prova: Pela hipdtese tem-se que 0 < x < 7 entao: z" < 7. Como b > 0 tem-se que:
rellr[=0<br=a<a+br=a—-br<a= (a—bx)" <a"

Considerando que 0 < sen(z) < 1 para todo z € ]0, 7| podemos concluir que:

z"(a — bx)"sen(x)  w"a™l  w"a"

f(x)sen(z) = < = (8)

n! n! n!
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n,mn

mTa

n!

Proposigao 8. Se x € )0, 7| tem-se que 0 < f(x)sen(x) <

Prova: Pela Proposigao 6 e como 0 < sen(z) < 1 no intervalo |0, 7[ podemos concluir que

a™

f(z)sen(x) > 0 e pela desigualdade da Proposicao 7 temos que 0 < f(z)sen(x) < ©¢-.
Proposicao 9. Para todo x € R tem-se que f(m —x) = f(z)

Prova: Realizando algumas manipulagoes algébricas, temos que:

fm =)= f(5 —2) (9)
PO il

o — ) = B o b

o= =P

oy = (8= ;c!)b)"x”

) = O

f(@ =) = f(x)

Proposigao 10. F(0) € Z.

Prova: Pela Equagdo 5 tem-se que: F'(0) = f(0) — f”(0) — -+ -+ (=1)"f?"(0). Assim, se
f®(0) € Z para todo k € N = F(0) € Z.

e Se k <n,

¢ ¢ c
flx) = —[;x” + —'x"+1 +...+ —T;m%

f(k) (l’) = C()gjn_k + C1{En+1_k NS Cnl‘Qn_k,

onde C; = &[5 (n+i+1—j)parai€{0,1,2,....,n}ej€{L,2... ,k}. Logo
f(k) (O) = OOOn—k + 010”“—’“ + -+ C’n()?n—k = 0.

Portanto, se k < n = f*(0) = 0.

e Sen<k<2n,
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flz) = Cgn y Sgnit 4 Sogon
n! n! n!
c c
f(’“>(:c):0+0+~~+n—’jk!+n—k’(k+1)!x+...

&) () — Sk
fP(0) = k!

Portanto, se n < k < 2n = f®(0) = %kl € Z

e Se k> 2n,
Uma vez que o grau de f(x) é 2n, é simples concluir que f%*(x) = 0. Portanto, se

k>2n= f¥z)=0¢eZ

Concluindo:
0, sek <mn,

f®(0) = Lkl sen < k < 2n, (10)
0, sen > 2k.

Em todos os casos f#)(0) € Z e pela Equacao 5 e pela Proposicio 5 temos que F(0) € Z,

o que conclui a prova.

Proposigao 11. F(r) € Z.

Prova: Pela Equacio 5 tem-se que: F(m) = f(m) — f"(7) — -+ + (=1)"f?"(7). Assim,
se f®)(7) € Z para todo k € N = F(n) € Z. Pela Proposicao 9 e pela regra da cadeia
tem-se que:

fP(@) = (=) fP(r - z). (11)

Substituindo x por 7 na Equacao 11, tem-se que:

FE(m) = (=1)FFM(0). (12)

Pela Equacdo 12 e e como f%*)(0) € Z, tem-se que: f*)(r) € Z para todo k € N. Assim
F(m) € Z.

Proposicao 12. F(x) + F"(z) = f(z) para todo x € R.

Prova: Pela Equacao 5 :

F'(z) = f"(z) = fO(2) + fOx) — ...+ (-1) fO)(2)
r)
)

F(z) = f(z) = (f"(z) = fP(2) + fO2) — ...+ (-1 O (2)) =
F(z) = f(z) — F"(x)
F(x)+ F'(z) = f(z) (13)
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Proposicao 13. A diferenca F'(x)sen(x) — F(x)cos(x) é uma primitiva de f(x)sen(x).

Prova: Serd demonstrada que F'(x)sen(x) — F(x)cos(z) é uma fungdo cuja derivada é

f(x)sen(z)

%[F’(J:)sen(x) — F(z)cos(z)] = F"(z)sen(x) + F'(x)cos(z) — F'(x)cos(x) + F(x)sen(z)
%[F’(:E)sen(x) — F(z) cos(z)] = F"(x)sen(z) + F(z)sen(x) = (F"(x) + F(z))sen(z)
%[F’(a:)sen(x) — F(z)cos(z)] = f(x)sen(x)

Proposicao 14. [ f(z)sen(z) = F(m) + F(0).
Prova: Pela Proposicao 13 tem-se que:

/07r f(z)sen(z) = F'(z)sen(x) — F(x)cos(x)

| fasenta) = (0-+ Fm)) = (0= F(0)

/07r f(z)sen(z) = F(m) + F(0).

O que encerra a prova.

n n

.~ . m™a
Proposicao 15. lim,, . WT = 0.
. n n . ’ . ~ .
Prova: Seja a, = m*_1- e considere a série Y o2 an. Pelo teste da razao, lim,,_, “Z% =
7_‘_n+1an+1
. T 717 . Ve . Ve
lim,, o0 % = lim, ,0 ;%5 = 0 < 1. Portanto, a série > > an é convergente,

n!
implicando que lim,,_ o 7

w"a™

—— = 0. Entao, podemos afirmar que existe um ny € Z

suficientemente grande tal que T7~4" < 1.
no!

Teorema 30. (NIVEN, 1947). O nimero 7 é irracional.

Prova: Pela Proposicao 8: 0 < f(z)sen(x) < ”Z‘;”. Integrando os membros:

nn

Ta

0< /O7r f(z)sen(x) <7 (14)

n!

Agora, de acordo com a Proposicao 15, podemos escolher um ng € 7Z suficientemente

ng LN .
grande tal que: 7™ 9= seja menor que 1.

oo

0< /0 " f(a)sen(z) < <1 (15)

n0!

o que contradiz a Proposigao 14, pois F(r) + F(0) € Z , mas ndo existe inteiro entre 0 e

1, portanto, m é irracional.
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Figura 9 - Publicacao Original de Ivan Niven

A SIMPLE PROOF THAT = IS IRRATIONAL
IVAN NIVEN

Let w=ua/b, the quotient of positive integers. We define the poly-
nomials

a*(a — bx)"

fla) = ——
nl

F(x) = f(x) = f(x) + f@(x) =+ - - + (= D)),

the positive integer # being specified later. Since n!f(x) has integral
coefficients and terms in x of degree not less than #, f(x) and its
derivatives f{#(x) have integral values for x=0; also for x=7w=4a/b,
since f(x) =f(a/b—x). By elementary calculus we have

ix {F'(%) sin & — F(x) cos 2} = F''(x) sin & + F(x) sin x = f(x) sin »
and

(1) J;rj(x) sin xdx = [F'(x) sin  — F() cos z)s = F(x) + F(0).
Now F(x)+ F(0) is an integer, since f'7(x) and f(9(0) are integers. But
for 0 <x <m,

wﬂaﬂ

0 < f(x) sin x < =
n!

so that the integral in (1) is positive, but arbitrarily small for n suffi-
ciently large. Thus (1) is false, and so is our assumption that = is
rational.

Purnure UNIVERSITY

Received by the editors November 26, 1946, and, in revised form, December 20,
1946,

509

Fonte: Niven (1947)
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2.3.3 A Irracionalidade de e

O numero e surgiu na matematica pela primeira vez no inicio do século XV III,
na amplitude de problemas envolvendo juros compostos. Neste contexto, o nimero e é
definido conforme e quagao abaixo:

1 n
e= lim (1 + —) (16)
n

n—-+o0o

Por outro lado, o niimero e também pode ser definido através da série de Taylor

abaixo:
+oo 1
n=0

Diferentemente da demonstragao da irracionalidade de 7 vista anteriormente, onde
é exigido maior conteido tedrico para compreendé-la, a demonstracao da irracionalidade
de e é relativamente simples para que um aluno do ensino médio possa compreendé-la na
integra, é baseada na definicao do niimero e referente a Equacao 17 e tem como referéncia
(RUDIN, 1976). Novamente, se utiliza a técnica de demonstragao por reducao ao absurdo

na qual se supoe como hipdtese que e seja racional.
Teorema 31. O ndmero e € irracional.

Prova: Suponha por absurdo que e = § tais que p,q € Ne g #0

S VR L B
=" TR ad) @

O<§‘<”11'+21'+ *%):@il)ﬁ(qiz _Z
COINo:

1 1 1 1 1 1
<q+1>!+<q+2>!+“'_a(<q+1>*<q+1><q+2>+<q+1><q+2><q+3>*'“)
e:

1 1 1

O0<g+l<qg+2<qg+3<...=

> > >
q+1 g+2 q+3
entao:

1 1 1 1
@+1? @+ D@+2) @+ @+Da+2)@+3)...
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logo:

0<l( Loy ! + ! + )
¢ \(g+1) (¢+1)(g+2) (¢+)(g+2)(¢+3)

<l< LRI S S )
@ \(g+1) (¢g+1)* (¢+1)2

1 1
q+17 (g+1)?’ (¢+1)3°

vale 1. dai, tem-se que:
q

1

...} ¢ uma Progressao Geométrica infinita de razao pr,

mas: { cuja soma

0<E—@+—+1+” 1)_ ! NP N
q 11 2! q! (g+ 1) (¢+2) q'q
0<2—O+1+1+ +l)<ll
q 1 2! q q'q
0<¢<E—1—l—}_- —l)<1<1
1 2! q! q

Analisando a conclusdo acima, podemos observar que ¢ | ¢!, 1 | ¢! e Vj < ¢ = j!| ¢!,

logo o absurdo se dé pois ¢! (2 —1— 1 — L —  — 1) deve ser inteiro, mas nao existe
q 1! 2! q! )

numero inteiro entre 0 e 1, portanto e é irracional.

2.4 A Transcendéncia do Numero ¢

Nesta secao serd apresentada a demonstracao da transcendéncia do nimero e. O
primeiro mateméatico a demonstrar a transcendéncia de e foi o francés Charles Hermite
em 1873 e apos esse fato tal demonstragao sofreu algumas simplificacoes.

A demonstracao foi efetuada pelo matematico alemao Adolf Hurwitz em 1893, e
tem como referéncia (FIGUEIREDO, 2011, p. 41-45). A técnica utilizada na demons-
tracao é a de reducao ao absurdo, onde temos como hipotese o fato de e ser algébrico.
Para compreendé-la de forma efetiva bastam apenas alguns conhecimentos elementares
de Calculo tais como: limite, derivada e continuidade.

A demonstracao serd dividida em varias defini¢coes e p roposi¢des ¢ om intuito de
facilitar o entendimento.

A principal argumentacao, partindo do principio que e seja algébrico, é demonstrar
que para um determinado polinébmio P escolhido, havera um nimero inteiro nao divisivel
por um niimero primo p e, simultaneamente, este niimero inteiro devera ser menor que 1

em valor absoluto, acarretando num absurdo.

Defini¢ao 15. Seja P(x) um polinémio de grau r e F(x) uma fungao tal que:

F(z) = P(x) + P'(z) ...+ P"(z) (18)
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onde P\") ¢ o derivada de ordem r em P.
Defini¢ao 16. Seja h(z) uma funcio definida por:

h(z) = e *F(z) (19)

Proposigao 16. h/(z) = —e *P(x).

Prova: Aplicando a regra da derivada do produto, tem-se que: h/(x) = (e *F(z)) =
(e™*)F(x) + F'(z)e ™ = —e *F(x) + F'(x)e™ = —e " (F(z) — F'(x)) = —e *P(x), o

que conclui a prova.
Proposigio 17. F(k) — ¢*F(0) = —kek"=%) P(k6}), para todo k >0 e 0 < ), < 1.

Prova: Como h(x) é diferenciavel por hip6tese, entao podemos aplicar o Teorema do Valor

Médio no intervalo [0, k] e como 0 < 8, < 1, tem se que:

(0 + 04 (k — 0) = w
h{k) = h(0)

W(0k) = == —

(20)

Utilizando a Definicdo 16 e a Proposicao 16 e substituindo na Equacao 20, tem-se que:

e *F(k) — F(0)
2

—e R P(gk) = = —ke "*P(Ok) = e *F(k) — F(0)

Multiplicando ambos os termos por e, tem-se que:
" [—ke Ok P(Oik)] = [e " F(k) — F(0)]eF = —ke =k P(0,k) = F(k) — €"F(0) (21)

o que conclui a prova.

Definicao 17. Seja €, tal que:

e, = —ke' "R P (O, k) (22)

Teorema 32. O niumero e ¢ transcendente.

Prova: Suponhamos por absurdo que e seja algébrico, decorrente da Definicao 9 tem-se

que existem inteiros ¢y, cq, ..., c, tais que:
e+ . e+ e+ =0 (23)

Suponha, sem perda de generalidade que ¢y > 0. A seguir, serdo apresentadas algumas

defini¢bes e proposigoes:

Proposigao 18. ¢oF(0) + 1 F(1) +...c, F'(n) = cre1 + ... + cpép
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Prova: De fato, pela Definicao 17 e pela Equagao 21 tem-se que:

F(k) — e"F(0) = —keU kP (g, k) = ¢,

Multiplicando ambos os lados por ¢

CdF(k) — ekF(O)] = Ck€L

Variando k =1,...,n

(1 F(1) + aF(2) +...caF(n)) — F(0) (cre + coe® + ... cre") = cre1 + Ca€a + ... + Cnéyy

Pela Equacao 23 implica que cp,e™ + ... + cee? + cre = —cq, Logo:

A F(1)+cF2)+...c, F(n) + F(0)co = cr€1 + ca€a + ... + Cpép

coF(0)+ 1 F(1) + coF(2) +...c, F(n) = c161 + ca€a + ... + Cpép (24)
o que conclui a prova.

Defini¢ao 18. Definimos o polinomio P(x) na forma:

P(z) = = 1)!xp_1(1—x)p(2—x)p...(n—x)p (25)

sendo p primo ep >mn e p > c.

Proposicao 19. Seja Q(z) = 377, a;x? um polindmio com coeficientes inteiros, e seja
p <r, entao:

r

QW (z) = Z —(j i!i)'ajq:ji,i <r (26)

Prova: A prova sera efetuada por inducao.

Para i = 1 tem-se que (Q(z)) = (37 a;x?) = 2:;:117'659173'*1 =i (jjl) a;xi~t =
QW ().

Passo indutivo: Supondo verdade para i = k, ou seja, Q¥ (z) = Z; A (] )ajx -k
provaremos que Q (k+1) (x) = Z;:IH»I maj$j_(k+l) também ¢é valida.

r k+1)! —

QU+ (z ) = (QW(z)) = (Z] i (]Jk) a];,ﬂ By = ((kkk) apzhF + #akﬂx(kﬂ) ko
k ko

T e k) @) = (k+ 1 - k)((lc(g))k)'akﬂx(kﬂ) S T (e k)( k);GrI b=l =

(k+1)! k+1—(k+1 rl r—(k+1)) _ \°7 k+1
makﬂx( +1=(k+1)) 4+ ...+ mar;ﬁ( (k+1)) — Zj:k+1 WCLJ;C] (k+ ) 0

que conclui a prova.

1 , . , . . .
org” ara © > p € um polindmio com coeficientes inteiros
| ; D p p

(p—1)!

Proposicao 20.

divisiveis por p.
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—1

i r j! i—i r j! j
Prova: ﬁ@”(x) = (p_11)! > et (j]_i)!aj:tj =D i ﬁﬁaﬂﬂ . Podemos perce-

ber que cada coeficiente do polindomio ¢ da forma b; = ﬁ#!i)!aj' Queremos mostrar
que todo b; € Z e ¢ divisivel por p. Note que j > ¢ > p = j! > pl. Como a; € Z, basta
provar que p_;l),(j%), € 7 e divisivel por p. Segue que (p_11)1 (jfi)! = ﬁj(j_l)(i;f%'!'(p“)p’ —
i _1)({;325i'(p +UP que é um inteiro, o que conclui a prova.

Proposicao 21. P(x) definido pela Equagio 25 pode ser escrito na forma:

_ <n!)p 21 by 2P
P(x) = =1 + =1 +... (27)
i 1 -1 P(9 — )P — )P = (1— —
Prova: Seja P(x) = = 1>!:cp (1—2)P(2—x)?...(n—x)P. Define-se g(z) = (1 —x)(2

z)...(n—=z). Segue que g(z) é um polindmio da forma a,z" + a, 12" ' + ... +a;z +nl.
Portanto, [¢(z)]P = (a,2™ + a,_12" ' + ... 4+ ayz + n!)P que resultard em outro polindmio

1
da forma b,,z" + b,_12""~t + ... + byz + (n!)P. Logo, P(z) = ( 1)|xp*1[g(x)}p =
p—1)!
by by (n!)? , (n!)?
T _gnete-ly P+ 2P~1. Assim, tem-se que P(z) =
-1 ) (p—1)!

(p— 1! (r—1)
2P + ..., o que conclui a prova.

P4
b1
(p—1)!
Proposicao 22. PO(k)=0; k=1,...,n; i < p.

Prova: Pela Equagao 25, podemos perceber quel,2,...,n sdo raizes de P(x) de multi-
plicidade p e também sdo raizes das derivadas de ordens menores que p. Logo P%(k) =

0; k=1,....,n;; 1 <p..

Proposigao 23. P?~1(0) = (n)? ¢ PD(0), i <p — 1.

. (n')p o bl _
Prova: Seja P(x) = P+ 2P 4+ .... Segue que PP V(x) = (n!)? +
(p— D! (p— 1!
bipr +.... Note que (n!)P é tnica parcela sem a variavel z. Déi fazendo = = 0 tem-se que

PP=1(0) = (n!)?, o que conclui a primeira parte da prova. Entretanto sei < p—1, todos os
termos de P (z) terdo a varidvel z, logo fazendo x = 0, tem-se que P%W(0) = 0; i < p—1,

o que conclui a segunda parte da prova.

Proposigao 24. Seja F(x) definida pela Equacio 18, entio F (k) é um inteiro divisivel
por p, para k=1,...,n.

Prova: Seja F(k) = P(k) + P'(k) + P"(k) + ... + PP U(k) + PP(k) + ... + P"(k).
Pela Proposicdo 22, temos que para todo k = 1,...,n e i < p tem-se que P% (k) = 0,
implicando que F(k) = 0. Segue que pela Proposicio 20 temos que P (k) é divisivel por
p, para todo i > p, logo F'(k) é divisivel por p.

Proposicao 25. Seja F(x) definida pela Equagao 18, entao F(0) € um inteiro nao divisivel
por p.



45

Prova: Seja F(0) = P(0) + P'(0) + P"(0) + ...+ P®~Y(0) + PP(0) + ... + P"(0). Pela
Proposicao 23 tem-se que P (0), i < p—1e PP~Y(0) = (n!)?, os demais termos (i > p)
por terem parcela com a variavel x também irao se anular, pois x = 0 logo tem-se que
F(0) = (n!)?. Como p > n e p é primo, logo implica que p { n! = p1{ (n!)?, o que conclui

a prova.
Proposigao 26. Sejam a,b inteiros e p primo, se pta ep|b entiopta+b.

Prova: Se p 1 a, entdo existe 0 < r < p tal que @ = r mod p. Como p | b, entdo

b =0 mod p. Entao tem-se que a +0 =1 mod p = a+ b =r mod p, logo pta+b.
Proposicao 27. ¢oF(0) + 1 F(1) +...c, F(n) € um inteiro nao divisivel por p.

Prova: Pela Proposicao 24, tem-se que p | F(k) para todo £ = 1,...,n. Segue dai
que p | exF(k) para todo k = 1,...,n, logo p | (¢ F(1) +...c,F(n)). Note que pela
Proposicao 25 p 1 F(0). Como p > ¢q e p é primo entao p 1 ¢oF'(0) e pela Proposi¢ao 26
p1(coF(0)+ 1 F(1)+...c,F(n)).

e"nP(n!)P
(p—1)"
Prova: Seja ¢, = —ke'"%k P(0,k), tal que 0 < 6 < 1 e k < n. Segue que ¢ =
—l{:e(“@k)km(ﬁkk)p”(l — 0xk)P(2 — 0xk)P ... (n — 0xk)P. Dai cabem as seguintes obser-

vacoes:

Proposigao 28. Seja ¢ definido pela Definicao 17, entao |ey| < para k < n.

o (1 =0k <m
o k(@kk)p—l < nP;

o (1= 0uk)P(2— k)P ... (n— Ouk)P < 1P.20. .. .P = (nl)P.

1 P ()P
Logo, x| = kel 00 = (Buk) (1= B4k )" (2 — OK)?  (n — k) < —e( & (q)),
p— . p— |
e"nP(n!)P
2

O que conlui a prova.
Proposicao 29. Seja p um primo suficientemente grande, entao |ci€; + ...+ cp€e,| < 1.

Prova: Usaremos os seguintes argumentos:

P 1\Pp
o ekl < % conforme Equacao 28.
p—1)!
_ , ernP(nl)? (nn!)P
. hmp_>oo |€k| S ].lmp_>oo W = e hn].p_>oo m =0
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o Em particular, podemos escolher um p suficientemente grande que para k =1,...,n

tem-se que |crex| < —.
n

n vezes
———
, 1 1 n
Dai segue que, |ci€1 + ...+ cpen| < |crer]| + ...+ |cpen| < =+ ...+ == —=1. Logo
n non

lcrer + ...+ cnen| < 1 (29)

A partir das ideias anteriores, podemos concluir a demonstracao da transcendéncia do

nimero e. Resumindo:
« A Proposigao 18 implica que coF'(0) + c1 F (1) + ... ¢, F(n) = c1e1 + ... + Cpén.
« A Proposigao 27 implica que p nao divide coF'(0) + 1 F(1) + ... ¢, F(n).

o A Proposigao 29 implica que |cie1 + ... + cpe,] < 1.

Ou seja, pela Equacao 24 da Proposicao 18 tem-se que do lado esquerdo da igualdade
temos um numero inteiro nao divisivel por p e, simultaneamente, pelo lado direito da
igualdade este inteiro tem que ser menor que 1, ou seja, zero. Mas isso é impossivel,
acarretando num absurdo. O absurdo surge a partir da premissa adotada de que e seja

algébrico. Logo, podemos concluir que e ¢ transcendente.

A seguir, serd iniciada uma secdo para abordar a investigacdo matemaética em
sala de aula, ressaltando sua importancia no processo de desenvolvimento do pensamento

critico dos alunos e para a construcao das duas atividades pedagogicas.

2.5 Investigacao na Sala de Aula

Segundo Brasil (2018), uma das competéncias especificas r elacionadas a o ensino
médio envolve habilidades que facilitam a interpretacao e compreensao da realidade pelos
estudantes. Nesse sentido, o desenvolvimento de habilidades cognitivas importantes tais
como a capacidade de abstracao e o raciocinio loégico sao essenciais.

Entretanto, ha varias dificuldades e desafios significativos a serem sup erados. Um
dos principais é tornar o conteido acessivel e relevante para os alunos, especialmente
aqueles que possuem certas dificuldades em compreender conceitos a bstratos. Para lidar
e ajudar a superar esta dificuldade, é preciso adotar abordagens que conectem a matema-
tica ao mundo real, mostrando suas aplicagoes praticas e incentivando a investigagao, a

descoberta e a exploragao de diversos conceitos matematicos.
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Para os matematicos profissionais, investigar é descobrir relagoes entre objetos
matematicos conhecidos ou desconhecidos, procurando identificar as respecti-
vas propriedades. Henri Poincaré, um dos grandes matematicos do inicio do
século XX, deixou-nos uma interessante descricdo desse processo. Comegou
por tentar demonstrar a impossibilidade de existéncia de fungdes com certo
tipo de caracteristicas. Acabou por provar precisamente o contrario.(PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2019, p. 10)

Outro aspecto de grande relevancia que é importante salientar, é o papel do pro-
fessor durante o processo investigativo. Cabe ao professor propor aulas exploratérias e
investigativas com intuito de auxiliar o aluno para que este se sinta motivado, estimulado
e capaz de enfrentar os desafios inerentes que possam surgir a todo momento. Assim, o
aluno podera refletir e estar apto a criar suas proprias conjecturas provendo auxilio no
desenvolvimento de suas habilidades cognitivas e na construgao do conhecimento.

Segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2019), a investigagdo matemaética ocorre nos
momentos descritos conforme a Tabela 3, na qual a interagdo entre os mateméaticos so-
mente é obrigatéria na parte final, com objetivo de divulgacao ou confirmagao dos resul-

tados junto a comunidade matematica.

Tabela 3 - Momentos na realizagdo de uma investigacao

Exploragao e formulagdo de questdes | Reconhecer uma situagao problematica
Explorar a situacao problematica
Formular questoes

Conjecturas Organizar dados

Formular conjecturas (e fazer afirmagoes
sobre uma conjectura)

Testes e reformulagao Realizar testes
Refinar uma conjectura

Justificagao e avaliagao Justificar uma conjectura
Avaliar o raciocinio ou o resultado do
raciocinio

Fonte: Ponte, Brocardo e Oliveira (2019, p. 16)

O fato da matematica em si ser interconectada e nao uma ciéncia de conceitos
isolados ressalta mais ainda a importancia do processo investigativo. Neste contexto,
Roque (2012) cita as diferentes técnicas utilizadas no Egito e Mesopotdmia para, por
exemplo, efetuar a operacao de multiplicacao, sendo que as necessidades que motivaram os

desenvolvimentos dos niimeros e a realizacao de calculos eram praticamente semelhantes.

Se as necessidades cotidianas que levaram & investigacao das técnicas de calculo
e das propriedades dos nimeros eram semelhantes nos dois contextos, por que
métodos distintos foram criados? Vimos que uma mesma conta era realizada
de modos diferentes, podendo ser considerada dificil em um caso sem que no
outro fosse. (ROQUE, 2012, p. 82)
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A importancia do processo investigativo no ensino da matematica também pode ser
verificada nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) tanto para o ensino fundamental
quanto para o ensino médio. H& varias referéncias neste sentido. Segundo Silva e Costa
(2016), nos PCN sao indicados objetivos que trazem a tona a importancia do aspecto
instrumental da matematica, para que o aluno possa compreender o mundo ao seu redor
fomentando o interesse a curiosidade, o estimulo a descoberta de estratégias, a investigacao
de hipdteses e o desenvolvimento da habilidade de resolver problemas.

Ao solucionar problemas por meio da investigacao, os alunos sao estimulados a
formular conexodes, testar hipoteses e testar solugoes de uma maneira légica e coerente,
ao invés de apenas memorizar férmulas, tendo como consequéncia uma solidez na apren-
dizagem dos contetidos mateméticos.

Portanto, tais argumentos expostos enfatizam a importancia do processo inves-
tigativo na construcao do conhecimento matematico. Tal abordagem em sala de aula é
fundamental para que a matematica nao seja vista e entendida como uma disciplina chata
e tediosa, mas sim ao contrario, como uma disciplina interessante, instigante e motivadora
que visa o ensino de contetidos de extrema relevancia em que o aluno utilizara em toda

sua vida académica e profissional.
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3 CONSTRUCAO DAS ATIVIDADES

Neste capitulo sao propostas duas atividades, levando-se em conta as etapas inves-
tigativas propostas por Ponte, Brocardo e Oliveira (2019) e descritas na Tabela 3, com
intuito de fornecer ao professor ferramentas adequadas para a discussdo em sala de aula
dos conceitos abordados neste trabalho, de modo que seja possivel abordar o fato de o
conjunto dos niimeros transcendentes nao ser enumeravel.

Tais atividades sdo indicadas para alunos do ensino médio. Segundo Brasil (2018),
nesta etapa ha o desenvolvimento de competéncias especificas voltadas a investigacao, que

possibilitam aos alunos a observagoes de padrdes e formulacao de conjecturas.

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propri-
edades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao de
padroes, experimentacoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na validacao das referidas
conjecturas.(BRASIL, 2018, p. 540)

Sugere-se também uma discussao ativa em sala de aula e que cada atividade tenha,

no minimo, uma aula com sessenta minutos de duracao.

3.1 Atividade 1: Existem mais ntimeros Irracionais ou Racionais?

Esta atividade tem como objetivo principal mostrar ao aluno que existem mais
numeros irracionais do que racionais na reta real, se atentando ao fato de que o conjunto

nimeros racionais Q é denso e infinito.

1. Nesta primeira etapa da atividade serdo introduzidos os conceitos do que é um
numero racional e o que é um ndamero irracional, com intuito de estimular a cu-
riosidade dos alunos por meio de formulagoes. Uma possivel exploracao é iniciar
a atividade com uma pergunta instigante: “Sera que existem mais niimeros raci-
onais ou mais nimeros irracionais?”, para que posteriormente sejam apresentadas
formalmente as definigoes dos dois conjuntos numéricos em questao: os racionais,

. 112 : L
que podem ser representados por fragdes (por exemplo, 73 3) e os irracionais que
nao admitem este tipo de representacao (por exemplo: 7, e, V2, \/3) A partir deste
ponto, pode ser estimulada uma discussao inicial que aborde os conhecimentos pre-
viamente adquiridos pelos alunos sobre estes conjuntos e uma breve reflexao sobre

dizimas, representagdo decimal e infinita de um niimero real utilizando como base
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as seguintes afirmacoes °:
(a) Os numeros racionais sempre obedecem a um mesmo padrao, ou seja, podem

ser representados por uma dizima;

(b) Os numeros racionais sao aqueles que possuem representacao decimal finita ou
periodica;
(c) Todo ntimero com representagdo decimal finita também pode ser escrito na

forma de dizima periédica infinita;

(d) Os ndmeros irracionais nao possuem representagao decimal periddica.

2. Na segunda etapa, o intuito é que e os alunos sejam estimulados a formular hipé-
teses sobre a quantidade de nimeros racionais e irracionais que eles previamente
conhecem, trazendo esta informagao como base pra que seja possivel formulagoes de
conjecturas. E interessante e oportuno utilizar o fato de que os ntimeros racionais
estao presentes em praticamente tudo na nossa vida e no nosso cotidiano. O que
este fato significa? Pode-se iniciar uma discussao neste contexto e também sobre as

afirmagdes com intuito meramente exemplificativo:

(a) “Sera que pelo fato de que os niimeros racionais sao infinitos, portanto, existem

em maior quantidade?”

(b) “Seré que pelo fato de que o niimeros irracionais sao infinitos, portanto, existem

em maior quantidade?”

(c) “Sera que pelo fato de que os nimeros racionais sao mais faceis de representar
e definidos por possuirem uma propriedade, entdao talvez possam existir em

maior quantidade?”

(d) “Seréa que pelo fato de que os niimeros racionais serem mais conhecidos e utili-

zados no nosso cotidiano, entao talvez possam existir em maior quantidade?”

3. Nesta terceira etapa o intuito é que sejam realizados algumas comparacoes entre os
numeros racionais e irracionais explorando os tipos de representacoes possiveis para
estes nimeros. Vamos explorar o fato de que um nimero real admite representacao
decimal infinita, que pode ser feita de uma maneira simples acrescentando uma
infinidade de zeros a partir do tltimo digito de um determinado niimero. Porém,

existe uma outra forma de representar uma fragdo decimal finita em uma infinita

como visto em (MARQUES, 2020):

® Para uma explicacio detalhada das afirmacdes, sugere-se a leitura de (NIVEN, 1947)[p.25-44].
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1
3= 0,3333333. .. (30)

Onde o algarismo 3 apds a virgula aparece infinita vezes. Tal fracao também pode

ser representada pela igualdade:

1 3 3 3
T L 1
3770 102 T8 T (31)

Neste caso, a dizima infinita representa a fracao ordinaria do niimero. Se multipli-

carmos a igualdade da Equagdo 31 por 3, obtemos a igualdade a seguir:

9 9 9
1= A . 2
0, 999999 TR RET R (32)

“Para um numero ser racional deve haver uma coincidéncia pelo fato de sempre ter
que existir uma repeticao de um bloco de digitos.”(MARQUES, 2020, p. 53). Ainda
sobre Marques (2020), se considerarmos a dizima 0, 111 .. ., e seja p; a probabilidade
do segundo digito 1 ser igual ao primeiro, entao p; = 1Lo ja que teriamos dez escolhas

possiveis de algarismos e py a probabilidade do terceiro digito ser igual ao segundo

também é % entao, pelo principio multiplicativo a probabilidade do segundo e

1 . 1
10z, sendo assim p, = o onde n representa
a quantidade de digitos repetidos em sequéncia. Observe que esta probabilidade

terceiro digitos serem iguais é p;.ps =

tende a zero quando n cresce.

Considere os exemplos abaixo onde p representa a probabilidade de repeticao dos

digitos.
0,111111 = I
) — N p = 105
5 v;;es
1
0, 49999999999 = - =p= 1o
h 10 ;gzes s
1
O,77777T7TIITTI07TT7 = @ . @ =p= 105
15 ;gzes

0, 333333 .3 = =p=
@ @ P~ 10
n+1 vezes

n vezes
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Observe também que se o nimero racional possui k blocos de digitos repetidos entao
a probabilidade p,, = 10% fazendo com que esta seja extremamente pequena quando

a quantidade de digitos n aumenta.

0,42424242 = . =p=

Vv
3 vezes

Portanto, um fato relevante que pode ser discutido em sala de aula é o que acontece
quando se tem uma repeticao grande de digitos, levando-se em consideracao o fato
de que para cada digito existem dez possibilidades de escolha. Um possivel ques-
tionamento que pode ser dirigido aos alunos é: “O que esse tipo de representacao
decimal significa no contexto dos nimeros racionais e irracionais?” E interessante
estimula-los a observar que os racionais podem ter uma expansao decimal finita ou
periddica, enquanto os irracionais tém uma expansao decimal infinita e nao perio-

dica.

“O que seria mais provavel de acontecer numa escolha de um niimero qualquer na

reta real?”

Apos essa exploragao e realizagoes dos testes, pode-se pedir que os alunos refor-
mulem suas conjecturas sob & 6tica da nova informagao. Deixe claro que, embora
ambos os conjuntos (racionais e irracionais) sejam infinitos, a quantidade de ni-
meros irracionais na reta real é “maior”, fato que pode parecer bastante intrigante

levando-se em consideragao que quase nao os usamos no nosso dia a da.

Esta etapa da atividade tem como objetivo justificar as conclusoes com base nos tes-
tes realizados na etapa anterior e avaliar a compreensao dos alunos. Aqui o professor
pode apresentar os argumentos apresentados ao longo deste trabalho, utilizando os
conceitos de cardinalidade, para explicar aos alunos de uma maneira mais formal o
fato de que, apesar de ambos os conjuntos serem infinitos, os racionais sao enume-
raveis e os irracionais nao. Neste momento, uma avaliagdo pode ser realizada por
meio de discussoes com os alunos em sala de aula, observando a coeréncia das con-
jecturas formuladas anteriormente, a correta compreensao da representacao infinita

dos nimeros decimais e a clareza das conclusoes obtidas.
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3.2 Atividade 2: Introduzir a ideia de que o conjunto T é nao enumeravel.

Esta atividade tem como objetivo principal, utilizando os argumentos apresentados

ao longo deste trabalho, introduzir a ideia de que o conjunto T é nao enumeravel.

1. Nesta primeira etapa da atividade deverao ser introduzidos os conceitos do que é
um nimero transcendente, o que é um numero algébrico, além de argumentar que
os numeros reais podem ser definidos pela unido do conjunto dos niimeros algébricos
com o conjunto dos nimeros transcendentes (R = Q U T). Uma possibilidade de
exploracao inicial é discutir tais conceitos destacando o fato de que os niimeros reais
podem ser divididos entre essas duas categorias de nimeros, gerando os possiveis

questionamentos:

(a) Qual a relacao entre os nimeros algébricos, niimeros transcendentes e niimeros

reais?

(b) Alguém conhece algum niimero que seja raiz de uma equacao polinomial com

coeficientes inteiros?

(c¢) Alguém conhece algum niimero que nao seja raiz de uma equacao polinomial

de coeficientes inteiros? Como seria este niimero?

2. Na segunda etapa os alunos devem ser instigados a formularem conjecturas sobre a
nao enumerabilidade dos nimeros transcendentes estimulando um pensamento sobre
a natureza desses numeros, levando os alunos a refletirem sobre se é possivel listar
todos eles. Aqui pode ser feito um paralelo com os niimeros racionais e utilizar o fato
de que os nimeros reais nao sao enumeraveis. A sugestao é criar uma discussao com
os alunos sobre a ideia de é ou nao possivel criar uma lista com todos os elementos

dos conjuntos:

(a) Podemos criar uma lista e preencher toda essa lista com os ntimeros reais?
(b) Podemos criar uma lista e preencher toda essa lista com os niimeros algébricos?

(c) Podemos criar uma lista e preencher toda essa lista com os niimeros transcen-

dentes?

3. Nesta etapa o professor devera mostrar intuitivamente, que é impossivel criar uma
lista completa com todos os niimeros reais, tendo com consequéncia a sua nao enu-

merabilidade:

(a) Utilize como base o argumento de Cantor demonstrado no Teorema 23.

(b) Pergunte aos alunos se é possivel utilizar o mesmo argumento para os nimeros

transcendentes.
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(c) Cite alguns exemplos de ntmeros algébricos e enfatize como eles podem ser

obtidos, conforme sugestao:
i. v/2 pode ser obtido a partir da equacio z2 — 2 = 0;
ii. 0 pode ser obtido a partir da equacao z = 0;

iii. % pode ser obtido a partir da equacao 2z — 1 = 0;

iv. Utilize a Tabela 4 como referéncia, para obtengdo de ntimeros algébricos;

Tabela 4 - Exemplos de obtencdo de ntimeros algébricos

Equagées Numeros algébricos obtidos
r=0r—1=0,z+1=0 0,1,—1
r—2=02x+2=0z—-3=0 2,—2,3

e t1=02 +3=02 —3=0 —. 33

X ’ ’ 5272

2—-2=0,22-3=0,22-5=0 =+v2,£V3, V5
Fonte: Autor, 2025

v. Generalize que qualquer k € Z, pode ser obtido a partir da equagao xr—k =
0;
vi. Generalize que qualquer x € Q,x = E, pode ser obtido a partir da equacao
q
qr —p =0;
Utilize como base a Definicao 12, que introduz a ideia de altura de um po-

linomio e desenvolva este conceito com alguns polindmios de grau um e dois,

tendo como referéncia a Tabela 5;

Tabela 5 - Exemplos de alturas de polinémios de grau um e dois

Altura Polindmios

2 T
3 2?2, 2x, v+ 1,2 —1
4 22 +1, 2% -1, 3z,
204+ 1,2x— 1,z +2, 2 —2
) 22— 2,22 +2, 20+ 2, 4o

3r+1,3xr—1,x+3,2—3

Fonte: Autor, 2025

Introduza a ideia da construgao do conjunto QQ, a partir da uniao dos conjuntos
de todas as raizes de todos os polinémios de todas as alturas e utilize como

base o Teorema 25, para mostrar que QQ é enumeravel,

Conclua utilizando como base o Teorema 26, para mostrar de forma indireta

que T é nao enumeravel.
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4. Agora peca para que os alunos justifiquem suas conclusdes com base no que foi
discutido nas etapas anteriores. Faga com que eles reflitam sobre a ideia de que,
enquanto os nimeros algébricos sao enumeraveis, os niimeros transcendentes, como
parte dos nimeros reais, nao podem ser enumerados. Sugere-se que seja iniciada
uma discussao sobre o fato de que a unido de um conjunto enumeravel com um
conjunto nao enumeravel resulta em um conjunto nao enumeravel, que foi um dos
argumentos utilizados para mostrar a nao enumerabilidade de T. Também, nesta
etapa, uma possivel forma de avaliagao é observar, por meio de discussoes em sala de
aula, a participacao dos alunos nas formulagoes de conjecturas realizadas anterior-
mente, o correto entendimento do argumento de Cantor, a capacidade de identificar
corretamente os nimeros algébricos e transcendentes, e distinguir tais nimeros,

resultando, por fim, na compreensao da nao enumerabilidade de T.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao decorrer deste trabalho foi mostrada a enumerabilidade dos niimeros inteiros e
racionais e a nao enumerabilidade dos niimeros irracionais e reais para que posteriormente
pudesse ser afirmada e demonstrada a nao enumerabilidade d os ntimeros transcendentes.
Também foram apresentadas algumas demonstragoes sobre irracionalidades, destacando-
se as irracionalidades dos niimeros 7 e e e o fato interessante de que o niimero e, além de
ser irracional também ¢ transcendente.

Pode parecer nao ser razoavel o fato de que os niimeros que mais utilizamos no
nosso dia dia, seja para execucao de tarefas rotineiras como efetuar uma simples compra,
uma medicao qualquer ou para uma representar uma certa quantidade assim quanto para
verificar a hora do dia, pertenga a conjuntos e numeraveis. Adicionalmente, estes nimeros
representam uma pequena quantidade de todos os nimeros que existem.

De uma certa forma, mesmo que nao seja usada no nosso cotidiano, a descoberta
dos numeros irracionais foi um grande avanco tedrico, tais nimeros simplificam nossas
tarefas, sejam na resolucao de problemas geométricos ou na construcao civil em geral,
em calculos computacionais ou financeiros e t ambém n os a judam a e ntender m elhor o
mundo em que vivemos. Eles preenchem as lacunas existentes no conjunto dos nimeros
racionais e, por consequéncia, nos permitem a estudar, por exemplo, os conceitos de
limites, continuidade, derivadas, integrais e assim por diante. Nada disso seria possivel
sem a existéncia dos niimeros irracionais e como consequéncia, os nimeros reais.

Ja os numeros transcendentes, nos revelam a beleza, a grandeza e uma certa com-
plexidade da matemaética. O fato demonstrado de que este conjunto nao ser enumeravel
assim como os irracionais e também dos niimeros reais ¢ de fato um pouco intrigante, visto
que até o presente momento, tratando-se no aspecto quantitativo, conhecemos muito pou-
cos destes niimeros.

Também foi mostrado neste trabalho que os niimeros transcendentes sao caracte-
rizados por uma propriedade que eles proprios nao possuem, ou seja, nao serem raizes
de nenhum polindmio de coeficientesi nteiros. A 1ém d isso, é i mportante s alientar que
quase todos os niimeros reais sao irracionais, e que no mesmo contexto também é possi-
vel afirmar que quase t odos os ntimeros r eais s 2o t ranscendentes j & q ue ambos n a0 sao
enumeraveis. FEsta relacao intrinseca entre os ntimeros irracionais e transcendentes de
existirem em maioria, é um fato ainda pouco estudado e pode ser usada como motivacao
para demais pesquisas na area, ja que dentre os nimeros transcendentes pouquissimos
sao conhecidos, podendo-se destacar o nimero 7 e o numero e.

Ainda pode-se destacar que o fato da transcendéncia ser um assunto complexo e
relativamente novo e que isto nao afasta a sua importancia e sim nos enriquece e nos

faz refletir c omo a m atematica p ode s er i nteressante, a pesar d os p oucos a vangos obti-
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dos na area, tais como muitos aspectos destes niimeros ainda nao serem completamente
explorados e compreendidos.

Sob o aspecto pedagogico, foram propostas duas atividades levando-se em consi-
deracao a investigacdo em sala de aula e suas etapas. A primeira com o enfoque em fazer
o aluno compreender de uma forma intuitiva e utilizando conceitos matematicos que a
maioria dos niimeros reais sao irracionais e a segunda atividade utilizando os argumen-
tos demonstrados no decorrer deste trabalho para fornecer ao professor ferramentas que
mostrem aos alunos a ideia da nao enumerabilidade dos niimeros transcendentes.

Portanto, o objetivo geral de apresentar a caracteristica de nao enumerabilidade
dos nimeros transcendentes foi alcancado e abordado de maneira objetiva, explicando de
maneira bastante detalhada desde o conceito inicial de cardinalidade, a demonstracao da
sua nao enumerabilidade e como esses niimeros estao inseridos no conjunto dos nimeros
reais.

Como dificuldades enfrentadas, ressalta-se o fato de que os niimeros transcendentes
ainda serem poucos estudados, da enorme contradicao de que apesar deste conjunto nao
ser enumeravel, existem muito poucos numeros transcendentes conhecidos e o fato da
cardinalidade de conjuntos numéricos exigir uma certa complexidade conceitual para ser
abordada e explorada.

Como desdobramentos futuros, tém-se a a aplicacao dessas duas atividades em sala
de aula, gerando dados para analise, tanto da perspectiva do professor que as media, como
dos aprendizes. Espera-se também que o professor de matematica do ensino bésico sinta-
se motivado em abordar tais assuntos sobre uma nova perspectiva, tratando o conceito
de irracionalidade com um outro enfoque e introduzindo o conceito de transcendéncia,
destacando a sua importancia e ressaltando o fato destes niimeros existirem em maioria

em contraste de serem poucos utilizados no nosso cotidiano.
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APENDICE A - Primeira Atividade Proposta ao Professor

A1 Atividade 1

OBJETIVOS DA ATIVIDADE: Atividade proposta para que o aluno consiga com-

preender que existem mais nimeros irracionais que racionais na reta real.

PUBLICO ALVO: Alunos do 1° a0 3° ano do ensino médio.

DURACAO DA ATIVIDADE: 60 minutos.

ORGANIZACAO DA TURMA: Individual.

PROCEDIMENTO E METODOLOGIA:

- Na primeira etapa da atividade o professor deverd representar os ntimeros racionais na

forma decimal | ou seja, o aluno devera compreender que um nimero racional pode ser

representado como dizima periddica infinita.
- Que todos os nuimeros irracionais sao decimais nao periédicos.
Por exemplo:

O namero racional 2, 58585858 onde os algarismos, 5 e 8 se repetem indefinidamente serd

representado na forma 2, 58.

- Uma outra representacao decimal de niimeros racionais sao para nimeros decimais fini-
tos, ou seja, tome como exemplo o niimero decimal finito 0,37 que sera representado como
0,3699999... onde o algarismo 9 serad repetido indefinidamente. Utilize também o fato
de acrescentar um bloco infinito de zeros num nimero decimal finito, como por exemplo:
7,2=7,20000....

- Aborde a igualdade: 1 =0,9999.. ..

- O professor podera fornecer varios exemplos como os citados acima.

Por fim, agora, considere a escolha aleatoria de um niimero na reta real.

Note e enfatize ao aluno que existem dez opcoes de escolha cada vez que se acrescenta

um digito no ntimero.

« Explore o fato que para um nimero ser racional, deve existir uma coincidéncia muito

grande que é a repeticao de um bloco de digitos;

e Perceba de forma intuitiva que as escolhas sao mais restritas para um numero ser

racional;
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1
e Sabendo que a probabilidade de escolha para cada digito é 10 utilize o principio

1
multiplicativo para mostrar que a probabilidade de repeti¢ao em n digitos ¢ —

e que se ha um bloco de repeticao de tamanho “k” entdo a probabilidade serd de
1

10kn’
e Faca o aluno perceber de forma intuitiva que esse valor tende a zero para valores

muito grandes de “n”.

Conclusao: Perceba de forma intuitiva através do processo acima, que é muito improvavel
que as repeti¢oes acontecam a medida que “n” cresca. Esses casos “improvaveis” sao os

nimeros racionais e os “provaveis” sao os irracionais.
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APENDICE B - Segunda Atividade Proposta ao Professor

B.1 Atividade 2

OBJETIVOS DA ATIVIDADE: Atividade proposta para que o professor consiga

propor a ideia da nao enumerabilidade dos niimeros transcendentes.
PUBLICO ALVO: Alunos do 1° ao 3° ano do ensino médio.
DURACAO DA ATIVIDADE: 60 minutos.
ORGANIZACAO DA TURMA: Individual.
PROCEDIMENTO E METODOLOGIA:

- Na primeira etapa da atividade o professor deverd introduzir o conceito do que é
um numero transcendente e de que esta categoria de niimeros esta inserida nos nimeros
reais. Inicie uma discussao perguntando se alguém conhece algum ntimero que possa ser
expresso como nao sendo uma raiz de uma equacao polinomial de coeficientes inteiros.
Trabalhe com polindmios de graus um e dois e encontre suas raizes. O que acontece com
os ntimeros 7 e e¢? E possivel encontrar algum polindmio de cujo esses ntimeros sejam

ralzes?

- Introduza a ideia de altura de um polinomio e mostre que os nimeros algébricos

Sao enumeraveis.

- Utilize o argumento de Cantor para mostrar a nao enumerabilidade dos ntimeros

reais.
- Nesta etapa mostre indiretamente que o conjunto dos nimeros transcendentes

nao sao enumeraveis. Para isto utilize as trés afirmacgoes a seguir:

1. A unido de dois conjuntos enumeraveis é enumeravel;
2. O conjunto dos ntimeros reais nao é enumeravel;

3. O conjunto dos ntimeros algébricos sao enumeraveis.

Conclusao: Conclua, a partir desses itens expostos acima, se os niimeros transcendentes
fossem enumeraveis, entao os transcendentes juntos com os algébricos seriam enumeraveis
(itens 1 e 3). Mas a uniao dos transcendentes com os algébricos sdo justamente os niimeros
reais, que sao nao enumeraveis, o que geraria uma contradi¢ao, portanto os nimeros

transcendentes nao sao enumeraveis.



	Introdução 
	Apresentação
	Objetivos
	Objetivos Gerais
	Objetivos Específicos
	Justificativa


	Metodologia 
	Coleta
	Análise

	Revisão da Literatura 
	Conjuntos Enumeráveis e Não Enumeráveis
	Conjuntos Finitos e Infinitos
	Conjuntos Enumeráveis e Não Enumeráveis

	Números Algébricos e Transcendentes
	Algumas Irracionalidades
	As irracionalidades de 2, [n]2 e p
	A Irracionalidade de 
	A Irracionalidade de e

	A Transcendência do Número e
	Investigação na Sala de Aula

	Construção das Atividades 
	Atividade 1: Existem mais números Irracionais ou Racionais?
	Atividade 2: Introduzir a ideia de que o conjunto T é não enumerável.

	Considerações Finais 
	Referências 
	Apêndice A  –  Primeira Atividade Proposta ao Professor 
	Apêndice B  –  Segunda Atividade Proposta ao Professor 



