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RESUMO

SILVA, D. A. Estudo de func¢oes via modelos de crescimento populacional. 2025. 113 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)
— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2025.

Este trabalho € baseado, principalmente, em (KOT, 2001) e (ELAYDI, 2005), e objetiva aplicar
fungdes matemadticas conhecidas, juntamente com conceitos de Célculo e Equagdes de Diferengas,

no estudo de alguns modelos de crescimento populacional.

Palavras-chave: Funcdes, Modelos de crescimento populacional.






ABSTRACT

SILVA, D. A. Study of functions via population growth models. 2025. 113 p. Disser-
tacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2025.

This work is based mainly on (KOT, 2001) and (ELAYDI, 2005), and the main goal is to apply
certain specific concepts from Calculus and Difference Equations in the study of some population

growth models.

Keywords: Functions, Population growth models.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O estudo de fungdes no ensino médio é comumente feito através de uma abordagem
exclusivamente tedrica, trabalhando-se tanto as caracteristicas algébricas das formulas envolvidas
quanto as representacoes graficas de tais fungdes. Entretanto, tem-se ai a oportunidade de
trabalhar com a modelagem de problemas do mundo real, que podem surgir nas mais diversas
areas, como por exemplo, em Economia, Biologia e Fisica. Esta abordagem pode despertar nos
alunos um maior interesse pela aprendizagem, pois torna mais significativo e recompensatorio

todo o conhecimento adquirido no estudo tedrico.

Objetivamos, neste trabalho, abordar modelos de crescimento populacional nos quais
aparecerao as principais fungdes estudadas em um curso de ensino médio: constantes, afins,
quadréticas, exponenciais, logaritmicas e racionais. Isto permite o desenvolvimento de atividades
multidisciplinares, uma vez que todas as fungdes apresentadas estdo inseridas no contexto da
modelagem de crescimento populacional, sendo possivel, portanto, a interpretacao dessas funcdes
e suas caracteristicas algébricas e grificas em um contexto bioldgico. Além disso, os alunos
podem ter seu aprendizado enriquecido com o uso de softwares matematicos que irdo ajuda-los

na construcao de tabelas e gréficos.

Pretendemos que este trabalho possa ser utilizado por professores de Matemdtica que se
interessem pelo ensino de modelagem matemadtica, permitindo aos alunos aplicar seus conheci-

mentos sobre fungdes em problemas que envolvem andlise e interpretacdo de dados.

Procuramos aprofundar os conceitos mateméaticos necessarios para a compreensao do
conteddo desenvolvido, aplicando equagdes diferenciais e equagdes de diferengas a modelos de

crescimento populacional.

No capitulo 2, estudamos equagdes diferenciais e equagdes de diferencgas, com énfase na
andlise de seus pontos de equilibrio, na estabilidade desses equilibrios e na interpretacio gréifica

destes conceitos, que sdo importantes no desenvolvimento dos capitulos seguintes.
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No capitulo 3, estudamos modelos de crescimento populacional regidos por equacdes
diferenciais, seguindo uma ordem crescente de complexidade. Comecamos pelo modelo expo-
nencial, em seguida abordamos o modelo logistico e 0 modelo de Gompertz. Finalizamos o

capitulo com uma anélise de um modelo de colheita de peixes.

No capitulo 4, estudamos modelos de crescimento populacional em tempo discreto,
0s quais sdo regidos por equagdes de diferencas. Comecamos pelo crescimento exponencial,
passando pelo modelo de Beverton-Holt e finalizando com a versao em tempo discreto do modelo

logistico, a equacao de diferencas logistica.

No capitulo 5, discutimos modelos de crescimento em tempo discreto com retardo, com

énfase no estudo da estabilidade dos equilibrios destes modelos.

Finalmente, no capitulo 6, apresentamos uma atividade a ser desenvolvida com alunos
do ensino médio, com o objetivo de aplicar alguns dos modelos discutidos neste trabalho na
modelagem do crescimento populacional da populagao brasileira e de algumas cidades brasileiras.
Esta atividade também permite trabalhar com a tecnologia, uma vez que os alunos realizardao

algumas etapas utilizando o computador.
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CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS E EQUACOES
DE DIFERENCAS

Neste capitulo, estudaremos alguns conceitos bésicos sobre equacdes diferenciais e
equacoes de diferencas. Mais especificamente, discutiremos sobre a existéncia e unicidade de
solu¢do para um problema de valor inicial e conceitos relacionados a estabilidade das solugcdes
destas equagdes. Os resultados serdo aplicados nos capitulos seguintes, onde utilizaremos
equacdes diferenciais ordindrias e equacdes de diferencas finitas para estudar modelos de

crescimento populacional.

2.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Iniciaremos com a definicao e exemplos de equagdes diferenciais ordindrias.

Definicao 1. Uma equacdo diferencial ordindria (EDO) é uma equacio diferencial que envolve

uma fung¢do incdgnita e suas derivadas.

Exemplo 1. Alguns exemplos de equagdes diferenciais ordindrias:

1. y/(t) =3t+y
2. sen(t)y"(r) —y'(t) = cos(t)y(t) +3
3.Y(1) =1 (1) +2
Uma solug¢io da equacdo y'(r) = f(z,y) € uma funcdo derivavel y = y(¢), definida em

um intervalo I de valores de ¢, tal que Ey(t) = f(t,y(t)). A soluc¢do geral de uma equagio

diferencial ordindria € uma solu¢do que contém todas as solucdes possiveis.

A maioria das equagdes diferenciais ndo pode ser resolvida explicitamente. Mesmo assim,

podemos utilizar métodos computacionais para apresentar solu¢des aproximadas do problema
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ou fazer uma abordagem qualitativa, isto €, utilizando métodos que nos permitam analisar o

comportamento de suas solugdes sem saber explicitamente expressd-las.

Comumente, ao resolver uma equacdo diferencial, estamos interessados em uma solug¢ao
particular, que atenda uma condicao inicial. Temos, entdo, os chamados Problemas de Valor
Inicial (PVI). Por exemplo, suponha que devemos resolver a equacao (1) do exemplo anterior,

mas desejemos a solucd@o que satisfaz y(1) = 2. Temos, assim, o PVI

Y(t)=3t+y
y(1)=2

A solugdo é y(t) = —3(t +1) +8¢ 1.

Consideremos, agora, o PVI

Observamos, de imediato, que y = 0 € uma solucao. No entanto, podemos verificar que

y = t? também ¢é solucio.

Seja, agora, o PVI

A familia de fun¢Ges que resolve a equagdo diferencial é y(r) =tg t + k, onde k € R.

Mas a fungio tg (¢) ndo estd definida em ¢ = % de modo que o PVI ndo tem solugdo.

Estes exemplos leva-nos a questionar sobre o seguinte: Quando é que existe solucio para
um PVl e, caso exista, como podemos saber se ela € inica? Na proxima secio, responderemos

esta pergunta.

2.1.1 Teorema de Existéncia e Unicidade

Existe um teorema que estabelece as condigdes suficientes para garantir a existéncia e a

unicidade de solu¢dao de um PVI da forma

) 2.1

onde f é uma funcdo definida num aberto A C R?, com (f9,yo) € A.
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d
Teorema 1. (Existéncia e Unicidade Local) Suponha que f e 8_f sejam funcdes continuas no
y

retangulo
R={(t,y): to <t <to+a; |[y—yo| <b} CA,

b
onde a,b € R". Sejam M = ( rr;ax lf(t,y) e o= min{a, 1\_4} Entdo, o PVI (2.1) tem uma
t,y) €ER

tnica solucdo y = y(t) em [to, 1o+ t].

Uma demonstracdo para este teorema pode ser encontrada no trabalho de (SILVA, 2020).

Exemplo 2. Seja o problema de valor inicial

Como f(t,y) = y2, temos que f e g—§ = 2y sdo continuas em todo R?. Assim, o Teorema 1

garante a existéncia e a unicidade de solucdo para todo (9, yo) € R?. Logo, existe uma e somente
uma solucdo local da equacio diferencial y'(t) = y? que passa pelo ponto (1, 1).

1
As solugdes da equagdo diferencial desse PVI € a familia de curvas y(7) = X7 em

que K € R. Notemos que, como y'(t) = y> > 0, as curvas solugio sio sempre crescentes. Como
desejamos a curva particular que passa por (1, 1), devemos calcular a constante K que atende tal
condicdo:

1

l=——=K-1=1=K=2
K—1

1
Portanto, a solug¢do do PVI é a funcgéo y(1) = 7=
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2.1.2 Pontos de Equilibrio de uma Equacao Diferencial e Estabilidade

dos Equilibrios.

Nesta secdo, trataremos de equagdes diferenciais da forma

dy

o ), (2.2)

que sdo chamadas de autonomas, por nao conterem nenhuma dependéncia explicita em z.

A seguir, daremos a definicao de ponto de equilibrio para uma equacao diferencial da
forma (2.2).

Definicio 2. Diz-se que y = y* é um ponto de equilibrio de (2.2) se f(y*) =0.

Os pontos de equilibrio sao também solucdes da equacdo diferencial. Os pontos de
equilibrio podem ser especialmente importantes quando a equagdo surge na modelagem matema-
tica para algum estudo do mundo real, como, por exemplo, a andlise da variacdo populacional
de determinada espécie de ser vivo. Um ponto de equilibrio pode indicar, por exemplo, que
o numero de individuos na populacado se estabiliza com o decorrer do tempo, ou entdo, que
a populacdo se afasta de determinado valor. Nesse sentido, podemos classificar os equilibrios
de uma equacdo diferencial como estaveis ou instdveis. Antes de discorrer em detalhes sobre
a estabilidade dos equilibrios, vamos falar um pouco sobre campo de dire¢des, cuja defini¢ao

daremos no préximo exemplo.

d
Exemplo 3. A equacido diferencial d—f =2y(1— %) tem dois equilibrios: y* =0 e y* = 3. Vamos
esbogar o campo de dire¢des dessa equacao e observar o comportamento das curvas-solucao em

relacdo as duas solugdes de equilibrio.

Em cada ponto (¢,y) na regido do plano zy que constitui o dominio de f, desenha-se um

segmento cujo coeficiente angular nesse ponto é 2%} = f(y). Considerando a parametrizacdo
y(t) = (¢, y(1)), cujo vetor tangente € ¥'(¢t) = (1, y'(¢)), cada segmento tem o0 mesmo coeficiente
angular que a curva solucdo da equagdo diferencial que passa por (z,y), sendo também tangente
a curva nesse mesmo ponto. O conjunto de todos esses segmentos compde o campo de direcoes
da equacdo diferencial (veja a figura 1). O campo de dire¢des fornece uma visualizacdo da forma
geral das curvas-solug@o. (Observamos que, para facilitar a visualiza¢do do campo de dire¢des,

normalizamos o tamanho dos vetores).

A equacdo diferencial desse exemplo pode ser resolvida explicitamente, e a solucdo geral

[©N

y(t) = m, onde C € R.
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—~

~len
|
o

=
Q

dy
dt

Figura 1 — Campo de dire¢oes da Equacdo Diferencial
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Fonte: Elaborada pelo autor.

dy
dt

Por exemplo, no ponto (0,2), a inclinagdo do segmento vale

como o coeficiente angular da curva solugdo da equacdo diferencial que passa por (0,

A seguir, exibimos o campo de dire¢cdes juntamente com duas curvas-solugdo: as que

y .
3) satisfaz as

2y(1—

hipéteses do teorema de existéncia e unicidade local; logo, cada uma dessas curvas € solucdo

passam pelos pontos (0,1) e (0,2). Observamos aqui que a fungdo f(y)

tivos problemas de valor inicial.

tnica em seus respec

.

-t

————— s

———————

st

P

-t

P

———————r

Figura 2 — Campo de dire¢des da Equacdo Diferencial % =2y(1— %), juntamente com algumas curvas
solugdo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos ver que as solugdes se afastam do equilibrio y* = 0, mas se aproximam do

3¢é

1, enquanto o equilibrio y*

tave

=0 ¢ 1ins

equilibrio y* = 3. Dizemos que o equilibrio y*

estavel.
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Podemos observar que um equilibrio estdvel atrai as solu¢gdes da equacao diferencial

para si, ao passo que um equilibrio instdvel as afasta de si.

O campo de direcdes de uma equacgdo diferencial permite visualizar a forma geral das
curvas-solucdo, bem como a estabilidade ou instabilidade das solugdes de equilibrio. No entanto,
esboc¢a-lo é demasiadamente trabalhoso, e embora possamos usar um computador para essa
tarefa, isso ndo é realmente necessario. Existe um critério para determinarmos se cada equilibrio
da equacdo diferencial (2.2) € estavel ou instdvel. Antes de apresentd-lo e demonstra-lo, daremos

as defini¢des formais de estabilidade e estabilidade assintética.

Definicao 3. Um ponto de equilibrio y* € estavel segundo Lyapunov se, dado qualquer € > 0
arbitrariamente pequeno, existe em correspondéncia um 6 > 0 (dependente de ¢€) tal que, para
todas as condig¢des iniciais y(fy) = yo que satisfacam |yo — y*| < &, temos |y(t) — y*| < €,
Vt € (g, +0).

Falando de outro modo, um equilibrio y* é estdvel se outra solu¢do que comega préxima

o suficiente de y* mantém y(z) préxima de y*.

Definicao 4. Um ponto de equilibrio y* é assintoticamente estavel quando é estdvel e existe

um p > 0 tal que

limy e [y(t) —y*| =0

para todo y(#y) = yo satisfazendo |yyp — y*| < p.

Falando de outro modo, temos equilibrio assintoticamente estdvel quando, para desvios
de y* suficientemente pequenos do valor inicial y, as solugdes tendem a y* com o passar do

tempo.

Teorema 2. Se y* é um ponto de equilibrio, f(y) é uma func@o continuamente diferencidvel e

f'(y*) # 0, entdo o ponto de equilibrio y* é assintoticamente estdvel se f'(y*) < 0, e instdvel se
) >0.

Demonstracdo. Consideremos um equilibrio para o qual f(y*) < 0 e fagamos

Se fizermos a expansdo em série de Taylor de f(y), em torno de y*, obtemos:
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dx dy
J— e _— 0 =
= = )
_ i f(K)<y*) (y_y*>K
i~ K!
/ X 5 3 . e
= fO) L0075, + £ )(y*)g + £ )(y*)g +-
Assim, temos que:
d‘x k k
2 = O+ )+ g), (2.3)
em que g(x) consiste em termos de ordem superior em x.
Como y* € um ponto de equilibrio, a equacgio (2.3) se reduz para
dx .
o =0+ gl) (2.4)

e pode ser interpretada como uma perturbac¢ao de uma equacgao diferencial linear de coeficiente

constante. Em particular, g(x) satisfaz g(0) = 0 e também g'(0) = 0.

Isso, juntamente com a continuidade de g’(x) nos garante que, para cada € > 0, existe

uma pequena vizinhanga 6 em torno de zero em que |g'(x)| < €. Como resultado, g(x) =
X X

/ g (s)ds < / eds < glx|.
0 0

Logo, segue que

dx
o =L O)x () < f107)x+ el
Para J e € suficientemente pequenos e f'(y*) # 0, os termos de ordem superior ndo

podem mudar o sinal de d—f

De fato, para y préximo de y*, g(x) se aproxima de zero. Se tomarmos y > y*, teremos

X
x=y—y*>0e, como f'(y*) <0, segue que o, < 0, o que significa que x(¢) decresce, com
y — y*; por outro lado, se tomarmos y < y*, teremos x =y —y* < 0 e, como f’(y*) <0, segue

dx . . *
que E > O, o que 51gn1ﬁca que x(t) cresce, comy — y .

Para o caso em que f(y*) > 0, as conclusdes sdo andlogas. De fato, se tomarmos y > y*,

dx N
teremos x =y —y* > 0 e, como f'(y*) > 0, segue que o > 0, o que significa que x(t) cresce,
com y afastando-se de y*. Por outro lado, se tomarmos y < y*, teremos x =y — y* < 0 e, como

d
(") > 0, segue que d—): < 0, o que significa que x(¢) decresce, com y afastando-se de y*. [

4
Voltando ao Exemplo 4, temos f(y) = 2y(1 — %) e, portanto, f'(y) =2 — 3 Entdo, para
o equilibrio y* = 0, temos f’(0) =2 > 0; logo, y* = 0 € instével. Para o equilibrio y* = 3, temos
f'(3) = =2 < 0; logo, y* = 3 € assintoticamente estdvel.
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Exemplo 4. Seja a equacdo diferencial Z—); = y3 —y. Ha trés pontos de equilibrio: y* =0, y* = —1
ey* = 1.Como f(y) =y* —y, temos f'(y) = 3y*> — 1. Assim, f'(0) = —1, f'(=1) =2e f'(1) = 2.
Portanto, y* = 0 € equilibrio assintoticamente estavel, enquanto y* = —1 e y* = 1 sdo equilibrios
instaveis. Exibimos, a seguir, o campo de direcdes dessa equacdo diferencial, juntamente com os

pontos de equilibrio.

Figura 3 — Campo de direcdes da equacio diferencial % =y —y.

sssssssssssssssssssssssssss

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma equagdo diferencial autdnoma pode conter um parametro, do qual dependem as
solucdes de equilibrio. A alteracdo desse parametro pode provocar mudancas na estabilidade dos
equilibrio. As mudangas qualitativas resultantes no comportamento de um sistema dindmico sao

chamadas de bifurcacoes, e os parametros sao chamados parametros de bifurcacao.

Podemos ilustrar como a localizacao e a estabilidade das solu¢des de equilibrio dependem
do parametro através dos chamados diagramas de bifurcacao. Neste trabalho, representaremos

ramos estaveis em azul, e ramos instaveis em vermelho.

d
Exemplo 5. Seja a equacao diferencial d_y =U— y2. Os pontos de equilibrio sdo dados por
X

y* = #+/u. E claro que devemos ter i > 0. Se u < 0, ndo hé ponto de equilibrio algum.

Sabemos que y = =&,/ corresponde aos ramos inferior e superior da pardbola v = L.
Como f(y) = u —y?, entdo f'(y) = —2y, de modo que temos f'(— /i) =2/H e f'(VE) =
—2,/H. Assim, para it > 0, temos estabilidade assintética no ramo superior € instabilidade no

ramo inferior. O ponto ¢ = 0 é um ponto de bifurcacdo. Exibimos, a seguir, o diagrama de

bifurcagdo dessa equagdo diferencial.
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d
Figura 4 — Diagrama de bifurcagdo da equacio diferencial d—y =u—y.
X

v

d
Exemplo 6. Seja a equacdo diferencial d_y = Uy — y2. Os pontos de equilibrio sdo dados por
x

y'=0ey =p.

As retas y =0 e y = u determinam quatro regides no plano py. Como f(y) = uy — y2, entio

Fonte: Elaborada pelo autor.

f'(y) = u—2y, de modo que temos f/(0) =p e f'(u) = —p.

Assim, se i > 0, o equilibrio y* = 0 € instavel, enquanto o equilibrio y* = u ¢ assintoticamente

estavel.

Por outro lado, se u < 0, o equilibrio y* = 0 € assintoticamente estdvel, enquanto o equilibrio

y* = u € instavel. O ponto y = 0 é um ponto de bifurcacio.

Exibimos a seguir o diagrama de bifurcacao dessa equacao diferencial.

d
Figura 5 — Diagrama de bifurcacdo da equacgdo diferencial d—y =uy—y-.
X

Fonte: Elaborada pelo autor.

2

2
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2.2 Equacoes de Diferencas

2.2.1 Introducao

Definicao 5. Equacdes de diferencas sdo equagdes do tipo

x(n+1)= f(n,x(n),x(n—1),-- ,x(n—m)),

em que m e n s3o nimeros naturais tais que n > me f : R"T2 - R.

Neste trabalho, estudaremos equacdes de diferencas da forma

x(n+1) = f(x(n)). (2.5)

Equacdes de diferencas permitem descrever a evolucdo de certos fendbmenos com o
decorrer do tempo. Por exemplo: suponha que faremos o estudo do crescimento de uma populagdo
em tempo discreto (isto €, contabilizaremos a populacdo em instantes inteiros e regulares de
tempo), de forma que o nimero x(n + 1) de individuos da geracdo (n+ 1) é fungdo do nimero

x(n) de individuos da gerac@o n.

Se o numero inicial de individuos € xy, teremos a seguinte sequéncia:

X0

x1 = f(xo)

o = fx)=f(f(x)) = f*(xo)

x5 = flx)=ff(f(x0)) = f>(x0)
xy = f)=fF(f(f(x)) = f*(x0)

Dizemos que f"(xo) é a n-ésima iterada de xq sob f. Por definicio, f°(x) = xo.

Fazendo x(n) = f"(xo), temos que x(n+ 1) = " (xo) = f[f"(x0)] = f(x(n)).

2

Exemplo 7. Seja f(x) = x* e xo = 0, 3. Temos:

xi = f(x)=r(0,3)=0,3>=0,09
x = fix)=f
x3 = f(xo)=Ff
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Temos, nesse exemplo, a equagio de diferencas x(n+ 1) = x%(n); x(0) = 0,3. Observe

que x(n) tende para zero quando n — oo,

2.2.2 Equacdes de Diferencas Lineares de Primeira Ordem

Uma equagao de diferencas linear homogénea de primeira ordem tem a forma

x(n+1) =a(n) x(n), x(ng) =xp, n >np >0 (2.6)

enquanto a equagdo nao-homogénea associada tem a forma

y(n+1) =a(n) y(n) +g(n), y(no) =yo, n >np >0 (2.7)

onde a(n) # 0 e a(n) e g(n) sdo fungdes de valores reais para n > ng > 0.

A solucdo da equagdo (2.6) pode ser obtida por iteracao. Vejamos:

x(ng+1) = a(ng) x(ng) = a(ng) xo
x(ng+2) = a(np+1)x(ng+1)=a(no+1) a(ng) xo
x(ng+3) = a(ng+2)x(ng+2)=a(no+2)alng+1) alng) xo

Indutivamente, nota-se que:

x(n) = x(np+n—ng)=anp+n—no—1)a(no+n—ny—2)--- a(ng) xo
= a(n—1)a(n—-2)--- a(ngp) xo,

que podemos representar como

n—1
x(n) = [H a(i)] - xo. (2.8)

i=ng

Exemplo 8. Consideremos a equacdo de diferencas: x(n+ 1) = 2x(n), x(0) = 3. Aqui, temos

a(n) =2, np =0 e xp = 3. Aplicando (2.8), temos:
x(n) =T, 2]-3=2"-3=3.2"
Portanto, a solugdo é x(n) = 3-2".

Para encontrar a solucao da equacdo (2.7), comecamos fazendo algumas iteragdes:
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y(no+1) = a(no) y(no)+g(no)
y(mo+2) = a(no+1)y(no+1)+g(no+1)
= a(no+ 1)a(no)y(no) +a(no+1)g(no) +g(no +1)
y(no+3) = ang+2)y(no+2)+g(no+2)
= a(no+2)a(no+1)a(no)y(no) +a(no +2)a(no +1)g(no) + alno +2)g(no + 1) + g(no +2)

Usando indu¢do matematica, mostraremos que

n—1 n—1 n—1
=[[Ta@yo+ Y [ T] a®] () 2.9)

i=ny r=ngy i=r+1

Vamos, entdo, supor a validade de (2.9) para n = k. Isto é:

Ha m+Z H g(r) (2.10)

i=ng r=ng i=r+1

Provemos que decorre a validade de (2.9) paran = k+ 1.

De fato, de (2.7), temos que y(k+ 1) = a(k) y(k) + g(k), o que, usando (2.10), d4

k—1

y(k+1) = [Ha yo+Z k) TT ald)] g(r) + (k) 2.11)
i=ng r=ngy i=r+1
k
HawaHI +( ] a()) gk) (2.12)
i=ngp r=ng i=r+1 i=k+1
(onde adotamos que [T5_, a@)=1
k k k
=[[Ta@lyo+ Y (] ai))s(r) (2.13)
i=ng r=ng i=r+1
o0 que prova a validade de (2.9) para todon € Z™.
Um caso particular da equagdo (2.7) é o seguinte:
y(n+1) =ay(n)+gn), y(0) =y (2.14)

Usando, entdo, (2.9), com ng = 0, a(i) = a e k no lugar de r, obtemos:

=[[Talyo+ Z H (2.15)
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n—1
y(n)=d"yo+ Y a" " g(k) (2.16)
k=0
Exemplo 9. Para a equacdo de diferencas: y(n+ 1) = 3 y(n) +4n, y(0) = 4, temos a = 3,
g(n) =4n,ny =0e yo = 4. Usando (2.16), vem:

n—1
y(n) = 344 Y 314
k=0

n—1
— 43n+43n—123—kk
k=0

1 1
— 43n+43n71[__317nn_'__ Z'3171’1]

3
2 4
= 5.3"-2n—1
Portanto, a solugdo é y(n) =5-3"—2n— 1.

Outro caso particular da equagdo (2.7) € o seguinte:

y(n+1)=ay(n)+b, y(0)=yo (2.17)

Usando (2.16), com g(k) = b, obtemos, para o caso a # 1:

n—1
y(n)=d"yo+ Y, a" " b (2.18)
k=0

Este somatorio € calculado como segue:

n—1
Zan—k—lb:b(an—l+an_2+an_3+...+ao) (219)
k=0

n—1

Entre parénteses, temos a soma de uma P.G. finita, com primeiro termo a erazaoa - = —.
a

Entdo prosseguimos, aplicando a férmula da soma dos termos de uma P.G. finita:

n—1 n—1(,—n n
—1 -1
" =b@ "+ a" P+ d0) Zb[a (?,a )] :b[a ]
k=0 a ol
de modo que temos
n an — 1
¥(n) = a" yo+b[——] 2.20)
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a—1

a—1
a y(n)+b; y(0) =0, enquanto y,(n) = a"yp é a solucdo geral da equacdo homogénea y(n+1) =

ay(n); y(0) = yo.

Notemos que y;(n) = b|

] é a solugdo da equagdo ndo homogénea y(n+ 1) =

Para o caso a = 1, teremos

n—1 n—1

y(n)=yo+ Y b=yo+b ) 1=yo+bn. 2.21)
k=0 k=0

Exemplo 10. Para a equagéo de diferengas y(n+ 1) =2 y(n) +6, y(0) = 3, usando (2.20), com

a=72,b=6¢eyy=3, segue a solucdo:
y(n)=(2)"-3+6(2"—-1)=9-2"—6.

2.2.3 Pontos de Equilibrio de uma Equacao de Diferencas e Estabi-

lidade dos Equilibrios.

Um ponto x* no dominio de f é dito ponto de equilibrio (ou ponto fixo) da equacio de
diferengas (2.5) se tivermos f(x*) = x*.

2 x(n)

1 tem dois equilibrios: x* =0 e
+ 3 x(n

Exemplo 11. A equacdo de diferencas x(n+ 1) = "

x*=3.

Assim como ocorre com as equagdes diferenciais, a andlise da estabilidade dos pontos de
equilibrio de uma equacgdo de diferencas pode ser especialmente importante quando a equacao
advém da modelagem matematica de um problema do mundo real. Antes de darmos as defini¢des
de equilibrio estdvel e assintoticamente estavel para equacdes de diferencgas, vamos falar sobre

os diagramas degrau de escada.

Como x(n+1) = f(x(n)), pode-se desenhar um grafico de f no plano (x(n),x(n+1)).
Dado x(0) = xp, identifica-se o valor x(1) desenhando uma linha vertical passando por x( e
cruzando o gréfico de f em (xg,x(1)). Apds isso, desenha-se uma linha horizontal de (xp,x(1))
que encontra a reta y = x no ponto (x(1),x(1)). Agora, desenhando uma linha vertical a partir do
ponto (x(1),x(1)), ela encontra o grafico de f no ponto (x(1),x(2)). Continuando esse processo,
podemos encontrar x(n), para todo n > 0. O diagrama assim obtido é chamado de diagrama
degrau de escada ou teia de aranha. Esse diagrama é importante na andlise da estabilidade dos
pontos de equilibrio da equacao (2.5). Na Figura 6, tem-se o diagrama de teia de aranha para a

equacdo de diferencas do Exemplo 11, considerando-se xp = 1.

Podemos ver que, 2 medida que o indice n cresce, x(n) se afasta de x* = 0, e se aproxima

de x* = 3. O equilibrio x* = 0 € instdvel, ao passo que o equilibrio x* = 3 € estdvel.

Daremos, a seguir, as definicdes de estabilidade e estabilidade assint6tica.
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2x(n)

———— comux(0) =1.
1+ 1x(n) *(0)

Figura 6 — Teia de aranha da equagéo de diferencgas x(n+ 1) =

Kn+1

35

25 _J

15

05

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
T

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 6. Dizemos que um ponto de equilibrio x* é estavel segundo Lyapunov se, dado
qualquer € > 0 arbitrariamente pequeno, existe em correspondéncia um 6 > 0 (dependente de €)

tal que

|x(tg) —x*| < & = |x(r) —x*| < &

para todo ¢ > tg.
Defini¢ao 7. Um ponto de equilibrio x* € assintoticamente estavel quando € estavel e existe
algum p > 0, tal que

limy o0 |x(2) —x*| =0

para todo xg satisfazendo |x(zp) — x*| < p.

Teorema 3. Seja x* um ponto de equilibrio da equagéo de diferengas (2.5), em que f € continu-

amente diferencidvel em x*. Entdo, x* é assintoticamente estdvel se |f'(x*)| < 1, e instével se

f() > 1.

Demonstragdo. Provaremos o caso |f'(x*)| < 1. Suponhamos |f/(x*)| < M < 1. Entdo, existe
um intervalo J = (x* — y,x* +7), que contém x*, tal que | f'(x)| <M < 1, para todo x € J, pois,
para x(0) € J, temos que
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Pelo teorema do valor médio, existe &; entre x(0) e x* tal que
f(x(0)) = F ()| = 1/ (G0)] x(0) —x7].
Entao,
£ (x(0)) —x*| <M |x(0) —x7.
Desse modo,
lx(1) —x*| <M [x(0) — x*|.

Como M < 1, a dltima desigualdade acima revela que x(1) estd mais préximo de x* que x(0).
Como consequéncia, temos que x(1) € J.

Agora, como x(1) € J, temos:

Pelo teorema do valor médio, existe &, entre x(1) e x* tal que
f(x(1)) = F &) = 1 (&) |x(1) —x7)]
Entdo,
[f(x(1)) = f) | < M [x(1) —x7].
Desse modo,
[x(2) — x| < M [x(1) —x*| < M2 |x(0) — x*|.

Como 0 < M < 1, M?> < 1 e conclui-se que x(2) estd mais préximo de x* que x(0). Assim,
x(2) e J.

Indutivamente, concluimos que
e(n) —x*| < M |x(0) — x7].

E
Dado € > 0, fazendo 8 = 0 entdo |x(0) —x*| < & implica que:

€ —8<8
2Mr 2

|x(n) —x*| <M" |x(0) —x*| < M"-

para todo n > 0, o que prova a estabilidade de x*. Além disso, lim, .« |x(n) —x*| =0, e, dai,

lim,,_,x(n) = x*, 0 que prova a estabilidade assintética de x*. O
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O Teorema (3) é inconclusivo para os casos em que |f'(x*)| = 1. Para estes, precisamos
de outros dois Teoremas, os quais enunciaremos a seguir. Uma prova pode ser encontrada em
(ELAYDI, 2005).

Teorema 4. Suponha que, para um ponto de equilibrio x* de (2.5), f/(x*) = 1. As seguintes

afirmacdes sdo verdadeiras:

(i) Se f”(x*) # 0, entdo x* é instdvel.

(i) Se f”(x*) =0e f”(x*) > 0, entdo x* é instdvel.

(iii) Se f”(x*) =0e f”(x*) < 0, entdo x* é assintoticamente estével.

Teorema 5. Suponha que, para um ponto de equilibrio x* de (2.5), f'(x*) = —1. As seguintes
afirmacdes sdo verdadeiras:

(i) Se —f"'(x*) — 3(f"(x*))? < 0, entdio x* ¢ assintoticamente estdvel.

(i) Se — " (x*) — 3(f"(x*))? > 0, entdo x* & instdvel.

2.2.4 Equacoes de Diferencas Lineares Homogéneas de Ordem Su-

perior com Coeficientes Constantes

Comentaremos brevemente como sdo as solucdes gerais para equagdes de diferencas de

k-ésima ordem da forma

x(n+k)+pix(n+k—1)+pux(n+k—2)+---+ prx(n) = 0. (2.22)

Equacdes como (2.22) aparecerdo mais tarde neste trabalho, no estudo de modelos
populacionais com retardo. Suporemos que as solugdes sdo da forma x(n) = A", sendo A um

nimero complexo. Se substituirmos este valor em (2.22), obtemos:

ﬂ,n+k+plln+k71+p2)~n+k72+~"+pkln - 0
Anlk_i_plln;tkfl_i_pzlnlku_’_”__'_pkln - 0
Mt p A ppd e = 0

Definicao 8. A equacgdo

A p A e A 2 =0 (2.23)

¢ a equacdo caracteristica de (2.22), e suas raizes A sdo as raizes caracteristicas.
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Para o caso de as raizes reais caracteristicas A, A, - -+, A serem distintas, a solu¢do
geral de (2.22) é dada por

k
x(n) =Y aid], (2.24)
i=1
em que os a; sa0 nimeros complexos.

Exemplo 12. Um casal de coelhos recém-nascidos foi colocado em um cercado. Vejamos como

determinar a expressao que d4 a quantidade de casais de coelhos ao final do n-ésimo més.

Solucdo: Seja F(n) o nimero de casais de coelhos ao final do n-ésimo més. Ao final do primeiro
més, temos apenas o casal inicial, isto é, F(1) = 1. Ao final do segundo més, ainda temos
apenas o casal inicial, de modo que F(2) = 1, mas esse casal ja é capaz de procriar. Assim,
no terceiro més, temos o casal inicial e mais um casal que estes produziram, de modo que
F(3) = 2. No quarto més, temos o casal inicial, o casal de coelhos gerados por esse casal inicial
no corrente més, e o casal gerado pelo casal inicial no més anterior, que ao final do quarto més ja
¢ capaz de procriar; portanto, F(4) = 3. Pode-se notar que o niimero de casais de coelhos em
um determinado més (a partir do terceiro més) € dado pela soma do nimero de casais nascidos
no corrente més com o nimero total de casais do més anterior. A relacao de recorréncia que

representa este modelo € a equacgdo de diferencgas linear de segunda ordem:

F(n+2)=F(n+1)+Fn); F(1)=1, F(2) = 1. (2.25)

A equagdo caracteristica é A2 — A — 1 =0, cujas raizes sio A; =

5
el = 5 . Portanto,

usando (2.24), a solugdo geral de (2.25) € dada por

F(n) = a\(

1+v/5 1-v5,,
2 )y’

)y

1 _
Usando as condi¢des iniciais F(1) =1 e F(2) = 1, obtemos a; = —= e a; = —. Portanto, a

V5 V5
solucdo de (2.25) é
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Para o caso em que as raizes caracteristicas Ay, Ay, - -+, A, de (2.23) tém multiplicidades

mi, my, -+, m,, isto é, quando uma raiz A; aparece m; vezes, a solugdo geral de (2.22) é dada por

Al (aip+ajn+ apn®+ -+ i my—1 nmi1 ). (2.26)

x(n) =

-

1

~

Exemplo 13. Considere a equagio x(n+3) —7 x(n+2) 4+ 16 x(n+ 1) — 12 x(n) = 0, com
x(0) =0, x(1) =1 e x(2) = 1. Trata-se de uma equacao de diferencas linear homogénea de

terceira ordem. Sua equagdo caracteristica €

A3 —TA%+ 161 —12 =0,

cujas raizes sdo A; = 2, com multiplicidade m; = 2, e A, = 3, com multiplicidade m, = 1.
Portanto, para A; = 2, escrevemos no somatério: 2" (ao + ajn). Para a raiz A, = 3, escrevemos:

3"(ayp). Assim, a solugdo geral é dada por

x(n) = 2"(611() + ann) +ax3",

mas podemos reescrevé-la como

x(n)=ap-2"+a;-n-2"+ap-3".
Usando os dados iniciais x(0) = 0, x(1) = 1 e x(2) = 1, obtemos o sistema linear
ap+a=0

2a0+2a;+3a, =1
dag+8a; +9a; =1

cuja solugdo € ap = 3, a; = 2 e a; = —3. Portanto, a solugdo da equagdo é

x(n) =3-2"+42.n-2" = 3" =2"(3 4 2n) — 3"

Por fim, discutiremos como € a solucdo geral da equagao linear homogénea de segunda

ordem

x(n+2)+p1 x(n+1)+ pr x(n) =0, (2.27)

quando suas raizes caracteristicas A; e A, sdo ndmeros complexos. Nesse caso, as raizes sao

conjugadas uma da outra.
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Sejam, entdo, A; = a+iff e A, = o — if3. Usando (2.24), a solugdo geral de (2.27) é
dada por
x(n)=ci(o+iB)"+cr(ax—ip)". (2.28)

No plano complexo, o ponto (o, 3) representa o nimero complexo ¢ + if3. O médulo
desse nimero complexo é r = \/m . Se o argumento de A; = o+ if} é 6, entdo o argumento
de A, = a—if3 ¢360° — 6. A forma trigonométricade A; = a+if3 é r(cos 6 +i sen 0), enquanto
a forma trigonométrica de A, = o — i3 é r(cos 6 —i sen@). Substituindo, em (2.28), as formas
algébricas desses nimeros complexos pelas suas respectivas formas trigonométricas, podemos

escrever a solugdo geral em termos de r e de 0:

x(n) = c1[r" (cos n@+isennB)|+co[r" (cos n® —i sen nb)]
= c11r"cosnO@+cy " cosn@+cy r''isennb —cy r'" i sen n@
= 1"[(c1+¢2) cos nB +i(cy — cz) sen nb)]

= r"[a cos nb +ay sen nb),

onde a; =cj+cyear =i(c; —c2).

Se fizermos cos ® = L, sen @ = % e W= tan_l(@), podemos reescrever
\/a%—l-a% 1/a%—|—a% a
x(n) como:
x(n) = r[cos ®\/a}+a3 cos (nB)+sen ®\/a}+a3 sen (n6))]
= r"y/a?+a3[cos ® cos (nB) +sen » sen (nH)]
= r"y\/a?+a3 cos (n6 — o)
ou

x(n) = Ar" cos (n6 — o). (2.29)

Exemplo 14. Para encontrar a solu¢do geral da equacao de diferencas

2x(n+2)+2x(n+1)+x(n)=0.

Obtemos a equacio caracteristica, dada por 2A2 424 + 1 = 0, cujas raizes caracteristicas

sio A = —% +i % el = —% — i%. Temos r = 4 el = %’. Assim, a solucdo geral é
V2 37mn 37nn

x(n) = (7)"[611 cos (T) +ay sen (T)]
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2.2.5 Comportamento das Solucoes de uma Equacao de Diferencas
Linear Homogénea de Segunda Ordem com Coeficientes Cons-

tantes

Discutiremos aqui o comportamento das solu¢des de equacdes da forma

y(n+2)+pi y(n+1)+p2 y(n) =0. (2.30)
Essa discussao contém resultados que serdao importantes quando aplicarmos equacdes de
diferencas na anélise de modelos com retardo para crescimento populacional.
Sejam A; e A, as raizes caracteristicas da equacdo (2.30). Temos trés casos a analisar.
1) A; e A, sdo raizes distintas.

Nesse caso, y1(n) = A[' e y2(n) = A sdo solugdes linearmente independentes de (2.30).
Se |A1| > |A2|, dizemos que y;(n) é a solu¢do dominante e que A; é a raiz caracteristica
dominante. A solucdo geral de (2.30) € y(n) = ajA{' + a2l

O comportamento da solugdo geral pode ser determinado pelo comportamento da solugdo

dominante. Vamos supor |A;| > |A,|. De fato, podemos escrever:

y(n) = A7 {m ta (%H .
A

A
—' < 1, temos que (—2)” — 0 quando n — o. Portanto,

C
omo 7 7

AT
pmye) = e

Dependendo do valor de A;, podem ocorrer as seguintes situacdes:
a) Se A1 > 1, entdo a sequéncia a; A" diverge para co. Dizemos que a solugdo & instével.
b) Se A1 = 1, entdo a sequéncia a;A{' é constante. Dizemos que a solugdo € estdvel.

c) Se 0 < A; < 1, entdo a sequéncia a;A]' € monotonicamente decrescente para zero.

Dizemos que a solucio € estdvel.

d) Se —1 < A; <0, a sequéncia a 17L1" oscila em torno de zero (portanto, alterna em sinal)

e converge para zero. Dizemos que a solucdo € estavel.
e) Se A1 = —1, a sequéncia a; A oscila entre os valores a; e —aj. A solugdo € instavel.

f) Se A1 < —1, a sequéncia oscila aumentando em médulo. Dizemos que a solugéo é

instavel.

QM =h=41
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Nesse caso, a solugdo geral de (2.30) é dada por

y(n) = (a1 +an)A".

Se |A| > 1, a solugdo y(n) diverge monotonicamente se A > 1 e por oscilagdo se A < —1.

Contudo, se |A| < 1, entdo a solug¢@o converge para zero, pois lim,_,.nA" = 0.

3) As raizes caracteristicas A; e A, sdo niimeros complexos.

Sejam, entdo, A; = o +iff e A, = @ —if3, com B # 0. Como vimos, a solu¢@o geral de
(2.30) pode ser dada por y(n) = Ar" cos (n6 — @), em que r = /o2 +B2e 6 =tan~! (g)

Entdo, y(n) oscila, uma vez que a fung¢o cosseno oscila. A oscilagio de y(n) pode ocorrer

de trés modos distintos, dependendo da localizag@o das raizes caracteristicas. Temos:

a) Se r > 1: A; e A» = A; localizam-se fora do circulo unitério. Portanto, y(n) oscila,

aumentando em mdédulo. Dizemos que o sistema € instavel.

b) Se r = 1: A} e A, = A localizam-se sobre o circulo unitério. Nesse caso, y(n) oscila,

mas € constante em modulo.

¢) Se r < 1: A1 e Ay = A; localizam-se no interior do circulo unitdrio. A solugdo y(n)

oscila, mas converge para zero quando n — oo.

A discussio feita pode ser resumida por meio do seguinte Teorema.

Teorema 6. Sao validas as seguintes afirmagdes:

(1) Todas as solugdes da equacdo (2.30) oscilam (em torno de zero) se, € somente se, a equagao

caracteristica ndo apresenta raizes reais positivas.

(i1) Todas as solugdes da equacdo (2.30) convergem para zero (portanto, a solugdo zero €

assintoticamente estdvel) se e somente se 0 maximo entre |A;| e |A;| é um ndmero menor que 1.

2.2.6 Pontos e Ciclos Periodicos

Outros dois conceitos importantes que utilizaremos nesse trabalho sdo os de pontos e

ciclos periddicos. Temos as seguintes definicoes:

Defini¢iio 9. Seja b um ponto no dominio de f (ou da equagdo x(n+ 1) = f(x(n)). Dizemos
que b é um ponto periédico de f se, para algum inteiro positivo k, temos fX(b) = b. Neste caso,
também dizemos que b é um ponto k-periddico de f. Portanto, podemos dizer que um ponto é

k-periédico se é ponto fixo de f*, ou seja, se é um ponto de equilibrio da equagio de diferencas

x(n+1) =g(x(n)), (2.31)
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onde g = f*. A 6rbita periédica de b € o conjunto dado por O(b) = {b, f(b), f>(b),--- . fF=1(b)}

e é chamada de k-ciclo.

Definicao 10. Dizemos que b € um ponto k-peridédico eventualmente se, para algum inteiro

positivo m, f™(b) é um ponto k-periddico. Dito de outro modo, b é eventualmente periddico se

S (b) = (D).

Graficamente, um ponto k-periédico é a coordenada x do ponto onde o grifico de f*

intercepta o gréifico da fungdo identidade, y = x.

Exemplo 15. Consideremos a equagio f(x) = 3,43x(1 —x). Temos que:

F2x) = f(f(x)=(3,43%x—3,43%%)(1 —3,43x +3,43x%)
= 3,433 x* +2.3,43%. X% 4 (—3,43% —3,43%) . x? +3,43% . x.

Para achar os pontos 2-periédicos de f, resolvemos a equagdo f2(x) = x. Descobrimos entio
que existem quatro pontos fixos de f2: x; =0, x, = 0,445, x3 = 0,708 e x4 = 0,847. A figura 7
exibe os grificos de f2 e da funcdo identidade, juntamente com os quatro pontos fixos de f2.
Destes, dois (x € x3) sdo também pontos fixos de f e os outros dois sdo pontos fixos de f2, mas
ndo de f. Por isso, dizemos que x, e x4 formam o 2-ciclo {0,445; 0,847}, no qual b = 0,445 ¢
f(b) =0,847.

Figura 7 — Os pontos fixos de f2, representados na figura como Py, P>, P; e Py. Dois deles (P} e P3) sdo

também pontos fixos de f.

FA(z) L

P

Py

Py

\

Fonte: Elaborada pelo autor.

Notemos que, pelo Teorema (3), como |[£2(0,445)]'| = 0,9 < 1, entdo x = 0,445 é um equilibrio
assintoticamente estdvel de f2. Analogamente, como |[f2(0,847)]'| =0,91 < 1, entdo x = 0, 847

é um equilibrio assintoticamente estavel de f2.
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Exemplo 16. Consideremos a equacdo de diferencas gerada pela funcio teto

1
2x para0<x < —,

[\.)

T(x)=

—

2(1=x) para = <x<1.

[\

Vamos encontrar os pontos periédicos de T de periodo 2. Estes sdo os pontos fixos de 7.

Temos que:

1

(4x para0§x<z,

1 1

T2() = 2(1—2x) pa;‘azgx; X
4dx—2 — < -
X paraz_x<4,

3
\4(1 —X) para 7 <x<I1.

2

4
Vemos entio que 72 tem quatro pontos de equilibrio: x; =0, x0 = =, x3 = = - Destes,

2 ex
2 34
X1 € x3 sao também equilibrios de T'. Portanto, x, e x4 formam o 2-ciclo 5 §} no qual b= 5

4
T(b)=-—.
eT(b) =2
A figura a seguir exibe o gréfico de T2 e da funcio identidade, juntamente com os quatro pontos
fixos de 7.

Figura 8 — Os pontos fixos de T2, representados na figura como Py, P>, P3 e P;. Dois deles (P) e P3) sdao
também pontos fixos de 7.

T2

P

P

Py
0 174 12 374 1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2 4 2 4
Notemos que, pelo Teorema (3), como ][Tz(g)]’] = \[Tz(g)]’\ =4>1,entdo x; = seu=g

sdo equilibrios instdveis de 72.

Vamos encontrar agora os pontos periodicos de T de periodo 3. Estes sdo os pontos fixos

de T3. Temos que:

1
8x para 0 <x < 3’
1
2(1 —4x) para 3 <x< 7
1 3
—248x para 1 <x< 3’
3 1
4—8x para - <x< =,
T3(x) = 8 Z
8x—4 para 5 <x< -,
s 4
6 —8x parag §x<Z,
3 7
—6+8x para 1 <x< 3
7
8 —8x parag <x<1
- 3 . i 2 2 4 4
Vemos entdo que 7~ tem oito pontos de equilibrio: x; = 0, x; = 9’ X3 = 7 X4 = 9 X5 = 7
2 6 8
X6 = =, X7 = =, X3 = —. Pode-se verificar que todos estes equilibrios sdo instdveis em relacio a
T3, e que 240 e 248 sdo 3-ciclos
CAY 7 77/ 9 97 9 '

Dado um k-ciclo {b = x(0), f(b) =x(1), f2(b) =x(2),---, fF"1(b) =x(k—1)}, todos
os pontos do k-ciclo t€ém a mesma propriedade de estabilidade de b. Assim, podemos falar da

estabilidade de um k-ciclo.

No Exemplo 15, o 2-ciclo {0,445; 0,847} é assintoticamente estdvel, uma vez que
b = 0,445 é um ponto fixo assintoticamente estdvel de f2. No Exemplo 16, o 2-ciclo {%, g}
ndo € estdvel, pois b = % nio é estavel em relagio a f2.

Damos, agora, a seguinte definicao.
Defini¢ao 11. Seja b um ponto k-periddico de f. Dizemos que b é:
(i) estavel se for um ponto fixo estavel de 1

(ii) assintoticamente estdvel se for um ponto fixo assintoticamente estivel de f*;

(ii1) instavel se for um ponto fixo instavel de fk .

O Teorema a seguir, cuja demonstracdo pode ser encontrada em (KOT, 2001), € uma
modificagdo do Teorema (3), e fornece condi¢des para classificarmos a estabilidade de um

k-ciclo.
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Teorema 7. Seja O(b) = {b=x(0), f(b) =x(1), f2(b) =x(2), -, <1 (b) =x(k—1)} um

k-ciclo de uma fun¢do continuamente diferencidvel f. As seguintes afirmacdes sao validas:
(i) O k-ciclo O(D) é assintoticamente estével se |f'(x(0))f/(x(1))--- f'(x(k—1))| < 1.
(ii) O k-ciclo O(D) é instavel se | f(x(0))f (x(1))--- f'(x(k—1))| > 1.

Exemplo 17. Tomemos a equagio de diferengas x(n+ 1) = 1 —x?(n). Vamos encontrar seu
2-ciclo e determinar sua estabilidade. Temos que f(x(n)) = 1 —x*(n). Portanto, f2(x(n)) =

1 — (1 =x%(n))> = —x*(n) 4+ 2x*(n). Resolvendo a equacgio f%(x(n)) = x(n), encontramos os

-1-/5 ~1+V/5 i
Tem:T.Comoxl:Oexz:lsao

pontos fixos de f2, mas nio de f, eles formam o 2-ciclo {0, 1}, noqualb=0e¢ f(b) = 1.

pontos fixos de fz: x1=0,x=1,x3=

Notemos que, como |[f2(0)]| = 0 < 1, segue do Teorema (3) que b = 0 é assintoticamente
estdvel em relagdo 4 f2; portanto, o 2-ciclo {0, 1} é assintoticamente est4vel. Podemos também
aplicar o Teorema (7). Nesse caso, temos f’(x(n)) = —2x(n), portanto, f/(0) =0e f'(1) = -2,
de modo que | f'(0) - f/(1)] =0 < 1. Logo, o 2-ciclo {0, 1} ¢ assintoticamente estdvel.
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CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS NO ESTUDO DE
CRESCIMENTO POPULACIONAL

Neste Capitulo, faremos o estudo de alguns modelos de crescimento populacional,

aplicando as teorias desenvolvidas no Capitulo 2 para equagdes diferenciais ordindrias.

3.1 A Equacao Exponencial

Consideremos uma populagdo cujo crescimento é proporcional ao tamanho P(z) da

populacdo, no instante t, isto é:

dP
— =kP 3.1
dt G-
onde k£ > 0 € a taxa de natalidade menos a taxa de mortalidade por individuo por unidade de

tempo. O nimero k é chamado taxa intrinseca de crescimento.

Podemos resolver a equagdo (3.1) utilizando o método de separacdo de varidveis e

integrando ambos 0os membros com relacdo a t, como segue:

dP

— = kdt
P

dP

/— = /kdl
P

InP = kt+c
P = ¢
P = DM

O numero inicial de individuos da populacao € o valor de P no instante t = 0. Temos:

P=D-"=D.e=D
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Portanto, se denotarmos o niimero inicial de individuos por Py, a solu¢do do modelo (3.1)

pode ser escrita como:

P(t) =Py (3.2)

Podemos ver entdo que tal modelo caracteriza um crescimento (se k > 0) ou decaimento
(se k < 0) exponencial da populacdo. Ele seria adequado caso ela crescesse em condi¢des ideais
(tais como um meio ambiente com recursos ilimitados, imunidade a doengas e inexisténcia de

predadores) desenvolvendo, assim, seu potencial bidtico.

Exibimos na figura seguinte a curva tipica (exponencial) do modelo dado por (3.1),

considerando-se k > 0.

Figura 9 — Crescimento exponencial

P /

/

/

/

Fy

Fonte: Elaborada pelo autor.

A equagdo (3.1) possui um tnico equilibrio: P = 0. Uma andlise de sua solug@o permite
ver que, quando k > 0, a populacdo se afasta de zero, e P = 0 é um equilibrio instdvel. Por
outro lado, se k < 0, a populacdo se aproxima de zero, de modo que P = 0 é um equilibrio
assintoticamente estdavel. Isso estd de acordo com o critério de estabilidade para equacdes
diferenciais autonomas dado pelo Teorema (2). De fato, f(P) = kP; logo, f'(P) =k e f'(0) =k.
Portanto, P = 0 é um equilibrio assintoticamente estdvel se f’(0) = k < 0, e instdvel se f'(0) =
k> 0.

O ndmero Par € chamado de taxa de crescimento per capita. Ele indica o quanto, em
média, cada individuo da populagd@o contribui para o crescimento ou decrescimento populacional.

Para o modelo (3.1), temos:

1dpP
=k

P (3.3)
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ou seja, a taxa de crescimento per capita € constante, para todos os tamanhos populacionais.
Portanto, neste modelo, a taxa de crescimento da populacdo ndo € afetada pelo tamanho da
populagdo. O gréfico da taxa de crescimento per capita em funcdo do tamanho da populacao é,

portanto, dado por uma reta horizontal (figura 10).

Figura 10 — Taxa de crescimento per capita - modelo exponencial

1 dF
Fodt

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 A Equacao Logistica

Em geral, o ambiente impde limitagdes ao crescimento de uma populagdo, e podemos
supor que ha um nimero maximo M de individuos que esse ambiente é capaz de acomodar.
Esse numero € a capacidade de carga, ou limite de saturacdo da populacdo. Inicialmente, o
crescimento € rapido, devido a grande disponibilidade de recursos. Se a populacio crescer a
ponto de exceder a capacidade de carga, tal situacdo pode levar, por exemplo, ao esgotamento de
recursos, a um aumento no contdgio de doengas e a atra¢do de predadores. Consequentemente, a

populacio tende a diminuir.

Assim, o modelo (3.1) tem de ser aperfeicoado, de modo a considerar as seguintes

hipéteses:
1) Inicialmente, a taxa de crescimento da populacdo € proporcional a seu tamanho, ou
dP
seja, — =~ kP;
B
2) Se a populagdo exceder a capacidade de carga, entdo essa populacao diminui, tendendo
a capacidade de carga.
A equacdo diferencial a seguir incorpora essas duas hipoteses:

dP P

De fato, notemos que, se P € pequeno em comparagdo com a capacidade de carga M,

) dP , .
entdo o numero i estd proximo de zero, de modo que I ~ kP.Se P > M, o nimero 1 — i é

. dP T ~
negativo, de modo que I < 0 e, portanto, temos diminui¢cao no tamanho da populagdo.
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A equagdo (3.4) é chamada equacao diferencial logistica, e foi proposta pelo bidlogo
holand€s Pierre-Francois Verhulst. Ela tem dois equilibrios: P =0 e P = M. Podemos ver que,
dpP dP
se 0 < P < M, temos a > 0, e, como j4 foi dito, se P > M temos I <0.
As curvas integrais de uma equacgdo diferencial sdo as solu¢des da equagdo, representadas

geometricamente como curvas no plano. As curvas integrais da equacdo (3.4) podem ter suas

concavidades caracterizadas derivando-se os dois lados dessa equacdo em relacdo a t. Temos que

d’P  dP P
—=k—(1-2—).
dr? dt ( M )
2 M
Como 7= 0 quando P = IR existe um ponto de inflexdo em P = 5
M dP P d’P M
Quando P < > temos I >0el— 2]‘—/1 > 0; portanto, ) > 0. Quando > <P<M,

dP P d*P dP
temos m >0el— 2]\—4 < 0; portanto, a7 < 0. Finalmente, se P > M, temos I <0e

P d*p M
1— ZM < 0; portanto, 77 > (. Assim, paraQ < P < ER as curvas de populacio tém concavidade

. . . - M
voltada para cima, existindo um ponto de inflexdo nelas exatamente onde P = 5 Esse ponto

) . . . M
de inflex@o indica uma mudancga no sentido da concavidade dessas curvas. Para > <P<M,
as concavidades estdo voltadas para baixo, e para P > M, as concavidades estdo novamente
voltadas para cima. Exibimos na figura seguinte algumas curvas de popula¢do do modelo dado

por (3.4). Podemos observar que as curvas se afastam de P = 0 e se aproximam da capacidade

dP
de carga, P = M. Quando ¢t — oo, I — 0 e a populacao se estabiliza.

Figura 11 — Algumas curvas-solug@o da equacio diferencial logistica

Plt)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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De fato, usando o critério de estabilidade para equacdes diferenciais autonomas dado

P P
pelo Teorema (2), como f(P) = kP (1 - 1\_/1> , temos que f'(P) =k — 2k1\_/1 e, como k > 0, temos
f(0) =k, o que caracteriza P = 0 como equilibrio instédvel, e f'(M) = —k, o que caracteriza

P = M como equilibrio assintoticamente estavel.

dP
A equacao diferencial logistica pode ser resolvida explicitamente. De fato, como i

dP
P (1 - 5)
M
no lado esquerdo desta tltima igualdade pode ser reescrita como m Usando

P
kP (1 — —) , podemos fazer a separacdo de varidveis, obtendo = kdt. A expressao

M

1
P
o(-w)
M
N . M 1 1
fracdes parciais, temos que —————— = — + ——. Portanto, podemos escrever:
PM—P) P M-—P

1 1
—+——|dP =kdt
<P+M—P>

Integrando ambos os membros, obtemos:

In|P|—In]M—P| = kt+C
InlM —P|—In|P| = —kt—C
M—-P
In| | = —kt—C
|M—P _ g hC_ o Cyh
P
M-P _
P 7
onde A = +¢C.
Se isolarmos P, obtemos:
_ M
C 14AeH
< < M—Py
Se colocarmos ¢ = 0 nessa equagdo, entdo P = Py e obtemos que A = 7
0

Resumindo, a solucdo da equacdo diferencial logistica (3.4) é:

M —P,
= ————, onde A= 2
1—|—A€_kt i)

P(1) (3.5)

Podemos ver que lim,_,., P(t) = M, como esperado.

Para a equacao diferencial logistica, a taxa de crescimento per capita é dada por:

1 dP P
e .
P dt ( M) (3.6)
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Portanto, para esse modelo, a taxa de crescimento per capita diminui linearmente com
o aumento da populagdo, atingindo o valor zero quando a populacdo alcancga a capacidade
de suporte. O grafico da taxa de crescimento per capita em funcdo da populagcdo é uma reta

decrescente, conforme mostra a figura 12.

Figura 12 — Taxa de crescimento per capita - modelo logistico

LdP
F 4t

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3 A Equacao de Gompertz

Outro modelo para estudo populacional que exibe muitas propriedades em comum com
a equacdo diferencial logistica ¢ o modelo de Gompertz. Segundo este modelo, o crescimento
da populagdo ndo € infinito, tendo um valor limite. Uma aplicacdo do modelo de Gompertz em
Biologia € feita no estudo do crescimento de tumores. Neste modelo, temos uma populacdo que

decai exponencialmente, segundo a equagao:

— =rpe ¥pP (3.7)

em que rp > 0 e & > 0 sdo constantes. Esta € uma equacgdo diferencial ordindria ndo autbnoma
(ha dependéncia explicita de ) que pode ser resolvida explicitamente para P. Usando o método

da separacgdo de varidveis e integrando, obtemos:
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dP
il roe”¥P
dP = roe ¥ Pdt
dP
— = roefwdt
P
dP

—ot
= dt
P ro / e

1
InP = ro(——e ¥ +0C)
(04

o

InP = ——e % 4+Cry
(04
InP = —@e_w—{—K
(04
" _ar
——e
P = ¢ QO X
T
0 o
P = M-e O

Analisando a solucdo geral da equagdo de Gompertz, com M > 0, & > 0 e rg > 0, podemos ver

roei(xt

que, quando t — o0, e~ * — (0, ¢~ @ — 1 e consequentemente P(¢) — M. Portanto, M é a

capacidade de suporte.

As curvas integrais da equagao (3.7) podem ter suas concavidades caracterizadas derivando-

se os dois lados dessa equacdo com relagdo a ¢:

ap P,
- = - .p P- o or
dr? rol dt +P-(—ae™]
dP — ot —ot
= — — P
rol s ]
dP
= “M(— —aP
ole™*( dr )]
dpP
— -t OCP
roe (g —ap)
d*p 1 dP 1 dp
Como —5 =0 quando P = — - —, existe um ponto de inflexdo em P = — - —. Fazendo
dr? ) a dr a di
P d-pP 1 dP d
o estudo de sinal de PR vemos que ) > 0 para P < < enquanto que e < 0 para
S 1 dP
a dt’
Entdo, as curvas integrais da equacao (3.7) t€m concavidade voltada para cima quando
1 dP . . 1 dpP
< — - —, e concavidade voltada para baixo quando P > — - —.
o dt o dt
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Exemplo 18. Considere uma populacido que cresce segundo a equacao
dpP
— =6e 2P
dt

Suponhamos que o ndmero inicial de individuos seja igual a 2. Isso determina a constante
-2
M presente na solugdo geral, P(t) = M - e3¢ *. Temos que M = 2¢% | de modo que a funcio que
. . 32 . .
modela esse crescimento é P(1) = 2¢33¢ . Para determinar o instante # onde ocorre o ponto de

) . dP dP A
inflexdo, primeiramente calculamos I obtendo I — 12373 2

1dP 1
Agora, fazendo P = 3dr obtemos ¢ = Eln 3. Nesse caso, P = 2¢2. Portanto, o ponto em que a

1
curva muda de concavidade é A(Eln 3, 2¢%).

i . o . dP _ .
Exibimos, na figura a seguir, o campo de direcdes da equacao i 6e 2P, juntamente com a
curva que satisfaz P(0) = 2 e o ponto no qual ocorre a mudanca de concavidade da curva. Note

a assintota horizontal y = 2¢°.

Figura 13 — Campo de direcdes e uma curva solucdo de ‘fi—f =6e 2P
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Fonte: Elaborada pelo autor.

o ,—at

H4 uma outra expressdo para a equacgdo (3.7). A partir da solucio P =M -e” «¢

temos:
7’506—()” . 5
¢ M
e~ _%0 _ 5
R B
—a P _«a
e _ (L o
e = (b
—a P _«
Inet ™ = In(=)1
ne n(M)
a P
e = —ZIn(=)
10 M
e ™ = —=(InP—InM)
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Agora, substituindo na equacao (3.7), vem:

cjl—f = roe” %P

% = ro-—%-(lnP—lnM)-P
C;—I; = —o-(InP—InM)-P
cj{—f = a-(InM—InP)-P

Cfi—f - apzn(%)

= aPin(y)

onde, na ultima linha, fizemos M = K.

Analisando a equag¢dao de Gompertz na forma auténoma

dP K
. _—aPln(= .
= aPin (%) (3.8)

vemos que hd um unico equilibrio: P = K. Usando o critério de estabilidade dado pelo Teorema
K K

(2), como f(P) =o P In (;), temos que f'(P) = o In (F) — o Assim, f/(K) = —a < 0.

Portanto, o equilibrio P = K € assintoticamente estavel.

d*P d*P 4P K d*P K
Calculandoise a2 obtemos a = aE[ln (F) — 1]. Entéo, temos e 0 quando P = o
portanto, existe ai um ponto de inflexao.

Podemos resolver a equacdo de Gompertz da forma (3.8) explicitamente. Escrevendo:

dP
K = odt
Pin (=)
P
Pin (%)
P

Vamos fazer agora uma substitui¢do de varidveis, colocando

) (3.9)

K
u=1In(—
P
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1
Isto nos da du = ~p dP. Substituindo na integral do lado esquerdo, vem:

/—d—u = /adt
u

d
o —a/dt
u

Inlu = —ar+C
’u| — e*dl“i’c
u| = & ™

u = De ™

K K K
Se t =0, temos u(0) = D. Mas, de u = In (—), temos que u(0) = In (—). Ou seja, D = In (—).
P P P
K
1) = e inl—
u(t) e n (PO)

Substituindo esse resultado em (3.9), vem:

Assim:

P _ K
- (K)e—at
Py
Py w
P = K'(E)e

Para o modelo de Gompertz na forma auténoma (3.8), a taxa de crescimento per capita é

dada por

1dP K
——=aln|—= 3.10
Pdt ”(P) (3.10)

Portanto, a taxa de crescimento per capita diminui com o aumento da populagdo, atin-

gindo o valor zero quando a populagdo alcanca a capacidade de suporte. A curva da taxa de

crescimento per capita em funcao do tamanho da populacio tem o aspecto mostrado na figura

seguinte.
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Figura 14 — Taxa de crescimento per capita - modelo de Gompertz

1dP
Pt

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.4 Analisando um Modelo de Colheita de Peixes

No Capitulo 2, discutimos que uma equagao diferencial pode conter um parametro, cuja
alteracdo pode modificar a estabilidade dos equilibrios ou mesmo destrui-los. Vamos ver um

pouco disso analisando um modelo de colheita de peixes.

Consideremos, entdo, uma populacdo de peixes que estd crescendo de acordo com a

equagdo logistica, e a0 mesmo tempo estd sendo coletada. Temos:

dN N
— = 1-— | —qgEN. A1
i rN( K) qgEN (3.11)

Nesse modelo, gEN € a taxa de colheita. Ela representa o produto de trés termos: o
esforco de pesca E, uma constante de proporcionalidade ¢, a qual mede a capturabilidade, e o
nivel de estoque N. O produto da capturabilidade pelo esforco, gE, é a mortalidade por pesca,

que tem as mesmas dimensdes que r e desempenha um papel importante, como veremos.

Temos equilibrio N* quando a taxa de crescimento da populac@o de peixes € igual a taxa

de colheita, ou seja, quando:

N*
E
Ha dois equilibrios: N* =0e N* =K (1 — q_) O equilibrio N* = 0 corresponde
r

a extirpagdo do estoque. Para valores pequenos da mortalidade por pesca (gE), o equilibrio

E o . s
N*=K|[1- q_) € assintoticamente estavel. De fato, para pequenas perturbacdes a direita
r

deste equilibrio, a taxa de colheita € maior que a taxa de crescimento, e assim o nivel de estoque
diminui. Para pequenas perturbacdes a esquerda deste equilibrio, a taxa de crescimento excede a

taxa de colheita, e o nivel de estoque aumenta. Em ambos os casos, perturbagdes decaem e o
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nivel de estoque retorna para N*, como sugerido pelas setas ao longo do eixo x na Figura 15. O

equilibrio N* = 0, por sua vez, é instavel.

Figura 15 — Colheita de baixa mortalidade

dt
qEN

rN(1— E)

I
I
I
I
I
0 N* K N

Fonte: Elaborada pelo autor.

A medida que comegamos a aumentar a mortalidade por pesca (Figura 16), o equilibrio

E
N*=K (1 — q_) desloca-se para a esquerda, mantendo sua estabilidade.
r

Figura 16 — Colheita de alta mortalidade

dN
dt

qEN

. N
TN (1 - E\J

0 N* K N

Fonte: Elaborada pelo autor.

No entanto, a medida que continuamos aumentando a mortalidade por pesca, eventual-
mente chegamos a um ponto (Figura 17) em que a colheita excede a taxa de crescimento para

todos os niveis de estoque positivos.

Entdo, o equilibrio na origem, correspondente a extincdo, € estdvel. Na Figura 18,
desenhamos a localizagdo dos equilibrios em fun¢do da mortalidade por pesca. O ramo estavel

estd representado em azul, enquanto o ramo instdvel estd representado em vermelho.
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Figura 17 — Sobrepesca severa

dN
dt

. N
rN (1 - E\J

K N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 18 — Diagrama de bifurcacio

1\‘]"*

r qF

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao fazer isso, continuamos o primeiro equilibrio no quarto quadrante. Isto ndo faz
qualquer sentido biolégico, embora tenha sentido matemaético. O diagrama de bifurcacio da
figura 18 mostra uma bifurcacdo transcritica em gE = r: dois ramos colidem e trocam estabilidade.

Ocorre ai uma mudanca qualitativa no comportamento do sistema.

A taxa de colheita equilibrada ou rendimento sustentavel ¢ também importante. O

E
rendimento sustentavel no equilibrio N* = K (1 — q_) ¢ dado por
r

E
Y = gEN* = gEK <1—q—>. (3.13)
r

O gréfico dessa funcao (rendimento sustentavel em fun¢do da mortalidade por pesca) é

uma parabola (Figura 19), dada por
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q2E2
y = qek—91= g
r

1
Y = ——K(gE)?+KqE
r

Figura 19 — Curva rendimento-esfor¢o

qFE

[=}
[
=

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vemos entdo que o aumento do esforco de pesca aumenta o rendimento sustentdvel - até
certo ponto. Aumentos adicionais no esforco de pesca diminuem o rendimento a medida que o
estoque se torna mais explorado e esgotado. Para colheita fixa (g fixo), o rendimento maximo

sustentdvel ocorre quando

dy 2
@ _ gk -LokE
dE r
- qK( qu)zo

r

s . z r . s .
O nivel de esforco ideal correspondente é E = 2 que produz o rendimento maximo
q
Kr
1
Até aqui, nossa discussdo baseou-se no fato de as populagcdes de peixes crescerem

sustentavel, RMS = Y,,,ux =

logisticamente. No entanto, algumas populacdes crescem com um limiar de crescimento (a
populagdo precisa estar acima de um nivel minimo para que possa crescer). Considere a equagao

diferencial

dN N N

dN
Vamos tragar a curva de ar em funcdo de N. Vemos que:

dN
E:O@}N:O,N:Kg ou N=K.
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N N dN
Se 0 <N < Kp, entdo | — —1 0,{1—— 0e—<0.
e U <NV < Kg, entao (Ko > < ( K) >0e i <

N N dN
Se Ko < N<K,entdo [ — — 1 0,{1——= 0Oe— >0.
e Ko <N K entao (Ko ) > ( K) >0e Ui >

Figura 20 — Compensagao critica

dN
dt

0 Ko K N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como a taxa liquida de crescimento € negativa em niveis populacionais baixos, este

modelo apresenta compensacdo critica. Além disso, a taxa de crescimento per capita,

ndo é mais uma taxa monotonicamente decrescente em funcdo da densidade. Em vez disso,
mostra um efeito Allee (aumento na taxa de crescimento per capita), em determinadas faixas de

densidade.

Figura 21 — Efeito Allee

1 dN
N di

T~

Ky K N

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Adicionando a taxa de colheita ao modelo (3.14), obtemos

dN N N
A S | 1——= | —gE 1
t rN( - )( ) gEN (3.15)

Figura 22 — Compensagdo critica com colheita

dN
dt gEN

e o+ K K N
2

Fonte: Elaborada pelo autor.

N* N*
Temos equilibrio quando rN* (? — 1) (1 — ?) = gEN*. Note que hd um equilibrio
0

N* N*
trivial em N* = 0. Os demais equilibrios satisfazem a equagdo quadratica r <F — 1) (1 — ?) =
0

N r *2 r r k
E, d t ———N —+—= |N —r=g¢qE.
gk, que pode ser reescrita como KoK + Ko + X r=gq

Se olharmos para gE como variavel dependente (de N*), podemos ver facilmente que
qE =0 para N* = Ky e N* = K. Fazendo o gréfico de gE em fung¢do de N* mas mantendo o eixo
gE na posic¢do horizontal, o resultado é mostrado na figura 23. O ramo estédvel estd representado

em azul, enquanto o ramo instdvel esta representado em vermelho.

Figura 23 — Diagrama de bifurcacio

Kob—

qF

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Uma pescaria posicionada perto deste ponto de bifurcacdo pode sofrer um colapso

catastréfico apds um pequeno aumento na mortalidade por pesca.

Consideremos, agora, uma populacdo de peixes que estd crescendo de acordo com a
equacdo de Gompertz, e que estd sendo colhida de modo que a captura por unidade de esfor¢o

seja proporcional ao tamanho do estoque. Temos entdo o seguinte modelo:
dN K
— =0oNIn |—)—gEN 3.16
7 n ( N> q (3.16)

Vamos encontrar os equilibrios, a curva de rendimento e o rendimento mdximo sustenta-

vel para o modelo (3.16).

Temos equilibrio N* quando a taxa de crescimento da populagdo de peixes € igual a taxa
de colheita, isto €, quando:

K

Observemos que N # 0; portanto, ao contrario do modelo (3.11), ndo ha equilibrio trivial. Ha

um Unico equilibrio, que satisfaz

Resolvendo para N*, obtemos

gE

N =K.-e «.

. . . . _49E
O rendimento sustentavel no equilibrio N* =K - e @ ¢ dado por

qE
Y=qEN"=¢q-E-K-e «.

Considerando o« > 0 e K > 0, temos a curva rendimento-esfor¢o mostrada a seguir.

Assim como ocorre no modelo (3.16), o aumento do esfor¢o de pesca aumenta, até
certo ponto, o rendimento sustentdvel. Aumentos adicionais no esfor¢o de pesca diminuem o

rendimento (que tende para zero) a medida que o estoque se torna mais explorado e esgotado.

Fixando-se a capturabilidade ¢, o rendimento méximo sustentdvel ocorre quando

dY qE [l—q

_:q.K.e_F —Ei|:0
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Figura 24 — Curva rendimento-esfor¢o

S

Fonte: Elaborada pelo autor.

. . o . L.
O nivel de esforco ideal correspondente é E = —, que produz o rendimento maximo
q

3 akK
sustentavel, RMS = Y0 = —.
e



65

CAPITULO

EQUACOES DE DIFERENCAS NO ESTUDO
DE CRESCIMENTO POPULACIONAL

Neste Capitulo, faremos o estudo de modelos de crescimento populacional, aplicando as

teorias desenvolvidas no Capitulo 2 para equacdes de diferencas.

4.1 Crescimento Independente da Densidade

Seja N; o tamanho de uma populagdo na geragdo ¢. Se desconsiderarmos os fendmenos
migratdrios, considerarmos que cada individuo da populagdo deixa B descendentes antes de
motrer € que uma propor¢do D de individuos terd morrido depois do intervalo Af, entdo o nimero
de individuos da populacdo na geragdo seguinte € igual a populagcdo na geracao atual, mais o
namero de nascimentos € menos o numero de mortes, isto é:

Niy1 = N;+BN; — DN,
= N;+(B—D)N;

Se fizermos R = B — D, entdo R, que € a diferenca entre as taxas de natalidade e mortalidade, é

chamado de faxa intrinseca de crescimento. Assim, podemos escrever que

N[+1 - Nt‘f—RNt:(l—f—R)Nl
= RONta

onde Ry = 1 + R. Obtemos assim a equacdo de diferencas

Niv1 = RoN; 4.1)

N

Para esse modelo, a faxa de crescimento per capita, definida pelo quociente , €igual

t
a Ry, ou seja, a taxa de crescimento per capita da popula¢do permanece constante, a medida que
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a populac@o aumenta. Portanto, o grafico da taxa de crescimento per capita € dado por uma reta
horizontal.

Figura 25 — Taxa de crescimento per capita constante

Niv1
N

Ry

Ny

Fonte: Elaborada pelo autor.

A equagdo (4.1) € uma equacdo de diferencas linear, de primeira ordem e de coeficiente
constante. Assim, ela tem a forma de (2.6), com a(n) = Ry. Desse modo, podemos obter a
solucdo geral aplicando (2.8), mas também podemos deduzi-la a partir de algumas iteragdes,

coOmo segue.

Ni = RoNo
N> = RoN; = NgRy>
N3 = RoN»=NoRy’

Nt - N()R()t.

A solucdo da equacdo (4.1) é, portanto, de crescimento ou decrescimento geométrico. Se

Rp > 1, o nimero de nascimentos supera o de mortes, € a populac¢do cresce geometricamente
(Figura 26).

Se 0 < Rp < 1, o numero de mortes supera o de nascimentos, € a populagdo diminui

geometricamente (Figura 27).
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Figura 26 — Crescimento geométrico

N,

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 27 — Decaimento geométrico
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Esses nimeros se assemelham aos do crescimento e decrescimento exponencial. De fato,
podemos fazer Ry = " e reescrever a solucdo como uma equagao de crescimento exponencial,
obtendo N; = Nye™.

Os individuos ndo podem deixar um nimero negativo de descendentes. No entanto,

podemos considerar matematicamente esta possibilidade.
Para —1 < Ry < 0, obtemos oscilagcdes decrescentes (Figura 28).

Para Ry < —1, temos oscilacdes de crescimento, como mostra a Figura 29 (N; ora

decresce, ora cresce, mas sempre se afastando do eixo ¢).



68 Capitulo 4. Equagdes de Diferencas no estudo de Crescimento Populacional

Figura 28 — Oscilagdes decrescentes
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 29 — Oscilacdes crescentes

Ny

10

o

i
o, t
|

Fonte: Elaborada pelo autor.

As Figuras 26, 27, 28 e 29 sugerem que as solu¢des se aproximam da origem se |Rg| < 1,

e divergem (se afastando da origem) se |[Rp| > 1.

De fato, observemos que, de (4.1), vemos que N* = 0 € um equilibrio. Além disso, temos
f(N:) = RoN; e dai, f'(N;) = Ry. Aplicando o Teorema (3), temos f/(0) = Ry, |f'(0)| = |Ro| e
portanto N* = 0 € equilibrio assintoticamente estavel se |Ry| < 1, e instavel se |Ry| > 1.

Podemos plotar N, em fungdo de N; usando o diagrama de teia de aranha. A figura a

seguir mostra esse diagrama para a equacdo (4.1), com Ry > 1. Aqui, tomamos Ngp = 1 e Ry = 2.



4.1. Crescimento Independente da Densidade 69

Figura 30 — Crescimento geométrico no diagrama teia de aranha
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A equacdo N,y = RoN; é claramente uma linha reta (em cinza na Figura 30). A figura
também mostra a linha tracejada dada por N;;; = N;. Podemos iterar a equacao de diferencas
repetidamente,

(a) movendo-se para cima (ou para baixo) na curva e entao
(b) saltando na linha tracejada (de modo que redefinimos N,y = N;).

A figura a seguir mostra o diagrama de teia de aranha da equacdo (4.1), com 0 < Ry < 1. Aqui,
tomamos No =2 e Ry = %

Figura 31 — Decaimento geométrico no diagrama teia de aranha
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O equilibrio trivial na Figura 30 € instavel; o equilibrio trivial na Figura 31 € estavel.

Quando permitimos a imigragdo ou emigracao, uma equacao de diferencas linear in-

dependente da densidade pode ter um valor diferente de zero como equilibrio. Por exemplo, a
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equacdo de diferencas

3
N[+1 - ZNt —|- 10 (42)
tem um equilibrio que satisfaz
3
N*==-N"+10.
1 +

Neste caso, a imigragdo equilibra a baixa sobrevivéncia em N* = 40.
De (4.2), vemos que f(N;) = ?TNI + 10 e dai, f'(N;) = %. Aplicando o Teorema (3),
temos f'(40) = 3 = 0,75, | f/(40)] = 0,75 < 1 e portanto N* = 40 ¢ equilibrio assintoticamente

estavel.

A fim de resolver (4.2), vamos introduzir uma nova varidvel, que mede o desvio deste equilibrio,
isto é, fazendo
Xt = Nl — 40, (43)

temos que Ny = x; +40 e N;41 = x;+1 +40. Assim, podemos reescrever a equagao (4.2) como

segue:

3
Nt = SN+10

4
3
X1 +40 = 23430410
3
Xt41 = sz

3
que € da forma (4.1) e portanto tem como solugdo x; = xo(Z)t . Assim:

3 3
Ny =40+ =40+ )" = 40+ (No —40) ()’

€ a solucgdo de (4.2). Fica claro que pequenas perturbacdes em torno do equilibrio decaem de
volta ao equilibrio, o que reafirma a estabilidade assintética deste. Esta estabilidade também
aparece na andlise do diagrama de teia de aranha (Figura 32). Aqui, estamos supondo Ngp = 10 e
depois Ny = 90.
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Figura 32 — Diagrama teia de aranha para um equilibrio estdvel
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2 Crescimento Dependente da Densidade

Como ja observado anteriormente, uma populacdo ndo cresce ilimitadamente, pois
existem fatores que contribuem para a diminui¢do da taxa de crescimento. Entre esses fatores,
podemos citar a limitagdo dos recursos imposta pelo meio em que a populagdo se encontra (como
dgua, alimento, espaco), as competi¢des que ocorrem entre individuos da mesma espécie ou de

espécies diferentes, as migragdes, as doencas, os fatores climdticos, entre outros.

Assim, modelos de crescimento que independem da densidade podem funcionar de
maneira satisfatdria apenas nos estagios iniciais do desenvolvimento de uma populagdo. Modelos
mais realisticos sao necessarios a medida que a popula¢do aumenta, pois é preciso que se leve em
conta fatores inibidores de crescimento, como os descritos no pardgrafo anterior. Dessa forma, é
natural esperar que uma populacio cresca tendendo a um valor limite. Nesse contexto, falaremos
de dois modelos que tém dependéncia da densidade, isto €, modelos onde o nlimero per capita de

descendentes varia com o tamanho da populacao.

No Capitulo 3, analisamos a equacdo diferencial logistica para o estudo de populacdes
que variam continuamente no tempo. Podemos formular um modelo andlogo a essa equagdo para

o estudo em tempo discreto.

. . . . T N, t+1
Um primeiro modelo considera que o ndmero per capita de novos individuos, , €
. . ~ ~ . ’ . . ya t
inversamente proporcional a uma funcdo linear do nimero de individuos adultos:
Niy1 Ro
= (4.4)

N 1+[—R°K_I}Nt
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Esse modelo pode ser obtido a partir da solu¢cdo da equagdo logistica:

K K—N,
Ny = W, onde C =
KN,

Ny + [K_Nto]e_rt.

Iy

N[ -

A partir de N;, e ap6s um intervalo de tempo Az, temos:

KN;,
N, + K _Nto]e—r(t()-l-At)
KN,

Nto + [K_NtO]e—rtOe—rAt

Nt0+At

Lembrando que 7o = 0 e fazendo Ry = "™ | obtemos:

N KN;
+1 =
Ni+[K =N g5
que pode ser reescrita como
RoN,
Nipt = —o— (4.5)
1 2 N,
+ [ K } t
~ . Ry
Essa equacdo é conhecida como curva de Beverton-Holt. Como N; | — Ro—1 quando
N; — oo, iss0 significa que a curva da equacdo (4.5) tem a assintota horizontal y = T A curva
0 —

de Beverton-Holt (Figura 34) é compensatoria: aumenta monotonicamente, mas com inclina¢do
cada vez menor. Um aumento na densidade leva a uma diminui¢do na taxa de reprodugdo per
capita, sem reduzir o recrutamento de toda a populacdo. Em dindmica populacional, recrutamento
€ o processo pelo qual novos individuos sdo adicionados a uma populacao.

N,
Notemos de (4.4) que, quando N; = K, temos i+

. Nit1
= 1. Além disso, se o Ro,
. . ! Ne

temos N; = 0. Assim, a curva da taxa de crescimento per capita tem o aspecto mostrado na Figura
33. Podemos ver que o aumento da densidade acarreta diminui¢cao no nimero de descendentes

per capita.
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Figura 33 — Compensagdo

Nipa
Ny

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 34 — Curva de Beverton-Holt
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A equagdo (4.5) tem dois equilibrios: N = 0 (trivial) e N = K (ndo trivial).

Vamos analisar a estabilidade desses equilibrios usando os critérios de estabilidade para
equacdes de diferencas desenvolvidos no Capitulo 2.
RoNV Ry
Ro—1 Ro—1 :
1+ [V [+ (F%—=)NJ?

Em N = 0, temos f/(0) = Ro. Assim, esse equilibrio é instdvel se |Ry| > 1. Mas, em

Como f(N;) = ,entdo f'(N;) =

termos bioldgicos, vamos considerar Ry > 0 e portanto temos que N = 0 € equilibrio instavel se
Ry > 1.

1
Em N =K, temos f/(K) = R Assim, a capacidade de suporte K € assintoticamente
0

1 .
estavel se R < 1, ou seja, se Ry > 1. Portanto, para Ry > 1, a populacdo se afasta de zero e se

0
aproxima de N = K quando ¢t — oo.

Por outro lado, o equilibrio N = 0 € estavel se |Ry| < 1. Considerando Ry > 0, isso

1
significa que 0 < Ry < 1. O equilibrio N = K € instdvel se |R—| > 1. Considerando Ry > 0,
0

1
isso significa que R > 1, ou seja, 0 < Ry < 1. Portanto, para 0 < Ry < 1, a populacao tende a
0
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extingdo quando ¢ — oo,

2N,

1+ 1IN,

Exemplo 19. Se Ry =2 e K = 3, temos a equacdo de diferenca N, | = . O equilibrio

N =0 € instavel, enquanto o equilibrio N = 3 € assintoticamente estdvel.

Figura 35 — Teia de aranha da equagdo N(t+ 1) = lfl”N s No=1
34Vt
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos, agora, dar uma solucio exata e fechada para a equagado de diferencas de Beverton-

Holt:
RoN;
N1 = —F——
L+ [ N
N 1 -
Fagcamos a substituicdo u; = —. Entdo, N,y = . Temos:
Ny U1
R 1
1 0
w1 g Ro—1 1
+ [ K ] U
Chegamos em
1 n 1 1
U4] = — = —
t+1 RO t K KR()’

que € uma equacgado de diferencas linear nio homogénea. A equagdo homogénea associada é
Ur) = ol Sua solucdo é u;, = R -C, C € R. Achemos uma soluc¢ao particular (constante)
0

0
da equac¢do ndo homogénea. Fazendo:

C1 1 1

‘"R K KRy
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1 1 1
concluimos que c; = x Portanto, a solucdo da equagcdo ndo homogénea € u; = FC + X
0
Escrevendo de volta em termos de N;, obtemos

Ry'K

N=—"—
"7 KC+Ry’

em que a constante C € determinada a partir do valor de Ny. De fato, quando ¢ = 0, temos:

K

No=—+—
KC+1

K —Ny
KNy
O segundo modelo € obtido como uma aproximagdo direta para a equacao diferencial

donde se obtém que C =

logistica. Come¢amos com

dN N
— =rN(1——). 4.6
== 2) 6
Aproximamos a derivada do lado esquerdo com um quociente de diferencas infinito,
obtendo: AN N
— =rN(1—-—). 4.7
T ==) @7

Se considerarmos que o intervalo de tempo € de uma geracao, entdo Ar = 1. Assim, a

equagao (4.7) se reduz para

N
AN = rN(1—-=)
K
N,

Nii1—N, :rMU—?)

Obtemos assim a equacao de diferencas logistica:

r

KA?. (4.8)

NH-l :Nt(l —|—r)

A curva desse modelo é dada pela Figura 36.
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Figura 36 — Curva da Equacdo de Diferencas Logistica

Newa

N
Fonte: Elaborada pelo autor.

Para este modelo, a taxa de crescimento per capita € dada por

N[+1 r
=(1+r)—=N 4.
N, () =N )

que € uma func¢do linearmente decrescente (Figura 37).

Figura 37 — Taxa de crescimento per capita
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos reescrever a equagdo de diferencas logistica, fazendo

r Nt
= L 4.10
t 1+rK7 ( )
p=1+r @.11)
+r 1+r

1
De (4.10), temos que N; =

rengas logistica escrita como

Kx;. Dai, N, = Kx;+1. Com a equacdo de dife-

r

.
MHZMU+ﬂ—EW, (4.12)
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substituimos N; e N; | pelas expressdes obtidas acima, € vem:

1+r 1+r r 1+r

Kxppr = (147)——Kx = (— )2K2x?

I+r r r 1+ro ,, 1
= (1 K — K22 —

et = (n)—=—Kugsp — g (K ok

Xp1 = (14r)x—(14+7r)x

Xey1 = I«UCt—let2

isto é,

Xpp1 = MX; — XD (4.13)

Figura 38 — Curva da Equagao de Diferencas Logistica na forma (4.13)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma vantagem da equacgdo (4.12) € o fato de possuir um equilibrio ndo trivial em N; = K.
A equacdo (4.13), por sua vez, tem a vantagem de que o intervalo 0 < x < 1 € invariante para
0 < u <4.De fato, quando 0 < u <4, entdo 0 < % <1, mas % € o valor maximo de x; | na

equacao (4.13). Assim, temos que 0 < x;41 < 1.

Vamos analisar a estabilidade dos equilibrios da equagdo diferencial logistica (4.12),

usando os critérios de estabilidade para equagdes de diferengas desenvolvidos no capitulo 2. Ha

2
dois equilibrios: N*=0e N* = K. Com f(N;) =N,(1+r) — %N,z, temos f'(N) = (1+r)— ErN,.

Entdo, f'(0) = 1+ r. O equilibrio trivial é instdvel para |1 +r| > 1, isto é, para r < —2

ou r > 0, e assintoticamente estdvel para |1+ r| < 1, isto é, para —2 < r < 0.

Temos também f/(K) = 1 — r. Assim, a capacidade de suporte € instdvel para |1 —r| > 1,
isto é, para r < 0 ou r > 2, e assintoticamente estdvel para |f'(K)| = |1 —r| < 1, o que significa
que 0 <r<2.

Portanto, para 0 < r < 2, a populacdo se afasta de zero e se aproxima de N = K. Para
r < 0, a populacdo tende a extin¢ao. Se tomarmos r > 2, podemos ter comportamento periédico

ou cadtico. Os Exemplos 20, 21 e 22 a seguir ilustram os casos 0 <r <2er > 2.

Exemplo 20. Uma populagdo de peixes cresce a uma taxa intrinseca de » = 0,5 tonelada por

ano, e a populacdo limite € de k = 10 toneladas. Supondo que a populagdo inicial seja de Ny = 1
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tonelada, podemos usar o modelo (4.12), que neste caso € dado por

N;y1 = 1,5N, —0,05N,?, (4.14)

para estudar o crescimento da populacao ao longo dos anos.

As Figuras 39 e 40 mostram, respectivamente, o diagrama de teia de aranha da equagdo
(4.14) e a curva de crescimento da populacdo. Podemos observar no diagrama de teia que N;
se afasta do equilibrio trivial N = 0, e se aproxima da capacidade de suporte K = 10. A curva
de crescimento mostra que, inicialmente, quando a populagdo estd distante da capacidade de
suporte, o crescimento € aproximadamente exponencial, mas a taxa de crescimento torna-se
gradativamente menor, a medida que a populacao cresce, aproximando-se da capacidade de

suporte.

Figura 39 — Diagrama de teia de aranha da equagio N, | = 1,5N, —0,05N;.

Ny
1

: o
F

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
Ne

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 40 — Curva de crescimento da populagio de peixes modelada por N, = 1,5N; —0,05N;>.
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Fonte: Elaborada pelo autor.



79

4.2. Crescimento Dependente da Densidade

Exemplo 21. Suponhamos, agora, que uma populacdo de peixes tem uma taxa intrinseca de
crescimento igual a r = 2,2 toneladas por ano, e que a populacdo limite seja de kK = 20 toneladas.

Se a populacao inicial € de Ny = 1 tonelada, vamos prever o tamanho da populag¢do usando o

modelo (4.12), que neste caso é dado por
(4.15)

N1 =3,2N; —0,11N>.
Fazendo o gréfico de N; em funcao de ¢, podemos perceber que a trajetoria tende para
uma solucdo periddica estavel de periodo igual a 2, isto €, temos um 2-ciclo estavel. De fato:
F2(N;) = —0,001331N* +0,07744N> — 1,4784N? + 10, 24N,

e as solugdes de f2(N;) = N; sio Ny = 0, N, = 20, N3 = 14,92493 e N, = 23,25688. Como N e
N, sdo também equilibrios de f, temos que N3 e N4 formam o 2-ciclo de f: {14,92493; 23,25688}.

Verifiquemos a estabilidade deste 2-ciclo, aplicando o Teorema (7). Como f'(N;) = 3,2 —
0,22N,, temos que f7(14,92493) = —0,0834846 e f7(23,25688) = —1,9165136. Portanto:

|f'(14,92493) - £/(23,25688)| = 0,16 < 1,

donde concluimos que {14,92493; 23,25688} é um 2-ciclo assintoticamente estivel. Podemos
dizer que a populagdo de peixes descrita pela equacdo (4.15) oscila entre 14 e 23 toneladas, ano

apods ano.
Figura 41 — Curva de crescimento da populagio de peixes modelada por N, = 3,2N; — 0, 1 1N;?
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exemplo 22. Suponhamos, agora, que uma populacdo de peixes tem uma taxa intrinseca de
crescimento igual a r = 2,95 toneladas por ano, € que a populacdo limite seja de k = 10 toneladas.

Se a populacao inicial € de Ny = 1 tonelada, vamos prever o tamanho da populag¢do usando o

modelo (4.12), que neste caso ¢ dado por

Ni41 =3,95N, —0,295N?. (4.16)

Fazendo o gréfico de N; em fun¢do de ¢, podemos perceber que as solu¢des se comportam

de modo caético, ndo sendo possivel prever o tamanho da popula¢do no ano seguinte, a partir do

conhecimento de seu tamanho no ano atual.
Figura 42 — Curva de crescimento da populagio de peixes modelada por N, = 3,95N; —0,295N,2.

N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observemos que:

F2(N;) = —0,025672375N, +0,6874975N> — 5,7679875N> + 14,6025N;

e as solucdes de f2(N;) = N, sio N; =0, N, = 10, N3 =4,71436 e Ny = 12,06529. Como N; e N,
sdo também equilibrios de f, temos que N3 e N4 formam o 2-ciclo de f: {4,71436; 12,06529}.

Verifiquemos a estabilidade deste 2-ciclo, aplicando o Teorema (7). Como f’'(N;) =
3,95 —0,59N;, temos que f(4,71436) = 1,1685276 ¢ f'(12,06529) = —3,1685211. Portanto:

I (4,71436) - £/(12,06529)| = 3,7 > 1,

donde concluimos que {14,92493; 23,25688} ¢ um 2-ciclo instavel.

Vamos, agora, analisar a estabilidade dos equilibrios da equacao diferencial logistica na

forma (4.13). Para encontrar os equilibrios, resolvemos a equacao

xt+1 = Xt,
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isto €,

2
WXy — WX~ = X;.

—1
Obtemos quex:Ooux:'uT,,u;«A 1.

Usando o critério de estabilidade para equagdes de diferenca desenvolvidos no Capitulo
2, com f(x;) = ux; — px,%, temos que f’(x;) = p — 2ux;. Com relago ao equilibrio trivial x = 0,
temos f'(0) = u. Assim, x = 0 é equilibrio assintoticamente estdvel se |f'(0)| = |¢| < 1. Como
estamos considerando (> 0, isso significa que 0 < p < 1. Temos ainda que x = 0 € um equilibrio

instavel se |f/(0)| = |u| > 1. Como u > 0, isso significa que u > 1.

Com relag@o a estabilidade do equilibrio trivial quando pt = 1, observemos que | f'(0)| =1
e, como f”(x;) = —2u, entdo f”(0) = —2 # 0. Portanto, pelo Teorema (4), temos que x* = 0 é

instavel quando u = 1.

Em relagio ao equilibrio nio trivial, x = H—_l, U # 1, temos f’ (“—_1) =2—u. Por-
tanto, o equilibrio ndo trivial é assintoticamente estdvel se |2 — | < 1, isto é, se 1 < u < 3.
Temos ainda que o equilibrio ndo trivial € instdvel se |2 — | > 1, isto é, se 4 < 1 ou u > 3, mas
devemos descartar < 1 se desejarmos o equilibrio ndo trivial no intervalo (0, 1], pois isso exige

que u > 1. Precisamos agora checar a estabilidade do equilibrio ndo trivial quando y = 3. Nesse

2 2
caso, o equilibrio ndo trivial é x = 3 e temos f’(—) =3—-2-3.-- = —1. Assim, precisamos do
2 3 2 3
Teorema (5). Como f"(x;) = —2, entdo —f”/(g) - E(f”(g))z =2- 5 36 = —52 <0. Logo,

para i = 3, o equilibrio no trivial € assintoticamente estdvel.

A curva de Beverton-Holt e a equacao de diferencas logistica t€ém formas distintas de
dependéncia da densidade. No modelo de Beverton-Holt, como vimos, o aumento na densidade
acarreta diminui¢do na reproducdo per capita, porém ndo reduz o recrutamento de toda a
populacdo. Ja na equacdo de diferencas logistica, o aumento na densidade leva a diminuicdo da

reproducdo per capita, com diminuicao do recrutamento.

O comportamento mostrado pelo modelo de Beverton-Holt pode ser relacionado a um
tipo de competi¢do intraespecifica (isto é, entre individuos da mesma espécie), em que ocorre
disputa pelos recursos do ambiente. Alguns individuos ganham, enquanto outros perdem. Assim,
os individuos que ganham garantem os recursos suficientes para se reproduzirem, independen-
temente da densidade. Isso leva a estabiliza¢do do recrutamento, a medida que o nimero de

individuos adultos aumenta.

Ja o modelo descrito pela equacdo de diferencas logistica pode ser relacionado a outro
tipo de competicao intraespecifica, no qual todos os individuos dividem os recursos igualmente.
Se a densidade for alta o suficiente, podera ocorrer que nenhum individuo consiga recursos

suficientes para garantir sua reproduco. Isso pode levar a diminuicao na reprodugio per capita,
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com diminui¢@o no recrutamento.



83

CAPITULO

MODELOS COM RETARDO

Neste Capitulo, estudaremos modelos de crescimento populacional utilizando equagdes
de diferengas com retardo.

5.1 Equacoes de Diferencas com Retardo

Nesta secdo, estudaremos modelos da forma

Nit1 = f(Nt,Nt—T) =N F(Nt—T)a (5.1
em que 7 € um atraso explicito na dependéncia da densidade.

Exemplo 23. O modelo de Beverton-Holt com retardo:

N RoN, . Ro
t+1 — RO -1 — 4Vt RO ]
1+[ K ]NI—T 1+[

(5.2)

|Ni—t

Exemplo 24. A equacdo de diferengas logistica com retardo:

Ni—r

N, _
r N = (1 )N, — (%)N, N r.  (53)

L)) = [r(1-

Ny =N, [1+r(1—

Exemplo 25. A equacgio de Ricker com retardo:

-
Nt+1 = N[ e K . (54)

Todas essas equagdes de diferencas sdo de ordem superior, mas nos referiremos a elas
como equagdes de diferengas com retardos. Notemos que, em todas elas, F(K) = 1, de modo
que N,11 = N;. Portanto, a capacidade de carga K € um equilibrio de cada uma dessas equacoes.
Além disso, temos que, se N; = N,_r = K, entdo N, = f(N;,Ni—7) = K.
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Vamos discutir agora a respeito da estabilidade da capacidade de suporte. Para isso,
linearizamos a fungao f de (5.1) no ponto (K, K), isto é, quando N; = N,_r = K. Fagcamos ainda
x; = N; — K. Temos:

d d
Net = S(KK)+ SE(KK) (N =)+ 52 (K.K) (N7 —K)
o i
Ny —K = 8_1\7,(K’K) (Nt_K)_I'M(KaK) (N1 — K)
d d
Xyl = a—]Q(K,K)XHFﬁ(KK)XzT

Para as equacdes dos Exemplos, obtemos a equacao de diferencas linear (cuja ordem
obviamente depende do retardo T'):

Xt+1 =X —FX—T. (5.5)

Com a substitui¢ao x; = N; — K, o estudo da estabilidade da capacidade de suporte se
resume ao estudo da estabilidade da solucdo zero da equagdo (5.5). Como esta € uma equacado
de diferencas de ordem superior, o comportamento de suas solu¢des depende de suas raizes

caracteristicas, conforme ja discutimos.

Supondo uma solugio da forma x; = xpA’, obtemos:

xoA T = xoA — AT
oA T = xpAl —xpA!T!
AT = xoAl(1—2)
AT = 1-2
1—2
ro= aor =AT(1-2).
A equagdo
AT(1=2)=r (5.6)

¢ a equacdo caracteristica de (5.5). Ela possui (T + 1) raizes A;, uma vez que é de grau (7T +1).
De acordo com os resultados que obtivemos no Capitulo 2, todas as solucdes de (5.5) convergem
para zero (ou seja, x; = 0 € assintoticamente estdvel) se, e somente se, todas as raizes A; da

equagdo caracteristica (5.6) forem tais que |A;| < 1.

Como sabemos, entre as raizes da equacgdo caracteristica, aquela de maior médulo
€ chamada de raiz dominante. Se a raiz dominante tem moédulo menor do que 1, entdo as

solugdes de (5.5) sdo monotonicamente decrescentes para zero; portanto, x; = 0 € um equilibrio
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assintoticamente estdvel de (5.5) e entdo a capacidade de carga K € assintoticamente estdvel. Se a
raiz dominante for um nimero complexo com médulo menor que 1 ou um nimero negativo com
modulo menor que 1, as solugdes de (5.5) oscilam, convergindo para zero. Nesse caso, podemos
esperar oscilagdes amortecidas sobre a capacidade de carga, isto €, as solucdes estdo ora maiores,
ora menores que K, mas se aproximam de K. Finalmente, se a raiz dominante tem médulo maior
que 1, o equilibrio € instdvel. Portanto, as oscilacdes amortecidas aparecem quando temos a raiz
dominante sendo um nimero complexo com médulo menor que 1 ou um nimero negativo com

modulo menor que 1.

Vamos tragar o gréfico da equacéo (5.6), com r em fungio de A (Figura 43).

Figura 43 — Raizes reais positivas

M————— e o — — — — — —— — - P — — = ——

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando r é positivo e pequeno, temos duas raizes reais positivas. A medida que r
aumenta, essas duas raizes convergem, até o momento em que elas se fundem e a partir dai
desaparecem. Entdo, as oscilagdes se estabelecem no valor critico r = r(, onde as duas raizes

positivas desaparecem. Tal valor critico corresponde ao valor maximo da expressao do lado
d d

esquerdo de (5.6). Podemos determinar ry calculando ﬁ e fazendo ﬁ = 0. Como é =

TAT1— (T +1)AT, obtemos:

AT —(r+DAT = 0
ATV = (T+1)AT

AT T+
AT T
P T+1
T

T

A= —
T+1

T
Portanto, o valor maximo de r ocorre quando A = T Tal valor é:

T | T
T+1  (T+DT+

(5.7)
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Esse resultado mostra que o valor critico de ry € uma funcdo decrescente do retardo 7.
Além disso, temos que ryp — 0 quando 7' — oo. Portanto, quanto maior o retardo, mais facil se

torna a obtenc¢do de oscilagdes.

A figura a seguir mostra o grafico de rp em fun¢do do retardo T'.

Figura 44 — Valor critico ro em func¢do do retardo T

L]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se T é um numero impar, a equagdo (5.6) possui um nimero par de raizes. Com r > ry,
todas as suas raizes sdo complexas. Se 7' € um niimero par, a equacdo (5.6) possui um nimero

impar de raizes. Com r > rp, segue que existe uma raiz real entre -1 e 0.

No caso das raizes complexas de (5.6), sabemos que, se elas ttm mddulo igual a 1 (isto
é, se estdo sobre o circulo unitdrio A = ¢® = cos0 +i sen 6 no plano complexo), entdo x; oscila,

sendo constante em mddulo. Portanto, a estabilidade da capacidade de suporte K é perdida.

Suponhamos que isso ocorre em r = r,. Reescrevendo a equacao caracteristica (5.6)

neste valor, obtemos:

ro= AT(1-2)
re = AT —2-AT

Portanto, podemos €screver:

e =1— ru-e*" e (5.8)
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Fazendo ¢'? - ¢ obtemos:

1 = (I—r-e9T) . (1—r,-%T)
1 = l—ru-eieT—ru-e_ieTquﬁ
0 = r(—e 0T 10Ty 2
Po= (0T _oi0T)

= _(_eieT_efiGT)

re o= 0T 4o i0T

= ¢os(0T)+isen(0T)+ cos(6T)—1isen(0T)
= 2cos(0T).
i0

Como r, = é' OT 1 ¢10T qubstituindo em (5.8), obtemos:

ei@ — 1_(ei9T+efi9T).efi6T
€i9 — 1—1—6_2i0T:—€_2i0T
eie — _l‘e—ZiQT

_ e(2n+1)7n Lo 20T

Glentn—261]

Concluimos entdo que 6 = (2n+ 1) —2 0 T. Resolvendo essa equacao para 6, obtemos:

2n+1)w

emquen=0,1,2,---.

Substituindo 6 na equagdo r, = 2cos(6T ), obtemos:

(5.10)

2T +1

Portanto, a equacdo (5.10) fornece os valores de r nos quais aparecem raizes complexas
de médulo igual a 1, e portanto onde a estabilidade da capacidade de suporte K € perdida. Se

0

desejarmos obter a primeira raiz caracteristica de (5.6) que cruza o circulo unitdrio A = €'Y no

plano complexo, colocamos n = 0 na equagao (5.10), obtendo assim:

nT
ry = 2cos i)
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Exemplo 26. Consideremos a equacio de diferencas logistica com retardo 7' = 1. Para determi-
nar o valor de r onde raizes positivas desaparecem e temos oscilagdes amortecidas, aplicamos

(5.7), obtendo ry = 1 ge tomarmos, por exemplo, r = Lek= 2, a equagao fica
4 2

Nit1=1,5N; = 0,25-N; - Ny 1, (5.11)

e a equacdo em x; € a equacdo de diferencas linear homogénea de segunda ordem

1
Xr+1 :xl_i'xt—b (5.12)
cuja equagdo caracteristica é A(1 —A) = 0,5. Como as raizes da equacéo caracteristica sdo
complexas com mddulo menor que 1, concluimos que ha oscilagdes amortecidas sobre a solugdo
geral de (5.12), que converge para zero. Portanto, a capacidade de suporte K = 2 da equagio
(5.11) € assintoticamente estdvel. Esse comportamento pode ser visualizado na Tabela 1 e na

Figura 45. Estamos considerando Ny = 1 e N1 = 2.

Tabela 1 — Algumas iteragdes da equacao (5.11)

t N

0 1

1 2

2 25

3 25

4 2,1875

S 1,914063
6 1,824341
7 1,863536
8 1,945372
9 2011741
10 2,039215
11 2,033229
12 2,013296
13 1,996571
14 1,989934
15 1,99164
16 1,996652
17 2,000825
18 2,0025
19 2,002087
20 2,000836

Fonte: Elaborado pelo autor
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Figura 45 — Plotando algumas solucdes da equacdo (5.11).

Ny

® A SEPUEPEP S R 2K TR R R R IR N R R R A K R

Fonte: Elaborada pelo autor.

A estabilidade da capacidade de suporte K = 2 é perdida quando r, =2 cos% =2 % =1.
Esse € o primeiro valor de r para o qual as raizes complexas da equagdo caracteristica t€ém

modulo igual a 1. A equagdo logistica com retardo, com r = 1, fica

Nl+1 :2Nl‘_075'Nt'Nl‘717 (513)
e a equacdo em x; €
Xe41 =Xt — X1, (5.14)
cuja equacdo caracteristica é
A(l—2)=1. (5.15)

As solugdes da equacdo (5.14) oscilam, mas sdo constantes em mddulo, e a capacidade
de suporte K = 2 de (5.13) € instavel. Exibimos, a seguir, algumas iteracdes da equagao (5.13),

bem como o gréfico de N; em fung¢do de ¢. Estamos considerando No =1 e N; = 2.
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Tabela 2 — Algumas iteracdes da equagdo (5.13)

N

W N =

3

1,5

0,75
0,9375
1,523438
2,332764
9 2888618
10 2,408004
11 1,338107
12 1,06513
13 1,417632
14 2,080282
15 2,686027
16 2,578207
17 1,693847
18 1,20415
19 1,388477
20 1,940986
21 2,534466
22 2,60925
23 1911973
24 1,329538
25 1,388056
26 1,853375
27 2,420456

Fonte: Elaborado pelo autor

RN NN B RVWDNI=O |

Figura 46 — Plotando algumas solu¢des da equacao (5.13).

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Vamos estudar a equagdo de diferencas logistica com retardo igual a 1 de modo um

pouco mais aprofundado. Para isso, faremos as substitui¢des:

r

Uz

a=1+r 5.17)

de modo a reescrever a equagdo de diferencas logistica com retardo igual a 1 como uma equagdo

de diferengas de segunda ordem.

U] = m'NtH
r r
= e NeolEre Nl
_ Ty N
T K" K2 1+r
r r
= wll+r) =N (e

= ad-Ur—a- Uy U

= a-u-(1—u_p)

Agora, dado que

iy =a-u - (1—uy), (5.18)
faremos
X = Uy (5.19)
e
Vi = Uz, (5.20)

0 que permite reescrever a equacao (5.18) na forma de um sistema de equacdes de diferencas de

primeira ordem:

Xt41 = Ut =Yt

(5.21)
Vet =1 =a-u - (1 —w—1) =a y.- (1 —x)
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Comecando com o ponto (xp,yo), cada ponto (x;,y;) do plano tem como imagem o ponto
(Xr+1,V+1), através do sistema acima. Assim, as iteragdes obtidas produzem uma sequéncia de
pontos (semidrbita positiva) no plano. Vejamos onde o sistema (5.21) tem um equilibrio.

a—1 a—1

a—1 .,
Fazer y;+1 = y; nos leva a x, = ——. Portanto, o equilibrio é o ponto ( , ).
a a a

1
Oscilacdes amortecidas comecam quando r = T ou seja, quandoa =1+r=1,25. Na

Figura 47, exibimos a érbita que se obtém para a = 1,95. Nesse caso, o ponto de equilibrio é

95 95
(E, E) As oscilacdes amortecidas aproximam-se do equilibrio. Aqui, estamos considerando

X()=071 ey():O,Z.

Figura 47 — Um foco estdvel.

e

01 02 03 04

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 27. Consideremos a equagdo de diferencas logistica com retardo 7 =1, K =2 ¢
r =0,5. Sabemos, do Exemplo 26, que K = 2 é um equilibrio assintoticamente estavel, e que N,

se aproxima de 2 por oscilagdes amortecidas. As equacgdes (5.16) e (5.17) ficam:

N
U = gt (5.22)

a=15. (5.23)

A equacdo de diferencas de segunda ordem que obtemos é

urer = 1,50 (1 —ur_y). (5.24)
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Fazendo x; = u; | e y; = u,, obtemos o sistema:

Xe+1 = Us = Yt (5.25)

Vit =1 =a-u-(L—u—1) = 1,5y, - (1 —x1),

11
o qual gera uma sequéncia de pontos no plano, e tem como equilibrio o ponto (5’ 5) As
1
oscilagdes amortecidas aproximam-se deste equilibrio. De fato, se y; — 3 de (5.22) vemos que

N, — 2.

1
Na figura a seguir, exibimos parte da drbita para a = 1,5. Estamos considerando xp = 0
1

€yo— 6

Figura 48 — Um foco estavel.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se T =1ea=1+r, aequacgdo de diferencas logistica com retardo tem por equacao

caracteristica A (1 —A) = a — 1, cujas raizes sdo dadas por

A :§:i:—. (5.26)

Se 1 < a <2 (oque significa 0 < r < 1), temos |A| < 1. Em a = 2 (o que significa r = 1),
as raizes passam pelo circulo unitario do plano complexo, e a estabilidade do equilibrio nao
trivial é perdida. Para a > 2 (o que significa r > 1), o equilibrio ndo trivial € repulsivo. Entretanto,
quando consideramos valores de a > 2 pequenos o suficiente e distancias grandes o suficiente
do equilibrio, temos uma pequena atragdo em circulo no plano (x;,y;). Esse circulo fica maior

a medida que aumentamos a. Na Figura 49, exibimos os circulos que se obtém para a = 2,04
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Figura 49 — Dois circulos invariantes

Ll

T

Fonte: Elaborada pelo autor.

(pontos em vermelho) e para a = 2,1 (pontos em preto). Para valores de a maiores que 2,271,

aproximadamente, esses circulos atratores ndo mais ocorrem.

Quando a = 2,27, as solucdes ficam dispostas da forma mostrada na Figura 50. Aqui,

1 127
estamos considerando xyg = 0 ey = 908" e plotamos as solugdes correspondentes as 149

primeiras iteragdes. Aparentemente, parece haver um circulo atrator, mas a dindmica aqui é

muito mais complicada.

Figura 50 — Um atrator estranho

U
1 ' P o ° .
° °
O' o‘
s \
&
a6 '
0. .
¢ :
]
Y4 8
/ !
a2 ' L]

be e . "

q 0z a4 [ a8 1
Ly

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exemplo 28. A figura a seguir mostra algumas solucdes da equacdo de diferencgas logistica com
retardo T =1,a=2,04 ¢ K =4, isto é:

Niy1 =2,04N; —0,26N; - N;_1. (5.27)

Estamos considerando Ny = 1 e N| = 2. A capacidade de suporte € instdvel, mas as
solucdes tém um comportamento oscilatério.

Figura 51 — Plotando algumas solu¢des da equacdo (5.27)

Ny

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 29. A figura a seguir mostra algumas soluc¢des da equacgdo de diferencas logistica com
retardo T =1,a=2,3¢ K =4, isto é:

Nl‘+1 - 2, 3Nt - 0, 325N[ 'Nt—l . (528)

Figura 52 — Plotando algumas solu¢des da equacdo (5.28)

N, 10

-
2 4 [ ] w1z 13" % e 2 2 24

Fonte: Elaborada pelo autor.

Estamos considerando Ny = 1 e N; = 2. A capacidade de suporte € instdvel e, a partir de

t = 14, as solugdes se tornam negativas, com N; — —oo.
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CAPITULO

UMA APLICACAO EM SALA DE AULA

Neste capitulo, descreveremos algumas atividades propostas para alunos do ensino médio,
no sentido de modelar o crescimento de algumas populacdes utilizando modelos discutidos neste
trabalho. Os alunos deverao utilizar o GeoGebra como ferramenta de apoio na constru¢ao dos

ajustes e dos gréaficos.

6.1 Introducao

Foram realizadas aulas com uma turma do 2° ano do Ensino Médio. Para a realizagcdo
das atividades, foi necessdrio revisar os principais tipos de fun¢des estudadas em um curso de

ensino médio, especialmente em relagio aos gréficos destas funcgdes.

O objetivo desta aplicacdo € levar os alunos a entender como diferentes fun¢des mate-
maticas podem aparecer em modelagens envolvendo problemas de crescimento populacional.
Em particular, ver como as funcdes constantes, afim, quadraticas, exponenciais, logaritmicas e
racionais, presentes no curriculo do ensino fundamental e médio, aparecem neste contexto de

crescimento populacional.

A pretensdao é que esse material possa ser utilizado em aulas interdisciplinares, por
exemplo, envolvendo biologia e matematica, além de recursos computacionais. Sugiro que o
professor interessado em trabalhar esta atividade a realize dosadamente, em um conjunto de
encontros em quantidade suficiente para que os alunos compreendam todos os procedimentos
realizados. O processo de linearizacdo dos modelos envolve a ideia de logaritmo; portanto, caso
os alunos ainda ndo tenham aprendido este assunto, serd necessario dedicar uma ou duas aulas
para trabalhar este topico. Além disso, no ajuste do modelo logistico, aparecem os seguintes
conceitos: ponto fixo, sequéncias, subsequéncias e sequéncias mondtonas. Esses assuntos devem
ser trabalhados previamente com os alunos. E recomenddvel que as aulas sejam realizadas no

laboratério de informatica, e que os alunos trabalhem em duplas ou em grupos.
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Com a ajuda do software Geogebra, espera-se que os alunos sejam capazes de com-
preender os dados de crescimento da populagdo brasileira. Para isso, faremos uso de ajuste de

curvas.

Um ajuste de curva consiste em determinar uma fun¢do que se ajuste bem a um conjunto
de dados conhecidos sobre um determinado fendmeno. Podemos utilizar o modelo de ajuste para
fazer previsdes de valores futuros e investigar comportamentos do fendmeno em estudo. O leitor
pode obter mais informagdes sobre ajustes de curvas no texto de (BERTONE; BASSANEZI,
JAFELICE, 2014). O objetivo desta aula € utilizar um recurso computacional (precisamente o
software Geogebra) para ajustar algumas curvas aos dados reais de crescimento da populagao
brasileira no periodo 1940 - 2022, obtidos pelo site do IBGE - Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica, e apresentados na tabela abaixo. Ao final, sdo propostas algumas atividades para os

alunos aplicarem os conteddos do texto.

Tabela 3 — Crescimento da populacio brasileira no periodo 1940 - 2022

Década Populacio (em
milhdes de
habitantes)

1940 41
1950 52
1960 71
1970 95
1980 121
1991 147

2000 170

2010 191

2022 203

Fonte: IBGE (2024).

6.2 Ajuste de Curvas Utilizando o Geogebra

O uso do software Geogebra no ensino de Matematica permite conciliar o estudo tedrico
com o uso de diversos recursos computacionais. Desse modo, pensando especificamente na
modelagem matematica, os alunos podem analisar e interpretar dados reais, construindo de
forma dinamica planilhas e graficos e interpretando os resultados. Utilizaremos a versdo on-
line do aplicativo Geogebra (Geogebra Classic), que pode ser acessada diretamente pelo link:
<https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT>. Uma das ferramentas que exploraremos &
a Regressdo, e o tipo de regressdo que faremos dependerda do modelo que iremos ajustar. O
Geogebra possui a ferramenta Planilha, onde os alunos irdo inserir os dados. Para exibir a
planilha, deve-se clicar em menu, que sdo as trés barras horizontais no canto superior direito, em

seguida em Exibir, e entdo marcar a caixa Planilha.


https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT
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Figura 53 — A planilha do Geogebra
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Os dados podem ser digitados nas duas primeiras colunas da planilha (colunas A e B).
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6.3 Estudo do Modelo Exponencial

Seja N(¢) o tamanho de uma populacdo no instante ¢. Assim, N(¢ 4+ 1) é o tamanho
N(t+1)
N(1)

capita, e determina quanto cada individuo contribui para o crescimento da populacdo. No modelo

dessa populagdo no instante posterior. A razao ¢ chamada de taxa de crescimento per

exponencial, a taxa per capita de crescimento permanece constante com o aumento da populacao,

N(t+1)

ou seja, temos = Ry. Assim, o gréfico da taxa de crescimento per capita em funcdo da

populagdo é dado por uma reta horizontal.

Figura 54 — Taxa de crescimento per capita constante

N,

Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante comentar com os alunos que nesse modelo, ndo sendo a taxa per capita
dependente do tamanho da populacdo, temos uma situagdo em que nao se leva em conta os
diversos fatores que limitam o crescimento dessa populacdo. Tal modelo de crescimento é

adequado apenas nos estdgios iniciais de desenvolvimento da populagao.

Para a obtencdo do modelo exponencial, a partir da expressao da taxa de crescimento per

capita, temos que N(z + 1) = RgN(t). Se chamarmos a populagio inicial de Ny, temos:

N(1) = RoNy
N(2) = RoN(1)=R3N,
N(3) = RoN(2) =RiN,

N(Z) = N()R6

Podemos ver entiio que a populagio cresce de forma exponencial. Se fizermos Ry = ¢,
podemos reescrever a tiltima equacio como N(¢) = Ny - €. Portanto, o objetivo é ajustar uma

curva do tipo

N(t) = Noet (6.1)
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7z

aos dados da Tabela 3, onde ¢ é o ndmero de décadas decorridas apds o ano de 1940, N(¢) é
a populacdo correspondente, em milhoes de habitantes, Ny € a populacdo inicial e k € a taxa
intrinseca de crescimento. Para k > 0, a curva (6.1) é exponencial crescente. E importante que os

alunos reconhe¢cam o modelo (6.1) como uma func¢do exponencial.

Figura 55 — Curva do crescimento exponencial

N /

w7

t

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para determinar as constantes Ny e k, vamos linearizar o modelo (6.1). Para isso, aplica-

mos o logaritmo neperiano a ambos 0os membros da equagio, obtendo:

InN(t) = In(Noe)
InN(t) = InNy+Ineél
InN(t) = kt+InNy

Se fizermos a substitui¢do ¥ = In N(¢), entdo vem

Y =kt +1In Ny (6.2)

Agora devemos calcular Y correspondente a cada N(t), para entdo ajustar uma fung@o
polinomial do 1° grau ao conjunto de pontos (z,Y). Construimos a seguinte tabela na planilha do

Geogebra.

Em seguida, selecionamos todos os dados e clicamos em Andlise Bivariada. Escolhemos
a regressao linear. O Geogebra fornece a func¢do y = 0,2081x + 3,8309 (Figura 56), donde
tiramos que k = 0,2081 e In Ny = 3,8309 <= Ny = ¢>:830% = 46, 1. Disto segue que o modelo
exponencial que se ajusta aos dados é N(t) = 46,1 - %2081/ A Figura 57 exibe essa curva,

juntamente com os pontos (¢,N(t)).
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Tabela 4 — Conjunto de pontos (t, Y)

t Y
0 In(41) =3.71
1 In(52) = 3,95
2 In(71) = 4,26
3 In(95) = 4,55
4 In(121) = 4.8
5 In(147) = 4,99
6 In(170) = 5,14
7 In(191) = 5,25
8 In(203) = 5,31

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 56 — Ajuste linear dos dados (t, Y)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

6.4 Estudo do Modelo Logistico

Vamos construir um modelo de crescimento logistico que se ajuste aos valores reais da

populagdo brasileira, descritos na Tabela 3.

Seja N(t) o nimero de individuos da populagdo brasileira (em milhdes de habitantes) e ¢

o numero de décadas decorridas desde 1940. A equacdo diferencial logistica é

dN N r o o5

cuja solugdo € dada por

(6.4)
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Figura 57 — Ajuste exponencial para os dados da tabela 1

250 flz) = 46, 1 - H203=

200 L
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, o ajuste de curva que faremos para os dados tem como expressao:

K

y= 1+ bedt’

(6.5)

onde b > 0, a < 0 e K € a capacidade de suporte. O valor de K € calculado usando-se os proprios
dados em estudo.

Comecamos fazendo a lineariza¢do do modelo (6.5).

K = y+be"y
K—y = ybe"
K -) — beal‘
y

Aplicando o logaritmo neperiano a ambos 0s membros, obtemos:

K_
In (_y) = at+Inb

y
K —
Fazendo a substituicdo Y = In (_y) , vem:
y
Y =at+Inb (6.6)

A determinagao do parametro K é feita através do chamado método de Ford-Walford.
Esse método baseia-se no seguinte fato: dada uma sequéncia de dados (#;,y;) que tem as caracte-
risticas da equacao (6.5), entdo lim;_,. y; = K. Se a sequéncia y; ¢ mondtona, hd um indice n
a partir do qual dois termos consecutivos y, € y,41 estdo muito proximos. Sendo a sequéncia
yi mondtona ndo decrescente, como essa sequéncia € limitada superiormente por K, qualquer

subsequéncia de y; terd o mesmo limite K. Assim, podemos afirmar que

limy o Ypa1 = limy 0o y = K.



104 Capitulo 6. Uma aplicacdo em sala de aula

Seja, agora, uma fun¢@o [ que ajusta os pares (y;,y;+1). Portanto, I(y;) = y;y1. Temos

que
limi_yoo 1(y;) = limj 0 yir1 = K.
Entao:
littsoo (1 (3)) = (1 o0 Yo limty s 1) = (K. K).

de modo que /(K) = K. Portanto, K é o ponto fixo da fung@o de ajuste dos dados (y;,yit1)-

Assim, a fim de obter o valor do parametro K do modelo (6.4), vamos construir uma
tabela de dados (y;,y;+1) e utilizar o Geogebra para fazer o ajuste desses dados por meio de uma

funcdo quadrética, dada a natureza de (6.3).

Tabela 5 — Tabela de dados (y;,yi+1)

Yi Yi+1
41 52
52 71
71 95
95 121
121 147
147 170
170 191
191 203
203 203

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em seguida, selecionamos todos os dados (colunas A e B) e clicamos em Andlise
Bivariada. Como modelo de regressdo, escolhemos o modelo polinomial, grau 2. O Geogebra
fornece a funcio /(x) = —0,003x% +1,6791x — 10,1656 (Figura 58).
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Figura 58 — Ajuste quadratico dos pontos (y;,Vi+1)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Para determinar os pontos fixos de [/, reconstruimos o grafico de /, juntamente com

a reta y = x, e usamos a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos para encontrar 0os pontos
A(16,12;16,12) e B(210,25;210,25). Tomamos K = 210,25. Uma vez determinado o valor de

K, podemos retomar a substitui¢do Y = In ;y) para calcular Y correspondente a cada y e
entdo ajustar uma fun¢do polinomial do 1° grau ao conjunto de pontos (7,Y). Depois de calcular
todos os valores Y, construimos a tabela seguinte na planilha do Geogebra:

Tabela 6 — Tabela de dados (7;,Y;)

v v=m(E2Y)
0 1,4178048145
1 1,112932342
2 0,673591001
3 0,19322679
4 -0,304349124
5| -0,8433374%0
6 | -1,440688433
7 -2,294762367
8 -3,33220451

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O Geogebra fornece a fungido de ajuste y = —0,57x+ 1,76 (figura a seguir). Portanto,
a=—-0,57elnb=1,76 b =75,81.

Figura 59 — Ajuste linear dos dados (t, Y)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Disso, segue que um modelo logistico de ajuste aos dados da Tabela 1 €

210,25
©1+45,81e7 057

y 6.7)

A figura a seguir exibe a curva de ajuste, juntamente com os pontos (¢,N(t)).

Figura 60 — Ajuste logistico para os dados da tabela 10
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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6.5 Estudo do Modelo de Beverton-Holt

O modelo de crescimento de Beverton-Holt, de forma semelhante ao modelo logistico,
considera que uma populacdo nao pode crescer de forma ilimitada. Nesse modelo, a taxa de
crescimento per capita diminui com o aumento da populagdo (Figura 61), segundo uma funcao
racional:

N(t+1): Ry
NO -y {R(’K_ 1} N(r)

Aqui, K ¢ a capacidade de suporte do ambiente e R € a taxa de crescimento.

(6.8)

Figura 61 — Taxa de crescimento per capita

Nip
N

0 K N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vemos, de (6.8), que o tamanho da populacdo no instante # 4+ 1 depende do tamanho da
populacdo no instante ¢ segundo uma fung¢ao racional (Figura 62):

RoN (l‘ )

1+ {ROK_ 1} N(t).

N(t+1)=

(6.9)

Figura 62 — Recrutamento

Nen

RoK
Ry—1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A curva de Beverton-Holt que mede o tamanho N(z) da populagéo no instante ¢ é do tipo

K-d

N() = bK +daf

(6.10)

onde K é a capacidade de suporte do ambiente, a > 0 e b > 0 sdo constantes a determinar, N(¢)

€ o tamanho da populacgdo ¢ décadas apds o ano de 1940.

Para determinar os valores das constantes a € b, vamos linearizar o modelo (6.10).

Comecamos reescrevendo-o como:

Kd = byK+yd
Kd —yd = byK

d(K—y) = byK
K—y b
Ky al

Aplicando o logaritmo neperiano a ambos os membros da dltima igualdade, obtemos:

K —
In <—y> —Inb—(Ina)t 6.11)
Ky
Fazendo a substituicao:
K —
Y — In ( _y) 7 6.12)
Ky
obtemos:
Y = —Ina-t+ Inb. (6.13)

Precisamos determinar o valor da capacidade de suporte K. Para o ajuste de Beverton-

Holt, isso € feito ajustando uma funcao da forma

ax

— 6.14
14+ bx ( )

f(x)

aos pares de pontos (N;,Ni+1), pois é dessa forma a funcdo (6.9). O valor de K serd tomado

como sendo um ponto fixo de f.

Construimos, entdo, a Tabela de pontos (N;,N;;1) na planilha do Geogebra. Como
queremos ajustar uma fungdo racional aos pares de pontos (N;, N4 ), vamos proceder do seguinte
modo: selecionamos todos os dados (colunas A e B), clicamos com o botdo direito do mouse,
selecionamos a opcao Criar e em seguida selecionamos Lista de pontos. O Geogebra cria a
lista com todos os pontos da Tabela (N;,N;;+) e nomeia automaticamente essa lista como /1.

Em seguida, no campo Entrada, digitamos a fungdo (6.14) e teclamos Enter. Para ajustar os
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pontos da lista /1 a uma funcao da forma de (6.14), em um novo campo de entrada, digitamos:

1,57x
R ao(ll, f). bra f juste y = ———————_ Assi
egressao(l1, f). O Geogebra fornece o ajuste y 170.0025x ssim,
1,57x
=2 6.15
T8 = 170, 0025 (©.15)

serd tomada como funcdo de ajuste dos pares (N;,N;;). Para encontrar os pontos fixos de f,
construimos na mesma tela o grafico de f e a reta y = x, e usando a ferramenta Intersecdo de

Dois Objetos encontramos o ponto A(228,228). Tomamos entdo K = 228.

Encontrado o valor de K, usamos a substituicdo (6.12) para calcular Y correspondente a
cada y e entdo ajustar uma fun¢do polinomial do 1°grau ao conjunto de pontos (z,Y ). Construimos
a Tabela 7 na planilha do Geogebra.

Tabela 7 — Tabela de dados (#;,Y;)

~
~

K_ .
Kyi
-3,911809079

-4,210105352
-4,635779701
-5,092873392
-5,55230734
-6,025329061
-6,504701055
-7,070701144
-7,523675783

Fonte: Elaborada pelo autor.

N O\ N W= O

o0

O Geogebra fornece a funcao de ajuste y = —0,46x —3,77. Portanto, [n a = 0,46 < a =
1,58e Inb=—-3,77 < b=0,023.

Temos que o modelo de ajuste de Beverton-Holt para os dados de crescimento da
populacdo brasileira no periodo 1940-2022 é dado por

228-1,58'

N =55 1ss

(6.16)

A figura a seguir exibe a curva de ajuste, juntamente com os pontos (¢,N(z)).
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Figura 63 — Ajuste linear dos dados (t, Y)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 64 — Ajuste de Beverton-Holt para os dados da tabela 1
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalizamos com algumas atividades cujo objetivo é levar os alunos a praticar os proce-

dimentos mostrados ao longo deste capitulo.
Exercicios Propostos

1. Calcule os pontos fixos da fungio /(x) = x> — 15x. Utilizando o Geogebra, esboce na

mesma tela o grafico de [ juntamente com o da reta identidade y = x e verifique seus resultados.

2. A tabela abaixo apresenta dados reais de crescimento da cidade de Capitolio, MG, no
periodo 1980-2022, obtidos no site do IBGE.

Seja P(t) a populacdo de Capitélio, r décadas apds 1980. Ajuste uma curva do tipo

P(1) =Py- €, (6.17)

em que Fy > 0 € a populagdo inicial e k > 0 € a taxa de crescimento intrinseca, aos dados da

Tabela 8. Em seguida, use o modelo para estimar a populacdo de Capitélio em 2030.
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Tabela 8 — Crescimento da populacdo de Capitdlio, MG, no periodo 1980 - 2022

Ano Populagido
1980 5222
1991 6823
2000 7737
2010 8133
2022 10380

Fonte: IBGE (2024).

3. A tabela abaixo apresenta dados reais de crescimento da cidade de Passos, MG, no
periodo 1970 - 2022, obtidos no site do IBGE.

Tabela 9 — Crescimento da populacio de Passos, MG, no periodo 1970 - 2022

Década Populagao
1970 54 879
1980 69 046
1991 84 622
2000 97 211
2010 106 290
2022 111 939

Fonte: IBGE (2024).

a) Ajuste uma curva do tipo (6.5) aos dados da Tabela 9, utilizando os passos descritos
no texto. Considere que N(¢) é o tamanho da populagéo ¢ décadas apds o ano de 1970. Faga um
esbogo da curva de ajuste, juntamente com o conjunto de pontos (¢, N(¢)). Segundo esse modelo,

qual é o limite K da populacao? Use esse modelo para estimar a populacao de Passos em 2030.

b) Ajuste uma curva do tipo (6.10) aos dados da Tabela 9, utilizando os passos descritos
no texto. Considere que N(¢) é o tamanho da populagdo ¢ décadas ap6s o ano de 1970. Faca um
esbogo da curva de ajuste, juntamente com o conjunto de pontos (¢, N(z)). Segundo esse modelo,

qual € o limite K da populacdo? Use esse modelo para estimar a populacdo de Passos em 2030.
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Respostas
l.x=—4,x=0ex=4.
Figura 65 — Gréfico da fungdo /(x) = x> — 15x e os pontos fixos da mesma
N \
Iz) = —lbrl“‘ \“I‘H |
B
| | -
R
|
.
‘ |
1 s
.
| |
L
iy
L
Y
Fonte: Elaborada pelo autor.
2. P(t) = 5479,67 - %15 Populacio estimada para 2030: 11 894,13 ~ 12 000 habitan-
tes.
113 315.65
| 3.a) P(t) = [ 1.4950 055" Populacao estimada para 2030: 112 310,24 = 112 000
habitantes.

1,846 - 118 020,43
b) P(t) = — TR 846’t . Populacdo estimada para 2030: 114 370,15 =~ 114 000
habitantes.
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