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RESUMO

GONCALVES, M. L. Probabilidade via urnas. 2025. 55 p. Dissertacdao (Mestrado em
Ciéncias) - Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo,
USP - Sao Carlos, Agosto de 2025.

Esta dissertacdo aborda o ensino de probabilidade no ensino médio utilizando o mecanismo
definido por uma urna. Esta escolha permite desenvolver a intui¢do do conceito de probabilidade.
Além de permitir uma abordagem ao nivel de ensino médio, as urnas sdo uma ferramenta
excelente para desenvolver os conceitos de probabilidade condicional e independéncia de eventos.
Nesta dissertacdo, propomos diversas atividades a serem realizadas em sala de aula com estes
objetivos. Dentre as atividades, incluimos a andlise dos resultados obtidos mediante uma urna
fisica e aqueles obtidos mediante simulagcdes computacionais. Esta dissertacdo também considera
o estudo das propriedades limite da urna de Polya. Este modelo € interessante pois fornece um
exemplo de uma sequéncia de varidveis aleatérias dependentes cuja média aritmética converge
quase certamente a uma varidvel aleatéria com distribui¢do absolutamente continua a respeito da

medida de Lebesgue.

Palavras-chave: probabilidade; probabilidade condicional; urna de Pdlya; abordagem computa-

cional; Lei Forte.






ABSTRACT

GONCALVES, M. L. Probability via urns. 2025. 55 p. Dissertation (Master in
Science) - Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, USP
— Sao Carlos, August 2025.

This dissertation focuses on teaching high school probability using urn models. Urns serve as
a mechanism that allows to develop the concept of probability empirically. Urns are also an
excellent tool for developing the concepts of conditional probability and independence of events.
In this dissertation, we propose several activities that can be carried out in the classroom with
these objectives. Among the activities, we include the analysis of the results obtained through a
physical urn and those obtained via computer simulations. This dissertation also considers the
study of the limiting properties of the model known as Pélya’s urn. This model is interesting
because it provides an example of a sequence of dependent random variables whose arithmetic
mean converges almost surely to a random variable that has an absolutely continuous distribution

with respect to Lebesgue measure.

Keywords: probability; conditional probability; Pélya urn; computational approach; Strong Law.
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1 INTRODUCAO

O processo de ensino-aprendizagem sofreu varias mudangas com o passar do tempo, em
particular o ensino da matematica. Isso ocorre ndo somente pelo avango da tecnologia em geral e
pela disponibilidade de varios softwares, aplicativos educacionais e da internet, mas também pela
variedade discente, possuindo alunos com histérias de vida e culturas completamente diferentes.
A nova geragdo, que nasceu e cresceu no meio desse avango tecnoldgico, espera mais do que o
ensino tradicional pode oferecer. Por isso, propomos um ambiente dindmico e com propostas que
gerem o interesse em aprender.

Essa mudanga dos discentes traz um novo desafio: como adaptar nossas praticas para um
ensino envolvente, com o dinamismo e metodologias ativas necessdrias? O foco na habilidade
matemadtica também estd diferente. Mais do que apenas a memorizagao e repeti¢cdo de processos,
agora o foco estd no desenvolvimento de habilidades essenciais para o século XXI, como a
capacidade de resolver problemas, o pensamento critico e o trabalho em equipe. Nesse meio, a
tecnologia pode ser tratada como uma ferramenta educacional e uma forma de conectar os alunos
com problemas reais, com contextos variados e vivenciados por eles no dia a dia.

Nesse contexto, a proposta educacional deste trabalho € direcionada a explorar as
tecnologias disponiveis para o ensino dos conceitos de probabilidade, probabilidade condicional
e independéncia de eventos com foco na pratica e na utilizag¢ao de ferramentas computacionais. O
emprego de metodologias ativas, tais como a interacdo com uma urna fisica, traz uma abordagem
ludica e vidvel e ndo apenas tedrica, proporcionando um aprofundamento dos conceitos.

Além da implementacao da urna fisica, o avango da tecnologia permite a utilizagdo de
programas computacionais para cdlculos rdpidos e em grande escala. Isto fomenta, assim, uma
atividade lidica e propicia para que os alunos testem suas ideias e suposi¢oes. Esses recursos
proporcionam uma visualizagdo clara e imediata dos resultados, facilitando a aprendizagem de
novos conceitos de uma maneira mais intuitiva e acessivel. Ademais, os recursos computacionais
estdo incluidos diretamente no cotidiano, gerando mais engajamento com a aula e ajudando a
criar desafios para os alunos experimentarem novas abordagens de conceitos abstratos. Com a
utilizacao dessas ferramentas e metodologias, a inten¢do € tornar a educacao matematica uma
experiéncia rica, onde os alunos ndo olhem somente para probabilidades, mas consigam aplicé-las
em situagdes praticas e que os afetem significativamente em suas vidas.

Dessa forma, é possivel preparar os jovens ndo somente para o desafio dos estudos bésicos
e superiores, mas para um mundo real, onde a capacidade de tomar decisdes informadas com
embasamento em probabilidade ¢ uma habilidade relevante e essencial. Em resumo, pode-se dizer
que este trabalho propde uma nova estratégia de ensino, na qual a pratica e a tecnologia andem
de maos dadas no processo educacional, tornando a funcao de aprendizado mais conectada a
pratica real do estudante e mais significativa, centrada no desenvolvimento das competéncias
necessdrias para o século XXI.

1.1 Motivacao

A probabilidade nao € um assunto abordado com frequéncia como matéria escolar,
principalmente a probabilidade condicional, e, quando aparece no curriculo, geralmente € tratada
de maneira superficial. Isso se deve, em parte, a falta de pratica dos docentes com o tema, além
de a probabilidade muitas vezes desafiar a nossa intuicdo com diversos problemas e paradoxos.



16 Capitulo 1 Introdugdo

O ensino da probabilidade pode ser desafiador, sobretudo pelas diferentes abordagens possiveis
— desde maneiras intuitivas até abordagens formalmente rigorosas —, além de que lidar com
incertezas € algo que, por si s6, gera desconforto. Soma-se a isso o fato de que muitos professores
nao tiveram acesso, durante sua formacao inicial, a um aprofundamento suficiente sobre esse
conteudo.

Uma das dificuldades recorrentes na formacao docente é a €nfase reduzida dada a
probabilidade durante a graduagdo. Os cursos superiores de licenciatura em Matematica, em
sua maioria, privilegiam disciplinas consideradas mais tradicionais, como dlgebra, aritmética,
célculo e geometria. Assim, a probabilidade acaba sendo apresentada de forma breve e pouco
aprofundada. Esse tratamento, embora introdutério, ndo € suficiente para preparar os futuros
profissionais da educac¢do para trabalharem com conceitos mais complexos, como a probabilidade
condicional e a independéncia de eventos. Tais conceitos, apesar de fundamentais, costumam ser
tratados de maneira rdpida, muitas vezes sem uma abordagem que considere as dificuldades reais
dos discentes.

Outro ponto relevante € a escassez de programas de formacado continuada que abordem,
de maneira especifica e prética, o ensino da probabilidade. Muitos professores em exercicio ndo
tiveram oportunidade de se aprofundar nesse campo durante sua formacao inicial e, mesmo
aqueles que tiveram, nem sempre se sentem preparados para aplicar esse conhecimento em sala
de aula. A caréncia de iniciativas voltadas a atualiza¢do dos conhecimentos docentes e a adoc¢ao
de novas préticas pedagégicas dificulta um ensino mais acessivel, lidico e envolvente para os
alunos.

Por fim, a probabilidade ¢ um campo que, se bem explorado, tem um enorme potencial para
o desenvolvimento do pensamento critico e das habilidades de tomada de decisdo, especialmente
em um mundo cada vez mais tecnoldgico, marcado por incertezas e complexidade. O ensino
adequado da teoria da probabilidade em nivel escolar €, portanto, de suma importancia, pois
oferece a base para o entendimento da estatistica e de dreas emergentes, como a inteligéncia
artificial e o aprendizado de médquina.

1.2 Organizacao da dissertacao

O resto deste trabalho estd organizado nos Capitulos 2 e 3. A seguir, apresentamos um
breve resumo do contetido de cada um.

No Capitulo 2, é desenvolvido o conceito de probabilidade utilizando a abordagem
frequentista. Esta abordagem possui um forte apelo a intuicdo, tornando a sua utilizagio
particularmente efetiva em sala de aula. Isso ndo apenas facilita a compreensao tedrica, mas
também motiva a participacdo ativa dos alunos por meio de atividades interativas. A no¢ao
de probabilidade frequentista € apresentada em sala de aula utilizando uma urna. Esta ultima
também € utilizada para mostrar de maneira empirica os conceitos de probabilidade condicional
e de independéncia de eventos. Ao final de cada se¢ado, apresentamos diversos exercicios, 0s
quais t€m como propdsito complementar as atividades realizadas em sala de aula. Todas essas
atividades sao complementadas com simulacdes realizadas utilizando a linguagem Python, a fim
de trazer um dinamismo diferente em sala. Os conteddos considerados neste capitulo fazem parte
dos topicos presentes na ementa curricular atual do ensino médio.

No Capitulo 3 consideramos topicos mais avancados, com foco no modelo probabilistico
conhecido como a Urna de Pdlya. Este modelo, introduzido por Florian Eggenberger e George
Pélya (Eggenberger; Polya, 1923), € caracterizado por um esquema de reposi¢do onde, a cada
sorteio, a bola retirada € devolvida a urna junto com outras bolas adicionais da mesma cor. Esse
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processo de refor¢o cria uma dependéncia entre os sorteios subsequentes, tornando o modelo
particularmente interessante do ponto de vista matemadtico. Também explicamos detalhadamente
o funcionamento do esquema de reposicado, construindo gradualmente a intui¢ao sobre como as
proporcdes de bolas de cada cor evoluem ao longo do tempo. O principal resultado apresentado
neste capitulo, conhecido como o Teorema de Pélya-Eggenberger, ou simplesmente Teorema
de Pdlya, € que a fracdo de bolas de uma cor converge em distribuicdo para uma varidvel
aleatdria com densidade Beta, com parametros determinados pela composicao inicial da urna.
Virias passagens na demonstracao, de carater técnico, sao relegadas a um Apéndice no final da
dissertacdo. O Apéndice também inclui o cddigo em Python utilizado nas atividades descritas no
Capitulo 2.
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2 PROBABILIDADE NO ENSINO MEDIO

2.1 Probabilidade como frequéncia relativa

O objetivo desta secdo consiste em introduzir o conceito de probabilidade de um evento
como a frequéncia relativa do ndmero de vezes que o evento ocorre ao repetirmos um mesmo
experimento vdrias vezes. A partir desta no¢ao de probabilidade, € desenvolvido o conceito de
probabilidade condicional e, por fim, de independéncia de eventos. Supomos que o docente estd
minimamente familiarizado com a linguagem badsica utilizada em probabilidade, tal como espaco
amostral, eventos, etc. Recomendamos para aqueles que desejam revisar estes conceitos a leitura
dos capitulos iniciais em Ross (2010), a qual € uma excelente referéncia sobre o assunto. Nenhum
conhecimento preliminar serd suposto por parte dos alunos.

2.1.1 Atividades em sala

Atividade 1. Consideramos uma urna contendo 2 bolas vermelhas e 1 bola preta. Os alunos
sabem apenas que a urna possui 3 bolas, mas as cores destas nao sao reveladas a eles. Pedimos a
um aluno da turma que retire uma bola, observe a sua cor e a devolva na urna. Esta experiéncia é
repetida até que todos os alunos da turma tenham realizado este procedimento. Para termos um
maior nimero de realizagdes do experimento, cada aluno pode repetir a experiéncia vdrias vezes.
Ao final do experimento, contabilizamos o niimero de bolas de uma das cores retiradas, como,
por exemplo, o nimero de bolas vermelhas. A Tabela 1 apresenta um exemplo dos resultados
obtidos em uma turma de 40 alunos.

Tabela 1 — Resultados obtidos ao extrair uma bola de uma
urna contendo 2 bolas vermelhas (V) e 1 preta (P)

120 vezes.

12 10*  Total
1% o 9 @ O O Q@ o
P o o o 4

112 20*  Total
v @ @ @ 9 o o 9 7
P o o @ 3

212 30* Total
v @ @ 9 Qo O Qo 7
P o o o 3

312 40*  Total
1% Q O O O O O o o o 9
r @ 1

412 508 Total
v @ @ @ O 9 Q O O 8
P e O 2

512 60 Total
v @ @ @ 9 o 5
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612 70*  Total
1% o o 9 4
P o O o o o O 6
712 80* Total
1% o 9O o o 4
P o o o O o o 6
812 90* Total
1% o 9 @ O O @ O O 8
P o o 2
912 100* Total
1% o 9O o 9 @ O O o 8
P o o 2
1012 110* Total
1% o O O O o o o 7
P o o O 3
1112 120* Total
1% @ O O o o o 6
P o O o o 4

A ideia por trds desta primeira experiéncia € que a composi¢ao da urna possa ser estimada
pela frequéncia relativa do nimero de vezes que foram observadas bolas vermelhas. De acordo
79

com os resultados apresentados na Tabela 1, a frequéncia relativa € 17; ~ 0,658333. A frequéncia

relativa obtida é bem préxima da composicao relativa de bolas vermelhas na urna; de fato,

79 80-1 2 1 2
0= 10 -3 10-3" 0,008333333.

Podemos conjecturar neste momento que a urna possui 2 bolas vermelhas.

A experiéncia descrita nesta primeira atividade € um exemplo de um fendmeno geral.
Introduzimos a seguinte definicao para formalizar o assunto.

Definicao 2.1.1. Seja Q o espaco amostral de um experimento o qual supomos possa ser repetido
indefinidamente. Seja A C Q um evento, e seja 14(n) a funcdo indicadora do evento A na n-ésima
realizagdo do experimento, isto €,

1, se A ocorre na i-ésima realiza¢do do experimento,
La(n) = { i-ési izac Xperi @.1)

0, se A ndo ocorre na i-ésima realiza¢do do experimento.

Denotamos por § A(n) o niimero de vezes que ocorre o evento A durante as primeiras n realizagdes
do experimento, isto &,

BA(n) =) 1a(k). (2.2)

k=1

No contexto da experiéncia realizada em sala de aula, seja Q; o espago amostral
correspondente ao experimento realizado por um aluno qualquer, isto &, retirar uma bola da urna
e observar a sua cor. Sejam vy, v, e p os resultados correspondentes a observar uma das bolas
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vermelhas ou a outra uma bola preta. Assim, Q; = {v,v,, p}. Seja Q o espaco amostral obtido
a0 extrair uma bola e observar a sua cor 120 vezes, isto ¢ Q = Q; X - - - x Q) = Q. Por extenso

Q= {cu = (x1,X2,...,X120) : Xx € {vi,vo, p}, k = 1,2,...}.

Seja A C Q) o evento
A ={vi, v},

e por fim seja ff A(n) o nimero de vezes que foi observada uma bola vermelha durante as primeiras
n, 1 > n > 120, extra¢des da urna. Segundo os resultados da Tabela 1 temos que § A(120) = 79.

Atividade 2. Propomos a seguir uma anélise da evolucédo da frequéncia relativa f A(n)/n com o
objetivo de motivar a nocao da probabilidade do evento A. Observando os resultados provenientes
da Tabela 1, constatamos que a frequéncia relativa # A(n)/n varia ao longo do nimero de
extragdes n. Por exemplo, a frequéncia relativa de bolas vermelhas da primeira até a décima

. . 6 , .o . ~ . 213 . . 20
jogada € {5, até a vigésima jogada a frequéncia € 55 e assim por diante obtemos os valores 55

30°
%, e %. Utilizando dessa ferramenta podemos mostrar como a frequéncia relativa tende a
se estabilizar ao longo do nimero de realizacdes, quanto maior € o nimero de tentativas do
experimento, maior € a aproximacao da frequéncia relativa a % Para visualizarmos isto, a Figura 1

apresenta o grafico da evolucédo de § A(n)/n em fungio de n (pontos pretos).

1 4 oo

W

\ \ \ \ \ \ \
0 20 40 60 80 100 120

n

Figura 1 — Duas evolugdes da frequéncia relativa do nimero de vezes que é retirada com reposi¢ao
uma bola vermelha de uma urna contendo duas bolas vermelhas e uma preta. Uma das
evolucoes graficada com circulos pretos inicia em O e a outra, em circulos brancos,
inicia em 1.

Além de apresentar a evolucdo de frequéncia relativa do nimero de bolas vermelhas
retiradas de acordo aos valores da Tabela 1, a Figura 1 mostra uma outra evolugdo possivel
(pontos brancos), obtida ao retirar 120 bolas da urna. Observamos que ambas as realizacoes se
estabilizam em torno de %

Os resultados descritos permitem continuar a atividade proposta da seguinte maneira. A
turma € dividida em dois grupos. Cada um destes deve gerar um nimero suficiente de dados,
calcular e fazer o gréfico de #f A(n)/n. O objetivo é chegar a uma concluséo similar & apresentada
na Figura 1: ndo importa qual € a sequéncia especifica de bolas pretas e vermelhas retiradas, a
frequéncia relativa de bolas vermelhas deve se aproximar da proporcao de bolas vermelhas na
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urna. Também podemos utilizar os dados obtidos para observar as seguintes trés propriedades de
#A(n)/n:

(a1) Seja A° o evento complementar de A, isto € o evento que ocorre quando ndo ocorre A.
Neste caso, para qualquer 7,

BAM) | BASG) _

n n

1.

(ap) Para qualquer n,
§ A(n)

n

0< <1
pois se A nunca ocorre, § A(n) = 0logo # A(n)/n = 0; e se A sempre ocorre f A(n) =ne
assimf A(n)/n=n/n=1.

(a3) Seja A e B dois eventos disjuntos, isto €, A e B sdo tais que A N B = (. (Por exemplo,
Qi ={vy,va,pte A={vy,v2}, B={p}). Neste caso, se A U B denota o evento no qual
ocorre A ou B ou ambos A e B, tem-se

#(AUB)(n) ﬁA(n)+ﬂB(n)
n " n n o

E importante destacar que as propriedades (a)—(a3) valem para qualquer Q.

Munidos destes novos conhecimentos, podemos colocar a prova o que os alunos aprende-
ram. Esperamos que a intuic@o seja o principal recurso para a resolugdo de alguns problemas
bdsicos, tais como aqueles apresentados nas seguintes perguntas.

Exercicios

Questao 1. Na experiéncia realizada em sala de aula, qual foi a frequéncia de bolas vermelhas
obtida da 1* a 10 retirada?

Questao 2. Na experiéncia realizada em sala de aula, qual foi a frequéncia de bolas vermelhas
obtida da 1* a 20 retirada?

Questao 3. Na experiéncia realizada em sala de aula, qual foi a frequéncia de bolas pretas obtida
da 1* a 40* retirada?

Questao 4. No contexto da atividade realizada, forneca um exemplo de um evento que sempre
ocorre e de outro que nunca ocorre.

Questao 5. No experiemento no qual € retirada uma bola 120 vezes e de cada vez é observada a
sua cor, forneca um exemplo de dois eventos disjuntos e determine a frequéncia relativa de cada
um. Determine a frequéncia relativa da unido destes eventos. Qual € o significado da unido em
termos das ocorréncias destes eventos?

Questao 6. No contexto da atividade realizada, forneca um exemplo de dois eventos com
intersecdo ndo vazia e determine a frequéncia relativa da intersecdo. Que significa a interse¢ao
em termos da ocorréncia de cada evento?
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2.1.2 Probabilidade

Esta secdo estd dedicada a introdugao do conceito de probabilidade de um evento. O método
utilizado serd a abordagem frequentista, enraizada no conceito de frequéncia relativa introduzido
na secao anterior. Escolhemos esta abordagem, em lugar da abordagem axiomdtica, pois esta
¢é acessivel aos alunos do ensino médio e estd fortemente baseada na intui¢do desenvolvida
na experiéncia anterior: supondo que um experimento possa ser repetido infinitas vezes, a
probabilidade de um evento ¢é a frequéncia relativa da ocorréncia desse evento. Destacamos que
os itens (a;)—(a3) da secdo anterior ndo estdo em conflito com o ponto de vista axiomdtico;
pelo contrario, estes fornecem uma justificativa ao nivel intuitivo para a escolha dos axiomas
utilizados para definir formalmente uma probabilidade. O leitor interessado pode revisar a
definicao axiomadtica de probabilidade no Capitulo 2, Secdo 2.3 em Ross (2010).

Definicao 2.1.2. Seja Q um espago amostral e A um evento de 2. A probabilidade do evento A,
denotada P(A), € definida pelo limite

P(4) = lim 140 (2.3)

n—oo n

sempre que esse limite exista.

Apesar da definicao utilizar um conceito mais avancado como limite, a nivel escolar
nao precisamos entrar em detalhes sobre a formalizacdo. A ideia que queremos transmitir €
que na prética, quanto mais experimentos realizamos, mais nos aproximamos da verdadeira
probabilidade, e isso pode ser analisado pelos proprios alunos, visualizando as tabelas que
criaram anteriormente. Eles ndo terdo a definicdo formal, mas criardo uma intuicao sobre o
assunto que € suficiente para o nivel escolar. Formalmente, a questao sobre a existéncia do limite
em (2.3) é respondida pela Lei dos Grandes Numeros. No momento apenas mencionamos que a
lei € valida para todos os exemplos a serem desenvolvidos em sala de aula. Maiores detalhes
sobre a Lei dos Grandes Numeros podem ser encontrados em nivel introdutério em Ross (2010)
e de maneira mais profunda em James (2023).

Uma consequéncia importante da Defini¢ao 2.1.2 € que ela permite calcular de maneira
eficiente a probabilidade de um evento sob a seguinte condi¢do de simetria. Suponhamos que
seja finito. Lembramos que para qualquer w € Q, o evento {w} é chamado de evento elementar.
Dizemos que uma probabilidade é simétrica em 2 se existir uma constante 0 < ¢ < 1 tal que
para todo w € Q, P({w}) = lim,, § w(n)/n = c. Para qualquer evento A C Q, denotamos por |A|
a sua cardinalidade. Se Q for finito, sob simetria tem-se

Al
P(A) o (2.4)
De fato, se Q € finito, existe n < oo tal que |Q| = n. Como Q = A U A€, de (a;) temos
1 = P(Q) = P(A) + P(A). Por outro lado, Q também pode ser escrito como a unido de
eventos elementares Q = |J,cq{w} portanto, de (a3) segue 1 =Y o P(w) =) cqc =nc
e assim ¢ = 1/n. Como A C Q, existe m < n tal que |A| = m, logo P(A) = P(Uyea{w}) =
>wea PHwY) =me =m/n = |A]/IQ|.

Voltando ao exemplo considerado na Atividade 1, proposta em sala de aula, neste caso
temos Q| = {vy,v2, p} e A = {vy,v2}. Como a urna possui duas bolas vermelhas, temos que
|A| = 2. Agora, se supomos que as trés bolas na urna t€m exatamente o mesmo tamanho e peso,
qualquer uma delas tem a mesma chance de ser escolhida. Assim, por simetria

Al _ 2

]P(A):m—g
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Com isso em mente, de maneira geral podemos dizer que sob equiprobabilidade de
eventos elementares quando € € finito, a probabilidade de um evento A pode ser calculada como

P(A) = |A] _ Ndmero de casos favordveis 2.5)
" |Q|  Numero de casos totais ’

mencionando que esta defini¢do € uma consequéncia de (2.3) sem entrar em maiores detalhes.

Esta dltima definicdo permite calcular a probabilidade de um grande niimero de eventos e
de fato, cobre a maior parte das questdes que usualmente sao consideradas no curriculo atual do
ensino médio. Apenas a titulo de exemplo, propomos a continuacio da resolugdo das seguintes
questoes.

Exercicios

Questao 7. Se uma urna contém 1 bola amarela e 1 azul, qual a probabilidade de retirarmos a
bola azul?

Solucao. Se considerarmos que a urna contém 2 bolas em seu interior e as duas t€m o mesmo
tamanho e peso, e além disso, a pessoa que ird retirar a bola ndo tem nenhum conhecimento sobre
o posicionamento das bolas, € razodvel considerar que quando a bola for retirada ndo ha nenhum
motivo além da sorte que nos faca acreditar que a chance de retirar a bola azul seja maior ou
menor que a chance de retirar a bola amarela. Sendo assim, concluimos que a probabilidade de
retirada de uma bola azul € igual a chance de retirar a bola amarela, igual a %

Questao 8. Lancamos uma moeda 6 vezes. (i) Qual a probabilidade de obter exatamente duas
caras. (if) Qual a probabilidade de obter o mesmo nimero de caras e coroas? (iii) Qual a
probabilidade de termos pelo menos duas caras? (iv) Qual a probabilidade de termos mais de 3
caras? Sugestdo: os cdlculos necessarios decorrem de (2.5) e da contagem combinatéria usual
para determinar a cardinalidade dos eventos envolvidos.

Solucao. (i) Observamos que Q = {a) = (x1,Xx2,...,X6) : X; € {cara, coroa}}. Pelo principio
fundamental da contagem, |Q| = 26, Sob simetria, isto é, se a moeda possui % de probabilidade
de resultar cara e % de resultar coroa, temos que qualquer evento elementar w possui a mesma
probabilidade, P({w}) = 1/|Q| = 1/2°. Em particular, qualquer w com exatamente duas caras
ocorre com probabilidade 1/2°. Para determinar a probabilidade de termos exatamente duas
caras devemos contar o nimero total de eventos elementares w com exatamente duas caras. No
total temos 6!/(2!(6 —2)!) = (g) destes eventos: 6! representa o total de formas de permutarmos
as coordenadas de (xi,x2, . ..,xs). Devemos corrigir pelas trocas de posi¢do de uma cara por
outra, pois isto ndo gera um novo evento, logo dividimos por 2!. Também devemos descontar as
trocas de uma coroa por outra, o qual pode ser feito de (6 — 2)! maneiras. Por fim, se A representa
o evento no qual ocorrem exatamente duas caras, de (2.4) obtemos P(A) = |A|/|Q| = (g) /26, (if)
Utilizando o mesmo raciocinio empregado em (i) obtemos (2)26. (iii) Seja B o evento “ocorrem
pelo menos duas caras”. De (a1) obtemos P(B) = 1 — P(B¢), sendo B¢ o evento no qual “ocorre
s6 uma cara ou nenhuma”, logo P(B) = 1 — [(?)/26 + ((6))/26]. (iv) [(g) + (g) + (2)] /28,

2.2 Probabilidade condicional

Com o objetivo de motivar a defini¢do de probabilidade condicional, nesta se¢ao também
utilizamos uma urna, porém diferentemente do considerado na Sec¢ao 2.1, agora o esquema de
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reposicao serd outro. Suponhamos que uma urna inicialmente apresenta 2 bolas, sendo 1 de
cor preta e 1 de cor vermelha. Uma bola é retirada, se a sua cor € vermelha, entdo sdo repostas
duas bolas vermelhas, caso contrdrio repomos duas bolas pretas. Este € o esquema de reposi¢cao
conhecido como a urna de Pélya. Claramente, o conteudo da urna € modificado pelo resultado de
cada extracao.

A seguinte pergunta surge naturalmente neste contexto: dado que a bola retirada na
primeira tentativa € vermelha, qual é a probabilidade de que esta seja vermelha na segunda
tentativa? Para respondermos esta questdo sejam Vi e Py, k € {1,2}, os seguintes eventos

V. = na k-ésima retirada é obtida uma bola da cor vermelha

P = na k-ésima retirada é obtida uma bola da cor preta

Motivados pela no¢do frequentista desenvolvida na Se¢@o 2.1, consideramos agora a experiéncia
da qual consiste na extracdo de duas bolas segundo o esquema de reposi¢ao de Pélya n vezes. E
razodvel dividir o nimero de vezes nas quais ambas bolas extraidas sdo vermelhas pelo nimero

de vezes que € observada uma bola vermelha na primeira extragao, isto €,

#(VinVy)(n)
#Vi(n)

E importante observar que o evento V; ocorre de duas maneiras V| NV, ou V| N V¢, sendo cada
uma disjunta da outra. Assim, de acordo com (a3)

(2.6)

BVi(n) =4 (VinVa)(n) +4 (Vi nVS)(n).

Tabela 2 — Duas extracdes segundo o esquema de reposi¢ao
da urna de Pdlya.

1? 10*  Total
VinV, Q9
VinP, 00 oo 00 3
PnV, @@ o0 90 0 4
PinP, o oo 2

112 20*  Total
VinV, QQ QQ 2
VinP, 0@ 0@ 00
PNV, 00 °° 2
PinP, o9 90 900 3

212 30*  Total
VinV, @@ Q9 Q9 3
VinP, 00 o0 Q9
PNV, 0 0 0 3
PinPy O‘ 1

312 40*  Total
VinV, Q9 Q9 2
ViNnP, 0‘ 1
P,nV, ‘Q ‘0 OQ 3
PnP, @@ 0 0 o0 4
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412 50*  Total
VNV, * I 9 9 90O 3
VNP, 0
PNV, ‘0 ‘0 2
PnP, @@ o0 00 o0 4
512 60* Total
VinV, @@ Q9 90 Q9 4
VNP, 0' 00 2
PNV, '0 '0 ‘0 3
P,nP, “ 1
612 70*  Total
VNV, 00 1
VNP, 0‘ 1
P,nV, ‘0 °° ‘0 3
P NP, o0 9 o9 9 Q9 5
712 80*  Total
VNV, * I 9 90O 3
VNP, °° 1
PnV, @O @O 0 3
PinP, 9 90O o9 3
812 90* Total
VNV, * I 0 * I 3
VNP, QO 0' 2
PnV, @@ * J& 9 Q9 90 5
PinP, 0
912 100*  Total
VNV, 00 00 2
VNP, 0‘ 1
PNV, 9 0 90 3
PnP, @@ 9 99 90
1012 110* Total
vVinV, @@ * I Q9 3
Vi NP, 09 00 00O 3
PNV, 90 90 0 90 3
P,nP, 0
1112 120*  Total
VNV, * I 9 9 90O 4
VNP, 0‘ 0' 2
P,nV, ‘0 1
PiNP, oo 9 o9 3

Atividade 3. Analogamente as atividades 1 e 2 a serem realizadas em sala de aula, propomos
agora que cada aluno realize duas extracdes seguindo o esquema de reposi¢do de Pdlya. A
Tabela 2 apresenta os dados obtidos ao realizar duas extracdes da urna de Pélya 120 vezes. Esta
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tabela fornece um explo dos resultados obtidos em uma turma de 40 alunos se cada aluno repete
a experiéncia 3 vezes. A partir dos resultados na tabela obtemos

# (Vi N Vo) (120) =31, #V;(120) = 53

e assim o quociente em (2.6) € igual a % ~ 0,5849057. Para simplificar a notacdo, denotamos a
frequéncia relativa em (2.6) por # (V2 | Vi) (n).

A Figura 2 apresenta a evolucéo de (Vz | V1) (n) em fungdo de n. Podemos observar
que para n suficientemente grande, a frequéncia relativa do evento V, dado V| estd préxima de %
Esta experiéncia justifica a nogao frequentista da probabilidade condicional do evento V; dado o
evento V|, exatamente da mesma forma como a frequéncia relativa do evento V| leva a nogao da
probabilidade do evento V.

Suponhamos que o experimento da extracao de duas bolas consecutivas de acordo com a
reposi¢ao da urna de Pélya possa ser realizado indefinidamente. Isto dltimo justifica a passagem
ao seguinte limite, o qual suporemos existe devido a Lei dos Grandes Numeros,

lim;, 00 ﬁ (V] N V2) (n)/n _ P(V] N Vz)
lim, o §Vi(n)/n PV

nli_{{)loﬂ (V2 [ Vi)(n) =

O quociente assim definido € a probabilidade condicional do evento V, dado o evento V.
Mais geralmente, de forma andloga ao considerado na Sec¢do 2.1, esta nocdo de probabilidade
condicional pode ser generalizada para quaisquer dois eventos A e B.

1 4
20 IS M~
3
# (V2| Vo) (n)

0 —

\ \ \ \ \ \ \

0 50 100 150 200 250 300

n

Figura 2 — evolucdo da frequéncia relativa do evento V,|V; para uma urna contendo inicialmente
uma bola vermelha e uma preta.

Definicao 2.2.1. Sejam A e B dois eventos quaisquer em €. A probabilidade condicional de A
dado B, denotada por P(A | B), é definida por

P(A N B)
P(A | B) = P(B) °
0, se P(B) =0.

se P(B) >0,
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Podemos agora verificar que P(V, | V;) = % Munidos desta ultima definicdo e da
equacao (2.4), temos que
Vi N Vs
Vil
Desenvolvemos estes cdlculos de maneira geral, para qualquer composicao inicial da urna.
Posteriormente especializamos para o caso considerado na experiéncia a ser realizada em sala
de aula. Sejam vg e pg respectivamente o nimero inicial de bolas vermelhas e pretas na urna.
Denotamos por € o espaco amostral correspondente a retirarmos uma bola e depois outra,
seguindo o esquema de reposi¢ao de Polya. Suponhamos que a > 1 bolas adicionais sejam

colocadas na urna apds cada extracdo. Neste caso, de (2.4), temos que

P(Vy | Vi) = (2.7)

P(Vl)zlvllz vo(vo +a) +vopo _ Vo
|  (vo+po)(vo+po+a) vo+po
c
V1NV vo(vo+1)
IP) V ﬂV = = .
V) = T = G p0) (ot po v @)

Assim, da equagao (2.7) obtemos finalmente

vo(vo + a) _ vo+ta

P(Vy | Vi) = (2.8)

vo(vo +a) +vopo  Vo+po+a

No caso particular correspondente a Atividade 3 a ser desenvolvida em sala de aula, isto
€, quando vo = pg = a = 1, temos que

2
P(Vy | Vy) = 3

E importante observarmos neste instante que P(A | B) é, em geral, diferente de P(A).
Especificamente, na urna de P6lya, para os eventos V; e V; temos que

P(V2) =P(Vo [ VDP(Vy) +P(Va | VD)P(V])

vo+a Vo + Vo Po
Vo+potavo+po Vvot+tpot+tavo+po
Vo
Vo + Po

Assim, de (2.8) obtemos P(V, | Vi) # P(V3) quando a > 0.

Uma observagdo a margem, decorrente do cédlculo de P(V;), é que a probabilidade de
obter uma bola vermelha na segunda extracao € igual a probabilidade de obter uma bola vermelha
na primeira. Duas propriedades surpreendentes da urna de Pdlya validas para qualquer n > 1 sdo

P(Va) =P(V1),
PVo [ Vae1) = P(Vao1 | Vo).

Ambas podem ser provadas utilizando indu¢do em n.

Consideramos agora vdrias questdes para fixar as ideias desta sec¢do e estimular o racioci-
nio dos alunos.

Exercicios
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Questao 9. Sabendo que a primeira bola retirada foi preta, qual é a probabilidade de que a
segunda bola também seja preta, considerando que, apds a primeira retirada, devolvemos a bola e
adicionamos mais uma bola da mesma cor?

Solucao. Iniciamos com 1 bola de cada cor, totalizando 2 na urna. Apds a primeira retirada,
que foi preta, devolvemos a bola e adicionamos outra bola preta a urna, de modo que agora a
urna possui 2 bolas pretas e 1 vermelha, totalizando 3 bolas na urna. Na segunda retirada, a
probabilidade de que uma bola preta seja retirada se d4 pela razdao da quantidade de bolas pretas
pelo total de bolas na urna. Logo: %

Questao 10. Sabendo que a primeira bola retirada foi vermelha, qual € a probabilidade de que
a segunda bola seja preta, considerando que, apds a primeira retirada, devolvemos a bola e
adicionamos mais trés bolas da mesma cor?

Solucao. Iniciamos com 1 bola de cada cor, totalizando 2 na urna. Apds a primeira retirada, que
foi vermelha, devolvemos a bola e adicionamos outras 3 bolas vermelhas a urna, de modo que
agora a urna possui 4 bolas vermelhas e 1 preta, totalizando 5 bolas na urna. Na segunda retirada,
a probabilidade de que uma bola preta seja retirada se d4 pela razao da quantidade de bolas pretas
pelo total de bolas na urna. Logo: %

Questao 11. Verificar que a frequéncia relativa da ocorréncia de um evento A dado outro B, ou seja
# (A | B)(n)/n satisfaz as propriedades (a;)-(a3), isto é: § (A | B)(n)/n+4# (A | B)(n)/n =1,
0 <#(A | B)(n)/n < 1, e se A e C sio disjuntos, entdo § (AN C | B)(n)/n = §(A |
B)(n)/n+4(C | B)(n)/n.

Solucao: Propriedade (ap).

HAIBI()  EA°|B() _(ANB)m) §(4°] BY(w
" " FB( FB(
1B _
FB(

Propriedade (a;). Suponhamos que # B(n) > 0. Por definicdo, # (A N B)(n) > 0. Assim

HAIB)() _BANBM) _

n §(B)(n)

Além disso, como § (A N B)(n) < # (B)(n), temos

HAIB)(m _#ANBm)
n §(B)(n)

Se agora supomos que § B(n) = 0, por defini¢do # (A | B)(n) = 0. Mostramos portanto que, em
geral, para qualquer caso § B(n) =0oufi B(n) >0,0 < #(A | B)(n) < 1.
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Propriedade (a3).
#(AUC|B)(n) #((AUC)NB)(n)
n B # B(n)
_#((AnB)U(CNB))(n)
§ B(n)

HANB)()  4(CNB)®)
FB( FB(
HAIB()  #(CIB)n)

n n

2.3 Independéncia de eventos

Uma das conclusdes dos experimentos da se¢ao anterior é que P(V, | V) # P(V,).
Ou seja, a probabilidade de escolhermos uma bola vermelha na segunda extracao, dado que o
resultado da primeira extracao € uma bola vermelha, difere da probabilidade de observarmos
uma bola vermelha na segunda extragao sem condicionarmos por nenhuma outra informacao.
Este resultado é bem intuitivo, pois sob a informagao adicional da ocorréncia de V, o contetido
da urna € diferente daquele quando ndo € considerado nenhum resultado na primeira extracao.
Isto motiva a seguinte defini¢do, bastante importante em teoria de probabilidade.

Definicao 2.3.1. Sejam A e B dois eventos quaisquer do espaco amostral Q. Dizemos que A é

independente de B se
P(A | B) =P(A).

Caso contrario, dizemos que A € nao independente de B ou que A é dependente de B. Se A é
independente de B e se B € independente de A dizemos que A e B sdo mutuamente independentes
ou, simplesmente, que A e B sdo independentes.

Concluimos portanto que V, é dependente de V. Em geral, quando sdo consideradas

extracOes sucessivas da urna de Pdlya, é possivel mostrar que para qualquer n > 1, V,, é
dependente de V,,_;.

Exercicios

Questao 12. Lancamos uma moeda duas vezes. Supomos que A denote o evento no qual o
resultado sdo duas caras e B o evento no qual o resultado do primeiro lancamento € cara. Mostrar
que os eventos A e B sdo dependentes, isto €, mostrar que A é dependente de B e que B é
dependente de A.

Solu¢ao. Definimos como C o evento que ocorreu cara e K o evento que ocorreu coroa. O espago
amostral é amostral Q = {(C,C), (C,K), (K,C), (K, K)}. Com isso temos

A 1 |B| 2 |ANB| 1
]P(A):—:—, ]P(B):—:_ e ]P(AHB):—:—,
| Q[ 4 Q| 4 | Q| 4
Logo,
P(ANB) 7 |1 P(ANB) 1
P(A|B) = ————2=2%-_ P(B|A) = — 2 -4 _
(A|B) F(B) 172 e P(B|A) A i
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ComoP(A | B) # P(A) e P(B | A) # P(B) os eventos A e B sdo dependentes.

Questao 13. Lancamos uma moeda duas vezes. Mostrar que o resultado do segundo lancamento
¢ independente do resultado do primeiro lancamento.

Solucao. Definimos como C; o evento que ocorreu cara na i-ésima retirada e K; o evento que

ocorreu coroa na i-ésima retirada. Com essas informagdes conseguimos nosso espago amostral
Q ={(C1,(2),(C1,K2), (K1, C2), (K1, K2)}. Dito isso,

P(C1) =P(C) =P(Ky) = P(Ky) =

=P(C | C) =P(C2 | K1) =P(K2 | C1) =P(K> | K1).

| =

Temos que C; e K3 sdo independentes de C; e K.

Questao 14. Sejam A e B dois eventos. Estes eventos sdo ditos independentes se
P(A N B) =P(A)P(B). (2.9)

Esta igualdade € geralmente a defini¢do de independéncia encontrada na maior parte dos textos
sobre probabilidade. Mostrar que esta defini¢cdo € equivalente a Defini¢do 2.3.1.

Solucdo. Suponhamos que (2.9) seja vdlida. Se P(B) > 0, da defini¢do de probabilidade

condicional temos
P(A N B) 3 P(A)P(B)

P(B)  P(B)
Analogamente verificamos que P(B | A) = P(B), e assim segundo a Defini¢do 2.3.1, concluimos
que A e B sao independentes.

P(A|B) = =P(A).

Suponhamos que A e B satisfazem a Defini¢do 2.3.1. Neste caso, da defini¢do de
probabilidade condicional temos

P(A N B) = P(A | B)P(B) = P(A)P(B),

o qual mostra que A e B satisfazem (2.9).

2.4 Abordagem computacional

As experiéncias praticas descritas nas se¢oes 2.1 e 2.2 tém por objetivo mostrar como
# A(n)/nel (V2| Vi)(n) tendem, respectivamente, as probabilidades P(V;) e P(V, | Vy). Os
resultados descritos consideraram 120 repeti¢des de cada experimento. O motivo de complemen-
tar com experimentos computacionais aqueles ja realizados manualmente € ter a possibilidade de
aumentar o nimero de interacoes bem além do niimero que seria possivel em sala de aula. A
Figura 3 com seus devidos parametros foi gerada a partir do cédigo B.1. Este cédigo implementa
a funcdo redred, a qual permite simular a retirada de duas bolas da urna e contar o nimero
de vezes que ocorre uma bola vermelha na primeira e na segunda escolha. Especificamente, as
trajetdrias apresentadas na Figura 3 foram geradas ao carregar o c6digo contendo a declaracio da
funcdo a partir de uma linha de comando do Phyton e digitando
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redred(seedl=4, seed2=20, n=50)
redred(seedl1=4, seed2=20, n=250)
redred(seedl=4, seed2=20, n=500)
redred(seedl=4, seed2=20, n=5000)

Os parametros seedl e seed2 determinam a semente do gerador de ntimeros aleatdrios para a
primeira e a segunda realizacdo apresentada em cada gréfico. O parametro n determina o nimero
de iteracdes.

0 25 50 0 125 250

0 250 500 0 3000 6000

Figura 3 — Quatro evolucdes da frequéncia relativa do evento V,|V| para n = 50,250,500 e
6000, repondo 3 bolas. Para cada um dos valores de n, todas as curvas azuis foram
obtidas com a mesma semente do gerador de nimeros aleatérios utilizado no c6digo
da func¢do redred (seed1l, Se¢do B.1), e todas as laranjas com uma outra semente
(seed2). A mesma semente foi utilizada para cada valor de n.

Com essa ferramenta em maos, podemos também fazer testes mudando a quantidade
de bolas repostas para observarmos como o grafico se comporta. Ao aumentar o nimero de
simulacdes, a frequéncia relativa dos resultados se aproxima de valores fixos, sugerindo uma
convergéncia da frequéncia relativa a probabilidade tedrica esperada. Esse comportamento
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reforc¢a a ideia de que, conforme a quantidade de experimentos aumenta, a frequéncia relativa
estabiliza, permitindo uma melhor aproximacdo da probabilidade real dos eventos.

2.4.1 Estudo computacional da convergéncia na urna de Pélya

Passamos agora ao estudo computacional de um outro problema com o objetivo de
motivar o assunto a ser estudado no préximo capitulo. O material € mais avangado e ndo faz
parte das atividades a serem realizadas em sala de aula.

Seja Q o espaco amostral de um determinado experimento, o qual suporemos possa ser
repetido um nimero arbitrario de vezes, e seja 14(k) a fungao indicadora da ocorréncia de A
na k-ésima realizacdo do experimento, isto €, a varidvel aleatéria definida em (2.1). A Lei dos
Grandes Numeros estabelece que o evento

1 ¢
{;ZIM o F ;ZW‘)I } @10
k=1 k=1

¢ um evento de probabilidade um. Das propriedades elementares de esperanca temos que para
qualquer n, E[2 77 _ 14 (k)] = 1 370 E[14(k)] = P(A). Assim, a Lei dos Grandes Nimeros
afirma que a fracdo relativa de vezes que A ocorre converge quase certamente a sua probabilidade.
Por exemplo, se A € o evento V analisado nas se¢Oes anteriores € vo = po = 1, entdo § Vi (n)/n

converge a %

Para podermos aplicar a Lei dos Grandes Nimeros, sao necessdrias as seguintes condicoes:

(Cy). Para quaisquer inteiros positivos diferentes j e k, 14(j) e 14(k) assumem valores
independentemente, isto &,

P({1a() =7} [) {a (k) =2} ) = P14 () = 27) P(La (k) = 1)
Vj#k, ex;,x; €{0,1}.
(Cy). As variaveis 14 (k) possuem a mesma distribuicdo, isto €,
P(1a(k) =1)=1-PA4(k)=0)=p, pe]0,1], ,Vk>1.

Ambas as condi¢des (C1) e (C») sdo satisfeitas quando € considerado o mesmo evento
A em realizacdes independentes de um determinado experimento. Isto justifica teoricamente a
convergéncia das fragdes relativas dos eventos Ve V, | V.

Passamos agora a considerar a sequéncia de eventos (V,), n > 1, definida ao realizar n
extragdes subsequentes da urna de Polya. Seja (1y, ), n > 1, a sequéncia das fungdes indicadoras
associadas, e sejam V, e P, respectivamente o numero de bolas vermelhas e pretas na urna apos
as primeiras n extracdes. A quantidade V,/(V,, + P,), correspondente a fragdo relativa de bolas
vermelhas, pode ser escrita como

V, 1 -
= + 1y, |. 2.11
V.+ P, na+vg +po(vO ; Vk) ( )

Diferentemente do que ocorre com a convergéncia da soma (2.10), a soma a esquerda em (2.11)
nao envolve eventos independentes como visto na Secéo 2.3: como V,, é dependente de V,,_, as
varidveis 1y assomem valores em {0, 1} de forma dependente. Por outro lado, a soma em (2.11)
tampouco envolve varidveis identicamente distribuidas. De fato, para qualquer k > 1 temos

Bl Vi + Py’

P(ly, = 1) = 1 = P(ly, = 0)
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mas, Vi / (Vi + Py) possui probabilidade zero de ser constante para todo k. Sendo assim, nenhuma
das condi¢des (Cp) e (C») sdo satisfeitas. Como consequéncia disto, ndo € possivel utilizar a Lei
dos Grandes Nimeros para estudar o comportamento assintético da frequéncia relativa das bolas
de uma cor na urna de Pdlya. O objetivo do resto desta secao € mostrar mediante simulagdes que
o comportamento da soma em (2.11) € surpreendentemente diferente daquele em (2.10).

As seguintes simulagdes mostram a evolucdo de V,,/(V, + P,) ao considerar diferentes
composig¢des iniciais vo, po € valores para a, o nimero de bolas novas introduzidas em cada
passo. A primeira simulagdo considera o caso em que vy = pg = a = 1. O resultado € mostrado
na Figura 4.
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Figura 4 — evolucgao da fracdo relativa de bolas vermelhas, para o caso vo = pg = a = 1.

A Figura 4 foi produzida ao carregar o c6digo apresentado no Apéndice B.2, digitando

caminhos (220,1,1,1,50)
histograma(1000,1,1,1,15000)

A fun¢do caminhos gera 50 evolugdes da fragdo de bolas vermelhas e apresenta o gréfico
das primeiras 220 , isto é de V,,/(V,, + P,) para n = 1,2,...,220. A funcdo histograma
gera 15000 evolugdes, cada uma de comprimento 1000 e apresenta o histograma dos valores
Vio0o/ (Viooo + P10oo). histograma também sobrepde o grafico da densidade Beta(vg/a, po/a).
Observamos que, apesar da disposic¢ao inicial de bolas ser idéntica em todos os testes, a propor¢ao
de bolas vermelhas ndo tende para o mesmo valor. A depender da realizagdo, a proporcao final de
bolas vermelhas fica distribuida uniformemente ao longo do intervalo [0, 1]. O histograma sugere
que o limite estd uniformemente distribuido em [0, 1], o qual de fato corresponde a densidade
Beta(1/1, 1/1); uma outra maneira de parametrizar a densidade uniforme.

A préxima simulagdo apresentada na Figura 5 ilustra o caso em que vo = po=1ea = 2.
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Figura 5 — evolucdo da fracdo relativa de bolas vermelhas, para o casovg=po=1ea = 2.
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Essa simulacdo nos mostra algo diferente da primeira. Ao invés da propor¢do ser
totalmente aleatdria, ela possui uma tendéncia maior a ficar nos extremos. A préxima simula¢io
apresentada na Figura 6 apresenta o resultado para os parametros vo = po =3 ea = 2.
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Figura 6 — evolucdo da fracdo relativa de bolas vermelhas, para o caso vo = pp=3ea = 2.

Essa terceira simulacdo demonstra um comportamento onde a proporc¢do de bolas
vermelhas tende a se concentrar mais proximo de %, isso se da pela disposicao inicial comegar
com 3 bolas de cada, fazendo assim o comportamento reforcado ser menos impactante a
cada retirada. A Figura 7 apresenta o resultado obtido ao considerar uma urna inicialmente
desbalanceada, definida por vo =2, pp=5ea = 1.
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Figura 7 — evolugdo da fracao relativa de bolas vermelhas, parao casovg =2, pp=5ea = 1.

Neste caso, a maior parte dos caminhos do processo da frequéncia relativa de bolas
vermelhas estd proxima de 0, o qual intuitivamente € natural, pois a urna possui inicialmente 5
bolas pretas e s6 2 vermelhas.

Mesmo que V,,/(V,, + P,) possa ser visto segundo (2.11) como uma média aritmética de
varidveis aleatdrias, as simulagdes apresentadas nesta se¢do mostram que o seu comportamento €
radicalmente diferente das médias da forma n~! > iei 1a(k), constituidas por somas de varidveis
independentes. Esta tltima converge quase certamente ao valor P(A). O préximo capitulo mostra
a sequéncia V,,/(V,, + P,) de fato possui um limite, e que o limite € uma varidvel aleatéria. Além
disso, o capitulo também identifica a distribuic@o desta varidvel como sendo a distribuicao com
densidade Beta(vg/a, po/a).
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3 CONVERGENCIA DA URNA DE POLYA

Este capitulo estd dedicado a demonstragdao do Teorema de Eggenberger-P6lya, descrito
informalmente no capitulo introdutério e exemplificado pelas simulagdes apresentadas no
Capitulo 2. O Teorema de Eggenberger-Pdlya faz parte do folclore nos circulos probabilisticos que
estudam modelos de urna. Embora existam diversas provas deste teorema, a sua demonstracao
na integra € dificil de ser encontrada. A primeira demonstra¢ao formal € atribuida ao esbogo
apresentado em Freedman (1965). A demonstracdo exposta aqui segue em linhas gerais o
argumento descrito nas Secoes 1.7 e 3.2 em Mahmoud (2009). Este dltimo estd por sua vez
baseado em Heath e Sudderth (1976). O primeiro passo da demonstracdo consiste em observar
a propriedade de intercambiabilidade da urna de Pdlya. Isto permite utilizar o Teorema de
representacao de De Finetti, o qual, em termos gerais, estabelece a existéncia de uma funcao
de distribuicao limite para a proporcao de sucessos de uma sequéncia de varidveis Bernoulli
intercambidveis. No caso da urna de Pdlya, € relativamente simples verificar que a funcao de
distribui¢do corresponde a funcdo de distribuicdo da proporcao limite de uma das cores. A
proporg¢ao é, por sua vez, uma varidvel aleatoria convergente por ser um martingal limitado. O
ultimo passo consiste em um desenvolvimento assintético, o qual permite identificar a densidade
limite da proporcao.

3.1 Intercambiabilidade

Salvo seja mencionado o contrdrio, suporemos ao longo deste capitulo que todas as
varidveis aleatorias estdo definidas em espago de probabilidade adequado (Q, &, IP). O conceito de
intercambiabilidade fornece uma ferramenta interessante que vai além da no¢do de independéncia.
Ela prové uma ideia de simetria que pode ser importante para o célculo de alguns resultados. Um
exemplo disso € o seguinte.

Exemplo 1. Suponhamos que um dado seja langado duas vezes. Denotamos por X e Y respectiva-
mente, as varidveis aleatérias correspondentes ao resultado do primeiro e do segundo langamento.
O espago amostral de qualquer um dos dois langamentos é o conjunto Q; = {1,2...,6}.
Claramente, para quaisquer 1 < x,y < 6, neste caso obtemos

P(X=x,Y=y)=P(X=y,Y =x).

De fato, da independéncia entre os resultados de ambos os dados e da simetria da probabilidade
em Q = Q X Q resulta

P(X=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y)

R
€21 ] |€21]

=P(X =y)P(Y =x)

=P(X =y,Y =x).

De maneira geral, consideramos a seguinte definicao.
Definicao 3.1.1. As varidveis aleatérias Xy, X», . . ., Xj sdo intercambidveis se a igualdade
P(Xi=x1, X2 =x2,.... Xk =x) =P (X1 =x;,, X2 = xi,, ..., Xk = x3)

vale para qualquer permutacdo iy, i2,13,...,i; dos indices 1,2,3, ..., k.
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Observamos que a permutacdo entre os valores assumidos pelas varidveis aleatdrias
consideradas € equivalente a permutar os indices das varidveis aleatdrias, mantendo os indices
dos seus valores, pois

{Xi =x1, X =x2} ={X1 =x2, X2 = x1} = {X2 = x1, X1 = x2}.

Com isto podemos garantir a igualdade da distribuicdo entre quaisquer vetores aleatorios,
resultado das permutagdes das suas coordenadas, ou seja

d
(X1, X2, X3, ..., X)) = (X5, Xiys Xiys -+, Xip)s

1° 22

o qual simplesmente € a forma abreviada de escrever
P(X; <x1,X2 <x2,..., Xk < x) =P(X;; < x1, X, <x0,..., X <,xp)

para quaisquer xi, X, . . ., Xy.

O seguinte exemplo apresenta uma extensao natural do experimento descrito no Exemplo 1.

Exemplo 2 (Sequéncias de varidveis aleatorias e independentes e identicamente distribuidas).
Seja X1, Xa, ..., X, uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas. Seja {iy, i2, . . ., i, } uma permutacao qualquer dos indices {1,2, ..., n}. Neste caso,

P(X) =x1,X2 =x2,..., X = x,) = P(X1 =x1)P(X2 = x2) - - - P(X,, = x)
=P(X;, =x1)P(X;, = x2) - - - P(X;, = x)
= ]P)(Xll = x17Xi2 = x27 e ’Xin = xn)-

As varidveis aleatérias X1, Xp, ..., X, sdo, portanto, intercambidveis.

3.2 Intercambiabilidade da urna Pélya

Agora, considerando um esquema de urnas de Pdlya-Eggenberger onde sdo misturadas
bolas pretas e vermelhas e toda vez que sorteamos uma bola aleatoriamente, devolvemos a > 1
bolas da mesma cor que foi retirada na urna. Suponhamos que inicialmente a urna apresenta pg
bolas pretas e vg bolas vermelhas. Seja

X =1 1, se abola retirada na i-€sima tentativa € vermelha
i =y, = L. .
' 0, caso contrario

Da férmula da probabilidade composta (ou férmula do produto) obtemos

P(X;=1,X,=0,X3 =0)
=P(X3=0|X=0,X;=1)P(Xx,=0]| X; =DP(X;=1)
___Pbota Po Vo
C vo+po+2a vo+po+a vo+po

Analogamente,

pbota 140 Po

P(X;=0,X,=1,X3=0) =
vo+ po+2a vo+po+a vo+ po

e também
Vo pota Po

P(X;=0,X,=0,X3=1) = .
vo+ po+2a vo+po+a vo+ po
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Como podemos notar, todas as sequéncias com exatamente uma bola vermelha nas 3 primeiras
retiradas tém a mesma probabilidade. Em particular, isto mostra que as varidveis aleatérias X,
X5 e X3, as quais indicam se o resultado € uma bola vermelha, sdo intercambidveis.

Determinamos a seguir a probabilidade de obtermos exatamente k bolas vermelhas em
n realizacdes da urna de Polya. A probabilidade deste evento € utilizada na demonstracao do
Teorema de Eggenberger-Polya, Teorema 3.4.1. Os denominadores das fracdes das probabilidades
de cada retirada sempre serdo vo + po,vo + po + d,...,vo + po + (n — 1)a, pois na primeira
retirada temos v + po possibilidades de escolha, e a cada retirada acrescentamos a + 1 bolas. Ja os
numeradores serdo vg, vo+a, vo+2a, . ..,vo+(k—1)a,e po, po+a, po+2a,...,po+(n—k—-1)a,
supomos que todas as bolas vermelhas necessarias tenham sido retiradas nas k primeiras tentativas
e as proximas n — k retiradas sejam de bolas pretas. Temos assim que

PXi=LX=1,X3=1,..., X =1, X441 =0,X4432 =0, X443 =0,..., X, =0)

Vo vo+a vo +2a vo+ (k—1)a
Vot po vo+po+a vo+po+2a T vo+po+ (k—1)a

Po po+a po +2a po+(n—k—1)a
vo+po+ka vo+po+ (k+1a vo+po+ (k+2)a ~ vo+po+ (n—1a
_ﬁ Vo +ia ”H_lpo+(j—k)a
_i:0v0+p0+iaj:k vo+po+ja’

Seja V,, a variavel aleatoria igual ao numero de bolas vermelhas retiradas nas n primeiras
tentativas. Como qualquer permutag@o da ordem em que as bolas vermelhas foram retiradas tem a
mesma probabilidade pela intercambiabilidade, os cdlculos anteriores fornecem a demonstracio
do seguinte lema.

Lema 3.2.1.
n\ Vo +ia n] po+(j—k)a
P(V,=k) = X - —,
im0 Vo + po t+1ia i Vvo+ po+ja
3.3 O Teorema de representacio de De Finetti
Teorema 3.3.1 (De Finetti, 1937). Seja X, X», ... uma sequéncia de varidveis aleatorias

intercambiaveis com valores em {0, 1}. Existe uma fun¢do de distribuicdo F concentrada em
[0, 1] tal que

1
P(X;=1,....X=1,X:1=0,...,X,=0) :/ (1 =x)"*dF (x),
0

paracadane( < k < n.

Demonstragao. Seja S, = > ., = X;, e para simplificar a notagdo denotamos por A o evento
{Xi=1,.... X =1,Xp41 =0, ..., X, =0}. Seja m um inteiro positivo talque m > n > k > 0.
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Ao condicionarmos pelo evento {S,, =r}, sendom — (n — k) > r > k, obtemos

P(A) =) P(A|Sy=rP(Sy=r)
r=k

_ i (r(m)k)P(sm =r)
r=k

:in:( (m—n)! r!(m—r)!]P)(Sm:r)'
r=k

r—k)!(m-n—-(r—-k))! m!

A segunda igualdade é consequéncia da intercambiabilidade das varidveis aleatérias X, X,

..» Xm, pois qualquer sequéncia destas varidveis tal que S,, = > ;- X; = r, consistente com a
sequéncia inicial definida pelo evento A, possui a mesma probabilidade. Rearranjando fatores
temos

 (Dk(m =)k
P(A) = P(Sm =7), (3.1)
2,

onde para quaisquer x € Re r € N, (x), denota o simbolo de Pochhammer, isto é

x)y=x(x-1Dx=-2)...(x=r+1).

Consideramos agorax = r/m, a fragdo relativa de uns na sequéncia X| = xy, ..., X; = X,
isto é, x =Y 1", x;/m. Seja Fy,(x) a fungdo de salto igual a 0 se x < 0, e incrementos P(S,, = r)
emx =r/mparar =0,1,2,...,m. F, denota a funcdo de distribuicio de S,,/m. Nestes termos,

(3.1) pode ser reescrita como

1
pay = 30 0 =m0

% (m)n

m

Analisamos agora o comportamento no limite m — co. Do Lema A.2.1, para m grande obtemos
as aproximacdes assintéticas (mx); ~ (mx)*, (m —mx),_x ~ (m(1-x))* e (m), ~ m", portanto

. (mx)(m —mx),—k o xkmk (1 = x) R,k
lim = lim

m—oo (m)n m—oo mn

= x*(1 - x)" k.

Por outro lado, utilizando o Teorema de selecdo de Helly, Teorema A.1.1, temos que a sequéncia
{Fn(x);m=1,2,...} possui uma subsequéncia convergente {Fy,(x); j = 1,2,...} tal que para
alguma funcao de distribui¢do F definida no R,

lim Fy,, (x) = F(x) nos pontos de continuidade de F.
J—)OO

Destas observagoes segue

i (mjx)(mj = m;jx)n—i

P(A) = lim s

Jj—oo

dFy, (x)

x=k/m;

1
= / Xk (1 = x)"*aF (x). O
0
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3.4 O Teorema de Pélya-Eggenberger

Para enunciar corretamente o Teorema de PSlya-Eggenberger e apresentar a sua demos-
natracdo precisamos das seguintes definicoes.

Defini¢ao 3.4.1. Sejam (X)), n € N, uma sequéncia de variaveis aleatérias e X uma variavel
aleatéria, ambas definidas em (Q, &, P). (X)) converge quase certamente a X se ]P’({a) € Q:

lim, e Xp(w) =X (w)}) = 1. Neste caso escrevemos X, —q.c. X.

Definicao 3.4.2. Seja (X,), n € N, uma sequéncia de variaveis aleatérias e seja (Fy), n € N
a sequéncia das suas fungdes de distribui¢do. Seja X uma varidvel aleatdria e F sua funcao de
distribui¢@o. A sequéncia (X)) converge em distribuicdo a X se

lim F,(x) = F(x), para todo x onde F(x) € continua.
n—oo

Neste caso, utilizamos a notacdo X,, —4 X.

Definicdo 3.4.3. A fungdo B : R?2 — R, definida pela integral

1
B(xl,xz):/ FN = dr
0

€ conhecida como a funcao beta. As funcdes beta e gamma estdo relacionadas da seguinte
maneira,
)T (x2)

B(x),x) = — 22
(XI XZ) F(X1 + X2 — 1)

(3.2)

Definicao 3.4.4. A varidvel aleatéria continua X possui densidade Beta(a, 8), @ > 0, 8 > 0, se
a sua densidade f : (0, 1) — R é dada pela expressao

f(x) =B(a, B) " 'x (1 - x)f L.

Teorema 3.4.1 (F. Eggenberger e G. Pdlya, 1923). Seja V,, o niimero de bolas da cor vermelha
na urna apos os primeiros n sorteios. Se no n-ésimo sorteio é escolhida uma bola de uma
determinada cor, além da bola escolhida, sdo repostas a bolas dessa cor. Neste caso, existe uma
variavel aleatoria X tal que

v,
(i) z — X,
Vo+ P, d
(ii) X ~ Beta(v—o, @).
a a

Demonstragdo. Para mostrarmos a afirmagao (i) é suficiente provar que M, =V, /(V,, + P,) é
um martingal a respeito de &, onde §,, n > 0, a filtracdo natural gerada por (V,, P,). Seja (&),
n > 1, a sequéncia de varidveis aleatérias com valores em {0, é} definida por

1
&n = E(Vn - Vn—l)a
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e sejaty = vo + po. Assim,

Vn+1
E[M, W] = E|l ————— | &
(M1 | &l Vot Py &
1
=—FE|V, n |
(n+Da+1 [ +a§+1|i§]

Utilizando a linearidade da esperanca condicional, propriedade (p>) no Apéndice A.3, temos que
E[V,+aéne1 | Sl = E[Vy | ul + aE[Er41 | §n]. Observamos agora que V,, estd adaptada a §;,,
portanto da propriedade (p;) no Apéndice A.3, obtemos E[V,, | &.] = V,.. Por outro lado, dado
Bn» €x possui distribuicdo Bernoulli com probabilidade de sucesso M,,. Segue destas observacdes
que

(n+ Da+tg V,+ P,

IE[Z‘/[rwl | 8’11] = ;(Vn +a Ya )

;(v Vi )
(n+ 1a+1 na + ty
V.4 P,

=M,.

A varidvel M, =V, /(V,, + M,,) esta claramente adaptada a &, pois &, € a sigma dlgebra gerada
por (V,, P,). Observamos também que sup,, EHM”” <oo,umavezque0 <V, /(V,+P,) <1
vale para todo n > 1. Segue portanto do Teorema de Convergéncia de Martingais, Teorema A.3.1,
que existe uma varidvel aleatéria X tal que

Vi

n = —
Vo+ Py qe.

Do Teorema A.4.1, isto por sua vez implica em M,, —, X, isto é
lim P(M,, <x) =P(X <x)
n—ooo

para qualquer x € [0, 1], e termina portanto a demonstragcdo da primeira afirmacao do teorema.

O resto da demonstracao consiste em identificar a distribuicdo da varidvel aleatéria X.
Seja (X,), n > 1, a sequéncia de varidveis aleatorias Bernoulli com valores em {0, 1} definida
por X, = aéy, esejaS, = > ¢ X;. O evento no qual k bolas vermelhas sdo extraidas nos primeiros
n sorteios € o evento {S, = k}. De acordo ao visto na Secdo 3.2, temos que as variaveis X,
X, ..., X, sdo intercambidveis. Sendo assim, independentemente da ordem na qual ocorram k
sucessos, qualquer sequéncia de comprimento n com k sucessos possui a mesma probabilidade,
portanto do Lema 3.2.1 temos

P(S, = k) = ZIP’(Xl:1,...,Xk:1,Xk+1:0,Xn:O)
k-1 . on-1 .
_(n Hv0+la1—[p0+(]—k)a
k Py to+ia ik to+ja
_ (M\vovo+a)---(vo+ (k= Da)po(po+a)---(po+(n—k—1a)
k lo(l‘o + a) s (l‘() + (n - l)a) '
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O quociente da ultima expressao € igual a

a*(vo/a)(vo/a+1)---(vo/a+k —1)a"*po/a(po/a+1)---(po/a+n—k—1)
a’(to/a)(to/a+1)---(to/a+n—1) ’

e em termos da funcio gamma ao considerar o fatorial ascendente x") = x(x+1) --- (x+r—1) =
I'(x +r)/I"(x) obtemos

(vo/a)® (po/a)™™  T(vo/a+k)(po/a+n—k)  T(to/a)
(to/a)" - [(to/a+n) [C'(vo/a)T(po/a)

Utilizando a relacdo entre as funcdes beta € gamma em (3.2) podemos escrever

B +k, +n—k
k B(vo/a, po/a)
Por outro lado, devido a intercambiabilidade das varidveis Xi, Xo, ..., Xj,, segundo o

Teorema de selecdo de De Finetti, Teorema 3.3.1, temos que existe uma funcao de distribui¢cdo F
concentrada em [0, 1] tal que

P(S, = k) = (Z)P(Xl =1, Xi=1,X441 =0, X, = 0)

R (3.4)
= ( ) / (1 =x)"*dF (x),
k] Jo
onde F' € a func¢do de distribuicao limite da fracdo de sucessos na sequéncia X, isto é
. Va
Fx)=P(X<x)=1lmP <x].
n—eco \V, + P,
Comparando (3.3) e (3.4) obtemos
B k, -k !
wole BRI =R [k — ot ar o). (35)
B(vo/a, po/a) 0

Desenvolvemos a continuacao a expressao a esquerda de (3.5), utilizando a definicdo da funcdo
beta. Da Definicao 3.4.3,

B(vo/a+k,po/a+n—k) 1
B(vo/a, po/a) ~ B(vo/a, po/a)

1 vo/a—1 1— po/a—1
= / xk(l —x)n_kx ( X) dx.
0 B(vo/a, po/a)

Comparando a expressdo a direita da ultima igualdade com a expressao a direita da igualdade em
(3.5) e utilizando a Definicdo 3.4.4, concluimos que dF (x) = f(x)dx onde f(x) € a densidade
Beta com parametros vo/a e po/a. Isto termina a demonstragdo da segunda afirmagdo do
teorema. O

1
/ xvo/a+k—1(1 _x)po/a+n—k—1 dx
0
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APENDICE A - A

A.1 O Teorema de selecao de Helly

Apresentamos neste apéndice o Teorema de selecao de Helly. A sua demonstracio segue
o texto em Capiriski e Kopp (2004, Teorema 7.19).

Teorema A.1.1. Seja F,, uma sequéncia de funcoes de distribuicdo. Existe F, uma funcdo de
distribui¢do ndo necessariamente de probabilidade, e uma sequencia k, — oo tal que

lim Fy, (x) = F(x),
n—oo
nos pontos de continuidade de F.

Demonstragdo. Seja {q1,q>, ...} uma enumeracdo dos racionais (Q. A sequencia F,(q;) €
limitada, pois para qualquer x € R tem-se 0 < F,,(x) < 1. Existe portanto uma subsequencia
convergente

Fi(q1) = yi1.
Consideramos agora a sequencia F1 (q2). Por ser limitada, também temos a convergencia para
uma subsequencia k2 de k., isto ¢,

Fi2(q2) = ya.
Claramente também temos

Fii(q2) = y2.

Procedendo desta forma & possivel definir as sequencias k>, k%, ..., cada uma sendo uma
subsequencia da sequencia anterior, tal que

Fkg(CIm) — Ym param < 3,

Fkﬁ(Qm) — Ym param < 4,

e assim por diante. A sequencia diagonal Fy, = Fy» converge em todos os pontos racionais.
Definimos Fg em Q por

Fol(q) = lim Fr,(q),

e em seguida
F(x) = inf {F@(q) q€Q,q> x}.
Mostramos a seguir que F é ndo decrescente e continua a direita.

Mostramos que F € ndo decrescente. Como F;, sdo nao decrescentes, 0 mesmo vale para
Fg. De fato, g1 < g implica em Fy,(q1) < F,(g2), o qual permanece verdadeiro no limite.
Seja agora x| < x3. F(x1) < Fg(q) para tudo g > x e assim em particular para todo g > x»,
portanto F'(x1) < infysy, Fo(g) = F(x2).

Mostramos que F' € continua a direita. Seja x,, uma sequencia decrescente com limite x.
Pela monotonicidade de F, F(x) < F(x,) e assim F(x) < lim, F(x,). Suponhamos que F(x) <
lim F'(x,). Da defini¢do de F existe ¢ € Q, x < g, tal que Fp(q) < lim, F(x,). Para algum n,
x < Xp, < g, portanto da defini¢do de F segue F(x,,) < Fg(q), logo F(x,,) < lim, F(x,) o
qual € uma contradicao.
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Finalmente, mostramos que de F € continua em x, entdo Fi, (x) — F(x). Sejae > 0
arbitrdrio e sejam g1, g2 € g3 racionais tais que g1 < g2 < x < gz e

F(x)—e<F(q)) < F(x) £F(q3) < F(x)+e.
Como Fy,(g2) — Fo(g2) = F(q1), para n suficientemente grande tem-se
F(x) — € < Fi,(q2).
Observamos que Fy, € ndo decrescente, portanto
Fr,(q2) < Fi, (x) < Fi,(q3).
Por fim, Fy,(g3) — Fg(g3) > F(q1), e assim para n suficientemente grande segue que
Fi,(q3) < F(x) +€.
Juntando as desigualdades acima concluimos que
F(x) —€ < Fy, (x) < F(x) +¢,

o qual prova a convergéncia. O

A.2 Aproximacao assintética de (x),

Nesta secao descrevemos o comportamento assintético do simbolo de Pochhammer
(x);, quando x — oo. Estas quantidades sdo consideradas na demonstracdo do Teorema de De
Finetti, no Capitulo 3. Sejam f, g duas funcdes de R em R. Dizemos que f € assintoticamente
equivalente a g se
f(x) _

m =
x>0 g(X)
e neste caso escrevemos f ~ g. Um exemplo disto € a seguinte equivaléncia

X X
x! ~ 7T2x(—) ,
e

1,

conhecida como a aproximagao de Stirling para x!.

Lema A.2.1. (x), ~ x".

Demonstracdo. Mostraremos primeiro que para quaisquer x, a, b € R,

I'(x+a) aeb

m ~ X (Al)

Consideramos as aproximagdes de Stirling, I'(x + a) ~ V2rxita-le=xd e I'x+b) ~
V27rx<+b ~lo=xy3 , descritas em Olver et al. (2024). Assim
I'x+a) ) I'(x+b)

lim - = lim -=1
X200 [y xta—1lp—xy3 X—00 Zﬂxx+b—le—xx7

e portanto
. I'x+a)/x®
lim ——————— =
x—co ['(x + b) /xb
o qual mostra (A.1). Da identidade x! = T'(x + 1) e (A.1) obtemos finalmente

x0T +1)

— o lm(=rtl) r O
(x=r)! T(x-r+1) * *

x)y=x(x=-1)---(x—-r+1)=
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A.3 Martingais

Os martingais sao essenciais na teoria de probabilidade contemporinea. O material desta
secao foi tomado em parte de Williams (1991).

Seja Q um espaco amostral e § uma sigma dlgebra de Q. Utilizamos a notacao (Q, )
sempre e quando este seja o caso. Denotamos por B a sigma dlgebra de Borel de R.

Definicao A.3.1 (Williams, 1991, Secao 3.1). Seja X : Q — R. Para A C R, define-se
XA ={weQ|X(w) e A}.
X € adaptada § se X 1.8 g istoé, X 1(A) € § VA € B.

Definicao A.3.2. Seja Q um espaco amostral e § uma sigma dlgebra de Q. Uma filtracao de
(Q, &) € uma sequencia (&), n > 1, de sigma dlgebras de Q tal que para todo n, &, C Fy+1, €

limn ?fn = Un 8}1 = 8

Definicao A.3.3 (Williams, 1991, Se¢do 10.3). Seja (L, &, P) um espago de probabilidade e &,
n > 1 uma filtracao de (Q, &). Seja M = (M), n > 1, uma sequéncia de varidveis aleatrias em
(Q, &, P). M,, ¢ um martingal a respeito de g, se:

(i) M, esta adaptado a g,
(i) E[|M,|] < oo, Vn,
(ili) quase certamente E[ M1 | F,| = M.

Teorema A.3.1 (Williams, 1991, Secdo 11.5). Seja M um martingal tal que sup, E [|M,|] < co.
Existe uma variavel aleatoria finita X tal que X = lim,, M,,.

Enunciamos a seguir duas propriedades de esperanca condicional utilizadas na demons-
tracdo do primeiro item do Teorema 3.4.1. Ambas foram tomadas da Secao 9.7 em Williams
(1991).

(p1) Se X : Q — Restaadaptadaa &, entdo E[ X | ] = X.
(p2) Sejam X,Y : Q - Rea,b € R, logo E[aX +bY | ] =aE[X | §] + PE[Y | F].

A.4 Convergéncia de variaveis aleatdrias

Apresentamos neste apéndice um resultado bem conhecido, o qual estabelece a relagao
entre convergéncia quase certa e em distribui¢do. A sua demonstracdo pode ser encontrada em
James (2023).

Teorema A.4.1. Sejam (X)), n € N, e X respectivamente uma sequéncia de varidveias aleatorias
e uma varidvel aleatéria em definidas em (Q, §,P). Em geral vale

X — X=X, — X.
q.c. d
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APENDICE B - B

Neste Apéndice apresentamos o cddigo Python utilizado para gerar as figuras desta tese.
Em particular, o c6digo da Secdo B.1 € utilizado para desenvolver as atividades em sala descritas
no Capitulo 2.

B.1 Cadigo para simular a probabilidade condicional

Esta secdo apresenta o cédigo utilizado para simular o processo da urna de Pdlya.
Especificamente, este foi utilizado para gerar a Figura 3.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def Polya_2x():
rl = np.random.binomial(l, 1/2)

if r1 == 1:
p = 2/3
else:
p = 1/3

r2 = np.random.binomial(l, p)
return rl1, r2

def redred(seedl, seed2, n):
# Conjunto de dados 1
np.random.seed(seedl)

rrl = 0
rbl = 0
vl = []

for _ in range(n):
a = Polya_2xQ)

if a[®] == 1 and a[l] ==
rrl += 1

if a[®] == 1 and a[l] == O:
rbl += 1

vl.append(rrl / (rrl + rbl) if rrl + rbl > 0 else 0)

# Conjunto de dados 2
np.random.seed(seed2)

rr2 = 0
rb2 = 0
v2 = []

for _ in range(n):
a = Polya_2xQ)

if a[®] == 1 and a[l] == 1:
rr2 += 1

if a[®] == 1 and a[l] == O:
rb2 += 1

v2.append(rr2 / (rr2 + rb2) if rr2 + rb2 > 0 else 0)
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# Plotando os dois conjuntos de dados
plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(vl, linewidth=2)
plt.plot(v2, linewidth=2)

plt.axhline(y=2/3, color="black’, linestyle="--")
plt.ylim(®, 1)
plt.show ()

B.2 Cédigo para simular a urna de Pélya

Esta secdo apresenta o c6digo utilizado para simular o processo da urna de Polya. Este
foi utilizado para gerar as Figuras 4,5, 6¢e 7

from matplotlib import pyplot, transforms
import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import array as arr

from scipy.stats import beta

import random

def simula_urna_polya(numero_passos, bolas_pretas_iniciais,
bolas_vermelhas_iniciais,
bolas_adicionadas):
bolas_pretas = bolas_pretas_iniciais
bolas_vermelhas = bolas_vermelhas_iniciais
razoes = []
for i in range (numero_passos):
total_bolas = bolas_pretas + bolas_vermelhas
razao_atual = bolas_pretas / total_bolas
razoes.append((i, razao_atual))
bola_escolhida = random.randint(l, total_bolas)
if bola_escolhida <= bolas_pretas:
bolas_pretas += bolas_adicionadas
else:
bolas_vermelhas += bolas_adicionadas
return razoes

def simula_urna_polya2 (numero_passos, bolas_pretas_iniciais,
bolas_vermelhas_iniciais,
bolas_adicionadas):
bolas_pretas = bolas_pretas_iniciais
bolas_vermelhas = bolas_vermelhas_iniciais
razoes = []
for i in range (numero_passos):
total_bolas = bolas_pretas + bolas_vermelhas
razao_atual = bolas_pretas / total_bolas
bola_escolhida = random.randint(l, total_bolas)
if bola_escolhida <= bolas_pretas:
bolas_pretas += bolas_adicionadas
else:



B.2 Cédigo para simular a urna de Pélya

53

def

def

bolas_vermelhas += bolas_adicionadas
return razao_atual

histograma(numero_passos, bolas_pretas_iniciais,
bolas_vermelhas_iniciais, bolas_adicionadas,
numero_simulacoes):

h = []
for i in range(numero_simulacoes):
razao_atual = simula_urna_polya2(numero_passos,

bolas_pretas_iniciais,

bolas_vermelhas_iniciais,

bolas_adicionadas)
h.append(razao_atual)

his=pyplot.hist(arr.array(’d’,h), bins=100,
orientation="horizontal",
color="salmon’,density=True);

np.linspace(0,1,300)

beta.pdf(x,bolas_pretas_iniciais/bolas_adicionadas,

bolas_vermelhas_iniciais/bolas_adicionadas)

base = pyplot.gca().transData

rot = transforms.Affine2D().rotate_deg(90)

line = pyplot.plot(x,-y, color="black’, linewidth=1.5,

linestyle="-’, transform= rot + base)

X
y

ax = pyplot.gca()
ax.set_xlim([-0.1, Nonel)
ax.set_ylim([-0.025, 1.025])
pyplot.axis(’off’)

caminhos (numero_passos, bolas_pretas_iniciais,
bolas_vermelhas_iniciais,
bolas_adicionadas, numero_simulacoes):
for i in range(numero_simulacoes):
razoes = simula_urna_polya(numero_passos,
bolas_pretas_iniciais,
bolas_vermelhas_iniciais,
bolas_adicionadas)
L =[]
for i in range(len(razoes)):
L.append(razoes[i][1])
pyplot.plot(L,color="black’, linewidth=.5, linestyle="-")

ax = pyplot.gca(Q)
ax.set_xlim([-numero_passos/50, numero_passos

+ numero_passos/50])
ax.set_ylim([-0.025, 1.025])
pyplot.axis(’off’)
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