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RESUMO

GOMES, P. H. Estudo sobre equacoes diferenciais ordinarias e solucao pelo
Método de Euler. 2025. Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional) — Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirao Preto da USP, Sao
Paulo, 2025.

Este trabalho tem como objetivo propor um roteiro de itinerario pedagdgico sobre
Equagoes Diferenciais Ordindrias (EDOs) de uma perspectiva aplicada e acessivel a
alunos do Ensino Médio. Permeado por aplicagoes em dreas como Fisica, Quimica e Bi-
ologia, o roteiro favorece a interdisciplinaridade, além de evidenciar a importancia dos
modelos matematicos na compreensao de fenomenos naturais. O texto estd embasado
em técnicas analiticas de resolugao de EDOs de primeira ordem e de sistemas de EDOs
de primeira ordem, bem como em técnicas de andlise qualitativa, como os pontos de
equilibrio e os campos de dire¢oes; trata também do método de Euler para aproximacao
das solugoes, em seus aspectos tedricos e praticos; e utiliza planilhas eletronicas para
construgao dos campos de diregoes, automatizagao do método de Euler e visualizacao
das solucoes aproximadas obtidas. O itinerdrio pretende desenvolver nos alunos habili-
dades de resolugao de problemas, raciocinio légico, uso de planilhas e softwares, anélise
grafica, organizagao de gréaficos e simulacao computacional. As aulas sdo propostas de
forma a explorar as diversas abordagens pedagogicas como discussao em grupo, oficinas
praticas, estudo em laboratorio de informatica e aulas expositivas. Esperamos que este
trabalho sirva de inspiragdo aos professores e que possa contribuir para a formagao de
estudantes mais criticos e preparados para os desafios contemporancos.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais ordindarias; Itinerario pedagogico; Método de
Euler; Recursos computacionais.



ABSTRACT

GOMES, P. H. Study on ordinary differential equations and solution by Euler’s
method. 2025. Dissertagdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)
— Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirao Preto da USP, Sao Paulo, 2025.

This work aims to propose a pedagogical itinerary for Ordinary Differential Equations
(ODEs) from an applied and accessible to high school students perspective. Intersper-
sed with applications in fields such as Physics, Chemistry, and Biology, the itinerary
promotes interdisciplinarity and highlights the importance of mathematical models in
understanding natural phenomena. The text is based on analytical techniques for sol-
ving first-order ODEs and first-order ODE systems, as well as on qualitative analysis
techniques, such as equilibrium points and direction fields; it also addresses Fuler’s
method for approximating solutions, in its theoretical and practical aspects; and uses
spreadsheets to construct direction fields, automate Euler’s method, and visualize the
approximated solutions obtained. The itinerary aims to develop in the students skills in
problem-solving, logical reasoning, use of spreadsheets and software, graphical analysis,
organization of graphs and computer simulation. The classes are designed to explore
various pedagogical approaches, such as group discussions, hands-on workshops, com-
puter lab work, and lectures. We hope this work will serve as inspiration to teachers
and contribute to the development of more critical and prepared for contemporary
challenges students.

Keywords: Ordinary differential equations; Pedagogical itinerary; Euler’s Method;
Computational resources.
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Introducao

As equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) compoem uma poderosa classe de ferra-
mentas matematicas, que permite modelar fenomenos reais que variam continuamente
ao longo do tempo, ou de outra varidvel independente, nas mais diversas areas do
conhecimento, como Engenharias, Medicina, Economia, entre outras.

A versatilidade das EDOs nao estd presente apenas na modelagem de fenémenos
complexos, existem aplicacoes mais simples, tangiveis aos alunos do Ensino Médio.
Por exemplo, podem ser modelados com EDOs problemas da &drea de Fisica como
aquecimento e resfriamento de corpos, circuitos elétricos e sistemas massa-mola; da
arca de Quimica, como aciimulo de agua em recipientes ¢ problemas de misturas; e da
area de Biologia, como crescimento populacional, modelo de competigao entre espécies
e modelo presa-predador.

No entanto, tanto a teoria quanto as técnicas de resolugao das EDOs necessitam de
conceitos mais avancados, do Célculo Diferencial e Integral, impedindo que as EDOs
sejam ensinadas da forma tradicional a alunos do Ensino Médio. De forma que, caso
professor tenha interesse em apresentar o assunto a um grupo de alunos interessados,
deve aborda-lo com auxilio de ferramentas que permitam tornar o aprendizado acessivel
e agradavel.

Assim, nosso objetivo é propor um roteiro de itinerario pedagdgico para o ensino de
EDOs voltado a alunos do terceiro ano do Ensino Médio, permeado por aplicagoes em
areas como Fisica, Quimica e Biologia, favorecendo a interdisciplinaridade e evidenci-
ando a importancia dos modelos matematicos na compreensao de fenomenos naturais.
Um segundo objetivo é oferecer um material para auxiliar os professores de Matematica
do Ensino Médio na compreensao do tema com uma certa profundidade, para que pos-
sam trabalhar de forma segura e assertiva com os alunos.

Para tornar essa proposta exequivel no contexto do ensino médio, incluindo esco-
las com recursos limitados, optou-se pela utilizacao de métodos numéricos para apro-
ximagao das solugoes das EDOs, ao invés do céalculo das solucoes exatas. Especifi-
camente, utilizamos o Método de Euler, que possui uma formula algébrica simples e
produz resultados suficientemente precisos para o escopo deste projeto. Além disso,
o uso de planilhas eletronicas, como Excel, LibreOffice Cale ¢ Google Planilhas, foi
escolhido por sua acessibilidade e potencial pedagdgico, possibilitando a realizagao dos
extensos calculos necessarios, a representagao grafica das solugoes e a construgao de
planos de fase e campos de diregoes.

A proposta estd de acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), espe-
cialmente no que diz respeito ao desenvolvimento de competéncias voltadas a resolugao
de problemas, & modelagem matematica, ao uso de ferramentas tecnologicas acessiveis
e a interdisciplinaridade. As aulas sao propostas de forma a explorar as diversas abor-
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dagens pedagogicas como discussao em grupo, oficinas praticas, estudo em laboratdrio
de informatica e aulas expositivas. Apesar de nao ter sido aplicado em sala de aula até
a finalizacao deste trabalho, espera-se que o roteiro sirva de inspiragao aos professores
e que possa contribuir para a formacao de estudantes mais criticos e preparados para
os desafios contemporaneos.

O texto possui a seguinte divisao de capitulos. No Capitulo 1, apresentamos os
conceitos iniciais sobre EDOs de primeira ordem e uma revisao dos principais tépicos
de célculo diferencial e integral que embasam as técnicas de resolucao dessas equagoes.
Também incluimos problemas motivadores com temas que dialogam com outras disci-
plinas, como Fisica, Quimica e Biologia, por exemplo, o crescimento de bactérias e o
acumulo de dgua em recipientes. Ao final, discutimos algumas estratégias de resolucao
de EDOs de primeira ordem e o uso de campos de direcoes como recurso visual para
compreender as caracteristicas das solugoes.

No Capitulo 2, passamos ao estudo de sistemas de EDOs de primeira ordem, in-
troduzindo o tema por meio de exemplos concretos, como circuitos elétricos, o sistema
massa-mola e o problema da mistura quimica. Estudamos especificamente os sistemas
com coeficientes constantes, tanto lineares quanto nao lineares, e discutimos a ideia de
sistemas autonomos localmente lineares. Este capitulo se encerra com a aplicacao dos
conceitos em modelos populacionais, especialmente os de competicao entre espécies e o
classico modelo presa-predador.

O Capitulo 3 traz a fundamentagao tedrica do método de FKuler para aproximagao
de solugoes tanto de uma EDO quanto de um sistema de EDOs. Utilizamos planilhas
eletronicas como ferramenta de apoio para o tragado dos graficos das solugoes aproxi-
madas obtidas. Em destaque, analisamos novamente o modelo presa-predador, agora
com foco em sua solugao aproximada e do tragado do diagrama de fases utilizando essas
solucoes.

No Capitulo 4, propomos um itinerario com duragao de 13 aulas de 50 minutos cada,
voltado ao terceiro ano do Ensino Médio. Essa sequéncia inclui momentos expositivos e
praticos, bem como o uso do laboratério de informética para a construcao de graficos,
campos de direcoes e planos de fase. A proposta se encerra com uma atividade em
que os préprios alunos sao convidados a elaborar e apresentar um modelo matematico,
integrando os conhecimentos adquiridos ao longo do percurso.

Por fim, o Capitulo 5 traz as conclusoes desta dissertagao, quanto a escolha do tema,
das aplicacoes, do método de resolugao e do recurso computacional.

13



Capitulo 1

Equacoes diferenciais ordinarias

Neste capitulo, vamos considerar equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) de pri-
meira ordem que pode ser escrita na forma

dy

Y fitw), (1)

em que f: [tg,tf] x R = R é uma funcio dada, e uma condigao inicial

y(to) = Yo, (1.2)

Yo € R, sendo que (1.1) - (1.2) formam um problema de valor inicial (PVI). Uma solu¢ao
do PVI (1.1)—(1.2) ¢ uma funcao y(t), definida no intervalo [to, tf], derivavel em (o, ty)
e que satisfaz simultaneamente a EDO (1.1) para todo t € [to,tf] e a condi¢ao inicial
(1.2).

No geral, vamos considerar PVIs que tenham uma tnica solugao. Para etudo sobre
existéncia e unicidade de solu¢ao de PVIs, recomendamos as referéncias [BD,SIL].

Comegamos com uma breve revisao de calculo diferencial e integral com o objetivo
de estabelecer alguns conceitos e notacoes preliminares, necessdrios para a compreensao
do restante do texto. Em seguida, apresentamos técnicas de resolucao para os PVIs
do tipo (1.1) - (1.2), acompanhadas de exemplos numéricos e aplica¢oes em problemas
contextualizados. Comentamos sobre os campos de dire¢des, importante ferramenta
para andlise qualitativa de solucoes dos PVIs. Finalizamos com o estudo de dois modelos
de crescimento populacional.

1.1 Revisao de calculo diferencial e integral

Nos atemos aos conceitos que sao diretamente utilizados ao longo do texto. Para
mais detalhes, indicamos as referéncias [STW, TWH] ou qualquer outro livro de Célculo
diferencial e integral.

Um conceito que ocupa papel central neste trabalho é o de derivada. Em especial,
sua interpretagao como taxa de variacao se faz muito importante para a compreensao
de modelos de fenémenos que evoluem com o tempo, como crescimento populacional,
velocidade, fluxo de calor, entre muitos outros; além de ser a base conceitual para a
aplicacao do método de Euler, que é apresentado no Capitulo 3.

14



Seja I um intervalo aberto nao vazio e f : I — R uma funcao real de variavel real,
dada por y = f(x). Dizemos que a fungdo f é derivavel no ponto a € I se existir o

limite
) — i )= 1)

r—a r—a

(1.3)

Quando esse limite existe, ele é chamado de derivada da fun¢do f no ponto a. As
notagoes usuais para representar a derivada sao

a
dx

df

i

f'(a),  —=(a), ou

a

De forma equivalente, a derivada também pode ser expressa por meio do chamado
incremento h = x — a, assumindo a formulacao

) — i @)~ 1(@)

h—0 h

Assim, define-se a funcao derivada de f em um intervalo I, como a funcao que
associa a cada ponto x € I, sempre que o limite existir, o valor

o) - pim [0 =)

h—0 h

Em outras palavras, dizemos que uma fun¢ao é derivavel em I quando sua derivada
existe em todos os pontos do intervalo 1.
Por exemplo, para a fungao f(z) = z?, calculamos

/ . fla+h)—fla) . (a+h)?—a’
a=m= Tl

Desenvolvendo o quadrado do binomio, cancelando os termos semelhantes e fato-
rando o numerador, obtemos
a’+2ah+h*>—a®> . 2ah+h* h(2a + h)

/_. — _.—
fla) = i TR T h

Cancelando o fator A no numerador e denominador e calculando o limite, chegamos
ao resultado
f'(a) = fllir%(Za + h) = 2a,

de onde concluimos que a derivada da fungao f(z) = 22 é f/'(x) = 2x para todo = € R.

A Figura 1.1 mostra o grafico da funciao f(x) = 2% juntamente com duas retas tan-
gentes ao grafico em pontos distintos (=5, 25) e (10, 100), de equacoes dadas, respectiva-
mente, por h(x) = —10z —25 e g(z) = 20z — 100. Observamos que o coeficiente angular
dessas retas corresponde ao valor da derivada da funcao naquele ponto especifico, ou
seja, f'(=5) = 2 x (=5) = —10 para a reta dada por h(z) e f'(10) = 2 x 10 = 20 para
a reta dada por h(z).
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Figura 1.1: Gréfico da fun¢éo f(x) = 2* com duas retas tangentes.

Ja a definigao de taxa de varia¢ao média de y = f(z) em relacdo a x no intervalo

[avl, LEQ] é
Ay flaa) — f(z1)
Ar  xe—m1
ou, considerando h = x5 — 21 # 0,
%zf('rl'i_h)_f(wl)‘ (14)
Ax h
Em termos de grafico, a taxa de variagdo média de f no intervalo [z1,x2] é o
coeficiente angular da reta secante que passa pelos pontos P(x1, f(x1)) e Q(z2, f(22)).
Assim, podemos interpretar a derivada (1.3) como sendo a taxa de variacao ins-
tantanea fazendo h tender a zero em (1.4). A taxa de variagdo instantanea, a derivada,
¢ igual ao coeficiente angular da reta tangente a curva que passa pelo ponto P(z1, f(z1)).
Também podemos calcular a derivada segunda de uma funcao f como sendo a
derivada da funcao derivada da f, ou seja,

vy Cf _d (df
f($)—w—%(%)7

e da mesma forma, podemos definir derivadas de ordem superior.

Por exemplo, a velocidade instantanea é a derivada da funcao que indica a posigao
em relagdo ao tempo. Se a posigao de um corpo no instante ¢t é s = f(t), entao sua
velocidade no instante ¢ ¢

_ ds e flt+ At) — f(t)

)= — = :
olt) = = A, At
enquanto a aceleragao instantanea é a derivada da velocidade em relagao ao tempo. Se
a posicdo de um corpo no instante t é s = f(t), entdo sua aceleragao no instante ¢ é
dv  d?s
a(t) =

- =2 1.
At de? (1.5)
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A seguir, destacamos algumas regras de derivada que usamos no texto. Conside-
rando que f e g sao fungoes derivaveis em z, isto é, f'(x) e ¢'(x) existem, e que ¢ é uma
constante, entao

d

o %(C) = 0;
o (e () = e (o)
e (regra do tombo) se n for um inteiro positivo, entao d—(av”) =na" !
x
o (regra da soma) ~-((x) + g(2) = = (x) + ~-g(a):
regra da soma) —(f(z) + g(2)) = ——f(2) + ——g(2);
o (regra do produto) ~-((x)g(x)) = J(x) - g(x) + g(a) - (x):
g produto) ——(f(2)g(x)) = f(z)-—g() + g() — f();
e (regra da cadeia) se f(u) é derivavel no ponto u = g(x) e g(z) é derivavel em z,
entao J p p
< rgta)) = Lr) Lot
Usando a defini¢ao de derivada é possivel mostrar que
JpSeNT = cosx, —cosT = —senz, ——e'=¢" e %lnac =

Terminamos essa breve revisao com a definigao de primitiva de uma funcao e o
Teorema Fundamental do Célculo que relaciona a derivada e a integral.
Uma fungio F(z) é uma primitiva de uma fungao f(z) se

para qualquer x no dominio de f. O conjunto de todas as primitivas de f ¢ a integral
indefinida de f em relacao a x, denotada por

ff(x)da: = F(x) + C,

em que S é o simbolo de uma integral, a funcdo f(z) é chamada de integrando, x é a
variavel de integracao e C' é a constante de integracao.
Por exemplo,

1
fedex = 5629” + C,

pois, derivando a primitiva, F'(z) = % (%egx + C’), obtemos o integrando, f(z) = e**.

Na expressao simbélica de uma integral definida

1= [ sy,
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a é o limite inferior da integracao, b o limite superior da integracao, o intervalo [a, b] é o
intervalo de integracao. Um dos principais resultados sobre as integrais definidas ¢ o de
que se f(x) é continua sobre um intervalo [a, b], entdo ela é integravel neste intervalo.

O Teorema Fundamental do Célculo, cujo enunciado pode ser encontrado em todos
os livros de Célculo, possui duas partes. A Parte 1, nos diz que se f(¢) for uma fungao
continua em [a,b], a integral desde qualquer nimero fixo a até um outro nimero x
define uma fungao cujo valor em x é

F(z) = J "yt

que é derivavel em todo ponto x de [a,b] e

dx dxff ().

Em resumo, essa parte do teorema diz que toda fungao continua tem uma primitiva
e que o processo de integracao e diferenciacao sao inversos um do outro. A Parte 2
mostra como calcular integrais definidas diretamente a partir das primitivas. Se f é
continua em todo ponto de [a,b] e se F' é qualquer primitiva de f em [a, b], entao

J f(z)dx = F(b) — F(a).

Por exemplo, para calcular Sil(x‘?’ + 1)dz, encontramos uma primitiva mais simples
de f(z) =23+ 1, F(z) = % + 2 (com C' = 0). Assim,

fl(x?’ + 1)dx = (% + 3) — Gl — 1) = 24.

Para as integrais definidas ¢ indefinidas, valem as seguintes propriedades, para f e
g integréaveis, e F' primitiva de f, e ¢ constante:

. fcf(w)da; _ cf f@)de

o |17+ gt = [ sy + [gla)dn

e (regra da substituigao) ff(g(z))g'(x)dx = F(g(z)) + C;

e (integragao por partes) ff(:c)g'(az)dx = f(x)g(z) — Jg(w)f’(w)dx;

Por exemplo, para Ssen (23)x? dz, usamos a regra da substituigao observando que
u=g(x) =a% g'(x) = 32% ¢ f(u) = sen(u). Assim,
1 1 1
Jsen (u)gdu =3 cos(u) + C' = ~3 cos(z?) + C.

E para {ze™® dz, usamos a integragao por partes fazendo f(z) = z e ¢/(z) = e, de
onde calculamos f'(z) =1 e g(z) = —e™*. Assim,

ja;e_”dx =zx(—e ") — f(—e_“) de = —xe ™ —e* + C.
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1.2 Exemplos motivacionais

As EDOs sao equagoes que envolvem fungoes de uma tinica variavel e suas derivadas,
como visto na Equagao (1.1). Embora as EDOs sejam amplamente utilizadas nos cursos
de exatas do Ensino Superior, de certa forma comecam a ser abordadas nas aplicagoes
em alguns contetidos do ensino médio, quando os alunos empregam seus principios sem
terem sido apresentados formalmente a elas.

Um exemplo da sua utilizacao é no campo da Fisica, nas leis do movimento de
Newton que sao ensinadas aos alunos do primeiro, segundo e terceiro anos do Ensino
Médio. A Segunda Lei de Newton é inicialmente definida por

F = ma, (1.6)

onde F' representa a forga resultante, m a massa e a a aceleragao. Substituindo a
aceleragao pela derivada de velocidade v em relagao os tempo ¢, conforme (1.5), temos

F=m<%>. (1.7)

Por sua vez, a velocidade v é a derivada da posicao s em relagdo ao tempo e,
portanto, a aceleragao é a derivada segunda da posicao em relagao ao tempo. Com isso,

podemos escrever
d*s

Outro exemplo de utilizacao das EDOs é na cinética quimica, podendo modelar as
velocidades das reagdes quimicas e os fatores que as influenciam, como concentragao
dos reagentes, temperatura, superficie de contato, e a presenca de catalisadores. Os
alunos do Ensino Médio aprendem conceitos como a teoria das colisoes, a energia de
ativacao, e as leis de velocidade, que ajudam a explicar como e por que as reagoes
quimicas ocorrem em diferentes velocidades.

Por exemplo, para uma reagdo de primeira ordem, na qual um reagente [A] se
converte em um produto B, a taxa de reacao ¢ proporcional a concentragao do reagente
[A]. A expressao para a taxa de reagao é

4]

= k4], (1.9)

O estudo das velocidades das reagbes quimicas proporciona uma base importante
para entender processos quimicos que ocorrem tanto no cotidiano quanto em aplicagoes
industriais.

De forma intuitiva, a nogao de taxa de variacao instantanea, ou seja, a nocao de
derivada, ja é introduzida e desenvolvida no Ensino Médio, bem como a nogao de
equagoes diferenciais de primeira ordem para modelar processos que variam com o
tempo. Ao longo do texto, outros exemplos sao apresentados, incluindo aplicagoes em

Biologia e Ecologia. Exemplos dessas aplicagoes podem ser encontrados e discutidos
em [BD,STW].
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1.3 Técnicas de solucao de EDOs

Embora nao exista um método geral para resolver EDOs, algumas técnicas foram
desenvolvidas para classes especificas de equagoes. Para as equagoes de primeira or-
dem, como (1.1), destacam-se trés classes principais que possuem técnicas analiticas de
solugdo: as equagoes lineares, as equagoes separaveis e as equagoes exatas.

Comecamos pela classe mais simples de EDOs, onde a funcao f do lado direito
da Equagao (1.1) depende apenas de x (técnica da integracao direta). Em seguida,
mostramos técnicas de solugao para as equagoes separaveis (técnica de separacdo de
variaveis) e para as equagoes lineares (técnica do fator integrante). Para outras técnicas,
deixamos indicada a referéncia [BD].

Técnica da integracgao direta

A técnica de integragao direta é aplicavel as equagoes diferenciais de primeira ordem
que podem ser escritas na forma

dy
=) (1.10)

Esse tipo de equagao representa situagoes em que a taxa de variacao da variavel
dependente y depende exclusivamente da variavel independente x.
Para resolver, integramos ambos os lados da Equagao (1.10) em relacao a x,

fdy d:r—jf z) dz. (1.11)

Do lado esquerdo, temos a integral da derivada da fungao y(z), o que resulta na
propria funcao y mais uma constante de integracao C' . Do lado direito, o calculo da
integral depende da expressao de f(z), de forma que por enquanto, deixamos apenas
indicada. Assim, a solu¢do da Equagao (1.10) é

y = Jf(w) dx + C. (1.12)

Seguem um exemplo e uma aplicacao em um problema de fisica.

Exemplo 1. Resolver a equagao diferencial

d
di — 42® — 2z + 5. (1.13)

Resolucao. Aplicando a técnica de integragao direta, integramos ambos os lados da
Equagao (1.13) em relagao a x, obtendo

= J(lev?’ —2x 4 5) dx. (1.14)
Calculando cada termo da integral, temos
f4x3dx=x4+cl, J—Qxdx=—x2+62, f5d$=5x+03.

Somando os resultados, obtemos a solugao de (1.13)

y=a'—2*+52+C. (1.15)
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Aplicagao 1. Movimento retilineo com aceleragao constante

Um exemplo classico da aplicacao da integracao direta ocorre na fisica, no estudo
do movimento retilineo uniformemente acelerado (MRUA). Nesse tipo de movimento,
a aceleracao de um corpo é constante e o modelo é dado por

dv

- = 1.16
~ - (116)

onde v é a velocidade, em m/s, t é o tempo, em s, e a é a aceleragdo constante, em
m/s?.

Resolugao. Aplicando a integracao direta para determinar a velocidade em funcao do

tempo, temos
v(t) = at + C. (1.17)

Considerando a condigao inicial v(0) = vy, obtemos
U(O) =&'0+01 :>Cl = o,
de onde concluimos que a fungao velocidade é
v(t) = at + vo. (1.18)
Sabemos que a velocidade é a taxa de variagao da posi¢ao em relagao ao tempo, isto
é,
S _at+ (1.19)
— = at + v. :
dt 0
Aplicando novamente a integragao direta para determinar a posigao s(t), temos

s(t) = gt2 + vt + C, (1.20)

e considerando a condigdo inicial s(0) = so, obtemos

a

5 02+U0'0+02:>CQ=80,

s(0)
de onde concluimos que a funcao posicao em relacao do tempo é

s(t) = th + vot + so. (1.21)

Aplicacao 2. Actiimulo de agua em um reservatorio

Um reservatorio esta sendo abastecido com dgua e a vazao de entrada no reservatério
varia ao longo do tempo de acordo com a fungao

dv
i 6t% + 4t + 10, (1.22)

onde V' representa o volume de agua no reservatorio, em metros ctibicos, e ¢ é o tempo,
em horas. Sabe-se que no instante inicial, ¢ = 0, o reservatério ja contém 50 m? de
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agua. Determine a fungao que expressa o volume de dgua no reservatério em fungao do
tempo t.

Resolucao. A equagao diferencial que modela o problema é apresentada em (1.22).
Aplicando a técnica de integragao direta, integramos ambos os lados da equagao em
relagao ao tempo t, obtendo

V= f(6t2 + 4t + 10) dt. (1.23)
Calculando cada termo da integral
f6t2 dt = 213 + ¢4, f4t dt = 2t% + ¢, jl()dt = 10t + c3,

e somando os termos, obtemos a fungao volume geral
V(t) = 2t3 + 2t + 10t + C. (1.24)
Aplicamos a condicao inicial V(0) = 50 para determinar a constante C:
50 = 2(0)* +2(0)2 +10(0) + C = C = 50.

Portanto, a fungdo que expressa o volume de dgua no reservatério em fungao do
tempo é
V(t) = 2t> + 2t* + 10t + 50. (1.25)

A funcao V() descreve como o volume de dgua no reservatério varia ao longo do
tempo e a Figura 1.2 mostra seu grafico.

12000 -
10000 -
8000 -

=~ 6000 -
4000 -

2000 -

0.0 2.5 5.0 75 100 125 15.0 175

Figura 1.2: Grafico da fungao V (t) = 2t3 + 2t? 4+ 10t + 50, solucio da EDO (1.22) com
condigao inicial V'(0) = 50.

Técnica de separagao de variaveis
Uma equacao diferencial ¢ dita ser separavel quando pode ser escrita na forma

dy _

M(z) + N(y) .

0. (1.26)
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Para resolver (1.26), consideramos as fungoes H; e Hj tais que
Hi(x) = M(x) e Hy(y) = N(y). (1.27)
Substituindo na Equagao (1.26), temos

dy

Hi(w) + Hyly) 2

0. (1.28)

Pela regra da cadeia e observando que y = y(z), temos

d ,
—Hi(@) = H),

d '
%Hz(y) = HQ(y)d_x‘

Logo, a Equagao (1.28) fica

d d
%Hl(m) + %HQ(y($)) =0,

ou ainda, usando a regra da soma,

L (H(a) + Haly(a) =0 (1.29)

A Equagao (1.29) pode ser integrada e sua integral é
Hi(z) + Ha(y) = C, (1.30)

onde C' é uma constante arbitraria.

Qualquer funcao diferenciavel y = ¢(x) que satisfaga a Equagao (1.30) é uma
solugao da equagao diferencial (1.26). A fungao (1.30) representa, portanto, uma solugao
implicita da equacao diferencial.

Adicionando uma condi¢ao inicial

y(o) = Yo,

a solugdo da Equagao (1.26) que satisfaz essa condigao é obtida fazendo x = z9 e y = 4o
na Equagao (1.30), ou seja,

C = Hl(l’o) + Hg(yo) = C,
que substituindo C' em (1.30),
Hy(z) + Hy(y) = Hi(wo) + Ha(yo),

H,(x) — Hy(x¢) + Ha(y) — Ha(yo) = 0.

Por outro lado, aplicando os limites de integracao e o Teorema Fundamental do
Calculo, obtemos

Hi(z) — Hi(xg) = JZ M (s)ds
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Hy(y) — Ha(yo) = fy N(s)ds

Portanto, a solugao particular de (1.26), dada a condicao inicial y(z¢) = yo, é

fM ds+j N(s (1.31)

A funcao (1.31) é uma representagao implicita da solugdo da equagao diferencial
(1.26), que também satisfaz a condigdo inicial. Na maioria dos casos, essa solucao
permanece na forma implicita, uma vez que pode ser dificil ou até impossivel isolar
y em funcdo de z de forma explicita. Nessas situacgoes, é comum utilizar métodos
numéricos para determinar valores aproximados da solugao.

Exemplo 2. Resolver o PVI

dy z?
de  y(1+ 23)’ (1.32)
y(0) = 2.
72
Resolucao. Observamos que N(y) =y e M(z) = = De acordo com a técnica
x

apresentada, Equacao (1.31), a solugao de (1.32) ¢é dada

T 52 Y
—J 0 3ds+f sds = 0. (1.33)

o L+s 2

Calculando as integrais separadamente, obtemos, pelo Teorema Fundamental do
Calculo,
Y 2 22 2
f sds=L 2 Y o
9 2 2 2

Para o termo em z, usamos a substituicio g(z) = 1+ 23 com ¢'(z) = 3z?, de forma
que z2dr = %du, resultando em

2 1 1
jl+33ds— ln]1+x3|—§ln]1+03|=§ln|1+x3].

Portanto, a solugao fica

2
Yy 1 3
. —2——In|l = 1.34
5 31r1| + 2°| =0, (1.34)

Isolando ¥, temos

2
y=\/51n|1+x3|+4, (1.35)

solucao que descreve o comportamento da varidvel y em funcao de x de forma explicita.
E importante observar aqui que tomamos apenas a raiz positiva em (1.35), uma vez
que a solugao deve satisfazer a condigao inicial y(0) = 2.
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A Figura 1.3 apresenta o grafico da solugao do PVI (1.32) mostrando como é a
evolucao de y com os valores de x.
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Figura 1.3: Grafico da fungao y(t) = \/g In|1 + 23| + 4, solugao do PVI (1.32).

Aplicagao 3. Crescimento de uma populagao de bactérias

Considere uma populagao de bactérias cuja taxa de crescimento é proporcional a
propria quantidade de bactérias no instante t. Inicialmente, a populacao é de 100
bactérias e, apds 5 horas, atinge 200 bactérias.

Resolugao. O modelo que descreve essa situacao é dado pela equacao diferencial

dP
— =kP 1.36
= kP, (1.36)

onde P(t) representa a populac¢ao no instante ¢ e k é a constante de proporcionalidade.

1
A Equacao (1.36) é do tipo separavel com N(P) = 1 M(t) = —k. Portanto, a
solugao é dada por
1
—dP — | kdt=0
Jar [0

In|P| =kt + ¢,

de onde obtemos

e, isolando P, temos
P = eftrer = Qe

onde C' = e é uma constante arbitraria.
Aplicando a condigao inicial P(0) = 100, temos

100 =Ce" = (C = 100.
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Logo, a funcao da populacao é
P(t) = 100e*". (1.37)

Utilizando a informacao de que apds 5 horas a populagao é 200, determinamos a
constante k

In?2
200 = 100™ = 2=¢% = k=%~0,1386.

Substituindo £ na Equacao (1.37), obtemos a solugao do problema
P(t) = 1001386, (1.38)

A fungao P(t) representa a solucdo particular da EDO (1.36) e que satisfaz a
condicao inicial fornecidas. A funcao descreve o comportamento da populacao de
bactérias ao longo do tempo, apresentando crescimento exponencial. A Figura 1.4
ilustra esse fato.
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Figura 1.4: Grafico da funcao P(t) = 100e%!38" solucao da do problema de crescimento
de uma populacao de bactérias.

Técnica dos fatores integrantes

As EDOs lineares de primeira ordem sao as que podem ser escritas na forma

Wy ity = q(t), (1.39)

dt
onde p(t) e q(t) sao fungoes conhecidas e continuas no intervalo considerado.

Para resolver EDOs do tipo (1.39), usamos a técnica dos fatores integrantes. Nessa
técnica, a fungdo denominada fator integrante p(t) é utilizada para transformar a
Equacdo (1.39) em uma forma que possa ser resolvida por uma integragao direta. A
seguir, explicamos como determinar o fator integrante e obter a solugao de (1.39).
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Buscamos uma funcao u(t) que, ao multiplicarmos ambos os lados da Equacao
(1.39), transforme o lado esquerdo na derivada do produto p(t)y, de forma que, pela
regra da cadeia, tenhamos

Oyl = p(t) = + 1 (). (1.40)
Para isso, fazemos
o) (G + o)) = o)

ou seja,

W)L+ ey = p(t)alt) (1.41)

Comparando o lado direito de (1.40) com o lado esquerdo de (1.41), concluimos que a
fungao desejada p(t) deve satisfazer

' (t) = u(t)p(t). (1.42)
A Equacao (1.42) é uma EDO do tipo Separével com M(t) = —p(t ) e N(u) =1/p
e sua solugdo é dada por (1.30), onde Hy(t) = — {p(t) dt e Hy(p) = S du, resultando

- f p(t) dt + n |u(t)] = C

Como estamos buscando por um fator integrante, podemos tomar o que tenha C' = 0.
Assim, reorganizando a equagao e calculando a exponencial de ambos os lados, resulta

no fator integrante
pu(t) = efPOdt, (1.43)

Substituindo (1.43) em (1.41), obtemos
Sp(t)dtcé:g FAPIOL p(t)y = eSp(t)dtq(t)‘ (1.44)

Lembrando que o lado esquerdo é a derivada do produto p(t)y, integrando (1.44), resulta
em

edrtdty Jesp(t) q(t)dt + C.

Isolando y(t), obtemos a solugao geral da equagao diferencial linear de primeira ordem

y(t) = o~ Sp(t)dt <J eSp(t)dtq(t) dt + C) _ (1.45)
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Exemplo 3. Resolver a EDO

dy
— +3y=t+e
ar Y ¢

Resolucao. A EDO (1.46) é do tipo linear e, comparando com (1.39), identificamos
que p(t) = 3 e q(t) =t + e . Usamos diretamente a férmula (1.43) para calcular o
fator integrante. Assim,

(1.46)

p(t) = ed3d = 3t (1.47)

ja considerando a constante de integracao igual a zero. Agora, usando

yt) = e (J et 4+ e ) dt + cl> . (1.48)

Calculamos as integrais, a primeira usando a técnica de integragao por partes com
f(t)=teg(t) = e e asegunda diretamente da primitiva, obtendo

t€3t 63t
J\t63tdt = ? - ? + Co,

fegte_zt dt = jet dt = e + cs.
Substituindo em (1.48),

te?’t €3t
y(t)=6_3t<?—5+62+6t+63+61 .

Portanto, a solugao da Equacao (1.46) é

t 1
y(t) = 379" e+ Ce ™. (1.49)

A fungao (1.49) expressa o comportamento da fungdao y(t) ao longo do tempo. A
Figura 1.5 apresenta o grafico de y(t) onde é possivel visualizar o comportamento dessa
fungao em relagao ao tempo, considerando diferentes valores da constante de integragao

C.

Exemplo 4. Resolver o PVI

1
v+ Sy = 2cost, y(0)=—1. (1.50)

Resolugao. A equagao diferencial é do tipo linear de primeira ordem, para a qual
identificamos p(t) = % e q(t) = 2cost. O fator integrante p(t) é dado por

p(t) = edzd = ¢th? (1.51)

Calculando, por partes, a integral

fegp(t) Aa(t)dt = jet/22 costdt = 4e*? cost + 8¢*?sen t + co,
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Figura 1.5: Grafico da funcao y(t) = £ —
alguns valores de C.

de onde obtemos a solugao

y(t) = e 2 (4et/2 cost + 8e/? sent + Cc2 + 61,) 3
ou seja,

y(t) = 4cost + 8sent + Ce 2.

(1.52)
Aplicando a condigao inicial y(0) = —1, determinamos a constante C

—1 =4cos(0) +8sen (0) + Ce’ = C = —5.

Substituindo na Equagao (1.52), a solugao particular do problema de valor inicial é

y(t) = 4cost + 8sent — e~/

(1.53)

A Figura 1.6 mostra o gréfico da solu¢do do PVI (1.50), permitindo visualizar o
comportamento da solugao ao longo do tempo.

Aplicagao 4. Resfriamento com aquecimento externo

Um objeto aquecido esta em um ambiente cuja temperatura é constante de 20 °C.
Pela Lei do Resfriamento de Newton, a taxa de variagao da temperatura do objeto é
proporcional a diferenga entre sua temperatura T'(t) e a temperatura ambiente. Além
disso, uma fonte externa aquecendo o objeto a uma taxa constante de 5 °C por unidade

de tempo, e a constante de proporcionalidade de resfriamento do objeto é k = 0,2 e sua
temperatura inicial quando exposto ao ambiente é de 80 °C.
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Figura 1.6: Gréfico da funcio y(t) = 4cost + 8sen t — 5e~/2, solucao do PVI (1.50).

Resolugao. O modelo que descreve essa situagao é dado pelo PVI

dr
o 0,2(T'(t) — 20) + 5, (1.54)
T(0) = 80.

Podemos reescrever a EDO em (1.54) para que fique no formato da equagao linear
(1.39)
dr

— +02T =9 1.55
dt+’ ’ ( )

de onde identificamos as fungoes p(t) = 0,2 e ¢(t) = 4. O fator integrante é calculado
por
M(t) _ 6S(),2clt _ 6072t, (156)

e a solugao ¢ dada por
T(t) = e %% erO’Qtdt =45 + Ce "2,

Impondo a condigao inicial 7'(0) = 80, determinamos C' = 35. Portanto, a solu¢ao
final do PVI (1.54) ¢é

T(t) = 45 + 35¢ 2. (1.57)

A fungao T'(t) em (1.57) representa a evolugao da temperatura do objeto ao longo do
tempo, considerando tanto o resfriamento natural em direcao a temperatura ambiente
quanto o aquecimento constante fornecido pela fonte externa. A Figura 1.7 apresenta
o gréafico da funcao T(t) = 45 + 35e~%?" mostrando como a temperatura se aproxima

do equilibrio de 45 °C conforme o tempo avanca. Exemplos semelhantes podemos
encontrar em [BD,BDH].

30



90 y

70 \
60 |

50 | e —

40 | | E—

30

20 |

10 |

0 I x
0 5 10 15 20 25

Figura 1.7: Grafico da fungao T'(t) = 45 + 35e¢7%% solucdo do PVI (1.54).

1.4 Campos de direcoes e analise qualitativa

Uma maneira simples e 1til de estudar as solucoes de equagoes diferenciais da forma
da Equacao (1.1), é a construcao de campos de dire¢oes. Essa ferramenta permite
investigar o comportamento das solugoes sem resolver a equacao diferencial. Como
dissemos no inicio da Secao 1.3, nao existe um método geral para resolver EDOs. Para
as equacoes que nao possuem técnicas analiticas de solugao, e mesmo para as que sao
de dificil resolucao, os campos de direcoes possibilitam a realizacao de uma andlise
qualitativa do comportamento da solugao.

O conceito de campo de dire¢oes vem do fato de que uma solugao da Equagao (1.1)
é uma funcdo y(t) cujo grafico é uma curva no plano ty e que dy/dt pode ser inter-
pretado como taxa de variacao instantanea da varidvel y em um determinado instante
t. Assim, ao calcularmos f em alguns pontos do plano ty, teremos o coeficiente angu-
lar da reta tangente a solugao naquele ponto. Além disso, é possivel obter sobre essa
reta aproximagoes para a direcao e o sentido de evolugao da solucao a partir do ponto
tomado.

Se vetores forem construidos de forma sistematizada, tomando uma malha retan-
gular no plano ty, calculando f em cada ponto (¢,y) dessa malha, e desenhando um
vetor partindo do ponto (¢,y), obtemos um conjunto de vetores, o qual é conhecido
como campo de diregdes. Cada vetor é tangente ao grafico de uma solugao que passa
por aquele ponto, de forma que o campo de dire¢oes fornece uma representagao visual
do comportamento das solugoes da equagao diferencial.

Voltando a Aplicagao 4, sobre o resfriamento de um corpo, Equacao (1.54), aqui
considerando um caso mais simples, sem aquecimento externo e tomando k£ = 0,1,

dr
— =—-0,1(T" -2 1.
= 01T - 20), (1.5%)

escolhemos pontos no plano ¢t x T" para tracar os vetores.
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Tomando, por exemplo, (tg,Ty) = (0,24), a inclinagao nesse ponto é dada por

dr
i 0,1(24 —20) = —04,
Assim, o vetor tangente no ponto (0,24) é o vetor ¥ = (1,—0,4), que aponta para a
direita no eixo t e para baixo no eixo 7', indicando que a solugao decresce nesse ponto.
Agora, vamos normalizar o vetor, o que significa transformar o vetor ¥ em um versor
i que tenha a mesma dire¢do e o mesmo sentido de ¢/, mas com comprimento igual a
1. Isso é feito dividindo cada componente de ¢ pelo seu médulo. Assim,

7] = 4/12 + (=0,4)2 = /1,16,

1 —04
0= —— —— ) ~ (0,928,—0,371).
i ( RIS ?16) (0,928, —0,371)

Somando o ponto (0,24) com o vetor normalizado, obtemos
(t',T") = (0 + 0,928, 24 —0,371) = (0,928, 23,629),
e tragamos o versor de (to, Tp) até (t',17).

Esse calculo deve ser repetido para diversos pontos, a fim de obtermos um campo de
dire¢oes representativo. Abaixo, tomamos uma malha retangular sobre ¢ty = {0, 1, 2, 3, 4,
5,6,7,8,9} e Ty = {16,17,18,19, 20,21, 22,23, 24}, e calculamos os versores da mesma
forma que fizemos para o ponto (0,24). Os célculos podem ser vistos nas Tabelas 1.1 a
1.7.

Tabela 1.1: Versores partindo de (%, 16).

to | To | % Versor Ponto final (¢/,7T")
0|16 ]0,4 (0,928, 0,371) | (0,928, 16,371)
1|16 |04](0,928 0371) | (1,928, 16,371)
2116 (0,41 (0,928, 0,371) | (2,928, 16,371)
3116104 | (0,928, 0,371) | (3,928, 16,371)
4116 |04 (0,928, 0,371) | (4,928, 16,371)
511604 | (0,928, 0,371) | (5,928, 16,371)
6 |16 |04 (0,928, 0,371) | (6,928, 16,371)
711604 | (0,928, 0,371) | (7,928, 16,371)
8|16 |04 (0,928, 0,371) | (8,928, 16,371)
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Tabela 1.2: Versores partindo de (tg, 17).

to | Ty | & Versor Ponto final (¢, 7")
0 [17]0,3 [ (0,957, 0,290) | (0,057, 17,290)
1 [1710,3] (0,957, 0,290) (1,957, 17,290)
2117103 | (0,957, 0,290) | (2,957, 17,290)
3117 10,3| (0,957, 0,290) (3,957, 17,290)
4117103 (0,957, 0,290) | (4,957, 17,290)
511710,3] (0,957, 0,290) (5,957, 17,290)
6 |17] 03| (0,957, 0,290) | (6,957, 17,290)
7117103 | (0,957, 0,290) | (7,957, 17,290)
8117 10,3 (0,957, 0,290) (8,957, 17,290)

Tabela 1.3: Versores partindo de (%, 18).

to | To | % Versor Ponto final (¢,7")
0|18 0,2 (0,980, 0,196) | (0,980, 18,196)
1[181]0,2 (0,980, 0,196) | (1,980, 18,196)
2118 10,2] (0,980, 0,196) (2,980, 18,196)
3118 10,2| (0,980, 0,196) | (3,980, 18,196)
4 |18 10,2 | (0,980, 0,196) (4,980, 18,196)
51181 0,21 (0,980, 0,196) | (5,980, 18,196)
6 | 18] 0,2 | (0,980, 0,196) (6,980, 18,196)
7181 0,21 (0,980, 0,196) | (7,980, 18,196)
8 | 18] 0,2 | (0,980, 0,196) (8,980, 18,196)

Tabela 1.4: Versores partindo de (%, 19).

to | To | 4 Versor Ponto final (¢/,7")
0119 0,1/ (0,995, 0,099) (0,995, 19,099)
111901 (0,995, 0,099) | (1,995, 19,099)
2119 0,1 (0,995, 0,099) | (2,995, 19,099)
311901 (0,995, 0,099) | (3,995, 19,099)
411901 (0,995, 0,099) | (4,995, 19,099)
511901 (0,995, 0,099) | (5,995, 19,099)
6119 0,1 (0,995, 0,099) | (6,995, 19,099)
71191 0,11 (0,995, 0,099) (7,995, 19,099)
8 11901 (0,995, 0,099) | (8,995, 19,099)
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Tabela 1.5: Versores partindo de (¢, 20).

to | Ty | & Versor Ponto final (¢, 7")
0 [20]0,0 | (1,000, 0,000) | (1,000, 20,000)
12010, (1,000, 0,000) (2,000, 20,000)
2 120 | 0,0 | (1,000, 0,000) | (3,000, 20,000)
3120 0,0 (1,000, 0,000) (4,000, 20,000)
412000 (1,000, 0,000) | (5,000, 20,000)
5120 0,0 (1,000, 0,000) | (6,000, 20,000)
6 12000 (1,000, 0,000) | (7,000, 20,000)
71201 0,0 | (1,000, 0,000) | (8,000, 20,000)
8 120 0,0 (1,000, 0,000) (9,000, 20,000)

Tabela 1.6: Versores partindo de (tg,21).

to | To | % Versor Ponto final (¢/,7")
0 |21 [-0,1 | (0,095, —0,099) | (0,095, 20,001)
11211-0,1(0,995, —0,099) | (1,995, 20,901)
2 121 (-0,1 (0,995, —0,099) | (2,995, 20,901)
321 [-0,1 (0,995, —0,099) | (3,995, 20,901)
4 21]-0,1 (0,995, —0,099) | (4,995, 20,901)
5121 |-0,11(0,995, —0,099) | (5,995, 20,901)
6 |21(-0,1 (0,995, —0,099) | (6,995, 20,901)
7 121]-0,11(0,995, —0,099) | (7,995, 20,901)
8 |21 (-0,1 (0,995, —0,099) | (8,995, 20,901)
Tabela 1.7: Versores partindo de (%, 22).
to | Tn | < Versor Ponto final (¢/,7")
01]22|-0,21 (0,980, —0,196) | (0,980, 21,804)
1]22]-0,2 (0,980, —0,196) | (1,980, 21,804)
2 122 -0,2 | (0,980, —0,196) | (2,980, 21,804)
3122(-02 (0,98, —0,196) | (3,980, 21,804)
4 22]-02 (0,98, —0,196) | (4,980, 21,804)
5122102 (0,980, —0,196) | (5,980, 21,804)
6 |22(-02 (0,98, —0,196) | (6,980, 21,804)
7122]-0,2 (0,980, —0,196) | (7,980, 21,804)
8 122(-0,2 (0,98, —0,196) | (8,980, 21,804)
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Tabela 1.8: Versores partindo de (tg, 23).

to | To | % Versor Ponto final (¢/,7")
0 [23]-0,3] (0,957, —0,290) | (0,957, 22,710)
11231]-0,3|(0,957, —0,290) | (1,957, 22,710)
2 [23]-0,3 (0,957, —0,290) | (2,957, 22,710)
3123(-03 (0,957, —0,290) | (3,957, 22,710)
4123 1-03] (0,957, —0,290) | (4,957, 22,710)
5123 ]-03 (0,957, —0,200) | (5,957, 22,710)
6 [23]-0,31 (0,957, —0,290) | (6,957, 22,710)
712303 (0,957, —0,200) | (7,957, 22,710)
8 123(-0,3 (0,957, —0,290) | (8,957, 22,710)
Tabela 1.9: Versores partindo de (%o, 24).
to | To | % Versor Ponto final (¢, T")
01]24|-04 (0928, —0,371) | (0,928, 23,629)
1|24 [-04 (0,928 —0371) | (1,928, 23,629)
2 |24 [ -04 [ (0,928, —0,371) | (2,928, 23,629)
324|-04](0928 —0371) | (3,928, 23,629)
424 ]-04 | (0,928, —0,371) | (4,928, 23,629)
524|-04] (0928 —0371) | (5,928, 23,629)
6 |24|-04 (0928, —0,371) | (6,928, 23,629)
7124 -04 (0,928 —0,371) | (7,928, 23,629)
8 |24 (-04 (0,928 —0,371) | (8,928, 23,629)

Apds os céleulos dos vetores, construimos o campo de diregoes e tiramos as in-
formagoes possiveis. No exemplo, o campo de dire¢oes construido pode ser visto na
Figura 1.8, onde observamos que para 1" = 20, os vetores sao paralelos ao eixo t, suge-
rindo que nao ha variagao na temperatura. Para valores iniciais acima de 20, os vetores
apontam para a direita e para baixo, sugerindo diminuicao de temperatura; além disso,
vao diminuindo a inclinagao e tendendo a vetores horizontais com o passar do tempo
e quando se aproximam de 20. Para valores iniciais abaixo de 20, os vetores apontam
para a direita e para cima, sugerindo aumento de temperatura, e, da mesma forma que
o anterior, vao diminuindo de inclinagao e tendendo a vetores horizontais com o passar
do tempo e conforme se aproximam de 20.

De forma mais precisa, o campo de dire¢oes, Figura 1.8, sugere que em T = 20 hé
uma solugao de equilibrio estavel. Aqui podemos combinar outra ferramenta de analise
qualitativa, o calculo das solugoes de equilibrio, que sao as solugoes em que a taxa de
variagao é nula. Para o exemplo, f(¢t,T) = —0,1(T — 20) = 0 se, e somente se, T' = 20,
e concluimos assim que existe uma tunica solugao de equilibrio.

A solucao de equilibrio é interpretada da seguinte forma. Se inicialmente a solugao
for T'(0) = 20, a solugao particular do PVI serd T'(t) = 20, para todo ¢ € [0,0), ndo ha
variagdo. Além disso, nesse exemplo, T' = 20 é uma solugao de equilibrio estavel, pois
se iniciarmos em 7T'(0) = Ty < 20, a solugao particular para cada Ty crescera e com o
passar do tempo tenderd a 20 e se iniciarmos em 7'(0) = Ty > 20, a solugao particular
para cada Tj crescera ¢ com o passar do tempo tenderd a 20.
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Figura 1.8: Campo de dire¢oes da EDO (1.58).

1.5 Aplicagcoes em dinamica populacional

Nesta tltima se¢ao, exploramos dois modelos de crescimento populacional, os quais
sao utilizados em aplicacoes reais, tanto no préprio contexto de crescimento popula-
cional como em diversos outros contextos, como propagacao de calor, propagacao de
boatos, propagacao de epidemias, reagoes quimicas, etc.

1.5.1 Crescimento exponencial: modelo de Malthus

O modelo mais simples de crescimento populacional, chamado de Crescimento Ex-
ponencial ou de Modelo de Malthus, ja foi explorado neste texto, na Aplicagdo 3 -
Crescimento de uma Populacao Bacteriana. De forma geral, temos o PVI

dy

—_— =7 ,

at Y (1.59)
y(0) = o,

onde a constante de proporcionalidade r é chamada de taxa de crescimento ou taxa de
declinio, dependendo se seu valor é positivo ou negativo.
A solugao dessa equacao diferencial é dada por

y(t) = yoe™, (1.60)

tendo seu comportamento descrito na Figura 1.9, para diferentes valores de 3y e 7 > 0.

Podemos concluir que o modelo matematico baseado no PVI (1.59) com r > 0 prevé
um crescimento exponencialmente sempre, como ilustrado na Figura 1.9.

A solugao (1.60) do PVI (1.59) descreve, com certa precisao, muitas populagoes em
estagios iniciais de crescimento, quando nao ha limitagao de recursos. No entanto, em
periodos mais longos, fatores como espaco limitado, escassez de alimentos e competicao
por recursos tendem a reduzir a taxa de crescimento, tornando o modelo menos preciso.
Nessas situagoes, temos um modelo mais realista, como o modelo de Verhulst, a seguir.
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Figura 1.9: Gréficos da fungao y(t) = yee™, solugao do PVI (1.59), com r = 0,75 fixo,
para alguns valores de .

1.5.2 Crescimento logistico: modelo de Verhulst

Este modelo considera que a taxa de crescimento depende diretamente da populagao.
Para isso, substitui r na Equagao (1.59) por uma fungao h(y), resultando na seguinte

equagao diferencial
dy
— =h . 1.61
o = yly (1.61)
Essa modificagao permite que o crescimento nao seja sempre exponencial, mas varie
conforme a populagdo se aproxima de um limite sustentavel, tornando o modelo mais
realista para diversas situagoes. A ideia é buscar por uma fungao h(y) que atenda a

algumas condigoes desejaveis:

e h(y) deve se aproximar de r > 0 quando y for pequeno, garantindo um crescimento
exponencial inicial semelhante ao modelo de Malthus;

e h(y) deve decrescer a medida que y cresce, refletindo o efeito de limitacao de
recursos no ambiente;

e h(y) deve ser negativa para valores suficientemente grandes de y, indicando que
a populacao pode diminuir quando ultrapassa um certo limite.

Uma escolha simples que satisfaz essas condigoes é

h(y) =T —ay,
onde a é uma constante positiva. Esse ajuste leva a equagao diferencial

dy

o= (r —ay)y. (1.62)

Definindo k = r/a ¢ substituindo em (1.62), ¢ ja acrescentando a condigao inicial,
obtemos o modelo logistico

dy Yy
at Y (1- E> ’ (1.63)
y(O) = Yo-
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Neste modelo, k representa a capacidade de suporte do ambiente, isto é, o limite
maximo de individuos que a populagao pode atingir em condigoes sustentaveis e r ¢
chamada de taxa de crescimento intrinseco, ou seja, a taxa de crescimento na auséncia
de qualquer fator limitador. O PVI (1.63) ja foi extensamente estudado e detalhes
podem ser encontrados em diversas referéncias, como [BD]. Faremos aqui um resumo.

Os pontos de equilibrio de (1.63) ocorrem quando

y=0 e y=k.

Observe que a Equagao (1.63) é do tipo autonoma, ou seja, a fungao f(y) =y (1 — %)
depende apenas de y. O gréfico de f(y) pode ser visto na Figura 1.10. E uma parabola
com concavidade voltada para baixo, com raizes nos pontos (0,0) e (k,0), indicando
que a taxa de crescimento é nula quando a populagao é zero ou atinge a capacidade de
suporte k. No intervalo 0 < y < k, a fungdo assume valores positivos, significando que
a populacao estd crescendo. A taxa de crescimento atinge seu valor maximo no ponto
(g, %), que corresponde ao vértice da pardbola, e a partir desse ponto a taxa comeca
a diminuir. Dessa forma, no intervalo 0 < y < ’5“, a funcao é crescente, indicando
que a taxa de variacao populacional aumenta a medida que a populagao cresce. Ja no
intervalo g <y < k, a fungado ¢ decrescente, o que significa que a taxa de crescimento
comeca a reduzir conforme a populagao se aproxima da capacidade de suporte. Nos
extremos y = 0 e y = k, a taxa de crescimento é nula, caracterizando os pontos de

equilibrio do sistema.

osl (k/2, rkfd)
0.6}
>
T 04t}
0.2
(0,0) 1 2 3 (k. of
y

Figura 1.10: Taxa de crescimento f(y) no modelo logistico.

Sobre os pontos de equilibrio, podemos classifica-los considerando que y = 0 é um
equilibrio instével, pois pequenas perturbagoes podem levar ao crescimento populacio-
nal, enquanto y = k é um equilibrio estével, ja que a populacao se estabiliza nesse valor
ao longo do tempo.

Por exemplo, tomando r = 0.75 e k = 4, os pontos de equilibrio sao y = 0 (equilibrio
instdvel) e y = 4 (equilibrio estéavel). Assim, se yo = 4, a populagdo permanecera
constante, e para qualquer outro y, > 0, as solucoes tenderao a esse equilibrio. Por
sua vez, apesar de y = 0 ser uma solugao de equilibrio, nao faz sentido em termos de
aplicagao, uma vez que, se nao existe individuo na populagao, nao héa motivo para se
realizar o estudo. Além disso, esse equilibrio y = 0 é instavel, pois qualquer valor acima
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de zero, mesmo que pequeno, fard com que a populagdo y cresga. As demais andlises
acima podem ser feitas para esse exemplo.

Também podemos observar os comportamentos descritos acima construindo um
campo de diregoes, Figura 1.11, com r = 0.75 e k = 4.
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Figura 1.11: Campo de Diregoes para o modelo de crescimento logistico (1.63) com
r=0.75ek =4

Toda a analise qualitativa feita a partir do grafico visto na Figura 1.11, muitas vezes
fornece informagoes suficientes, mesmo sem resolver a EDO. No entanto, se quisermos
uma descrigao mais detalhada do crescimento logistico, como determinar o valor da
populagdo em um instante especifico, é fundamental obter a solugdao da equagao e, para
isso, precisamos resolver a Equagao (1.63).

Para resolver a EDO utilizamos o método de separacao de variaveis. Os detalhes
da resolu¢ao podem ser vistos no Apéndice A. A solugao é

_ kyo
Yo + (k —yo)e

y(t) (1.64)

A Figura 1.12 mostra a solugao explicita, Equacao (1.64), da equagao logistica para
k = 4 fixo e diferentes condigoes iniciais yo. Notamos que as conclusoes qualitativas as
quais chegamos anteriormente sao verificadas pela solugao explicita.
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Figura 1.12: Graficos de solugoes do modelo de crescimento Logistico com r = 0,75,
k=4ey,=0,5;2;4;8.

40



Capitulo 2
Sistemas de EDOs

Este capitulo, baseado em [BD], considera sistemas compostos por duas EDOs da
forma

dy
dtl = fl(t7y17y2)7
(2.1)
b = fa(t,y1,92)
dt ) ) b

onde as funcoes f; e fo estdo definidas de [to,tf] x R x R em R. Para completar o PVI,
acrescentamos as condigoes iniciais

yi(to) =yi0 e ya2(to) = Y20, (2.2)

onde 19 € Yoo SAO NUMeETros reais.

Sistemas como (2.1) aparecem na modelagem de problemas envolvendo duas variaveis
dependentes, cada uma delas sendo fungao da mesma variavel independente. Aplicacoes
sao vistas ao longo deste capitulo.

O estudo de sistemas com duas EDOs também é importante pois inclui as equagoes
diferenciais ordinarias de segunda ordem do tipo

d*u
E = f(t7u7u,)7
com condicoes iniciais
u(te) = u duy—
0) = Uo, g; (o) = %0
d d d d d?
Chamando y; = u e yp = d_ItL’ temos % = d_ItL =1y e % = d—tg, a equagao de

segunda ordem se transforma em um sistema com duas EDOs de primeira ordem, da
forma

dyr y

——, — Y2y

dt (2.3)
W _ fty1,92)

dt b b )

onde as fungdes fi e fo de (2.1) sdo, respectivamente, fi(t,y1,y2) = ya2 e fo(t,y1,92) =
f(t,y1,y2), com condigdes iniciais

y1(to) = wo, Ya(to) = 20.
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Para sistemas de EDOs, os métodos de resolugao sao ainda mais escassos do que
para uma unica equacao. Neste capitulo abordamos sistemas em que as funcoes f1 e fo
sao lineares, de forma que o sistema (2.1) pode ser reescrito por

dy
_dtl = any + a2y2 + G1(t),
d (2.4)
Y
—2 _ anyi + azys + ga(t),
dt
ou ainda na forma matricial
y = Ay + g(t), (2.5)

sendo / ( )
_ (% r_ (% A (@ 01 /) = g1t 26
y (y) y (yé), ( ) 8(t) (gg(t) 20
Também estudaremos sistemas autonomos localmente lineares da forma

y = Ay +g(y). (2.7)

Para todos eles, fazemos andlises qualitativas e, quando possivel, encontramos a
solugdo geral. Tracamos os campos de diregoes utilizando o Excel. Terminamos o
capitulo com o estudo de dois modelos quase lineares bastante populares, o modelo de
espécies em competicao e o modelo presa-predador.

2.1 Exemplos motivacionais

Nas aulas de fisica, os alunos do ensino médio aprendem circuitos elétricos, por
exemplo, aprendem o que é um circuito LRC' em paralelo, onde V' é a diferenga de
tensao no capacitor, I a corrente passando pelo indutor, L a indutancia, C' capacitancia
e R a resisténcia, como mostrado na Figura 2.1.

C

| ¢
| ©

R

WY

L
YT TY N

Figura 2.1: Circuito elétrico LRC em paralelo.

Sejam Iy, I, e I3 as correntes atravessando, respectivamente, o capacitor, a re-
sisténcia e o indutor. Analogamente, sejam Vi, V5 e V3 as diferencas de tensao cor-
respondentes. As setas denotam as diregdes, escolhidas arbitrariamente, nas quais as
correntes e diferencas de tensao estao consideradas positivas.
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Aplicando a segunda Lei de Kirchhoff, que diz que a diferenca entre tensao total em
cada laco fechado é zero, temos V3 — Vo = 0 e Vo — V3 = 0. E, aplicando a primeira
lei de Kirchhoff, que diz que o fluxo total de corrente atravessando cada nd é zero,
L +1,+13=0.

Pela relagéo entre a corrente e a diferenga de tensao em cada elemento do circuito,
obtemos as equagoes

avy _ dl3
CW _Ilu ‘/Q_RIQ7 Ldt _%

Substituindo uma equagao na outra e simplificando, obtemos o modelo

dVi Is W

dt C RO

2.
als _ .
d L

Observagao sobre a notacao: No inicio da modelagem, usamos indices nas variaveis
(como Vi, Vo, V3, Iy, I, I3) para identificar a qual componente do circuito (capa-
citor, resistor ou indutor) cada grandeza estd associada. Essa notagao é importante
para organizar corretamente as equagoes com base nas leis de Kirchhoff e nas relagoes
constitutivas dos elementos do circuito. No entanto, apds aplicarmos essas leis e sim-
plificarmos o sistema, percebemos que algumas variaveis sao iguais, por exemplo, a
corrente é a mesma em todos os componentes em um circuito em série e outras podem
ser escritas em fungao das principais. Por isso, os indices sao retirados no modelo final,
mantendo-se apenas as varidveis essenciais (como V(t) e I(t)), o que torna o sistema
mais claro e mais facil de analisar. Essa pratica é comum em livros como na referécia
[BD], onde a énfase é dada a estrutura matematica do sistema e nao mais a identificagao
de cada componente fisico individualmente. Assim, podemos reescrever o modelo (2.8)
sem os indices, como

v 1V

dt ~ C RC’

i v (2.9)
dt L’

Ainda na fisica temos um sistema cldssico conhecido como massa-mola vertical que
modela um sistema de uma massa m presa a uma mola que esta fixa no teto. Nesse
modelo, a massa oscila para cima e para baixo ao redor de uma posi¢ao de equilibrio
determinada pelo alongamento natural da mola sob o peso da massa.

Esse movimento pode ocorrer em um meio com resisténcia, como o ar, ou um fluido
viscoso, que exerce uma forca contraria ao movimento da massa, chamada de amorte-
cimento. Além disso, o sistema pode estar sujeito a acao de uma forga externa variavel
no tempo, como uma vibracgao periédica ou uma perturbacao controlada.

A equacao do movimento da massa com as condigoes iniciais forma o PVI

ms"(t) +vs'(t) + ks(t) = F(t),
s(0) = so, (2.10)
s'(0) = wvp.
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onde temos que m representa a massa do corpo, 7y é o coeficiente de amortecimento que
quantifica a resisténcia do meio ao movimento (quanto maior -, mais rapidamente a
oscilagao perde energia), k é a constante eldstica da mola que mede sua rigidez (quanto
maior k, mais forte é a forga restauradora), e F'(t) é a forga externa aplicada ao sistema
ao longo do tempo.

Fazendo a mudanga de variavel y;(t) = s(t) e y2(t) = §'(t), obtendo

[y _
dt Y2,
dy2 . 1

ST E(F(t) —ky1 — 7y2), (2.11)
y1(0> = S0,

L yg(O) = p.

Um problema que surge na quimica é o de mistura. Por exemplo, em uma estagao
de tratamento experimental, dois tanques interligados estao sendo usados para estudar
o comportamento da mistura de solugoes salinas ao longo do tempo; o tanque A esta
inicialmente cheio com agua pura, ou seja, sem sal. Ja o tanque B esta cheio com 100
litros de uma solugao salina contendo 10 kg de sal.

A solugao em cada tanque é constantemente misturada, de forma que a concentragao
de sal é sempre uniforme dentro de cada tanque. As solugdes s@o continuamente bom-
beadas em uma taxa de 3 litros por minuto do tanque A para o tanque B e de 2 litros
por minuto do tanque B para o tanque A. Queremos determinar como a quantidade de
sal varia em cada tanque ao longo do tempo.

Sejam

e z(t): quantidade de sal, em kg, no tanque A no tempo ¢ minutos;
e y(t): quantidade de sal, em kg, no tanque B no tempo ¢ minutos.

A variagao do sal em A pode ser calculada fazendo a diferenga entre a entrada e a

saida de sal p 5 5
T

Da mesma forma, podemos calcular essas variagoes do sal em B

dy 3 2

o mas(t) ~ 100 (t). (2.13)

Podemos montar um sistema de equagao do sistema proposto

( dx 2 3
at 1007 100"
dy 3 2
< % = ml‘ - my’ (2.14)
z(0) =0,
L y(0) = 10.
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Estas e outras aplicagoes, bem como as andlises qualitativas por meio de campos
de diregoes, podem ser encontrado nas referéncias [BD,BDH]. Ao final deste capitulo
voltamos a aplicacao em dinamica populacional, agora com duas populagoes interagindo
entre si.

2.2 Sistema de EDOs lineares homogéneas com co-
eficientes constantes

No caso homogéneo com coeficientes constantes, isto é, quando g(t) = 0 em (2.5),
o sistema se resume a

y' = Ay. (2.15)
Vamos buscar solugoes de (2.15) fazendo uma analogia com o caso escalar de uma
equacao linear homogénea de primeira ordem. Para

dy
-, — ay,

dt

as solugoes sao do tipo y = Ce™. Assim, para (2.15) buscamos solugoes da forma
y = €. (2.16)
Substituindo a expressao (2.16) na Equagao (2.15), obtemos
e = AgeM,
cancelando o fator comum e # 0, resulta na equacio
AE = A€ (2.17)

Notamos que se existir um € # 0 e um A escalar que satisfazem (2.17) entdo & é um
autovetor de A associado ao autovalor .
Para obter os autovalores e autovetores de A, resolvemos a equagao

det(A — \T) = 0, (2.18)

obtendo os valores de A e, em seguida, substituimos cada A; em (2.18), obtendo o
autovetor associado £(i).

Matrizes 2 x 2 possuem dois autovalores, A\; e Ay, que podem ser: ambos reais
distintos (positivos, negativos ou de sinais opostos), reais iguais (positivos ou negativos),
ou complexos. Esses seis casos sao estudados a seguir, um a um.

Quanto aos autovetores, em geral, dois autovalores geram dois autovetores linear-
mente independentes, porém no caso de serem reais iguais, podem gerar apenas um
autovetor. Mais detalhes sobre autovalores e autovetores podem ser encontrados em
[SW] ou em qualquer outro livro de Algebra Linear.

Resultados tedricos sobre as solugoes de (2.15) mostram que dado um par de auto-
valor e autovetor de A, y(t) = S(i)em é solucao do sistema. Além disso, se o sistema
admite duas solugoes linearmente independentes

y(l)(t) — 5(1)e>\1t e y(2)(t) — 5(2)6/\215’ (2.19)
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entao a solucao geral do sistema é
y(t) = ci€WeM! + cpg®e, (2.20)

onde c; e ¢y sao constantes reais determinadas pelas condigoes iniciais.

A seguir, por meio de exemplos, estudamos o comportamento da solugao (2.20)
diante das diferentes naturezas dos autovalores. Para nao sobrecarregar o texto, os
calculos dos autovalores e autovetores estao detalhados no Apéndice B. Em particular,
essa analise permite compreender o comportamento qualitativo das solucoes do sistema
no campo de diregoes.

Caso 1. Autovalores reais e positivos distintos

Vamos estudar, por meio de um exemplo, um sistema de duas EDOs onde a matriz
associada possui autovalores reais, positivos e distintos. Seja o sistema

dl’l
o o
(2.21)
2
dt 1 2,

cuja matriz A associada é

sendo os autovalores e autorvetores
1 1
M =2, & [3] e X=4, ¢ [1] .

Logo, a solucao geral do sistema (2.21) é dada por

X(t) = eyt m + o B] , (2.22)

ou, de forma explicita, as fungoes z1(t) e z2(t) sao

{xl(t) = c1e* + cpe?,

2.23
To(t) = cre + 3ege?. (2:23)

Observando a solucao, podemos tirar as seguintes informagoes sobre o seu compor-
tamento. Como o termo e*! cresce mais rapidamente que th, o comportamento da
solugdo para t — o0 é dominado pelo autovalor maior (A = 4). Isso significa que, in-
dependentemente das condigoes iniciais, a solucao tendera a se alinhar na direcao do
autovetor associado ao maior autovalor,

1
2 —
< =[]

A solugdo apresentada para o sistema de EDOs descreve o comportamento das
varidveis x1(t) e x5(t) ao longo do tempo. Para o exemplo, o comportamento é visu-
almente evidente no campo de diregoes apresentado na Figura 2.2, onde as trajetdrias
sao atraidas para a dire¢ao de crescimento mais rapido.
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Figura 2.2: Campo de direcoes para o caso de autovalores reais e positivos distintos.

Caso 2. Autovalores reais e opostos

Vamos estudar, por meio de um exemplo, um sistema de duas EDOs onde a matriz
associada possui autovalores reais com sinais opostos. Seja o sistema

day

=x + \/gl’g,
i (2.24)
=~ Vo -,

cuja matriz associada é

=[5 )

e possui os seguintes autovalores e autovetores:

_V3
M=4,W=[f]eh=lé%{?}

A solugao geral é dada por

x(t) = cje* [*ﬂ + o™ [_1?9’] : (2.25)

De forma explicita, as fungdes z1(t) e x5(t) sao

2t \/3 —2t
{wl(t) = c1V/3e” — Cge (2.26)

1o(t) = cre® + cpe™ .
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Com uma andlise dessas solugoes, observamos que, para t — +00, a solugao é
dominada pelo termo e, que cresce exponencialmente na direcio do autovetor

@[]

Por outro lado, para t — —0, a solucao é dominada pelo termo e~?!, alinhando-se
na direcao do autovetor

O campo de dire¢oes correspondente, ilustrado na Figura 2.3, permite visualizar
como as solugoes se comportam em funcao dos autovalores encontrados. Esse compor-
tamento ¢ tipico de um ponto de sela, onde uma diregao esta associada ao crescimento
exponencial (A = 2) e a outra ao decaimento exponencial (A = —2), como pode ser visto
na Figura 2.3, a qual apresenta o campo de dire¢oes do sistema (2.24).

ﬂ,—u'\--ﬁ-----—---——---
!l\..“'h.“-m."-.‘-.‘---—--—-.——-—.-—-.—-*.--_.-_.-',.
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T T, T, TR, M e M e e e e
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Figura 2.3: Campo de diregoes para o caso de autovalores reais e opostos.

Caso 3. Autovalores reais, negativos e distintos

Vamos estudar, por meio de um exemplo, um sistema de duas EDOs onde a matriz
associada possui autovalores reais, negativos e distintos. Seja o sistema

dl’l
F

i (2.27)
o T

tendo como matriz associada



com autovalores e autovetores dados por

A= -2, £“>:He Ay = —3, 5(2):[(1)]'

Assim, a solugao geral do sistema (2.27) é

x(t) = cre™ m +epe m , (2.28)

que, de forma explicita, fica

n(t) = ae™, (2.29)

To(t) = cre™ + cpe™ .

Ambas as solugoes sao combinagoes de fungbes exponenciais decrescentes, o que
caracteriza um né estavel. A varidvel z;(t) = cie™? depende apenas de ¢; e decai
exponencialmente & taxa e, tendendo a zero conforme ¢ cresce. Jé& a varidvel z(t) =
cre” 2 + cye 3 possui dois termos. Como o termo com e~ decai mais rapidamente, sua
influéncia desaparece antes, e o comportamento de x5(t) para t — 400 serda dominado
pela taxa de decaimento de z1(t), isto é, e™2.

Dessa forma, ambas as varidveis convergem suavemente para a origem, sem o0s-
cilagoes ou mudangas bruscas, refletindo a estabilidade do sistema. Esse comportamento
pode ser visto no campo de direcoes representado na Figura 2.4.
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Figura 2.4: Campo de direcoes para o caso de autovalores reais negativos e distintos.
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Caso 4. Autovalores reais e iguais positivos

Vamos estudar sistemas de EDOs onde os autovalores sao reais, positivos e iguais.
Para isso, utilizaremos o sistema de EDOs

d_fftl = 3$1 - 4$2,
f@ (2.30)
- L1 — T2,
com
3 —4
- )

que possui um autovalor A = 1, de multiplicidade algébrica 2. Neste caso, o autovalor
gera apenas um autovetor associado,
m_ |2
=[]

No entanto, é possivel obter a solu¢do geral do sistema (2.30) tomando uma outra
solucao linearmente independente e, da forma

X(t) = cret m + ope! [t m + [(1)” . (2.31)

x1(t) = €' [(2¢1 + c2) + 2¢at],
zo(t) = €' [er + eat]

De forma explicita

(2.32)

Neste sistema, como ha um autovalor real e positivo com multiplicidade 2 e apenas
um autovetor, a solucao apresenta, além do crescimento exponencial e, um termo adi-
cional proporcional a te’. Este termo causa uma divergéncia mais rapida das trajetérias
em comparacao a sistemas com autovalores simples.

Observamos que ambas as variaveis x;(t) e z5(t) crescem exponencialmente, com a
influéncia crescente do termo linear em ¢ a medida que o tempo avanga. Este tipo de
comportamento é caracteristico de um né instavel com autovalores repetidos, e pode
ser observado no campo de diregoes representado na Figura 2.5.

Caso 5. Autovalores reais e iguais negativos

Vamos estudar o sistema de EDOs

dl‘l 3
_t = —51’1 + Za,
ad@ 2 ] (2.33)
o An T
para o qual
3
— 1

A=11 1]

4 2
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Figura 2.5: Campo de diregoes para o caso de autovalores reais positivos e repetidos.
com um autovalor A = —1, de multiplicidade algébrica 2), e um unico autovetor asso-

ciado
£ = [ﬂ |

Como no caso anterior, conseguimos uma solugao geral da forma

x(t) = cre~! m +opet [t m + [g” . (2.34)

x1(t) = et [2¢1 + 2¢49t]
xo(t) = et e + cot + 2¢2]

De forma explicita

(2.35)

Neste sistema, como o autovalor A = —1 possui multiplicidade 2 e ha apenas um
autovetor, a solugao envolve nao apenas termos exponenciais decrescentes, mas também
um termo proporcional a te™!, caracterizando um né estavel com autovalores repetidos.

As duas varidveis, x1(t) e zo(t), convergem para a origem a medida que ¢t — +00,
sendo que a influéncia do termo proporcional a te™* é mais significativa nos instantes
iniciais. Esse comportamento pode ser observado no campo de dire¢oes representado
na Figura 2.6, onde todas as trajetérias sao atraidas para a origem de forma suave, sem
oscilagoes.

Caso 6. Autovalores complexos

Vamos encontrar os autovalores, autovetores e a solugao geral do sistema de EDOs

d
% = 3$1 - 2$2,

i (2.36)
Ot 41 — 29,
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Figura 2.6: Campo de dire¢bes para o caso de autovalores reais negativos e repetidos.

que possui
3 =2
a=[3 5]

autovalores A = 1 + 24, e autovetores

et el

A solugao geral do sistema (2.36) é

. 1 . 1
_ (1+24)t (1—2d)t
x(t) = cie [1 -~ z] + e [1 N z] ,

de onde podemos extrair a solucao geral real

wo-as 252 12)

De forma explicita

{xl(t) — ¢! [e1 cos(2t) + casin(2t)],
1o(t) = €' [—cy sin(2t) + ¢y cos(2t)].

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Neste sistema, os autovalores complexos conjugados, com parte real positiva, indi-
cam um foco instavel. A presenga da parte imagindria gera oscilagoes periddicas (termos
de seno e cosseno), enquanto a parte real positiva provoca crescimento exponencial.
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Portanto, as solugoes descrevem espirais que se afastam da origem, com movimento
rotacional combinado com crescimento ao longo do tempo. Esse comportamento é
claramente visualizado no campo de diregoes representado na Figura 2.7.
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Figura 2.7: Campo de dire¢oes para o caso de autovalores complexos.

2.3 Sistema de EDOs lineares nao homogéneas com
coeficientes constantes

Nesta segao consideramos o caso em que a fungao g(t) em (2.5) é nao nula, isto é,

y' = Ay +g(t). (2.40)

A solugdo geral de um sistema bidimensional Equagao (2.40) pode ser expressa na
forma

y(t) =y () + 2y () + v(t), (2.41)

onde as duas primeiras parcelas correspondem a solugao geral do sistema homogéneo,
conforme visto na Sec¢do 2.2, e v(t) é uma solugao particular do sistema nao ho-
mogéneo (2.40).

Descrevemos a seguir dois métodos de resolugao. O primeiro, o Método dos coe-
ficientes indeterminados, é usado para encontrar v(¢). O segundo, a Diagonalizagao,
encontra a solugao geral completa como em (2.41). Vamos resolver apenas um exem-
plo para cada método. Para um estudo aprofundado, indicamos a referéncia [BD] ou
qualquer outro livro de EDO.

Método dos coeficientes indeterminados

Para usar esse método, supomos que a solu¢ao tem determinada forma com alguns
ou todos os coeficientes indeterminados e depois procuramos esses cocficientes de modo

53



a satisfazer a equacgao diferencial. Do ponto de vista pratico, esse método s6 é aplicavel
se as componentes de g forem fung¢oes polinomiais, exponenciais, senoides ou produtos
de tais fungoes.

Exemplo 5. Resolver o sistema

y = [g :;] y + [6;] . (2.42)

Resolucao. Prosseguindo como na Secao 2.2, obtemos a solu¢do do sistema geral

homogeéneo,
y (t) =C et 1 + Co€ t 1

Para obter a solugdo particular de (2.42), observamos a forma do termo nao ho-

mogéneo. Neste caso,
ot

contém dois tipos de func¢oes: uma exponencial e’ e um termo polinomial ¢. Como e
estd associado a um autovetor do sistema homogeéneo, devemos incluir também termo
por te! para evitar dependéncia linear. Quanto ao termos polinomial, escolhemos tanto
um termo com t quanto um termo independente. Propomos a seguinte forma para a

solugao particular
_ il ¢ | b1 1 d;
v(t) = te |:a,2:| +e |:b2:| +1 [CQ] + [dQ] .

Como v(t) é uma solugao particular de (2.40), ela deve satisfazer tal equagdo. Assim,
para o lado direito de (2.40), derivamos v(t),

V(1) = aret + aytel + biet + ¢
ase’ + aste! + boel + co |’

e, para o lado direito, calculamos
|2 =1 aite + bie' + it + dy et
Av(t) + g(t) = [3 —2] [agtet + boel + cot + dy Tl
- (2a1 — ag)te! 4+ (2by — by + 1)e! + (2¢1 — o)t + (2dy — do)
N (3@1 - 2a2)tet + (3b1 - 2b2)€t + (301 - 202 + 1)t + (3d1 — 2d2) '

Igualando os termos, obtemos o sistema

arte’ + are’ + bie’ + ¢ = (2a; — az)te’ + (2by — by + 1)€
+ (2¢1 — co)t + (2dy — do)

aste’ + age’ + bye' + ¢y = (3a; — 2as)te! + (3by — 2by)e’
+ (3c1 — 2c9 + 1)t + (3dy — 2d»)

Asigualdades acima sfo satisfeitas, quando os coeficientes de cada fungao sao iguais.
Assim,
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e igualando os coeficientes de te':

ap = 2a1 — Ay = a9 = a3 3
= a1 = a2 = 53
a2=3a1—2a2:>a2=a1 2
e igualando os coeficientes de e’:
a1+b1=2b1—b2+1 1 3
= b= =7, b=
as + by = 3by — 2by 4 4

e igualando os coeficientes de t:

{612261—62962201

1
o Escolhemos: ¢ = =, ¢ = 1;
co = 3c; — 2¢9 + 1 = Contradicao se ¢; = ¢ 2

e igualando os termos constantes:

a1+ b1+ ¢ =2d; —do
as + by + co = 3d; — 2ds

Logo, a solucao particular é

o= ]2l

e a solucao geral do sistema ¢é

e[ e [ B[] L O]

Diagonizacgao

Esta técnica pode ser aplicada desde que A seja diagonalizavel, ou seja, no caso 2 x 2,
quando possui dois autovetores linearmente independentes. O caso nao diagonalizavel
se restringe a dois autovalores iguais, gerando apenas um autovetor.

A diagonalizagao consiste em transformar A em uma matriz diagonal, por

T 'AT = D, (2.43)

onde D é a matriz 2 x 2 cujos elementos da diagonal sao os autovalores A\ e Ay e T' possui
as colunas com os autovetores £ e € arrumados na mesma ordem que aparecem na
matriz diagonal.

Definindo uma nova varidvel x por y = Tx, temos que y' = Tx'. Substituindo
ambos na Equagao (2.40), obtemos

Tx = ATx + g(t). (2.44)
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Multiplicando por T}, segue que
X' = (T'AT)x + T 'g(t) = Dx + h(t), (2.45)

onde h(t) = T 'g(t) e D = T7'AT.

O novo sistema de EDOs ¢ desacoplado, de forma que as EDOs podem ser resolvidas
separadamente, por uma das técnicas vistas no Capitulo 1, ou outra mais apropriada.
Obtendo as solugbes z1(t) e xo(t), a solugdo y é finalmente encontrada pela trans-

formacio y = Tx.
7= (s 1) (i)

Exemplo 6. Resolver

3

1 \/§ N
Resolugao. Para a matriz A = V3 1) os autovalores e autovetores sao \; = 2,
e = [\{g] —2.£0 [ ;)/3] de onde construimos as matrizes

R

Observamos que a solucao geral do sistema homogéneo é

ya(t) = cre” [ﬂ P —ﬂ |

Usando a férmula para inverter matrizes 2 x 2,
a b 1 d —=b
T = Tt
R |

Pl ] - s )

Agora, podemos calcular

o= 4 (D)

de onde obtemos duas EDOs desacopladas

calculamos

3
rh =2r + ——=(e +e7),

43

1
rh = =239 + —=(—e' + 3e7).

4/3

Ambas sao EDOs lineares de 1? ordem, que podem ser resolvidas pela técnica dos
fatores integrantes. Para a primeira, o fator integrante é u(t) = e e a solucio é

11(t) = We (—e + 1e t) + Ce*,
06

(2.46)



th

e, para a segunda, o fator integrante é u(t) = e*" e a solugao é

xo(t) = 4\1f (—16 +3e” ) +Ce ™.

Voltando para y,

anman- (8 ) ) - (S5

Caélculo da primeira coordenada:

L (t) = V3a1(t) — V3aa(t)

=3 [4\f (—6 t e > + qe”] -3 [ﬁg (—%et + Se‘t> - 026_2t]

2
= _56 - b4 \fc e?t \/5026_2t.

Calculo da segunda coordenada:

ya(t) = 21(2) + 3wa(t)

= [4\[ <—e + 1e t) —l—clth] [4{ (—le + 3e” ) +026_2t]

1 2t -
= ——¢ +—e P4 cre® 4+ 3cqe

V3 2V3

Logo, a solucao geral do sistema é

2t

2 1
—get — ie_t + 4/3c1e?t — 4/3cqe2t
Y(t) = 1
——et + —e‘t + c1e? 4 3cpe

V3 2v3

2.4 Sistemas autonomos localmente lineares

Nesta se¢ao vamos considerar sistemas bidimensionais do tipo

y = Ay +g(y), (2.47)

que sao autonomos, pois a funcao do lado direito nao depende explicitamente da variavel
independente ¢, apesar dela estar presente pois uma solugdo de (2.47) é uma fungao
vetorial y(t). Além disso, para que o sistema (2.47) esteja proximo de um sistema
linear y’ = Ay, temos que considerar que ||g|| seja pequeno em comparagao a ||z||
perto da origem. Tal sistema ¢ chamado localmente linear na vizinhanga do ponto
critico (0,0).

Como o termo nao linear g(y) é pequeno comparado ao termo linear quando y é
pequeno, é razoavel esperar que as trajetorias do sistema linear y’ = Ay sejam boas
aproximagoes das trajetérias do sistema néo linear (2.47), pelo menos perto da origem.
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Isso ocorre na maioria dos casos, mas nao em todos, como pode ser visto nos resultados
resumidos na Tabela (2.1).

Tabela 2.1: Classificagdo e estabilidade de sistemas lineares e localmente lineares

- Sistema Linear Sistema Localmente Linear
b2 Tipo Estabilidade Tipo Estabilidade

ry>19 >0 N Instével N Instével

re<re <0 N Assint. estdvel N Assint. estdvel
rg <0 <1y PS Instavel PS Instavel
rr =19 >0 NP ou NI Instavel N ou PE Instavel

r=1r9<0 NP ou NI | Assint. estavel | N ou PE | Assint. estdvel

T,y = At Z,LL

A>0 PE Instavel PE Instavel

A<O0 PE Assintot. estavel PE Assint. estavel

r1 =i,y = —i[l C Estavel C ou PE | Indeterminado

Nota: N: né; NI: né impréprio; NP: né préprio; PS: ponto de sela; PE: ponto espiral;
C: centro; Assint. estdvel: Assintoticamenente estavel. Fonte: [BD].

A situagao mais sensivel ocorre quando r; = iu, 7o = —iu. Neste caso, o ponto
critico do sistema linear é um centro e as trajetérias sdo curvas fechadas (elipses) em
volta dele. Se for feita uma ligeira mudanga nos coeficientes, entao os autovalores r; e
ro terao novos valores r1 = N +ip',ro = N —iy', em que X' é pequeno em valor absoluto
e i ~ p. Se N # 0, entdo as trajetorias do sistema perturbado serdo espirais ao invés
de elipses, com trajetérias assintoticamente estéaveis ou instaveis, dependendo do sinal
de N.

A condigao de ser localmente linear nao é facilmente verificada pela definigdo. No
entanto, um resultado, cuja prova pode ser encontrada em [BD], simplifica essa veri-
ficacao. Ele diz que o sistema autonomo nao linear

d
d—f = f(z,y),
(2.48)
dy B
% _g(‘ray)7

serd localmente linear em uma vizinhanga de um ponto critico (xg,yp) sempre que as
fungoes f e g tiverem derivadas parciais continuas até a segunda ordem.

Deste resultado, segue que o sistema linear que aproxima o nao linear (2.48) em
torno do ponto critico (zg,yo) é

of of

i <x _ Io) _ %(%7 ?Jo) &_y<x0’ ?Jo) (x _ Io) (2 49)
dt \Yy — Yo @(l,o ?JO) @(370 yo) y—1) " '
ox oy
A matriz of of
Ty = |G &
ox  dy
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é chamada de matriz jacobiana e precisamos supor que det J nao se anula em (zg, yo)
de modo que esse ponto seja um ponto isolado do sistema linear (2.49).

Quando estudamos sistemas lineares homogeéneos, a natureza do ponto critico na
origem determina praticamente todo o comportamento das trajetérias no plano zy.
Diferentemente dos sistemas lineares, o comportamento das solugoes dos sistemas nao
lineares pode ser muito mais complexo e variado, com fenomenos como multiplos pon-
tos de equilibrio, oscilagoes e padrdes imprevisiveis. Os pontos criticos ou pontos de
equilibrio desempenham um papel fundamental na analise desses sistemas.

Apesar das diferencas, a classificacdo dos pontos criticos em sistemas nao lineares
pode ser feita de forma semelhante a dos sistemas lineares, utilizando ferramentas como
o campo de dire¢oes para poder visualmente estudar a diregao das trajetérias em cada
ponto do plano e a analise de pontos criticos, estudando o local do comportamento das
solugoes em torno dos pontos de equilibrio, utilizando o Jacobiano e a classificacao dos
equilibrios.

Exemplo 7. Determinar a natureza de cada ponto critico do sistema

dz
U 2z — xy,

(2.50)
dy =3y+x

Resolugao. Para calcular os pontos de equilibrio do sistema (2.50) precisamos resolver
o sistema algébrico

d—$=2:1:—:vy=0,
&
%=—3y+$y=0.

Para a primeira equacao, z(2 — y) = 0, ou seja,
r=0 ou y=2.
Para a segunda equagao, y(—3 + x) = 0, ou seja,

y=0 ou z=3.

Analisando os casos:
e Se x = (), substituindo na segunda equacgao:
y(=3+0)=0 = y=0
Entao, o ponto critico é (0, 0).
e Se y = 2, substituindo na segunda equagao:
2(-3+z)=0 = -3+z=0 = zx=3

Entao, o ponto critico é (3, 2).
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Conclusao: Os pontos criticos do sistema sao (0,0) e (3,2).

Com o céalculo dos pontos criticos, o grafico e a elaboracgao do campo de direcoes
da Figura 2.8, podemos realizar uma andlise qualitativa do sistema de EDO dado em
(2.50). Observa-se claramente que, no ponto critico (0,0), hd um comportamento das
trajetorias que convergem ao longo de uma direcao e divergem em outra, o que indica
que se trata de um ponto de sela. J4 no ponto (3,2), nota-se que, em sua vizinhanga,
formam-se espirais que tendem a se aproximar do ponto, sugerindo que ele é um foco
atrator, ou seja, um ponto estavel em espiral.

By
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Figura 2.8: Campo de diregoes para o sistema de EDOs (2.50).

Vamos analisar o comportamento do sistema linear associado ao nao linear (2.50)
por meio dos autovalores da matriz jacobiana. Seja

0 0
=yl 22yl 9 .
(=3 +2)] a—y[y(—3 + )]

No ponto (0, 0):

J(0,0) = [?) _03] = Autovalores: \; =2, \y = —3,

reais com sinais opostos — ponto de sela. Logo, para o problema nao linear, (0,0) é
também um ponto de sela.

No ponto (3,2):

2-2 -3 0 -3 .
J(3,2) = [ 5 _34 3] = [2 0 ] = Autovalores: \ = +i1/6,
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complexos puros — centro.

Contudo, para o sistema nao linear, autovalores puramente imaginarios nao garan-
tem que o ponto de equilibrio seja um centro. Isso indica que o sistema linearizado
possui comportamento oscilatério, mas a estabilidade do ponto (3,2) deve ser analisada
com mais profundidade.

2.5 Aplicacoes em dindmica populacional

Nesta se¢ao, assim como na Secao 1.5, exploramos modelos de dinamica populacio-
nal, os quais sao utilizados em aplicagoes reais, tanto no proprio contexto de dinamica
populacional quanto em diversos outros contextos. Em especial, o modelo de duas
espécies em competicao é utilizado, por exemplo, para representar duas espécies que
disputam pelos mesmos recursos naturais, como alimento ou espaco, influenciando mu-
tuamente suas taxas de crescimento. Ja o modelo presa-predador é empregado em
estudos ecolégicos para descrever a interacao entre populagoes de espécies, como uma
populacao de predadores e sua respectiva presa, sendo 1util na analise de ciclos popu-
lacionais e estratégias de controle ambiental. Esses modelos permitem prever compor-
tamentos oscilatorios, estabilidade ou extin¢ao de espécies, contribuindo para decisoes
em manejo ambiental, agricultura e conservacao.

2.5.1 Modelo de espécies em competigao

O objetivo aqui é estudar a relacao entre duas espécies semelhantes que vivem em
um ambiente fechado e competem pelo mesmo alimento limitado. Essas espécies nao
estao diretamente ligadas entre si. Naturalmente, esse modelo é bastante simples se
comparado as relagoes complexas que ocorrem na natureza, mas nos ajuda a compre-
ender alguns principios ecolégicos.

Denotamos por x e y as populagoes dessas duas espécies em um instante ¢. Supo-
nhamos que a populagao de cada espécie, na auséncia da outra, seja modelada por uma
equacao logistica. Entao,

d
d—f = z(e — o), (2.51)
d
d_?z{ = y(e2 — 02y), (2.52)

onde € e ¢, sd0 as taxas de crescimento das duas populagoes, e €;/01 e €3/05 sao seus
niveis de saturacao. No entanto, quando ambas as espécies estao presentes, cada uma
vai afetar o suprimento de comida disponivel para a outra. De fato, elas reduzem as
taxas de crescimento e os niveis de saturagao uma da outra.

A expressdo mais simples para reduzir a taxa de crescimento da espécie x devido a
presenga da espécie y é substituir o fator de crescimento ¢; — 012 na Equagao (2.51)
por €; —o1x — aqy, onde oy é uma medida do grau de interferéncia da espécie y sobre a
espécie x. Analogamente, substituimos es — o9y na Equacao (2.52) por €3 — o2y — asx.
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Obtemos, entao, o sistema de equagoes fica

dx

e z(ep — o — a1y) (2.53)
d
d—‘z = y(e3 — oy — Qo) (2.54)

Os valores das constantes positivas €1, 01, €2, 09, a1, ais dependem das espécies parti-
culares em consideracao e téem que ser determinados, em geral, através de observagoes.
Estamos interessados nas solugoes das Eqs. (2.54) para as quais x e y ndo sao negativos.
Segue um exemplo.

Exemplo 8. Realizar a andlise qualitativa do problema

d

_x $(1,5—.T—O,5y),

é (2.55)
= y(2—y—0,75

- y(2—y—0,752)

Resolugao. Comecamos encontrando os pontos criticos do sistema, isto é, quando as
derivadas sao nulas, o que equivale a resolver os sistemas de equagoes algébricas

z(1,5—2—-05y) =0, y(2—y—0,75z)=0.

Se = 0 na primeira equagcio, resolvendo a segunda, y(2 — y) = 0, obtemos que
y = 0 ouy = 2. Portanto, os pontos de equilibrio com x = 0 sao (0,0) e (0,2). Sey =0
na segunda equagao, resolvendo a primeira, x(1,5 — z) = 0, obtemos z = 0 ou z = 1,5.
Portanto, os pontos de equilibrio com y = 0 sao (0,0) e (1,5,0).

Por fim, buscamos os pontos de equilibrio com x # 0 e y # 0, resolvendo o sistema
linear

1,5—2—0,5y =0,
2—y—0,75z =0,

cuja solugao é o ponto (0,8, 1,4).
Os pontos de equilibrio encontrados sao interpretados da seguinte forma:
e (0, 0) é um ponto trivial, que significa inexisténcia de ambas espécies;
e (0, 2) significa a existéncia apenas da espécie y;
(

e (1,5, 0) significa a presenca apenas da espécie z;

(0,8, 1,4) é um ponto de equilibrio interno e ambas espécies coexistem.

Prosseguindo com a analise qualitativa, vamos calcular a natureza de cada pontos
criticos encontrado, com base nos autovalores de cada matriz jacobiana. De (2.55),
observamos que f(z,y) = z(1,6 —z —0,5y) e g(x,y) = y(2—y — 0,75z). Logo, a matriz
jacobiana fica

of of
ox oy | [15—22-05y —0,5
J(x,y) = @ (’)_g - [ —0,75y 2 — 2y —0,75x,
or 0oy

na qual substituimos cada ponto de equilibrio e¢ concluimos que:
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1,5 0
0 2
positivos: né instavel (repulsor);

= M\ = 1,50, Xy = 2, ambos os autovalores

e cm (0; 0), J(0,0) = [

05 0
15 -2
sinais opostos: ponto de sela (instavel);

e em (0; 2), J(0,2) = [ = A\ = 0,5, Xy = —2, autovalores reais com

-1,5 —0,75
0 0875
reais com sinais opostos: ponto de sela (instavel);

e em (1,5; 0), J(1,5,0) = [ ] = A\ = —1,5, X\ = 0,875, autovalores

o em (0,8; 1,4), J(0,8,1,4) = [__10685 :g’j

lores resolvendo a equacao caracteristica

], para a qual determinamos os autova-

—22+4/222-4-1-106 -22+,/06

AN 422041,06=0= \=
+ 22X+ 1, = 5 5

=\ ~ —1,35, Ay & —0,85, ambos os autovalores reais negativos: né estavel
(atrator).

O campo de dire¢oes mostrado na Figura 2.9 destaca do ponto critico em (0,8;1,4),
no qual os vetores ao redor indicam uma tendéncia de convergéncia. Esse padrao sugere
que o ponto funciona como um ponto de equilibrio estavel, onde ambas as populagoes
tendem a se estabilizar ao longo do tempo.

1.Bg i i i i i i r /
-~ N S S
1.6
' = ) ! Y A S S
1.4 S S SN S S AR S SR
- f i 7 i Fi S
v o N = -
A A S A A A T
1.0F
Y Y A A A A B T
U'%.-‘I ‘ G.“E ) Cl.fE ) I'CI I 1‘.2
X

Figura 2.9: Campo de dire¢oes para o modelo de espécie em competigao (2.55).
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2.5.2 Modelo presa-predador

Nessa secao vamos investigar EDOs que correspondem a relacao entre duas espécies,
uma conhecida como predador, que se alimenta de outra espécie, a presa, a qual, por
sua vez, se alimenta de outro recurso.

Na fauna podemos encontrar essa relagdo em diversos biomas. Por exemplo, na
Amaronia, convivem o gaviao-real e a preguica; no Cerrado, o lobo-guara e o tatu-
galinha; e, na Mata Atlantica, presente no Sul e Sudeste, a relagao entre a jararaca e o
rato-do-campo.

Naturalmente, o estudo isolado entre duas espécies nao traduz com exatidao a com-
plexa rede de interagoes que ocorre na natureza. No entanto, esse modelo simplificado
representa o primeiro passo para a compreensao de fenomenos ecolégicos mais comple-
XO0S.

Vamos usar = e y para denotar, respectivamente, as populagoes de presas e preda-
dores, e denotamos por t o instante dessa interacao. Para estudar essa relacao vamos
considerar as seguintes hipdteses:

e Na auséncia do predador y, ou seja, quando nao ha caga a presa, a populagao de
presas x cresce a uma taxa proporcional a sua populagao atual. Essa variacao é
definida por % = ax, com a > 0, quando y = 0.

e Na auséncia de presas z, ou seja, quando o predador y nao tem alimento para
sustentar sua espécie, a populacao de predadores entra em declinio e é extinta a
uma taxa definida por % = —cy, com ¢ > 0, quando x = 0.

e O numero de encontros entre predadores y e presas x sera estimado pelo produto
xy. Cada um desses encontros tende a promover o crescimento da populacao de
predadores y e a redugao da populagao de presas x. Assim, a taxa de crescimento
da populagao de predadores é dada por um termo yxy, com v > 0, enquanto a
taxa de diminuicao da populagao de presas ¢ representada por —aay, com « > 0.

Em consequéncia dessas hipdteses, somos levados as equagoes

dx

- —ar—ary = z(a — ay),

i (2.56)
d—i = —cx +yry = y(—c —yx).

As constantes a,c, « e v sdo todas positivas; a e ¢ sdo as taxas de crescimento da
populacao de presas e de morte da populacao de predadores, respectivamente, e « e ~y
sao medidas do efeito da interacao entre as duas espécies.

As equagoes (2.56) sao chamadas de equagoes de Lotka-Volterra. Foram desenvol-
vidas em artigos escritos por Lotka em 1925 e por Volterra em 1926. E um problema
do tipo localmente linear, de forma que podemos usar a teoria vista na Secao 2.4. A
seguir, vamos fazer as analises qualitativas por meio de um exemplo tipico.

Exemplo 9. Realizar a andlise qualitativa do problema

d

_x = .I'(l - 075y)7

gt (2.57)
(0,5 —1)

dt y ) *
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Resolugao. No exemplo, a taxa de crescimento da populagao de presas é igual a 1, ou
seja, 100%, e a taxa de mortalidade da populagao de predadores ¢ de 0,5, ou seja, 50%.
As taxas de interagao entre as espécies sao 0,5 para a populacao de presas e 1 para a
populacao de predadores.

Inicialmente analisamos os pontos de equilibrio das populagoes de presas e preda-
dores. Tais pontos sao calculados resolvendo o sistema de equacoes algébricas

1-0,5y)=0
a( ,5y) = 0, (2.58)
y(_07 5— .CU) = 07

ou seja, quando a variacao das populagoes de presas e predadores sao nulas. Obtemos
y=2ex=0,5ey=0ex =0 entdo temos dois pontos de equilibrio (0,0) e (0, 5;2).

A Figura 2.10 mostra os pontos criticos e um campo de dire¢oes para o sistema
(2.58). Dessa figura, parece que as trajetérias no primeiro quadrante circulam em
torno do ponto critico (0,5;2). Nao é possivel determinar definitivamente do campo
de diregoes se as trajetorias sdo de fato curvas fechadas ou se elas espiralam para
dentro ou para fora. A origem parece ser um ponto de sela. Os eixos coordenados sao
trajetorias das Eqs. (2.58). Em consequéncia, nenhuma outra trajetéria pode cruzar

um cixo coordenado, o que significa que toda solugao que comega no primeiro quadrante
permanece ai para todo o sempre.
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Figura 2.10: Campo de diregoes para o modelo presa-predador (2.57).

Vamos examinar, a seguir, o comportamento local das solugoes perto de cada ponto

de equilibrio. De (2.58), observamos que f(z,y) = z(1 —0,5y) e g(z,y) = y(—0,5 — x).
Por meio da matriz jacobiana

_(1-05y 0,5z
] o
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concluimos que:

10
e Em (0; 0), J(0,0) = [0 05
sinais opostos. Assim, a origem é um ponto de sela para ambos os sistemas, o
linear (2.57) e o nao linear (2.58), e, portanto, instavel. Um par de trajetérias
entra na origem ao longo do eixo dos y; todas as outras trajetorias se afastam de
uma vizinhanga da origem.

] = A\ =1, Xy = 0,5, autovalores reais e de

0 -0,25
-2 -1
Assim, os autovalores s@o reais e de sinais opostos, o ponto critico (0,5, 2) é um
centro do sistema linear (2.57) e, portanto, um ponto critico instavel para esse
sistema. O comportamento do sistema linear pode ser o mesmo ou nao do sistema
nao linear, de modo que a natureza do ponto (0,5, 2) para o sistema nao linear
(2.58) nao pode ser determinada por essa informagao.

—1+4/3
5 -

e Em (0,5, 2), J((0,5, 2) = < ) , que possui os autovalores A\ o =

Para nos ajudar a tracar as trajetorias das solugoes desse sistema de EDOs, utiliza-
mos o método de Euler, apresentado no Capitulo 3.
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Capitulo 3

Solucoes numéricas

Os métodos numéricos sdo importantes ferramentas para extrair informacoes da
solugao de um problema quando as técnicas analiticas nao sao capazes.

O Método de Euler é o método numérico mais simples para encontrar solugoes
aproximadas de EDOs de primeira ordem, bem como para sistemas de EDOs de primeira
ordem. E simples tanto em sua dedugao quanto na sua férmula, o que permite o uso
no ensino médio.

Neste capitulo buscamos apresentar o método de Euler sob diferentes aspectos. Pri-
meiramente o apresentamos por meio de sua interpretacao geométrica, para problemas
com uma unica EDO. Em seguida, expandimos essa interpretagao para sistemas com
duas EDOs. Mais a frente, deduzimos o método usando série de Taylor e tratamos dos
aspectos tedricos, como convergéncia e ordem de convergéncia. Aplicamos o método
para aproximar solugoes de exemplos e aplicagoes vistas nos capitulos anteriores, dando
énfase aos problemas de dinamica populacional.

Os métodos numéricos em geral exigem uma grande quantidade de célculo, prin-
cipalmente quando queremos encontrar uma aproximagao para a solu¢ao com certa
precisao. Assim, faz-se necessaria a utilizagdo de um programa computacional que per-
mita a implementacao da féormula e a aplicacao dela repetidamente. Nesta parte do
trabalho também usamos o Excel.

3.1 Método de Euler para uma EDO

Vamos retomar o PVI com uma EDO (1.1)-(1.2), repetido aqui

%(t) = Flty(), te[tots]:

y(to) = Yo-

(3.1)

Escolhemos pontos discretos que representam a variavel ¢ no intervalo (¢, ¢s]. Por
simplicidade, tomamos os pontos igualmente espagados de h. Neste caso, h = (t; —
to)/N, onde N = np—1 e np é o quantidade de pontos no intervalo. Assim, construimos
uma malha {to,?1,...,ty} onde

t,=to+nh, n=0,1,...,N. (3.2)
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Ao invés de termos uma solugao continua, nos métodos numéricos temos um con-
junto discreto de aproximagoes para a solugao em cada ponto. Vamos chamar a solucao
numérica de {yo,y1,-..,yn}, sendo y, ~ y(t,).

Para a solugao no ponto tg, a solugao numérica é a solugao exata yy. Para as demais
solugoes, aplicamos uma formula, que esta deduzida a seguir, por meio da interpretagao
geométrica do método. Primeiramente, calculamos a EDO em um ponto ¢,, isto é,

dy

o (tn) = ftn, y(tn))- (3:3)

Como vimos no Capitulo 1, a derivada %(tn) pode ser interpretada como o coefici-
ente angular da reta tangente ao grafico da fungao y(t) no ponto (¢, y(t,)). No entanto,
se tragarmos a reta secante ao gréafico da fungao y(t) passando pelos pontos (¢, y(tn))
e (tne1,Y(tny1)), o coeficiente angular da reta secante serd uma aproximagao para o
coeficiente angular da reta tangente. Em termos matemaéticos,

dy Yltosr) = y(tn) _ ylnrs) — y(tn)
n I~ = . .4
Substituindo (3.4) em (3.3), obtemos

y(tn+1> - y(tn)
h

~ [t y(tn)),

ou seja,
y(tn+1) ~ y(tn) + hf(tnv y(tn))

Agora, usando a notagao de solugdo numeérica, reestabelecemos a igualdade e obtemos
a formula geral do método de Euler

Ynt1 = yn+hf( nvyn) n=0,1,...,N—1. (35)

Essa aproximacao é repetida para cada n, até que o valor final t{xy = t; seja al-
cancado.

Exemplo 10. Aplicar o Método de Euler no PVI

dy

=t =1, t 2
gl y(0) =1, te]0,2],

com passo h = 0.1.
Observamos que f(t,y) =t + y, logo o método de Euler fica
Ynt1 = Yn + Aty + yn) = yn + 0,1(tn + yn).

Do PVI, tiramos a informacao de que ty = 0 e yo = 1. A partir daf seguimos passo a
passo encontrando as aproximacoes para a solu¢ao nos demais pontos da malha. Assim,

y1=y0+hf(t0,yg)=1+01(0+1)=11

yo=y1+h- flt1,y) =11+40.1-(0.1+1.1)=1.22

Ys = Yo + b flta,yo) = 1.22 + 0.1+ (0.2 + 1.22) = 1.364

ys =y + R fts,ys) = 1.364 + 0.1+ (0.3 + 1.364) = 1.5304

s = ya + b fts,ys) = 1.5304 + 0.1- (0.4 + 1.5304) = 1.72344

Yo = ys + b flts,ys) = 1.72344 + 0.1 - (0.5 + 1.72344) = 1.945784

yr = ys + b f(ts,ye) = 1.945784 + 0.1- (0.6 + 1.945784) = 2.2003624
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A solugdo numérica entre t = 0,0 e t = 0,7 estd disposta na Tabela 3.1. Este
processo continua até que se atinja ty = 2.

Tabela 3.1: Solugao numérica do Exemplo 10.
n | ty Yn

0.0 | 1.0000
0.1 | 1.1000
0.2 | 1.2200
0.3 | 1.3640
0.4 | 1.5304
0.5 | 1.7234
0.6 | 1.9458
0.7 | 2.2004

N O O W N+~ O

Exemplo 11. Voltando a Aplicagao 4 - Resfriamento com Aquecimento Externo, mo-

delada por
dr
— 2T =
7 +0, 9,
T(0) = 80,

obter uma aproximacao para a solucao pelo método de Fuler.

(3.6)

Na Figura 3.1, apresentamos a planilha elaborada no Excel, contendo os cédlculos e o
grafico da solugao. Cada linha representa uma etapa do método, mostrando os valores
de tempo, temperatura e os incrementos sucessivos.

% +02T =9
¥

n t Tin) f(t.T) [(n+1) = T(n)+hf(t.T| Diferencal 80 |
0 o 80 7 73 -80) \\
1 1 73 -5,6 674 -73)
2 2 674 1,48 62,92 S Y \
3 3 6292 | 3584 59,336 62,92 \
4 4 59,336 | -2,8672 56,4688 -59,338
8 5 56,4668 | -2,29376 54,17504 -56,4686| a0 \
6 [ 54,17504 | -1,83501 52,340032 -54,175] .
7 7 52,34003 | -1,46801 50,8720256 -52,34] \\.,
8 5 50,67203 | -1,17441 | 49,69762048 _50,872) B
9 9 19,69762 | -0,93952 | 48,75809638 196978 ———
10 10 48,7581 | -0,75162 48,00647711 48,7581 I T —
1 11 48,00648 | -0,6013 47,40518169 -48,00865
12 12 47,40518 | -0,48104 48,92414535 -47,4052] “»
13 13 46,92415 | -0,38483 46,53931628 -46,9241]
14 14 46,53932 | -0,30786 46,23145302 -46,5393]
15 15 46,23145 | -0,24629 45,98516242 -46,2315] 30
16 16 45,98516 | -0,19703 45,78812993 -45,9852
17 17 45,78813 | -0,15763 45,63050395 45,7881
18 18 45,6305 | -0,1261 45,50440316 -45,6305 20
19 19 45,5044 | -0,10088 45,40352253 -45,5044
20 20 4540352 | -0,0607 45,32261802 -45,4035)
21 21 45,322682 | -0,06456 45,25825442 -45,3228] n
22 22 45,25825 | -0,05165 45,20660353 -45,2583
23 23 45,2068 | -0,04132 45,16528283 -45,2066|
24 24 45,16528 | -0,03306 45,13222626 -45,1653)
% 25 4519223002645 | 450578101 | 45,1322 ° : e i " - x
26 26 45,10578 | -0,02116 45,08462481 -45,1058]

Figura 3.1: Calculos no Excel — Método de Euler aplicado ao resfriamento com aque-
cimento externo.

Na Figura 3.2, realizamos uma comparacao grafica entre a solugdo numérica obtida
pelo método de Euler e a solugao analitica da equacao diferencial (3.6), que, conforme
visto no Capitulo 1, é dada por:

T(t) = 45 + 35e "2, (3.7)
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—a— Metdodo de Euler

Figura 3.2: Gréficos das solugoes analitica e numérica do Exemplo 11.

Observa-se que, nos primeiros instantes, ambas as curvas praticamente se sobrepoem,
evidenciando que, com um passo h relativamente pequeno, o Método de Euler oferece
uma boa aproximacao. Contudo, a medida que o tempo avanga, uma leve divergéncia
se torna perceptivel: a curva obtida pelo Método de Euler tende a permanecer ligeira-
mente acima da solucao exata. Isso ocorre devido ao erro de truncamento acumulado
que ¢é estudado na Secao 3.3.

Apesar dessa diferenga crescente, especialmente visivel apds ¢ ~ 15, o Método de
Euler ainda fornece uma boa aproximacao, suficiente para entender o comportamento
da solugao, principalmente em intervalos de tempo curtos.

Exemplo 12. wvoltando a Aplica¢io 2 - Aciumulo de dgua em um reservatorio, modelada
por

av = 6t% + 4t + 10,
dt (3.8)
7(0) = 50.

obter uma aproximacdao para a solugao pelo método de Fuler.

Colocando na planilha do Excel a fungao f(¢,T) = 6t* + 4t + 10, a condicao inicial
Ty = 50 e utilizando h = 1, obtivemos os pontos sobre a curva laranja na Figura 3.3.
Podemos também ver na figura, uma comparacao visual com a solucao exata.

Assim como no exemplo anterior, é possivel verificar que nos primeiros intervalos
de tempo ambas as solugoes — analitica e numérica — apresentam um excelente ali-
nhamento. No entanto, a medida que o tempo avanca, torna-se perceptivel uma leve
divergéncia entre as curvas. Essa diferenga é uma consequéncia natural do erro de
truncamento acumulado, inerente aos métodos numéricos, que pode ser mais ou menos
acentuada dependendo do problema.
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Apesar disso, a aproximacao continua bastante satisfatoria para muitos contextos
praticos, especialmente quando se busca entender o comportamento geral da solucao
ao longo do tempo. Este exemplo refor¢a a importancia do Método de Euler como
uma ferramenta didatica e computacional acessivel para a resolugao de problemas de
equagoes diferenciais ordinarias.

12000 ¥

10000 -

8000 +

6000 - —e— Solugio

—&— Metddo de Euler

4000 +

2000 +

e
E =

0 ] 10 15 20

Figura 3.3: Comparacao entre o grafico da solu¢ao analitica e do Método de Euler para
o Exemplo 12.

3.2 Meétodo de Euler para sistemas de EDOs

Considere um PVI com duas equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem
dado por (2.1)-(2.2), repetido aqui

( dy,
L — fi(t
dt fl( 7y17y2)7
dys
SaE T fot v, 92), (3.9)
y1(to) = v,
\yz(to) = Y20-

O objetivo é resolver o sistema de equagoes para valores de y no intervalo [to,tf].
Da mesma forma como no caso unidimensional, calculamos o tamanho do passo h =
(ty—to)/N, onde np é o quantidade de pontos no intervalo e N = np—1, e construimos
uma malha com os pontos

tn, =to+nh, n=0,1,...,N. (3.10)
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A solucao numérica é dada por {(y1,0,%20): (Y1,1,Y21)s-- -, (Y18, Y2,n)}, onde y1,, ~
y1(tn) € yon ~ ya(ty) € a generalizacao da formula (3.5) para o sistema de EDOs (3.9)
fica

Yin+l = Yin + hfl (tnv Yin, y27n)7
Yont1 = Yo + R fa(tn, Yin, Yon),

paran=20,1,..., N — 1.

(3.11)

Exemplo 13. Considere o sistema de FDOs

dy:
i 1+ 2y2, 11(0) ;
dys
_— = 2 — .
gt 3y1 +2y2, 12(0) =0

Aplicar o método de Fuler com um passo h = 0.1 para aproximar as solugoes no inter-
valo [0, 1].

Resolugao. Comecando de y19 =1 e yo9 = 0, aplicamos as férmulas (3.11).

Para n = 0,
Y11 = Y10+ hf1(t07y1,0,y2,0> =1+0.1- (1 +2- 0) =11

Y21 = Y20 + hfa(to, ¥1,0,Y20) =0+0.1-(3-1+2-0)=0.3

Paran =1,

Y12 = Y11+ h - fl(tl,ym,yg?l) =11+0.1- (11 +2- 03) = 1.26
Yoo = Yo1 + h - fg(tl,yLl,yQ,l) =03+0.1- (3 1.1+ 2- 03) = 0.69

Para n = 2,
Y13 = Y12+ h - fl(tg, Y1,2, y2,2) =1.26+0.1- (1.26 +2- 0.69) = 1.498

Y23 = Y22 + h- fg(tg, 1,2, yg,g) =0.69+0.1- (3 -1.26 + 2 - 069) =1.242

Para n = 3,
Y14 =913+ h - fl(tg,y1,3,y2,3) =1.498+0.1- (1.498 +2- 1.242) = 1.8712

Yo4 = Y23 + h- fg(tg,ng,yQ,g) =1.242+0.1- (3 -1.498 + 2 - 1242) = 2.1538

Para n = 4,

Y15 = Y14 +h- fl(t4, Y14, y2,4) =1.8712+0.1- (18712 +2- 21538) = 2.30196

Y25 = Y24 + h- fg(t4, Y14, y2’4) = 2.1538 + 0.1 - (3 -1.8712 + 2 - 21538) = 3.72272
Para n = 5,

Yrs = Yrs + h- filts, yis, yas) = 2.30196 + 0.1 - (2.30196 + 2 - 3.72272) = 2.811504
Y26 = Y25 +h- f2 (t5, Y15, y275> =3.72272+0.1- (3 -2.30196 + 2 - 372272) = 6.396112

Para n = 6,
Y17 = Y16 + h - fl(t67 Y16, yg,ﬁ) = 2.811504 + 0.1 - (2811504 +2- 6396112)
= 3.4317656
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Yo = Yos + h - folte, Y16 Yae) = 6.396112 + 0.1 - (3 - 2.811504 + 2 - 6.396112)
— 10.9720336

A solu¢ao numdérica entre ¢t = 0,0 e t = 0,7 estd disposta na Tabela 3.2. Este
processo continua até que se atinja ¢, um valor final desejado. A Figura 3.4, apresenta
os gréficos das solugoes () e yo(t) obtidas pelo Método de Euler.

Tabela 3.2: Solugao numérica do Exemplo 13.
tn Yin Yan

0.0 | 1.0000 0.0000
0.1 | 1.1000000 | 0.3000000
0.2 | 1.2600000 | 0.6900000
0.3 | 1.4980000 | 1.2420000
0.4 | 1.8712000 | 2.1538000
0.5 | 2.3019600 | 3.7227200
0.6 | 2.8115040 | 6.3961120
0.7 | 3.4317656 | 10.9720336

O Uk W= O3

400

350

300

250

200

150

100

50

Figura 3.4: Grafico da solugdo aproximada (y1,,¥2,) do Exemplo 13 obtida pelo
método de Euler com ty = 18 e h =0, 1.

3.2.1 Exemplo do modelo de espécies em competicao

Voltando ao Exemplo 8, encontramos a solu¢gao numérica e a apresentamos como
resultado duas figuras. A Figura 3.5 exibe a evolugao das populagoes z e y em funcao
do tempo. Observa-se que, ao longo do tempo, ambas as espécies caminham para o
ponto de equilibrio do sistema, demonstrando um comportamento tipico de sistemas
estaveis de competicao.

A Figura 3.6 representa o diagrama de fase, ou seja, o comportamento da populagao
y em funcao da populagdo x. Este grafico permite visualizar a trajetoria dinamica do
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sistema no espago de fases, evidenciando como as espécies interagem e se aproximam
do equilibrio.

Lt
L= R = T

Populacac
[ ]
[ T

=
o

S2ee =
R D

=

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tempo

o F5p. 1 s Esp. 2

Figura 3.5: Evolucao das populacoes x e y ao longo do tempo no modelo de espécies
em competicao.

16 |
14
1,2

Esp. 2
e

0,8
0,6 |
04 |
0,2

0,66 0,68 0.7 0,72 0,74 0,76 0,78 0.8 0,82
Esp.1

Figura 3.6: Diagrama de fase ilustrando o comportamento das populagoes = e y no mo-
delo de espécies em competigao, obtido pelo método de Euler usando planilha eletronica.

Estes graficos reforcam a interpretagao qualitativa das solugoes, mostrando que o
modelo utilizado representa adequadamente a dinamica competitiva entre as espécies,
que converge para um equilibrio estavel ao longo do tempo.
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3.2.2 Exemplo do modelo presa-predador

Tomamos o PVI

d

d—f = 1,1z — 0,42y,

d (3.12)
Y

— = 0,1zy — 0,4y.

dt ) xy ) y

Aplicamos o método de Euler a ele, de onde seguem os resultados.
A Figura 3.7 apresenta o campo de dire¢oes do PVI (3.12), o qual permite visualizar
as trajetorias possiveis no espaco de fases e o comportamento dinamico das populagoes.

9

Tr / T — — — — — — e e
B
1} — ——
DU 2 4 & 8 10
Presa

Figura 3.7: Campo de direc¢oes gerado a partir dos calculos, representando graficamente
a interacao entre presa e predador.

Ja nas Figuras 3.8 e 3.9 observamos claramente o comportamento ciclico das po-
pulacoes de presa e predador ao longo do tempo. Esse padrao é caracteristico de siste-
mas do tipo Lotka-Volterra, onde o crescimento de uma populacao impacta diretamente
na dinamica da outra, gerando oscilagoes periddicas.

3.3 Convergéncia do método de Euler

Uma outra forma de deduzir o método de Euler é por meio da série de Taylor.
Para detalhes sobre série de Taylor, indicamos [STW, TWH] ou qualquer outro livro de
Caélculo. A dedugao do método de Euler e estudo da convergéncia podem ser encontra-
dos em [F] ou em livros de Calculo Numérico.

Scja a série de Taylor da solugao y em torno de z,,

y(t) = y(tn) + (t — tn)y/(tn) + 9 Y (€n), (3.13)

para algum &, entre t e t,,.
Calculamos a série de Taylor em t = t, + h = t,, 11,

2

Y(tusn) = y(tn) + by (1) + " (), (3.14)
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Figura 3.8: Evolugao das populagoes x e y ao longo do tempo no modelo presa-predador.
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]

2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0
Presa

Figura 3.9: Diagrama de fase ilustrando o comportamento das populagbes z e y no
modelo presa-predador, obtido pelo método de Euler usando planilha eletronica.

substituimos y/(t,) por f(t,,y(t,)), uma vez que y satisfaz a EDO e descartamos, por
enquanto, o termo do erro (chamado de erro de arredondamento), obtendo

y(tn+1) ~ y<tn) + hf<tn7 y(tn))

Prosseguindo como na Se¢ao 3.1, usamos a solugao aproximada para reestabelecer
a igualdade, obtendo a féormula do método de Euler

Yn+1 = Yn + hf(tnyyn)

Fazendo uma analise detalhada, observamos que para ty, a solugao exata e a apro-
ximada coincidem. Para t;, y; é calculada pela férmula, y; = yo + hf(to, o) sobre a
qual incide apenas um tipo de erro, o erro de truncamento da série de Taylor. Para
to, Yo ~ y(t1) + hf(to,y(t1)) ~ y1 + hf(to,y1), ou seja, ha a incidéncia de dois tipos
de erro, o de truncamento da série de Taylor e o erro vindo de usarmos na férmula a
aproximagao y; ao invés do valor exato y(t1). Para t3, incide o erro de truncamento
da série de Taylor mais o erro propagado da aproximagao s, que ja continha um erro
propagado da aproximagao y;. E assim por diante, o erro se propaga sucessivamente
pela solugao numérica.
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Para ilustrar esse fato, a Figura 3.10 mostra o grafico da fun¢do f(t) = %, junta-
mente com o caminho percorrido pelo método de Euler, partindo de (tg,yo), seguindo
para (t1,y;) pela direcao da tangente ao grafico no ponto (to,yo). Em seguida, parte
da solugao aproximada (t1,y;) e caminha por uma dire¢do que é uma aproximagao da
diregao da tangente ao grafico no ponto (¢1,y1). E assim por diante.

Figura 3.10: Grafico da fungao f(x) = % e a interpretacao geométrica do método de

Euler.

O estudo a seguir pretende mostrar que sob algumas condigoes sobre a f, a solugao
numérica se mantém a uma distancia desejada da solucao exata.

Como vimos neste capitulo, a solucao numérica esta vinculada a malha de pontos
usada, ou seja, a escolha do numero de pontos, e consequentemente ao valor de h. Para
deixar esse fato bem claro, a partir daqui vamos chamar a malha de A® e solucao
numérica por {y(()h), yih), yéh), e ,y](\’;)}, e vamos tratar h como uma variavel.

Antes de iniciarmos, precisamos da definicdo de convergéncia e de ordem de con-

vergéncia.

Defini¢ao. O método de Euler, definido por (3.5), é dito ser convergente em relagao a
equagao diferencial que se aproxima quando for satisfeita a condigao

: L)
,{%njg}ff‘w‘y(tn) yM| =0,

onde y,(lh) representa a aproximacao numérica obtida no n-ésimo passo pelo método de
Euler e y(t,) é a solugao exata do problema de valor inicial.

A definigao acima diz que a distancia entre a solugdo exata y(t,) e a solugao
aproximada no mesmo ponto yﬁh), calculada com uma malha A® | logo distancia =
ly(t,) — yT(«Lh) |, a maior distancia entre todos os pontos depende de alguma forma de h, e
se h for diminuindo e tendendo a zero, a distancia também vai diminuindo e tendendo
a zero. Com isso, dizemos que a solugdo numérica estd tendendo a solugdo exata, ou,

em outras palavras, a solu¢do numérica esta convergindo para a solugao exata.
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Para demonstrar a convergéncia, precisamos fazer suposi¢oes sobre a funcao f, f :
D= [to,tf] x R — R.

(H1) Vamos supor que f é de classe C'(D), isto é, f possui derivada primeira continua
para todos os pontos de seu dominio D;

(H2) Vamos supor também que a derivada primeira é limitada.

De (H1) e (H2), tiramos duas informagoes importantes para a demonstragao da
convergéncia. Primeira, como d/dt(d/dty(t)) = d/dtf(t,y(t)) e |d/dtf(t,y(t))| < M,
concluimos que

ly"(t)| < M, para todo t € [to,ty]. (3.15)

Segunda, a derivada parcial em relac¢ao a y (deixando t fixo) é limitada em D. De forma
matematica, f deve ser tal que se existir uma constante K > 0, tal que

a

a—(t,y)’ < K, para todo (t,y) € D.
)

Essa caracteristica da funcao f leva a uma outra desigualdade, decorrendo do Teo-
rema do Valor Médio (TVM), segundo o qual, se uma fungao g : [a,b] — R é continua
no intervalo fechado [a,b] e derivavel no intervalo aberto (a,b), entdo existe um ponto

c € (a,b) tal que
iy _ 9(0) —g(a)
g (C) - b —a .
Pode-se ilustrar o Teorema do Valor Médio, através da Figura 3.11, em que esboca-

se o gréafico de g e a reta que passa pelos pontos (a,g(a)) e (b, g(b)). Essa reta é o
grafico da fungao r dada por

r(z) = gla) + &

O TVM afirma que existe ¢ € (a,b) tal que a derivada de g em = = ¢, ¢'(c), é a
inclinacao da reta r. Adaptando o TVM para a funcao f a direita da EDO, que é de
duas variaveis, mas considerando a primeira varidvel constante, temos

f(tu yl) — f(t7y2) _ ﬁ
Y1 — Y

para algum (¢,c¢) na linha entre (t,y;) e (t,y2). Como por hipdtese ‘g—’;‘ < K, pois

(t,c) € D, segue que
[f(tyn) = [t yo)| < Ky = wal. (3.16)

Teorema. Dado o PVI (3.1), se f satisfaz (H1) e (H2) entdo o método de Euler definido
por (3.5) é convergente. Além disso, a ordem de convergeéncia global é h, isto ¢é,

M <
max | [y(ta) —p"| < C-h,
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Figura 3.11: Gréfico ilustrando o Teorema do Valor Médio (TVM)
onde C' é uma constante

Demonstracao. Comecamos a demonstracao tomando a série de Taylor, Equacao
(3.14), usada na dedugao do método

h2
Y(tusr) = y(tn) + Wt y(t) + 55" (&),
e 0 método de Euler X
oty =y + hf(tny
A subtracao das das expressoes acima, resulta em

y(tn+1) -

)y,

uith = wlta) = 0 4 Bty (00) = F (b o)) + S0 ()
Logo, tomando o médulo em ambos os lados e aplicando a desigualdade triangular
obtém-se

|y(tn+1) y7(z—£1 < |y(tn) -y

7(Lh)| + h’f(tmy(tn)) -
Usando as desigualdades (3.15)

t, e o erro no instante ¢, 1,

Pl + ! "(&n)l-
(3.16), encontramos a relagao entre o erro no instante

2
h h
[y(twer) = | < (L4 RE)y(ta) — i) + 2 M. (3.17)
Repetindo o processo para t, e t,,_1, chegamos a uma relagao semelhante a anterior
2
[y(tn) =y < (1+ RE)[y(tn1) —

h
—M.
yn 1| + 5 2
m (3.17), obtemos

Substituindo (3.18)

(3.18)

h2
+ =M

Y(tur1) — Yoty | < (1+ hEK) [(1+hK ‘y a) =g >1’+ M] 2
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h2
< (14 hK)? ’y(tn_l) —yM (1 + hE) + 1]7M.

Repetindo o mesmo processo de substituir sucessivamente o erro anterior, obtemos

h2
y(tue) =] < (14 hE)? [(1 ) [y(ta2) — Y| + 7M]

2

(14 hE) + 1]%M

< (14 hE)? [y(tas) — y,
h2
+[(1+hK)* + (1 + hK) + 1] 5 M

< (1+ RE)™ [y(to) — g
h2
+[1+(1+hK)+(1+hK)2+--~+(1+hK)”]EM.

s . h . ~ s . .
Na ultima desigualdade, temos que |y(tg) — (h)| = 0, pois a solucao numérica coincide
) 0 )
com a exata no ponto inicial, e observamos que os termos acumulados formam uma
progressao geométrica finita de razdo 1 + hK. Assim, podemos escrever

1+hK)"—1] h? (1+hK)"=11h
_ ) [AERE) 1R A+ RE)T 1) A

e 11 M eltn=to) K _ 17 M eltr=t)K _ 17 M
<|Y——|Sh<|Y——— | Sh< |Y——— | S=h
R L e U e

Assim, concluimos que

M [elti—tK 1
M =
e o)~ < 5 | =

M b=t K _q
Tomando C = 7 —x | constante, podemos reescrever

h)

max t) —yM| < Ch

Jnax Jy(ta) —y,"] < Ch,

de onde concluimos a demonstracao, mostrando que o erro global do método de Euler
¢ limitado por uma constante vezes h, o que confirma que o método é de ordem h.

Esse resultado ¢ interpretado da seguinte forma, primeiro: se h tender a zero, a
solugao aproximada tendera a solugao exata; segundo, como a convergéncia é da ordem
de h, se diminuirmos o passo em 107!, a precisdo da solucdo deve diminuir proporcio-
nalmente a 107!,

Voltando a Aplicagdo 3 - crescimento da populagdo bacteriana, apresentado no
Capitulo 1, elaboramos a Tabela 3.3, que mostra o erro absoluto maximo entre a solucao
exata P(t) = 100e%13%% e a solugdo aproximada obtida pelo método de Euler para di-
ferentes valores de h.
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Tabela 3.3: Maior erro absoluto em relagao a h para o método de Euler aplicado a
P(t) = 1001386,

h N | y(t,) (Euler) | P(t,) (exato) | e; = |y(t,) — P(t,)]
0,1 10 116,45850 114,86645 1,59205
0,01 100 115,02566 114,86645 0,15920
0,001 | 1000 114,8665 114,86645 0,01592
0,0001 | 10000 114,8680 114,86645 0,00160

A Figura 3.12 apresenta a comparagao entre a solugao exata da equacao diferencial
P(t) = 100e%138 ¢ as solugoes aproximadas obtidas pelo método de Euler com passos
h =0,1eh=0,01. Observa-se que, embora ambos os métodos fornegam aproximagoes
proximas da solugao exata nos instantes iniciais, a medida que o tempo avanga, espe-
cialmente para valores de ¢ préximos de 1, o erro no caso de h = 0,1 torna-se mais
perceptivel.

Isso ocorre porque a fungao solugado cresce de forma exponencial, caracteristica que
amplifica os efeitos acumulados do erro numérico. J& o passo menor, h = 0,01, consegue
acompanhar com maior fidelidade a curva exata, mesmo nos trechos de maior cresci-
mento. Esse comportamento evidencia a importancia da escolha do passo em métodos
numéricos, particularmente em equagoes com solugoes que variam rapidamente.

116p
114
112
110
108

——Solugdo

106 —h=01

—h=0,01

104

102

100

98
o 0,1 0,2 03 04 05 086 07 08 09 1
Figura 3.12: Comparacao das solugoes exatas e numeérica, com h = 0,1 e 0,001.

Para sistemas de EDOs, anélise de convergéncia é a mesma. Retomando o sistema
de equagoes diferenciais apresentado no Capitulo 2, temos:

dx
d_tl = 511 — X2,
dx
d_tQ = 3r; + 9.
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Aplicando o método de Fuler com diferentes valores de h, com condigoes iniciais
21(0) = 1 e x9(0) = 0, calculamos a solu¢ao numérica em ¢ = 1 e comparamos com a
solugao exata x;(1) ~ 78,2026 e x5(1) ~ 70,8135. A Tabela 3.4 apresenta os valores
obtidos por Euler e os respectivos erros absolutos.

Tabela 3.4: Erro absoluto em fungao de h para o método de Euler aplicado ao sistema
com solugao exata x1(1) ~ 78,2026 e x5(1) ~ 70,8135.

h N xgh])v (Euler) zéh])v (Euler) | ey = |21 — xgh])v ey = Ty — xéhj)v
0,1 10 57,02844 49,59835 21,17416 21,21515
0,01 100 75,09295 67,70341 3,10965 3,11089

0,001 | 1000 77,87684 70,48778 0,32576 0,325717
0,0001 | 10000 78,16996 70,78090 0,03264 0,032601

A seguir, comparamos graficamente as solugoes exatas de xq1(t) e xy(t) com as
aproximacoes fornecidas pelo método de Euler para dois diferentes passos: h = 0,1
e h =0,01.

Observa-se que, para ambos os casos, a aproximacao com h = 0,01 se mantém muito
mais proxima da solugao exata, enquanto o erro com h = 0,1 se torna mais evidente a
medida que t cresce. Isso reforca a andlise tedrica realizada anteriormente, que aponta
que a precisao do método melhora proporcionalmente a reducao do tamanho do passo.

x1

90
80
70
60
50 | —g—Solugac

—e—h=10,1
40

—g=—h = 0,01
30
20

10

Figura 3.13: Comparagdo da solugdo z;(t) com as aproximagoes usando h = 0,1 e
h = 0,01.
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x2

80
70
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50 —g—Solucio

e b = 0,1
40

—e—h=0,01
30
20

10

t

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

Figura 3.14: Comparagdo da solugdo z(t) com as aproximagoes usando h = 0,1 e
h = 0,01.
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Capitulo 4
Roteiro do itinerario pedagdgico

Neste capitulo, apresentamos um roteiro de itinerario pedagogico baseado nos con-
ceitos vistos nos capitulos anteriores. A proposta é voltada para turmas do 3° ano
do Ensino Médio e tem como piublico-alvo estudantes que demonstram interesse em
matemaética e desejam ampliar seus conhecimentos, com a oportunidade de aprender
conceitos introdutoérios de Célculo Diferencial e Integral.

A sugest@o é que o itinerario tenha, no minimo, 13 aulas de 50 minutos, permitindo
ao professor abordar os contetidos necessarios com profundidade e proporcionando aos
alunos uma introducao as com énfase em derivacao, EDOs, métodos numéricos, sis-
temas, ferramentas digitais, buscando sempre uma aplicacao e contextualizacdo em
problemas praticos com assunto do conhecimento dos alunos.

Dividimos o capitulo em duas secoes a primeira para o cronograma que norteia o
itinerario e a segunda que detalha aula a aula a assunto a ser tratado pelo ministrante
do itinerario, juntamente com sugestoes de aplicagoes possiveis para aquela aula.

4.1 Cronograma

Abaixo, apresentamos uma tabela com a proposta de 13 aulas para o desenvolvi-
mento desse itinerario.

Tabela 4.1: Cronograma do itinerario.

Aula | Tema / Atividade | Conteudos / Habilida- | Tipo de Atividade
des
1 Problemas de pro- | Resolugao de problemas, ra- | Discussao em grupo
vocagao: pensar | ciocinio légico e modelagem
solugoes para desafios | inicial
reais
2 Ferramentas Uso de planilhas e software | Oficina pratica
eletronicas — Parte 1 | matemético
3 Ferramentas Anélise gréfica, organizacao | Estudo em laboratério
eletronicas — Parte 2 | de dados, simulagao compu-
tacional
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Aula | Tema / Atividade | Conteiiddos / Habilida- | Tipo de Atividade
des
4 Introdugdo &  de- | Conceito de taxa de va- | Aula expositiva
rivagao riacao e derivada de fungoes
5 Aplicagao de deriva- | Otimizacao, interpretacao | Problemas contextua-
das em méaximos e | geométrica da derivada lizados
minimos de fungoes
quadraticas
6 Introdugao as EDOs | Equacoes diferenciais sim- | Aula tedrica e exem-
de 1* ordem ples:  taxa de variacao | plos motivadores
instantanea, resfriamento,
crescimento populacional
7 Campos de diregoes de | Representacao gréfica de | Atividade gréafica com
EDOs de 1? ordem solugoes aproximadas de | papel ou software
EDOs simples
8 Sistemas de EDOs | Interpretacao grafica de sis- | Oficina com GeoGe-
e seus campos de | temas lineares de EDOs em | bra ou Excel
diregoes duas variaveis
9 Entendendo o Método | Calculo aproximado de | Aula passo a passo
de Euler solugbes de EDOs por
método numérico
10 | Aplicando o Método | Comparacao entre solucoes | Estudo de caso com
de Euler numéricas e  analiticas; | problemas reais
andlise de erro
11 | Planilhas eletronicas | Automagao de calculos ite- | Oficina prética com
para o Método de Eu- | rativos e construgao de | planilhas
ler graficos
12 | Preparacao dos proje- | Organizacao, escolha de te- | Aula de projeto orien-
tos finais mas e orientagao de grupos | tado
13 | Apresentacao de pro- | Comunicagao matematica e | Seminario final com
jetos sintese do aprendizado avaliacao entre pares
4.2 FElaboracao e desenvolvimento de aulas

Aula 1: Problemas de provocacao — pensar solugoes para desafios reais

A primeira aula sera dedicada a apresentagao de problemas motivadores para des-
pertar a curiosidade dos alunos e introduzir situacoes em que férmulas matematicas
representam a variacao de grandezas ao longo do tempo. O objetivo é promover re-
flexoes iniciais que futuramente serao formalizadas por meio de EDOs.

Alguns exemplos de situagoes que podem ser exploradas sao:

e A Segunda Lei de Newton, que relaciona a forca resultante aplicada a um
corpo com a variagao de sua velocidade ao longo do tempo: F' = m - a, onde a
aceleracao pode ser descrita por uma funcao da velocidade.
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e O crescimento populacional, discutindo o aumento de uma populagao ao longo

do tempo em proporg¢ao ao nimero atual de habitantes: % = kP.

A velocidade de reagao quimica, em que a taxa de transformaciao de um

reagente depende da quantidade atual da substancia presente: % = —k[A].

A variacao da temperatura de um corpo, utilizando a Lei do Resfriamento
de Newton, que afirma que a taxa de variacdo da temperatura é proporcional a

diferenga entre a temperatura do corpo ¢ a do ambiente: % = —k(T — Tamp)-

e A variagao da altura de um liquido em um reservatério, considerando
um orificio na base, onde a velocidade de escoamento depende da altura atual do
liquido.

A depreciagao de um bem, como um carro, cuja perda de valor ao longo do
tempo ¢ proporcional ao valor atual.

Esses exemplos permitem discutir de forma intuitiva a ideia de que muitas situagoes
reais envolvem uma quantidade que muda em funcao do tempo ou de outra variavel
— exatamente o que pretendemos que seja aprofundado ao longo do itinerario com o
estudo das EDOs.

Aula 2: Ferramentas eletronicas — Parte 1

Nesta aula sugerimos que sejam introduzidos aos alunos os conceitos iniciais de uso
de planilhas eletronicas, que serao fundamentais ao longo do itinerario para a criagao
de tabelas, organizacao de dados e automacao de calculos.

E importante que, ao final da aula, os alunos compreendam e pratiquem os seguintes
pontos:

1. Como se deslocar em uma planilha eletronica, utilizando teclas de navegacgao e
cliques do mouse.

2. Insercao de linhas e colunas, bem como sua exclusao e redimensionamento.

3. Formatagao bdsica de células, linhas e colunas (alinhamento, cor, bordas, tipo de
dado etc.).

4. Uso de férmulas simples como =SOMA (), =MEDIA() e introducao de férmulas dire-
tamente em células.

5. Compreensao dos conceitos de copiar e colar formulas, utilizando referéncias re-
lativas e absolutas.

Esses conhecimentos servirao de base para que, nas aulas seguintes, os alunos possam

construir campos de diregoes, simular solu¢oes numéricas e representar graficamente
funcoes e suas variagoes ao longo do tempo.
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Aula 3: Ferramentas eletronicas — Parte 2

Nesta aula, os conceitos relacionados ao uso de planilhas eletronicas serao apro-
fundados, com foco na automacao de calculos e na construgdo de graficos a partir
de conjuntos de dados. O objetivo é fornecer aos alunos ferramentas que os ajudem
a visualizar padroes e interpretar resultados matematicos por meio de representacoes
graficas.

E importante que os alunos pratiquem e desenvolvam as seguintes habilidades:

1. Elaboragao de diferentes tipos de graficos, com énfase nos graficos de dispersao
com linhas suaves, que serao uteis para representar variacoes de grandezas ao
longo do tempo.

2. Uso de recursos mais avancados, como:

e A funcao condicional
=SE(condigdo; valor_se_verdadeiro; valor_se_falso),

por exemplo: =SE(A1>10;"Alto";"Baixo");

e A funcao
=SE(E(condigdol; condigio2); ...),

combinando miltiplas condigoes;

e A fixacao de células com o simbolo $, como em $A$1 para impedir o deslo-
camento relativo ao copiar férmulas;

e Uso de referéncias mistas, como A$1 ou $A1, quando apenas linha ou coluna
devem ser fixadas.

3. Capacidade de automatizar célculos, utilizando férmulas aplicadas a intervalos
e replicadas com eficiéncia, promovendo agilidade e precisao no tratamento de
dados.

O dominio dessas ferramentas serd essencial para as etapas posteriores do itinerario,
especialmente na representacao grafica de campos de dire¢oes e na simulagao numérica
de solugoes aproximadas para EDOs.

Aula 4: Introdugao a derivagao

Nesta aula, o objetivo é introduzir de forma intuitiva o conceito de derivada, a
partir da ideia de taxa de variagdo. Os alunos serdao convidados a analisar situac¢oes do
cotidiano em que uma grandeza varia em relagao a outra, como a posicao de um objeto
ao longo do tempo ou a temperatura de um corpo que esté sendo aquecido.

Inicialmente, serd feita a distingao entre taxa média e taxa instantanea de variacao,
utilizando graficos e dados reais. Em seguida, sera discutido como a inclinagao da reta
tangente ao grafico de uma fungao em um ponto representa a taxa de variacao naquele
instante.

A aula pode incluir os seguintes recursos:

87



e Andlise grifica de fungoes como f(r) = 2 e f(x) = sinx, com observacao do
comportamento das tangentes.

e Comparacao de variagoes médias com intervalos cada vez menores, aproximando
o conceito de limite.

e Aplicacao do conceito a problemas simples, como velocidade instantanea e aque-
cimento de liquidos.

Essa base conceitual permitira, nas aulas seguintes, aplicar a derivacao a resolucao de
problemas de otimizagao e iniciar a modelagem de situagoes com equagoes diferenciais.

Aula 5: Aplicagao de derivadas em maximos e minimos de funcoes quadraticas

Nesta aula, os alunos serao apresentados ao uso da derivada na resolugao de proble-
mas de otimizagao, ou seja, problemas que envolvem a busca por valores maximos ou
minimos de uma fungao. Essa aplicacgdo é uma das mais titeis e acessiveis do célculo,
permitindo conexoes com contextos reais e interdisciplinaridade com Fisica, Economia
e Biologia.

A ideia central é que os valores maximos e minimos de uma fun¢ao (em um intervalo
ou dominio) ocorrem nos pontos em que sua derivada se anula ou muda de sinal.

Exemplos a serem explorados:

e Economia de materiais: Dado um perimetro fixo, qual deve ser a forma de um
campo retangular que maximize a area?

e Construgao de embalagem: Qual deve ser a altura de uma lata cilindrica de volume
fixo que minimize o uso de material (drea da superficie)?

e Lucro méximo: Suponha que a funcio lucro de uma empresa seja L(z) = —2x2 +
40x — 150. Qual o niimero de unidades x que maximiza o lucro?

e Altura maxima de um projétil: Se a altura de uma bola arremessada for dada por
h(t) = —5t* + 20t + 2, em que instante a bola atinge a altura maxima?

Durante a aula, os alunos serao incentivados a:

Calcular a derivada da funcao associada ao problema.

Identificar os pontos criticos (onde f’(z) = 0).

Analisar o comportamento da derivada antes e depois do ponto critico para con-
firmar se é maximo ou minimo.

Interpretar os resultados no contexto do problema.

Esse contetido aprofunda a ideia de taxa de variagao, consolidando o papel da deri-
vada como ferramenta para tomada de decisao baseada em modelos matemaéticos.
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Aula 6: Introdugao as equacgoes diferenciais ordinarias

A proposta desta aula é levar os alunos a compreender como modelar a variagao
de grandezas em situagoes reais, ampliando a aplicacao da matematica para além das
funcgoes ja conhecidas. Para isso, retomaremos os conceitos de derivada, maximos e
minimos, bem como as fun¢oes motivadoras trabalhadas nas aulas anteriores, desta-
cando que, ao invés de partirmos de uma funcao pronta, agora buscaremos descobrir a
fungao a partir de sua taxa de variagao — esse é justamente o papel de uma EDO.

Podemos mostrar, por exemplo, que alguns dos problemas apresentados ja na Aula
1 envolvem esse tipo de estrutura:

e No crescimento populacional, a taxa de crescimento é proporcional a propria

populagao: % =kP.

e A temperatura de um corpo varia proporcionalmente a diferenga entre a tempe-

ratura do corpo e a do ambiente: % = —k(T — Tamp)-

e A velocidade de resfriamento também depende diretamente dessa diferenca de
temperatura.

Esses modelos mostram como EDOs podem representar, de forma mais realista,
processos dinamicos do cotidiano. Como exemplo pratico, podemos abordar a evolugao
da populagao de uma colonia de bactérias, onde se assume que a taxa de crescimento
é proporcional a quantidade atual da populagao. Partindo de um valor inicial e de
uma constante de crescimento k, é possivel calcular os valores futuros da populagao
utilizando a formula:

P(t + At) = P(t) + kP(t)At.

Nesta aula, os alunos utilizarao planilhas eletronicas para simular a evolucao da
populacao ao longo do tempo com base nessa equagao, sem ainda aplicar o Método de
Euler formalmente. A ideia ¢ observar, de forma empirica, como a taxa de variagao
influencia a curva de crescimento e construir intuigoes visuais e numéricas sobre o
comportamento da solugao.

Essa atividade serve como transicao entre a modelagem teodrica e os métodos numéricos
que serao abordados nas aulas seguintes.

Aula 7: Campos de direcoes de EDOs de 12 ordem

Nesta aula, os alunos aprenderao a utilizar o campo de diregoes para analisar as
solucoes de uma EDO. Para estruturar o grafico do campo de direg¢oes, os alunos serao
orientados a utilizar recursos basicos disponiveis em planilhas eletronicas. Dentre esses
recursos, destacam-se o comando $ para fixacao de linhas e colunas em férmulas, a
fungao =SE(E()), que permite a criacao de condicoes logicas, e o grafico de dispersao
XY, que possibilita a representacao grafica dos vetores. Essas ferramentas, quando
combinadas, garantem precisao e clareza na elaboragao do campo de diregoes.

O comando $ serd utilizado para fixar referéncias de células nas férmulas, garan-
tindo que, ao copiar ou arrastar a férmula para outras células, a referéncia especificada
permaneca inalterada. Esse recurso é fundamental no trabalho, pois permite acelerar
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os calculos necessarios para mais de 100 vetores. Por exemplo, ao usar o simbolo $,
é possivel fixar tanto as coordenadas de células especificas quanto elementos que se
repetem nas formulas, como valores constantes ou referéncias a determinadas colunas
ou linhas. Essa abordagem garante consisténcia nos calculos e reduz significativamente
o esfor¢o manual, otimizando o tempo de elaboracao do campo de diregoes.

Outra fungao importante que sera utilizada é =SE(E() ), que combina a validagao de
multiplas condigoes légicas com a estrutura condicional da funcao SE(). Nesse traba-
lho, ela sera usada para verificar se determinadas condigoes sao verdadeiras simultane-
amente, como validar se os valores de entrada sao iguais a zero, garantindo assim que o
calculo dos versores dos vetores seja realizado corretamente. O versor de um vetor, por
defini¢ao, é um vetor unitario que mantém a mesma diregao e sentido do vetor original,
sendo calculado pela normalizacao, ou seja, dividindo o vetor original por seu modulo.
Essa abordagem automatiza o tratamento de casos especificos, como quando o moédulo
de um vetor é zero, evitando erros nos calculos e assegurando resultados consistentes
em todo o processo.

No trabalho com os alunos, serd utilizada a seguinte formula:

=SE(E(P8=0;Q38=0) ;0;P8/(P8°2+38"2)~{0,5})

para calcular o componente x do versor. Nesse caso, a fungdo E() avalia simulta-
neamente se os valores P8 e Q8 sao iguais a zero, o que indicaria um vetor nulo. Se as
condigoes forem verdadeiras, a func¢ao SE() retorna 0, prevenindo erros nos calculos.
Caso contrario, o componente x é calculado dividindo P8 pelo médulo do vetor, dado
por (P8 + (98%)%5.

Esse mesmo raciocinio é aplicado para calcular o componente y dos versores, ga-
rantindo que cada vetor seja devidamente normalizado, ou seja, reduzido a um vetor
unitario que mantém a diregao ¢ o sentido do vetor original. O uso dessa abordagem
nao apenas automatiza o tratamento de casos especificos, como também elimina in-
consisténcias nos calculos, especialmente para vetores de médulo zero. Dessa forma, é
possivel realizar, de maneira eficiente e confiavel, a analise e a normalizacao de mais de
100 vetores, otimizando significativamente o processo.

O uso do gréafico de dispersao XY, combinado com linhas retas e setas formatadas
para indicar as diregoes desejadas, possibilita a construcao de um campo de direcoes
adequado a analise de EDOs.

Aula 8: Sistemas de EDOs e seus campos de diregoes

Nesta aula, os alunos serao introduzidos ao conceito de sistemas de EDOs de 12
ordem, e como ele modela a variagao simultanea de duas grandezas relacionadas. A
proposta é aprofundar a compreensao de dinamicas interdependentes por meio da cons-
trucao e andlise de campos de direcoes em duas variaveis.

Para isso, sera apresentado um sistema simples de duas equacgoes diferenciais aco-
pladas, como

dz _ 1 12 — 0,4z,
b _ 0,1zy — 0,4y.
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Como ja mostrado esse sistema pode representar, por exemplo, a interagao entre
duas espécies — uma presa (z) e um predador (y). Os alunos serdo incentivados a
interpretar qualitativamente o comportamento desse sistema por meio do campo de
direcoes vetorial.

A atividade pratica envolvera:

Montagem de uma malha de pontos no plano zy, utilizando planilhas eletronicas;

Calculo, para cada ponto (z,y), do vetor (2,%4’) com base no sistema proposto;

Normalizagao dos vetores (cdlculo dos versores) para melhor visualizagao;

Representacao do campo de dire¢oes bidimensional com vetores desenhados sobre
o plano, usando gréficos de dispersao XY com setas estilizadas;

e Discussao sobre regioes de crescimento, estabilidade e comportamento oscilatorio.

A utilizacado de recursos como as fungdes =SE(), =E(), e fixacdo de células com o
simbolo $ serd fundamental para automatizar os calculos e manipular grandes quanti-
dades de vetores com eficiéncia. Ao final da aula, os alunos terdo compreendido como
campos de diregoes permitem analisar qualitativamente as trajetérias de solugoes de
sistemas de EDOs, mesmo sem resolver as equacoes de forma analitica.

Essa abordagem amplia o repertério matematico dos alunos, ao mesmo tempo em
que fortalece a articulagao entre modelagem, tecnologia ¢ andlise grafica.

Aula 9: Entendendo o método de Euler

Nesta aula, os alunos serao introduzidos ao Método de Euler, e entender a técnica
numérica para a aproximacao de solucoes de EDOs. O foco serd compreender o ra-
ciocinio por tras do método, sua estrutura e suas limitagoes.

Sera mostrado que, dado um problema da forma:

Y fe)s i) = o

é possivel aproximar valores sucessivos de y(t) usando:

Yn+1 = Yn T+ h- f(tnvyn)

onde h é o passo (incremento em t) e (t,,y,) é o ponto atual.
Os alunos irao:

Visualizar o método como uma sucessao de passos tangentes a curva da solucao.

e Comparar a solucao exata (quando conhecida) com a aproximagao feita pelo
método.

Avaliar como o valor do passo h influencia a precisao.

Realizar calculos manuais com 3 ou 4 iteragoes para compreender o processo.

Essa aula é tedrica e exploratéria, servindo de preparacao para a aplicagao pratica
que serd feita na proxima etapa.
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Aula 10: Aplicando o método de Euler

Nesta aula, os alunos aplicarao o método de Euler de forma manual, por meio de
calculos realizados com papel e lapis, com o objetivo de consolidar a compreensao con-
ceitual da técnica. Apds terem compreendido a estrutura do método na aula anterior,
eles serao orientados a realizar iteragoes do método em problemas simples de EDOs de
1? ordem.

O foco serd a execucao detalhada do procedimento para aproximar solugoes numéricas,
sem o uso de recursos digitais, permitindo que os alunos entendam cada etapa envolvida
nos calculos.

Atividades previstas:

e Escolha de uma equagao diferencial simples, como % = 0,2y, com condigao inicial
y(0) = 10;

e Definigdo de um passo h (ex: 0,5) e calculo dos valores sucessivos de y para os
primeiros 3 ou 4 pontos;

e Construcdo de uma tabela com colunas para t,, yn, f(tn, Yn) € Yni1;

e Comparagao com a solugao exata (quando possivel), para avaliar o erro da apro-
xXimacao;

e Discussao sobre como o tamanho do passo influencia a precisao dos resultados.

Ao final da aula, os alunos terao compreendido o funcionamento do método por meio
de célculos diretos, preparando-se para automatizar o processo nas planilhas eletronicas
na proxima etapa do itinerario.

Aula 11: Planilhas eletronicas para o método de Euler

Nesta aula, os alunos utilizarao planilhas eletronicas para automatizar o método
de Euler e construir graficos que representem as solugoes aproximadas de equagoes
diferenciais. A proposta é oferecer autonomia na construgao das tabelas e graficos,
consolidando os conhecimentos adquiridos nas aulas anteriores sobre campos de dire¢oes
e o proprio funcionamento do método.

A aula serd conduzida de forma pratica e investigativa, com foco em:

e Criagao de tabelas com colunas para t,, Yn, f(tn,Yn), € Ynt1, utilizando férmulas
automaticas;

e Uso de fungoes como =SE(), operadores de referéncia $, e preenchimento au-
tomatico;

e Elaboragao de gréaficos de dispersao XY conectados por linhas, representando a
trajetoria da solugao;

e Exploracao de diferentes valores de passo h para comparar a precisao da apro-
ximagao;
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e Discussao sobre a utilidade da abordagem numérica em contextos onde a solucao
analitica nao ¢ viavel.

Por ja terem experiéncia com a criacao de campos de diregoes e compreensao do
método, os alunos serao incentivados a conduzir as atividades com autonomia, desenvol-
vendo suas proprias simulagoes e explorando diferentes cendrios. O papel do professor
sera o de orientador e facilitador, intervindo apenas quando necessario para esclarecer
duvidas conceituais ou técnicas.

Ao final da aula, os alunos terao desenvolvido um modelo funcional do Método de
Euler em planilhas e visualizado graficamente as solugoes aproximadas, fortalecendo a
conexao entre teoria, tecnologia e aplicacao.

Aula 12: Preparagao dos projetos finais

Nesta aula, os alunos iniciarao a elaboragao dos projetos finais do itinerario, colo-
cando em pratica os conceitos de modelagem, derivagao, EDOs e métodos numéricos
explorados ao longo das aulas. A proposta é que escolham uma problemética real ou
simulada que envolva variagao de grandezas e construam uma abordagem matematica
baseada em equagoes diferenciais.

Cada grupo de alunos sera orientado a:

e Escolher um tema que envolva modelagem com EDOs (ex.: crescimento popula-
cional, resfriamento, dindmica presa-predador, etc.);

e Justificar o modelo escolhido com base na realidade observada;
e Representar graficamente os dados obtidos por meio de planilhas;

e Utilizar o Método de Euler para simular as solugoes aproximadas, quando for o
caso;

e Preparar uma apresentagao clara, coerente e bem estruturada.

O professor atuara como orientador, circulando entre os grupos para tirar dividas,
sugerir ajustes e garantir que todos os conceitos essenciais estejam sendo aplicados
corretamente. Esta aula serve como ponte entre o contetido técnico aprendido e sua
aplicacao pratica e comunicativa.

Aula 13: Apresentacao de projetos

Nesta aula final do itinerario, os alunos apresentarao seus projetos para a turma,
compartilhando os processos de modelagem, os resultados obtidos, os graficos produzi-
dos e as interpretagoes feitas a partir das equacgoes utilizadas.

A apresentacao deverd contemplar:

e A contextualizacao do problema escolhido;
¢ O modelo matematico utilizado e suas justificativas;

e A construcao e interpretagao do campo de direcoes ou grafico de solugao;
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e A aplicacao do Método de Euler, se pertinente;

e As conclusoes extraidas a partir do estudo.

O objetivo é desenvolver a capacidade de comunicacao matematica, o pensamento
critico e a autonomia dos alunos, além de possibilitar uma avaliacao ampla do aprendi-
zado desenvolvido ao longo do itinerario. As apresentagoes poderao ser realizadas em
formato de semindrio, feira ou banca avaliadora, de acordo com a realidade da escola.

Ao final da aula, é esperado que os alunos reconhecam a poténcia da matematica
como ferramenta de interpretacao e intervencao no mundo real.
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Capitulo 5

Conclusoes

O contetudo estudado, apesar de ser ensinado no Ensino Superior, se bem limitado
e simplificado, torna-se acessivel a alunos do Ensino Médio, em especial, aqueles que
tém facilidade e interesse pela area de exatas.

A escolha de trabalhar com equagoes diferenciais permite propor atividades inter-
disciplinares. Embora o foco inicial tenha sido a integragao entre contetidos de Fisica,
Quimica e Biologia, o desenvolvimento da pesquisa evidenciou também um potencial
significativo de aplicacao no campo da Matematica Financeira, especialmente em temas
como aplicagoes financeiras, calculo de juros instantaneos e andlise de titulos negocia-
dos no mercado de capitais. Aplicagoes essas que despertam curiosidade nos alunos do
FEnsino Médio.

O método de Euler se mostrou adequado para a proposta do itinerario, pois sua
formulagao simples pode ser usada tanto em calculos manuais quanto na automatizagao
usando um software computacional.

Por fim, a utilizacao de planilhas eletronicas basicas, como Microsoft Excel, Goo-
gle Planilhas e LibreOffice Calc, revelou-se adequada para o tragado dos graficos das
solugoes, dos campos de direcoes e dos planos de fase. A parte grafica também foi 1til
para a interpretacao geométrica de derivada e para a construgao do método de Euler.
O Excel nao exige conhecimento aprofundado de programacao, possui uma sintaxe bas-
tante intuitiva e favorece a democratizacao do ensino, dado que essas ferramentas sao
gratuitas ou de facil acesso, tanto em escolas particulares quanto na maioria das escolas
publicas.

Apesar de nao termos implantado a proposta em sala de aula, devido as limitagoes de
tempo impostas pelo cronograma do mestrado, acreditamos que a abordagem interdis-
ciplinar adotada pode contribuir para o processo de ensino-aprendizagem, promovendo
uma formacao mais integrada e contextualizada para os estudantes. Deixamos aqui a
implementacao do itinerario como proposta de continuidade deste trabalho.
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Apeéndice A
Resolucao da equacao logistica

Seja o modelo logistico
v _ ., (1 _ y) ,
dt k (A1)
y(0) = yo.
Inicialmente, reescrevemos a equagao de forma a isolar as variaveis y e t¢:
_ Ay
y(1-%)
Para integrar o lado esquerdo, fazemos a decomposicao em fragoes parciais:
1 A B
y0-9 v TE

Multiplicando ambos os lados por y (1 — %), obtemos:

= rdt.

1=A(1—9)+By.

k
Escolhendo valores convenientes para y, encontramos A = 1 e B = % Assim, temos:
1 1 1/k
1, Y

y(1-% v 1-%
Obtemos entao
1 1/k

-7

dy = rdt.

Agora, integramos ambos os lados da equagao:

[

A primeira integral é imediata:

1
J—dy =In|y|.
Y
y

Para a segunda integral, fazemos a substituigao u = 1 — ¢, cuja derivada ¢ du =
—%dy, e obtemos:
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1/k y
d=—1h—ﬁ.
J1—%y R

Portanto, a equagao se torna:
Y
ln|y]—ln‘1—%‘:7“t+c, (A.2)

onde c é a constante arbitraria de integracao a ser determinada pela condigao inicial
y(0) = yo. J& observamos que, se 0 < yo < k, entdao y permanece nesse intervalo para
todo o tempo. Assim, nesse caso, podemos remover o médulo da Equagao (A.2)

ln(lgg)zrt—kc
k
Y rt+c
e
=
Para e = C
Y _ rt
1_%—06 (A.3)

Aplicando a condigao inicial na Equacao (A.3) temos,

Yo r0
=
1— e

S

Y
1fw= (A.4)
k

Substituindo Equagao (A.4) na Equagao (A.3) temos

) _ Yo ert
1—% 1—%0
Y
)i
y( p) — % i
Y¥Yo Yol ¢
- —e€
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Apeéndice B

Calculos dos autovalores e
autovetores da Secao 2.2

Caso 1
dx
d_tl = 511 — T2,
dx
d_tQ =31 + To.
Os autovalores A e os autovetores x satisfazem a equagao
(A—M)x =0. (B.1)
Determinamos os autovalores resolvendo
det(A—AT) = | 3 A 1‘_1A‘ — (5= A1 =N = (=1)(3) = (5= A)(1=\) +3

=(B5-=AN1=XN+3=0(-1-5A=A+X)+3=X>—6\+8.

As rafzes da equacao caracterfstica A2 —6A+8 = 0 sao \; = 2 e Ay = 4. Calculamos
agora os autovetores associados.
Para A = 2, substituimos na Equagao (B.1)

- [
|

Ambas as linhas resultam na equacao 3y — 2o =0 = x5 = 3x;. Portanto, o
autovetor associado é
m_ |1

Para A\ = 4, substituimos na Equacao (B.1)

-
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|

Ambas as linhas resultam em x5 = x1. Logo, o autovetor associado é

-]

de onde obtemos a solugao geral do sistema

(1) = ¢1e® [;] + epet H .

Caso 2
d
:I;l =T + \/§I2
CZQ = \/§$1 — T2
1 V3
4= [ﬁ —1]

det(A — AI) = ‘i}? _f A‘ —(1=N(=1=XN) = (32 =(—1=N)(1+X)-3

=(—(1-=N14+X)=-3=-1-N1+N)-3=—-(1-)1)—-3=N—4.

As raizes da equacdo caracteristica A2 —4 = 0 sao A\; = —2 e Ay = 2. Calculamos
agora os autovetores associados.

Para A = —2 temos
T ) ]

3 V3| [z] [0
\/g 1 9 N 0
A primeira equacao é 3x; + V3re =0 = 1 = —\/?51'2. Escolhendo x5 = 1,
temos o autovetor
V3
O [—3
Sl

REme W
KRsIWE

Para A = 2,



A primeira equacio é —x; + V3z, = 0 = 1 = /3x,. Escolhendo z, = 1,

temos o autovetor
e[
1
A solugao geral do sistema ¢ dada por

x(t) — ey [*/g] + g [‘1?3] |

1
Caso 3
3
x1(t) = c1V/3e*t — @%e_%
zo(t) = cre® + cpe™
-2 0
=[5
det(A— D) =274 0 oo N(3-0—(0-1)
1 —3—-A
= (642X + 3\ + A?) = A% + 5\ + 6.
As raizes da equacao caracteristica A> + 5\ + 6 sao Ay = —2 e Ay = —3. Calcu-
lamos agora os autovetores associados.
Para A = —2, temos
—2—(-2) 0 x| |0
1 -3 — (—2) ) B 0
0 O (|xi| |O
1 -1 i) N 0
xl—x2=0 = 1 = T9.
O autovetor associado é
NONNE
1
Para A = —3, temos

[_2 B —O<—3>] [i] B [8]

1 0] [z:] [0

1 0 1’2_ N 0
Da primeira equagao x; = 0. O autovetor associado é
@ _ [0
x 1]
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A solugao geral do sistema é

x(t) = ce™ m + cpe? m

De forma explicita

Caso 4

dxl

t
X2

=T —
i 1~ T2

3 4
A=[1 —1]
det(A — AT) = ‘3;A _1‘:‘ C B A) (1= A) = (—A)(1) = (—(3 = A)(1 + ) + 4

= 3£U1 — 4.T2

=—[B)T+A) = A1+N]+4=—[3+3A-A—-N]+4
=X -22+1
=(A=-1)?%=0

(multiplicidade algébrica 2). Para A = 1 temos

a-r= Pt =)
ol ]

200 — 4o =0 = 11 =219

[

Como o autovalor possui multiplicidade 2 e ha apenas um autovetor, buscamos um
vetor generalizado vy tal que (A — I)vy = x(M). Resolvendo

ol
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Resolvendo

O autovetor associado é



2’11]1—4’11)2:2
w1—2w2=1

Da segunda equagao w; = 1 + 2ws,. Substituindo na primeira
2(1 + 2ws) — 4wy = 2

2+ 4’LU2 - 4’(02 =2
2 = 2 (sempre verdadeiro).

Portanto, a solugao é parametrizada. Escolhendo wy = 0, obtemos w; = 1, resul-
tando no vetor generalizado

A solugao geral do sistema é

x(t) = c1€ [ﬂ + cqe! :t [ﬂ + [é“ .

De forma explicita () = e'((2¢c1 + ca) + 2¢at) e xa(t) = €'(c1 + cat).

Caso 5
doy _ 3
r 2551 L2
1'2__1 _1
a ~ At e
3
A= 1
4 2
3
—5A 1 3 1 1
det(A— )= 2 (=2 X)) (-—==A)=(-=)a
atasan = 2,00 (50 () () e
4 2
3 1 1
= (A ) (A5 ) +-=X+22+1=(A+1)>2
(+2>(+2>+4 22 +1=(\+1)
O autovalor ¢ A\ = —1 (multiplicidade algébrica 2). Buscamos inicialmente um

autovetor associado, resolvendo (A + I)vy; = 0.
1
T
2
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1
Como y = 2% escolhendo x = 2, obtemos y = 1, portanto o autovetor ¢

“= i

Como a multiplicidade é 2 e ha apenas um autovetor, buscamos um vetor generali-
zado vy tal que (A + I)vy = vy. Resolvendo

_% 1 wr| 2
- 1 Wo B 1’
4 2
o . 1 . 1 1 1
da primeira equacao wy = 2+ 31 substituindo na segunda W + 3 2+ Swi) = 1

Portanto, o sistema é indeterminado. Escolhendo w; = 0, temos ws = 2, entao o

vetor generalizado ¢
Vo — 0
27 |2
A solugao geral do sistema é

et [2] e [ 2] 1]

De forma explicita x1(t) = e "(2¢1 + 2cat) € zo(t) = e ¥ (c1 + cat + 2¢3).

Caso 6

d—?=3:131—2332
X
d—t2=4$1—$2
3 -2
S

det(A — AI) — ‘3 PR A‘ — B A) (=1 = \) = (=2)(4)

=B=N(-1-XN)+8=(-3-3A+A+A)+8=X -2\ +5

As raizes sdo A = 1 + 2¢. Calculamos agora os autovetores. Para A = 1 + 2, temos

. 2—-21 -2
A—(1+22)I=[ 4 _2_%]

A primeira equagao do sistema é (2 — 2i)x; — 229 = 0 = x5 = (1 — i)z;. O autovetor
associado é
1
w=l
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Analogamente, para A = 1 — 24,

Vo — 1
2T 1+
A solugao geral do sistema é
; 1 ; 1
— o o(1420) (1—2i)t
x(t) = cie [1 B 7,] + e [1 N Z] )

Aplicamos a identidade (@)t = ¢ (cos(bt) + isen (bt)) e calculando as partes real
e imaginaria da solugao, obtemos duas solugoes reais linearmente independentes:

0 = | o)

o= 128

Portanto, a solugao geral real é

e[ ) | [m 2]

—sen (2t cos(2t)

De forma explicita z1(t) = €'(c; cos(2t) + cysen (2t)) e xo(t) = e'(—cysen (2t) +
o cos(2t)).
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