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RESUMO

LIMA, T. P. Matrizes, autovalores, autovetores e sua importancia na procura de uma
resposta para encontrar a melhor escolha em um problema de tomada de decisao multicri-
tério.. 2025. 67 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sdo
Paulo, Sao Carlos — SP, 2025.

Este estudo aborda o papel fundamental das matrizes, autovalores e autovetores na resolu¢ao
de problemas de classificagdo multicritério, especialmente na busca pela melhor alternativa
entre vdrias opcoes. Através da andlise matricial, é possivel representar relacdes complexas
entre critérios e alternativas. Os autovalores e autovetores, por sua vez, permitem extrair
informacdes estruturais importantes dessas relacdes, contribuindo para a ordenacdo e priorizagdo
das alternativas. Essa abordagem é amplamente utilizada em métodos multicritério de apoio
a decisdo, como o AHP (Analytic Hierarchy Process), em que a escolha ideal é guiada por

fundamentos matematicos precisos.

Palavras-chave: Matrizes, Autovalores, Autovetores, Classificacdo, Tomada de Decisdo Multi-
critério, AHP.






ABSTRACT

LIMA, T. P. Matrices, eigenvalues, eigenvectors and their importance in finding an answer
to find the best choice in a multicriteria decision-making problem.. 2025. 67 p. Disser-
tacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2025.

This study explores the fundamental role of matrices, eigenvalues, and eigenvectors in solving
classification problems, particularly in identifying the best choice among several alternatives.
Matrix analysis allows the representation of complex relationships between criteria and alter-
natives. Eigenvalues and eigenvectors, in turn, help extract key structural information from
these relationships, supporting the ranking and prioritization of options. This approach is widely
applied in multi-criteria decision-making methods, such as the Analytic Hierarchy Process

(AHP), where mathematically grounded principles guide the selection of the optimal alternative.

Keywords: Matrices, Eigenvalues, Eigenvectors, Classification, Multi-criteria Decision-Making,
AHP.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A tomada de decisdo em contextos complexos, nos quais multiplos critérios precisam
ser avaliados simultaneamente, € um desafio recorrente em diversas areas do conhecimento,
como engenharia, economia, administracdo, entre outras. Diante da necessidade de classificar ou
escolher a melhor alternativa entre vérias op¢des possiveis, torna-se fundamental adotar métodos
analiticos capazes de lidar com os julgamentos pessoais, a hierarquizacdo de preferéncias e a

estruturacdo légica do problema.

Nesse cenario, as matrizes, os autovalores e os autovetores surgem como ferramentas
matematicas essenciais para representar e processar as relacoes existentes entre critérios e alter-
nativas. Esses conceitos, originarios da Algebra Linear, encontram aplicagdo pratica em métodos
de apoio multicritério a decisdo, como o Processo de Hierarquiza¢do Analitica (AHP - Analytic
Hierarchy Process), desenvolvido por Saaty, Saaty (1990), onde a estruturacao hierarquica do
problema e as comparagdes par a par sdo modeladas matematicamente por meio de matrizes. A
obtencdo de autovalores e autovetores, por sua vez, possibilita a obteng@o de prioridades relativas

entre os elementos avaliados, permitindo determinar de forma fundamentada a melhor escolha.

Neste contexto, o presente trabalho visa apresentar os processos mateméticos que funda-
mentam o método AHP, apresentando ao leitor os conceitos essenciais envolvidos. Destaca-se a
importancia de compreender os fundamentos matematicos para garantir a correta aplicagdo da
metodologia, especialmente quando se busca solucionar problemas reais de forma eficaz. Ainda
neste trabalho, o método € aplicado em um contexto da escola relativo a tomada de decisdo da

melhor escolha de um espago de recurso a ser desenvolvido em prol dos alunos.
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CAPITULO

CONCEITOS E RESULTADOS MATEMATICOS
DA ALGEBRA LINEAR

Nesta se¢do lembraremos alguns conceitos e resultados elementares da Algebra Linear
encontrados no livro Poole (2016), Algebra Linear: uma introducdo moderna, para uma melhor

compreensdo e entendimento do principio tedrico matematico da metodologia AHP.

2.1 Autovalor e Autovetor

Defini¢iao 1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que um escalar A € R é um
autovalor de A se existir um vetor nao nulo v € R” tal que Av = Av. O vetor v é chamado de

autovetor de A associado a A.

1

2 1
Exemplo 1. Seja A = [1 2] entdo v = [ ] ¢ um autovetor de A associado ao autovalor

1
A=lev,= L] é um autovetor de A associado ao autovalor A = 3. De fato:

Para o autovalor A = 1 e autovetor v| = [ 1] verifica-se que:

A“:lz 1”1]: Z'IH'(_I)]:[1]:1-[1]:“1
12| =1 1-142-(=1) 1 1

Portanto, o vetor v; é de fato um autovetor correspondente a A = 1.

. 1 .
De maneira andloga, para o autovalor A = 3 e autovetor v, = [1] verifica-se que:

el -t

2-14+1-1
I-14+2-1




18 Capitulo 2. Conceitos e resultados matemdticos da Algebra Linear

Logo, o vetor v, é um autovetor associado a A = 3.

Defini¢do 2. Seja A uma matriz quadrada de ordem n X n, ¢ seja A € R um autovalor de A. O
autoespago associado ao autovalor A, denotado por E; , é definido como o conjunto de todos os

vetores v € R" que satisfazem a equagao:

Av = Av

Ou equivalentemente:

E, ={veR"|Av=Av}

Esse conjunto forma um subespaco vetorial de R", contendo todos os autovetores

associados a A, juntamente com o vetor nulo.

21
Exemplo 2. Se A = Nk A = 3 entdo € facil verificar que o autoespago E3 € o conjunto de

Definicdo 3. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A € invertivel (ou ndo

1
todos os multiplos de 1]

singular) se existe uma matriz B da mesma ordem tal que:

A-B=B-A=1,

onde /,, é a matriz identidade de ordem n. A matriz B é chamada de matriz inversa de A.
E possivel provar que quando a matriz B existir, ela serd Unica. A matriz inversa de A, quando

existir, serd denotada por AL

Exemplo 3. Considere a matriz:
1 2
A=
3 4

115 —05

A inversa de A é:

De fato, vamos verificar que A-A~! =1, ou seja:
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b -

[z =t _uo]
=646 3-2| o 1| *
Portanto, confirmamos que:
A-A"' =1

0 que comprova que a matriz A~! é a matriz inversa de A.

Lembremos que dado um sistema linear de m equacdes com n incégnitas pode ser escrito
como
Ax=b (2.1)

onde A € uma matriz mxn, x € a matriz coluna nx1 das incognitas e b € uma matriz coluna mx1.
Se b € a matriz coluna nula entdo dizemos que o sistema é homogéneo. Uma solucao do sistema
Equacao 2.1 € um vetor xo em R" que satisfaz a equacdo ao substituir cada entrada de x por
cada coordenada de xp. Sabemos também que dado um sistema linear de equagdes sO temos trés
possibilidades: o sistema possui infinitas solu¢des, uma tnica solucao, ou nenhuma solugdo. No

caso particular do sistema linear homogéneo
Ax=0

o conjunto solu¢cdo € um espaco vetorial também chamado do espaco anulado da matriz A.

Dizemos que este espago € trivial se x = 0 € a unica solugdo do sistema linear homogéneo.

Teorema 1 (Teorema Fundamental das Matrizes Invertiveis). Seja A uma matriz nxn. As seguintes

afirmacdes sdo equivalentes.

1. A é invertivel.

2. O sistema linear Ax = b tem solugao Unica para todo b € R".

3. O sistema homogéneo Ax = 0 possui apenas a solucao trivial x = 0.
4. A forma escalonada reduzida de A é I,,.

5. A é um produto de matrizes elementares.

Demonstragdo. Ver livro Poole (2016, p. 172), capitulo 3. [
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Propriedade: Uma matriz A, nxn, € invertivel se, e somente se, o seu determinatente for

diferente de zero.

Demonstragdo. Ver livro "Algebra Linear: uma introdugio moderna"de David Poole, capitulo 4,
pagina 272. [

Desse modo, o Teorema Fundamental das Matrizes invertiveis garante que a matriz é nao
invertivel, se e somente se, a matriz determina um espaco anulado nao trivial. Podemos entao

afirmar que para algum x # 0,

A é autovalorde A < Ax = Ax

SAx—Ax =0 Ax—Alx=0< (A—Al)x =0 e portanto A — A1 é ndo invertivel.

Sendo assim, A é autovalor de A se, e somente se,
det(A—AI)=0

Sabe-se que det(A — AI) é um polindmio de grau n na indeterminada A, chamado de
polindmio caracteristico da matriz A. Assim, A possui autovetor A € R se A é uma raiz real de
Py(A) =det(A—AI).

Exemplo 4. Considere a matriz quadrada A de ordem 2:
4 2
A=

Os autovalores sdo obtidos resolvendo a equacao caracteristica:

1. Calculo dos autovalores:

det(A —AT) =0

4—2 2
det =0
[ 1 3—&]

(4=24)3-24)-(2)(1)=0

(4—2)(3=2)—2=0
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(12—41 =31 4+24%)—2=0

A2—71+10=0

Resolvendo a equagao:

CTEV(-7)2—4-1-10  7+./49-40 743

A 2 2 2

:>;L]:5 e 12:2

2. Calculo dos autovetores:

o -

Da primeira linha: —x+2y =0 = x =2y

Para A =5:

Um autovetor associado é:

Para Ay =2:

e R IERY

Da primeira linha: 2x+2y =0=x= —y

[

Definicao 4. A multiplicidade 4lgebrica de um autovalor é dado pela sua multiplicidade como

Um autovetor associado é:

raiz da equagdo det(A — A1) = 0. E a multiplicidade geométrica de um autovalor € a dimensdo

do autoespago associado a A.

Exemplo 5. Considere a matriz:
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o
|
oS o N
S o
w o o

1. Autovalores e multiplicidades algébricas

Como A € uma matriz diagonal, é facil verificar que, seus autovalores sdo os elementos

da diagonal:

A1 =2 (multiplicidade algébrica 2), A, =3 (multiplicidade algébrica 1)

2. Autovetores e multiplicidades geométricas

Para A = 2, temos:

000 00 0] [x
A=21=10 0 0| =10 0 0| |x| =0
00 1 00 1| |x

Isso gera o sistema:

x3 = 0 = x1,xp s@o duas variaveis livres

Portanto, o espaco nulo de A — 21 é:
E> ={x1(1,0,0) +x2(0,1,0) | x;,x, € R}

Como a dimensdo de E; € 2 entdo a multiplicidade geométricade A =2 é 2.

Autovetores associados:

Para A = 3:

-1 0 0 X1
A=3I=10 -1 0= |x| =0&x=0, x=0= x3¢évaridvel livre
0O 0 O X3

Portanto, E3 = {x3(0,0,1) | x3 € R}. Assim, a multiplicidade geométricade A =3 ¢é 1.
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Autovetor associado:

Multiplicidade geométricade A =3 é 1.
Conclusao:

A = 2: multiplicidade algébrica é 2, geométrica é 2
A = 3: multiplicidade algébrica é 1, geométrica é 1

Dizemos que vy, vy, ..., v, conjunto de vetores em R”, sdo linearmente independentes,

se a equacao
v +ovy+ ...+ v, =0
admite como unica solugdo a solugdo trivial , ou seja,
ag=0m=..=0,=0

Caso contrério, dizemos que os vetores { vi, V2, ..., vy, } sd0 linearmente dependentes.

Seja A = [a;;] uma matriz quadrada de ordem n. O frago de A, denotado por tr(A), é

definido como a soma dos elementos da diagonal principal, ou seja:

n
tr(A) = Z ai;;
i=1

Seja A € R™*" uma matriz. O posto (ou rank) de A, denotado por rank(A), é definido como
sendo o nimero maximo de vetores linhas de A que sdo linearmente independentes. Equivalente
a isso, é a dimenséo do espaco gerado pelos vetores linha de A. E possivel provar (veja livro
David Poole) que o nimero maximo de vetores linha de A que sdo linearmente independentes
coincide como o nimero maximo de vetores coluna de A que sdo linearmente independentes,
assim, se denotarmos por Lin(A) (respectivamente Col(A)) o espaco gerado pelos vetores linha

de A (respectivamente, espaco gerado pelos vetores coluna de A ) entdo

rank(A) = dim(Lin(A)) = dim(Col(A))

7

Definicfio 5. Dizemos que uma matriz A = [a;;] (respectivamente um vetor v = (X1,X2,...,x,)) é

positiva se for verdade que a;; > 0,Vi, j (respectivamente x; > 0, Vi ).

Teorema 2. (Teorema de Perron) Seja A uma matriz quadrada positiva nxn. Entdo, A tem um

autovalor real A; com as seguintes propriedades:



24 Capitulo 2. Conceitos e resultados matemdticos da Algebra Linear

1. ﬂ‘l > 0;
2. A1 tem um autovetor associado que é um vetor positivo;

3. Se A é qualquer outro autovalor de A, entdo |[A| < A,

Demonstragdo. Ver livro Poole (2016, p. 333), capitulo 4. ]
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CAPITULO

METODO DE ANALISE HIERARQUICA DE
PROCESSOS (AHP)

O método AHP (Analytic Hierarchy Process) foi desenvolvido por Thomas L. Saaty
na década de 1970 e € utilizado para classificar, ranquear ou selecionar alternativas. O método
tem a capacidade de decompor um problema em uma estrutura hierarquica atribuindo a cada

alternativa um peso representante de sua importancia para o objetivo/meta do estudo.

Exemplo 6. Objetivo: Escolher o melhor meio de transporte urbano.

Critérios:

C1: Custo

C2: Tempo de deslocamento

C3: Conforto

C4: Impacto ambiental

Alternativas:

* Al: Carro particular
* A2: Transporte publico

¢ A3: Bicicleta

Assim, o método AHP busca encontrar qual a melhor alternativa para escolher o meio de

transporte urbano.
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3.1 Sistematizacao do AHP

Por Saaty (2001), a aplicacdo do método AHP deve contemplar a compreensdo e a

observacao das seguintes etapas:

1. Estruturacio hierarquica do problema de decisao (representagdo da hierarquia): De-
senvolvimento da hierarquia do problema decisério em seus varios niveis de elementos
inter-relacionados. Apds a defini¢dao do problema, formulacdo dos objetivos ou defini¢do
do tipo de conhecimento procurado, nesta etapa o problema € subdividido em multiplas
partes e a hierarquia é construida. Essa etapa facilita a compreensao e a avaliacdo do

problema.

2. Comparacoes Pareadas: Avaliacdes das preferéncias relativas do decisor com relagdo a
cada elemento de decisdo em um dado nivel da hierarquia. Nesta etapa, € construida uma
matriz comparagao entre pares para os elementos de um mesmo nivel. Essas matrizes de
julgamento, que deverdo ser quadradas, serdo utilizadas basicamente para a obten¢do do

vetor prioridades locais das alternativas.

3. Solucido usando autovalores e autovetores: Estimativa dos pesos relativos dos elementos
de decisao em um dado nivel da hierarquia. Nesta etapa, a partir de uma escala pré-definida
(que possibilita transformar os juizos dos decisores em valores numéricos), o decisor deve
representar suas preferéncias entre os elementos comparados, tendo como referéncia os
elementos do nivel superior. Por exemplo, em um problema composto apenas por critérios
e alternativas, para o nivel de critéiros, cada par de critérios serd comparado entre si com
relagc@o ao objetivo e, analogamente, cada par de alternativas, do nivel das alternativas,
serd comparado entre si sob cada critério. Contudo, julgamentos pessoais ou subjetivos

podem provocar inconsisténcias neta etapa.

4. Determinacao da consisténcia: Avaliacio da consisténcia e mensuracdo da inconsisténcia

da matriz de comparagdes pareadas construida nas etapas anteriores.

5. Agregacio das prioridades e escolha final: Agragacdo das prioridades de modo a avaliar
o resultado referente ao objetivo. Nesta etapa ocorre a obtencao das prioridades locais das

alternativas e sintese global dos resultados.

Além das etapas descritas em que o método AHP € constituido, o método ainda precisa ser
iterativo, ou seja, permitir a identificacdo de uma nova alternativa ou a introdu¢do de um novo
critério ndo considerado anteriormente. As etapas referentes a estruturagio AHP podem ser
caracterizadas em um fluxograma geral como indica a Figura 1. As etapas do método AHP serdo

abordadas e explicadas nas se¢des subsequentes.
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Figura 1 — Fluxograma geral do AHP

Estruturar a situagdo de Hierarquia
decisdo numa hierarquia
v
O decisor estabelece suas preferéncias,
comparando par-a-par os elementos de um nivel
da hierarquia em relagdo ao nivel imediatamente

superior

v

Determinar para cada matriz de preferéncias
relativas o vetor de pesos

Preferéncias

«— Vetor de Pesos

Checar a
consisténcia das preferéncias em
funggio do valor de RC
( Razdo de Consisténcia)

RC=10%

Consisténcia

Determinar a importancia relativa de
cada alternativa em relagdio ao objetivo Valoragiio
maior

Fonte: Schmidt (1995)

3.2 Estruturacao Hierarquica do Problema de Decisao

Inicialmente, é necessario definir o problema cuidadosamente, incluindo todos os de-
talhes, partes afetadas, viabilidade de resolucdo e informacoes possiveis. Apds a defini¢dao do
problema e formulacdo dos objetivos, € preciso fazer uma modelagem ou estruturacdo da hi-
erarquia do problema, que além de essencial, talvez seja a parte mais importante. No método
AHP, o problema serd estruturado hierarquicamente, seguido de um processo de priorizacdo das
alternativas. A prioriza¢do envolve fazer um levantamento de julgamentos em resposta a questdes
relacionadas a dominancia de um elemento sobre o outro, quando esses sdo comparados com
respeito a um determinado critério. Desta forma, o problema € subdividido em multiplas partes e
a hierarquia € construida: no topo, situa-se o o objetivo de decisdo; nos niveis intermedidrios se
encontram os critérios (para os quais os elementos subsequentes dependem). Os critérios sao
definidos pelos tomadores de decisdo e que terao influéncia direta no resultado final, com diferen-
tes niveis de relevancia. E por dltimo, no nivel mais baixo, aparecem as alternativas, que serao
as medidas possiveis a serem tomadas para alcangar o objetivo principal. As alternativas serao
hierarquizadas, compondo assim o resultado final. A Figura 2 apresenta a estrutura hierarquica

basica do método AHP.
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Figura 2 — Estrutura Hierdrquica Bésica do Método AHP

Meta de

Decislio

Criténio 1 Critério 2 Critério 3 Criténio n

Alternativa A Alternativa B Aernativa N

Fonte: Avila (2021)

3.3 Comparacao Pareada

Ap6s a definicdo da hierarquia, o responsavel pela decisdo deve proceder com a compa-
racdo entre os n elementos de um determinado nivel, sempre tomando como base os critérios
estabelecidos no nivel imediatamente superior. Nessa fase, é necessdrio que o decisor manifeste
suas preferéncias, avaliando os elementos par a par. Esse processo exige do tomador de decisao
a aplicacdo de sua experiéncia, intuicao e conhecimento técnico sobre o problema em questao,
especialmente quando estiver lidando com critérios de natureza qualitativa. No método AHP,
hé diferentes formas de atribuir valores 4s alternativas disponiveis. Quando existe uma func¢ao
analitica ou de valor, basta calcular essa funcdo para cada alternativa. Na auséncia dessa func¢ao,
o decisor pode expressar seus julgamentos por meio de avaliagdes verbais, que s@o posterior-
mente convertidas em valores numériocos com o uso da Escala de Razdo- também conhecida
como Escala Fundamental de Saaty- permitindo a ordenagdo das alternativas conforme suas
preferéncias. As preferéncias expressas pelo decisor devem ser inseridas em uma matriz de
comparacao par a par. Essa matriz A quadradada, nxn, é denominada matriz de comparagao

pareada ou matriz dominante e apresenta-se da seguinte forma:

ail a2 - din

a; ayy -+ Qzp
A=

anl 4dp2 -+ dan

Os elementos a;; representam os valores obtidos a partir das comparagdes par a par realizadas
entre as alternativas {A1,A,,...,A, }. Esses valores indicam quantas vezes a alternativa A; domina

ou € dominada pela alternativa A ;. Em outras palavras, cada elemento a;;, localizado na linha i e
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na coluna j da matriz, expressa o grau de dominéncia da alternativa A; em relacdo a alternativa A ;.
Assim, se wi,wa, ..., w, sd0 0s respectivos pesos do conjunto de elementos (alternativas) entdo

Wi . . . . .. . .
ajj = ;,Vz, j=1,2,...,n. A matriz A = [a;j].x» deverd ser positiva, reciproca e consistente.

Positiva, pois a matriz serd composta por elementos positivos, isto €, a;; > 0. Além disso, o
.- . Wi

elemento a;; € igual a 1 pois a;; = — = 1, de fato, ao comparar um elemento com ele mesmo,
W

l
ndo se estabelece preferéncia, ja que ambos possuem importancia equivalente por definicao.
1

Reciproca, porque a;; = . isto €, se x denota a preferéncia de A em relacdo a B, entdo o deve
denotar a preferéncia de B el:jm relagdo a A (comparacgdo reciproca). Consistente, isto €, se o decisor
for consistente nas escolhas entdo devemos ter que a;, = a;;.aj; para Vi, j,k=1,2,...,n. Devemos
observar que na prética esta propriedade de transitividade nem sempre sera satisfeita pois esta
condicionada entre outros aspectos, a precisdo com que o decisor realiza suas comparagdes e

justamente ai que o método fica interessante.

3.4 Escala Fundamental de Saaty

As comparagdes par a par permitem identificar o grau de dominincia em relagdo a
outra, com base em um critério especifico. Essa dominancia é expressa por meio de uma escala
numérica. Segundo Saaty (1991), os individuos s@o capazes de qualificar suas percepgcdes em trés
niveis bdsicos de intensidade: alta, média e baixa. Ao detalhar essas categorias, obtém-se nove
niveis distintos, que compdem a chamada Escala Fundamental de Saaty ou Escala de Razdo. A
Figura 3 ilustra o significado atribuido a cada um dos valores dessa escala. Apds concluir todas
as comparacdes necessarias, o decisor define o grau de dominancia entre os elementos e utiliza a
Escala de Saaty - composta por valores inteiros de 1 a 9 - para representar essas relacdoes. Em

Wi

vez de calcular diretamente a razdo entre dois pesos (—) (na prética os w; serdo desconhecidos),
w

J
o decisor atribui um valor numérico da escala que mais se aproxima, de forma inteira, desse

quociente, refletindo a intensidade relativa da preferéncia entre os elementos analisados.

3.5 Solucao do Método AHP utilizando autovalores e

autovetores

3.5.1 Comparacao Pareada e Escala Fundamental de Saaty

Para formalizar a matriz de comparagdes par a par, consideremos xi,x2, ...,X; COMO O
conjunto de elementos a serem comparados (sejam eles alternativas, subcritérios ou critérios)
e wi,ws,...,w, (cujos valores, numa primeira etapa, sao desconhecidos) como os respectivos

. ~ Wi
pesos atribuidos a cada um. Desta forma, para cada par de elementos (x;,x;), a razdo —
W

expressa o valor relativo da prioridade do elemento x; em relagdo ao elemento x;, naturalmente

assumiremos que cada peso w; do objetivo x; € positivo e a soma dos pesos € igual a 1. O nimero
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Figura 3 — Escala de Razao (Escala Fundamental de Saaty).

Intensidade de - e
s a s Definicio Explicagiio
importancia
. . as duas atvidades contnibuem igualmente para o
| Mmesma importineia )
objetivo
i . a expenidncia ¢ o julgamento favesrecem
3 mmportincia pequena de uma sobre a outra o SEpERCncA £ 0 e o
levemente uma atividade em relagio a outra
< a expenéncia ¢ o julgamento faverecem

importincia grande ou essencial . 5 N
po $ fortemente uma atividade em relacho a outra

uma atividade ¢ muito foremente favorecida em
T 1:!1;1‘11'[;':.:1;‘i;1 gr.jra.k" o demonstrada relacdo a outra; sua dumirujg;‘u:l de i:'llml."s.m.‘l.‘l &
demonstrada na pritica

a evidéncia favorece uma atividade em relagio a
outra com ¢ mais alto grau de corteza

quando se procura uma condi¢io de compromisso
entre duas definighes

9 1:!1;111'[:':.:1;‘i;1 absoluta

24,68 valores intermedidnos entre os valons adjacentes

s¢ a atividade | recebe uma das designagbes
diferentes acima de zero, quando comparada com a
atividade j, entdo tem o valor reciproco quando
comparada com 1

reciprocos dos
valoses acima de
2e10

wma designacio razodvel

S @ Consisténea tver que ser forcada para obler

Racwonas razies resultantes da escala .
valores numéricos n, para completar a matriz

Fonte: Saaty (1991)

de comparacdes a serem realizadas é dependente do nimero de combinacdes possiveis entre
os elementos. Como no caso do método AHP as comparacdes sdo pareadas, isto €, realizadas

tomando-se os elementos 2 a 2, o nimero de combinagdes possiveis serd definido por

<;) - 2!(nni 1 n(nz_ :

Exemplo 7. A Figura 4 exemplifica a estrutura de um problema onde s@o considerados quatro

critérios [C1,C,C3,Cy] e trés alternativas [A},A;,As], relacionados a um objetivo O. Assim,

Figura 4 — Exemplo de Estrutura Hierarquica do AHP

Nivel 1 0 Objetivo
Nivel 2 G G G G Critérios
Nivel 3 Ay A, A Alternativas

Fonte: Madrid (2009)

nessa hierarquia, todos os critérios - C1,C2,C3,Cy, no nivel 2- serdo comparados entre si, a fim
de estimar o grau de influéncia que cada um exerce sobre o objetivo- nivel 1, imediatamente

acima na estrutura. De modo andlogo, as alternativas Aj,A», A3, no nivel 3, serdo comparadas
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entre si, de modo a obter a influéncia de cada uma sobre cada um dos critérios. Um método
para se obter suas comparagdes, uma vez definida a escala, € através de questiondrios como na

Figura 5. No questiondrio acima podem ser realizadas as comparagdes entre os quatro critérios

Figura 5 — Questiondrio para Comparagdes entre os Critérios

Absoluta P;ﬂ::g Forte Fraca Ir:gilsz: ;nute Fraca Forte r;ﬂgrlttg Absolita
C1 Cc2
cr C3
cr _ C4
c2 C3
C2 L C4
C3 C4

Fonte: Madrid (2009)

do exemplo. Porém, sdao necessarios ainda outros quatro questiondrios similares para realizar as
comparagdes entre as alternativas, cada um medindo a influéncia dessas com relacdo a um dos

quatro critérios, conforme a Figura 6

Figura 6 — Questiondrio para Comparagdes entre as Alternativas

Muito Muito

Absoluta lgual ou Absoluta
Forte Forte Fraca Indiferente Fraca Forte Forte
Y . ¥
. |
A2 . A3
Fonte: Madrid (2009)
. . . nn—1) .
Portanto, podemos concluir que, a partir da realizacio de — julgamentos, onde n

€ o numero total de elementos, € possivel construir uma matriz de comparacdes par a par A, de

ordem nxn, definida em:

w1 wo Wp
A=|" ™ v (3.1)
w1 w2 Wn

Observe que a matriz em (3.1) representa, de forma quantitativa, a intensidade da preferéncia do
decisor ao realizar comparagdes entre pares de elementos. E possivel, também, denotar a; j como
a razdo entre os pesos w; € wj, ou seja, a;; = w;/w;, o que permite reformular (3.1) conforme
(3.2). Vale ressaltar que a;; indica o grau em que o elemento x; é mais (ou menos) relevante do

que o elemento xj, considerando um critério pertencente ao nivel imediatamente superior da
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estrutura hierdrquica.

-5~ —
S8}

.8
(95

€

Aln

a3

ans

€

asn

aln
azn

asn

(3.2)

Agora, com a constru¢do da matriz reciproca, positiva e consistente torna-se necessaria a

determinacdo do vetor prioridades (autovetor) associado a ela. Uma observacao importante é

notar que na pratica a expressao (3.2) serd obtida via o questiondrio de observacdo. O desafio é

encontrar os pesos w; de cada objetivo que permite obter (3.1).

3.5.2 Meétodo do Autovalor

Considere a matriz reciproca, positiva e consistente construida em 3.1 e o vetor de pesos

Multiplicando a matriz A pelo vetor w, temos:

wi
w1

wi

w2

wa

w2

Wn

w2

wi
w2

Wn

Wn
Wn

wi

w2

Wn

wi
w1
wo
w1

Wn
wi

Isto é, a matriz coluna de pesos procurada

wi

w2
w =

Wn

wi w
Wi+ ptwa

w w
Wi+ R wa 2
w1+ %.Wz + ...+ %
nwi
nwo

=n-

wi

w2

Wn

wi -

wyp -

Wn'

||'M:T_|:M=

¢~
—_

p—

[a—
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¢ um autovetor da matriz de comparagdo consistente A cujo o autovalor € igual a n (nimero de
alternativas). A solucdo de Aw = nw é chamada de autovetor direito principal de A, consiste de
entradas positivas e € unica salvo multiplos dele. Para tomar w tinica, normaliza-se suas entradas,

dividindo pela sua soma.
Proposicao 1. Seja A a matriz quadrada nxn definida por

e
Wi

onde w;,w; > 0 para todo i, j = 1,2,...,n. Entdo:

wi

w2
w=| ¢ um autovetor de A com autovalor A = n.

Wn
2. A multiplicidade algébricade A = n é igual a 1;

3. Todos os demais autovalores de A sdo zero.

Demonstragcdo. O item 1 ja foi verificado acima. Vejamos agora que a multiplicidade dlgebrica
de A =né 1. Sabemos que

A-w=n-w
T

7 . Wi 7 sz e .
ondew= |w; wy ... w,| ¢€o vetorpesodamatrizA = [—’] - Como é facil de verificar
W
J
ao multiplicar as matrizes teremos
w1 wi
0 w1 — W 0 0
0 wy —Wwp 0 0
A = = = O
0 Wy — Wy 0 0
.__Wn_ __Wn_
T . . .
entao [wl 00 ... 0 _Wn} ¢ um autovetor de A com autovalor A = 0. De maneira similar

¢ facil verificar que

[wl 00 ..0 —wnr, [0 ws 0 ... 0 —wnr, [0 0wy 0 ... 0 —wn]T,...,

[O 0 ... wy —wn} sdo n — 1 autovetores de A com o mesmo autovalor A = 0. Como
estes n — 1 autovetores sdo claramente linearmente independentes entio o autoespacgo gerado pelo
autovalor A = 0 da matriz A tem dimensdo maior ou igual a n — 1 (multiplicidade geométrica

maior ou igual a n — 1). Como por teoria, a multiplicidade algébrica € sempre maior ou igual
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a multiplicidade geométrica, entdo podemos concluir que A = 0 tem multiplicidade algébrica
igual a n — 1 pois A = n é também autovalor. Assim A = n s6 pode ter multiplidade algébrica

igual a 1. Em particular,

Py(A)=A""1 (A —n)

. C A , oy . Wi .
¢ o polindmio caracteristico da matriz A = [— |, provando deste modo os itens 2 e 3.
w;
J

Exemplo 8. Seja a matriz de comparagao:

2
1 2
1
2

Bl— = —

» Essa matriz € consistente, pois satisfaz a condi¢do:

ajx = a;j-ajx, paratodosi,;j,k

* Verificagao de que A = 3 é Autovalor

Vamos calcular o determinante de A — 3/. Seja:

-2 2 4
A-3l=|4 -2 2
1 1
i 1 2
Calculamos o determinante:
-2 2 4
det(A-3N)=|1 -2 2
1 1
i 1 2
Usando a primeira linha:
-2 2 12 I -2
det=—-2| —27 +47
3 2 3 2 |z 2
1 1 1 11 1
=2((-2)(-2)—2)z) —2( = (=2)—2- = | +4 [ =z- = —(-2) -~
(-2-2-@) -2 (5027 ) +4(55- (25

:—m4—n—2@4—0$+4(—

:—QG)—%—L$+4-%

| -
_|_
| —
N—

= —6+3+3=0
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Como:

det(A—31) =0

Concluimos que:

A =3 é autovalor de A

* Autovetor associado
X
Buscamos um vetor w = |y| tal que:

<

A-w=A-w, comA=3

Multiplicando:

Bl— Ol— —

Igualando as componentes:

xX+2y+4z=3x

1

§x+y+2z=3y
RLN
—X — —
gty TeE R

Escolhendo z = 1, das equacdes (1) e (2):

NS \O)

—_ N

N =
Il

x+2y+4z X
X+y+2z[ =3 |y
%x+%y+z 2

= x=y+2z (1)
= x=4y—4z (2)

= x=8z—2y (3)

x=y+2x=4y—4

Igualando as expressoes:

y+2=4y—-4 = 3y=6 = y=2 = x=4

Portanto, o autovetor associado é:

s
Il
—_ N B
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* Normalizacdo do Autovetor

Soma dos elementos:

44241=7
Autovetor normalizado:
: 0,571
Wnormalizado — % ~ 10,286
: 0,143

e Conclusao
A matriz A é consistente, tem autovalor dominante A = 3, com autovetor associado
4
w = [2], cuja versdo normalizada representa os pesos relativos das alternativas.
1

Se a matriz A, consistente, representa a comparagdo de C critérios em relacdo aos
objetivos, é correto afirmar que n = C. E o Teorema de Perron para matrizes composta por
elementos positivos, isto €, a;; > 0,Vi, j, garante que sempre existird solugio tnica (autovalor e

autovetor, ambos reais e positivos) para a equacao Aw = nw. Por outro lado, nota-se que para a

) - % wi w3 Wn
matriz de comparagdo A = [—], cada vetor coluna tem a forma |— —— .- —| .Logo,
1} w; Ww;j W,
T
cada vetor coluna de A ¢ um multiplo do vetor de pesos w = [Wl wy ... wn} . Em resumo,

podemos enunciar o seguinte teorema.

. . Wi, ~
Teorema 3. A forma normalizada de qualquer vetor coluna da matriz A = [—] é a solugdo do
Wj

T
problema Aw =n.wondew = |w; wy ... wn] € o vetor peso procurado e n € o nimero de

objetivos.

Vale destacar que, ao utilizar o método AHP, € necessédrio considerar que a pessoa
responsavel por tomar a decisdo ainda ndo conhece o vetor de pesos w no momento em que
preenche a matriz de comparacdes pareadas. Por esse motivo, € comum que a matriz apresente

algum grau de inconsisténcia.

3.6 Autovetor associado ao maior autovalor de uma ma-

triz inconsistente

. ~ . Wi, . ~ ~ <
Vimos na se¢do anterior que se A = [—] é a matriz nxn de comparagio entdo A = n é
Wj
. . . . T
um autovalor de multiplicidade algébrica 1 com autovetor w = [w; wy ... w,| e todos os
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outros autovalores de A s@o iguais a zero, mais ainda, seus respectivos autovetores sao vetores
nao positivos. Todas estas conclusdes se originam pelo fato da matriz de comparagdo A ser
consistente. Como na pratica sabemos que a matriz de comparagdo nao € consistente, veremos
agora como o método funciona nesse caso, isto é, a matriz de comparacdo A ser quase consistente.
Sob esta suposicdo devemos esperar que o tnico maior autovalor de A esteja proximo de n e
seu respectivo autovetor, digamos wy, esteja proximo do vetor peso w. Mas precisamente, 0

problema agora consiste em achar o vetor peso wg que devera satisfazer

A.W() = Afmax-WO

onde A4, € 0 Unico maior autovalor de A. Nota-se que, pelo fato de de A ser matriz positiva, o

Teorema de Perron garante a existéncia da solug@o unica de A, y.

Seja A = [a;j] uma matriz de comparacdo nxn, positiva, reciproca, e seja e € R™*1 o vetor

coluna com todos os elementos iguais a 1:

Considere:

* A matriz A* é a multiplicacdo sucessiva da matriz A por ela mesma k vezes;

T

* O vetor e’ € a transposta de e.

Assim, e Ake é a soma de todos os elementos do vetor Ake pois Ake € R"*! (vetor
coluna) e e/ € R (vetor linha), entdo o produto
eTAke € R

isto €, um nimero real (escalar).

Sabemos, pelo Teorema de Perron, que:

* A matriz A possui um autovalor dominante Apax > |Ai|, Vi # max;
* Existe um autovetor positivo w tal que Aw = Apaxw;

* O método das poténcias converge para esse autovetor dominante.
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Assim, no método AHP, é preciso encontrar o vetor de pesos w € R" associado ao maior

autovalor Ay, tal que,
Aw = )Lmaxw

No trabalho Saaty (1990), € provado que

Ak
lim -2

k—oo eT Ake

onde w; é o autovetor normalizado procurado que corresponde ao autovalor A, € a
forma tedrica do método das poténcias no AHP, e permite encontrar o autovetor dominante

normalizado (os pesos), usando apenas multiplicagdes sucessivas da matriz sobre o vetor de uns.

3.7 Determinacao da Consisténcia

Seja A matriz nxn, positiva, reciproca e quase consistente. Entende-se por uma matriz
quase consistente, uma matriz A = [a;;] que é uma pequena perturbagdo multiplicativa de
uma matriz consistente W = [:VV—;], e tem um autovetor x, que € préximo do autovalor w da
matriz consistente. Quando as matrizes apresentam alto grau de inconsisténcia, geralmente os
julgamentos foram aleatdrios, por isso tais julgamentos, nesses casos, deveriam ser refeitos
ou passar por métodos de melhoria de inconsisténcia. Assim, se A ¢ uma matriz nxn, positiva,
reciproca e quase consistente podemos considerar a;; = %.8,‘ i» sendo g;; a perturbag@o pois

J
ajj = Wi + Q= kil ﬁ.ﬁ.aﬁ = &(1 + ﬁ.(x,’j), onde gj=1+ ﬂ.a,-j.
Wj wi Wi Wi Wi % w;
Lembrando que €&;; = 1 quando a matriz for consistente.

Sabemos que, Aw = A,4c.w, logo substituindo A = [a;|nx, temos

ail a2 o Aip w1 w1

axy ayy -+ Ayp w2 wa
A-w= |~ T = A

anl 4dp2 "+ dap Wn Wn

isto €,

aywi +apwr+ ... +aiWwn = Apax-wi

aywi +anwy + ... +awp = Apax-w2
amwi +apw2 + ... + appwy = Amax-Wn
Logo, para cada linha i = 1,2,...,n obtemos

n
.):] aij-Wj = Anax-Wi
]:



3.7. Determinagdo da Consisténcia

39

Mais precisamente, como w; # 0, Vi, pelo Teorema de Perron, temos

1 =n
( Z aijj. Wj) lmax-

Wi j=1

Como w; é constante no somatorio obtemos

& Wi w1 wa Wn w1
Anax = L aij~_] =aj|.— +ap.— + ... +ap.— = a;1.— +ap. _+ - aii.—
=1 wi i wi i i wi
Wn
taip.—
Wi

w w Wn
ﬂtmax:a,-l.—l+a,~2.—2+...+1+...+al~n.— = Za,] ——l—l paracadai=1,2,.

Wi Wi Wi JF£L Wi
Isto €,
n w;
y——) alj.—J—i—l,parai:l
J#1 wi
n w;
y——) azj.—] + 1, parai =2
J#2 w2
n Wi
Amax = Y, anj.—] +1,parai=n
j#n Wn
Somando membro a membro, obtemos:
N Apax = Za1]_+1+2a2]_+1+ +Zan1_+1
£ Wl #2 M j#En o Wn
n w; n w;
Ndmax = Y aj—L+ ¥ aj—L+n
1<i<j<n =~ Wi 1<j<i<n = Wi
n Wl
1<i<j<n Wl wj
Logo, obtemos que
NAmax—n= Y (alj +ajl l)-
1<i<j<n Wi W,
Por outro lado, define-se
= Anax — 11
n—1
Pl T —1 1 Ao — 1 A
= max — 1+ _n: max — 4 _n:n-( max — )_1:n max_n_1

n—1 n—1 n—1 n(n—1) nin—1)

%
_|_

Wi

(3.3)
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Substituindo a 3.3 obtemos:

1 n Wi 7
SR I aij—L + a0,
g W= 1) 1< i )

Por outro lado temos que

I . :
b aji = — po1s A € matriz reciproca;
a,'j
w; L . . . wj 1
b a,‘]‘ = —.8,‘]' po1s Aé inconsistente, assim tambem, aj,- = _8_
. wi Wi &
J =y

Utilizando isso na dltima igualdade temos,

1 n w; wj wj 1 ﬁ

Y (&) —+ (=)

S T .
H n(n—1) i1<i<j<n wj 7 wi Wi &j WJ']

Simplificando,

Y (&+ ;) (3.4)

Note-se também que

1 1 n
lim,. . — limg (=14 ——— git—))=—14—. 2
et H a1 n(n—1) 1§i§j§n( K 8ij>) n(n—1) 1§i§j§n
n 2 nn-1)

< =1+ .
n(n—1) 1gi§jgn nin—1)" 2

limeg,, 1 pt = —1+ =-1+1=0

Conclusao:

Amax —n
lembrando que 4 = ———
Para compreendermos melhor o estudo de quanto uma matriz estd "longe"de ser consistente,

apresentaremos os proximos teoremas.

) .. 1 )
Teorema 4. Para [a;;| uma matriz nxn positiva (a;; > 0), reciproca (a; = ;) € quase consistente,
ij
entdo o seu maior autovalor serd A, > n.

Demonstragcdo. Sabemos que

a,'j:—'.&','j
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2'I’i’la)C -

. . ~ n .
€ VImos que se €;; S€ aproxima de um entdo H = —1 S€ aproxima de zero.
n —_—

Definiremos

Sij—l, SCE,'J'ZI
(Sl'j:
Sjl'—l, se85j<1

Desta defini¢do podemos observar que:

1
» &ij > Opara Vi, j = 1,....,n (pois se &; < 1 entdo gj = — > 1).
ij

* 0;; = 0 entdo A € consistente (pois &; = €;; = 1).
Usando 3.4 teremos que

1 n 1 1 n 1 2n(n—1)
w1 1< T ) T T e S T e T 2

w= )

Por outro lado,

i 2:2n(n—1)
1<i<j<n 2
Entao,
L ¢ 2)
H n(n—1)1<<j<n " &j
Mas,
Segi>1 t~8+1 1+6+1
e Se g entdo &; + — = i
Y Y &ij Y 1+5,'j

* Se g; < 1 entdo usando o fato de A ser matriz reciproca teremos

SUNER I R R S S
B A e T Y
Sjl'

Logo, independente do caso €;; > 1 ou g; < 1 teremos sempre que

1 1
8ij+f:1+5ij+—-

&j 1+ 5ij
Podemos afirmro entdo que,
b Y e Y 48+ — )
l’l(l’l—l) 1Si<j§n K 8ij n(n—l) ISi<j§n " 1—}—651'
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Simplificando,
1 n 1 1 no (§)2—141
- 6i._1+ — A
H n("—l)lgigjg( 1+5ij) n(ﬂ—l)lgigjgn( 1+6;; )
1 n 5,"2
. OC:Y)

n(n— 1).1§i<j§n1+5ij

Assim, podemos concluir que

_ Amax — 1 . 1 4 (61")2
I R R S

Lembrando que 9;; > 0 entdo necessariamente i > 0 isto € Ay —n >0

Portanto, A,,u > n.

]

Teorema 5. Seja A = [q;;] uma matriz nxn, positiva e reciproca. Entdo A é consistente se, e

somente se, Ay = H.

Demonstragdo. Considere A uma matriz consistente, entao &; = 1 logo, 0 ;= 0. Assim,

1 n 6ij)2 Afmax —n
= = (0 mas, § = ———— entdo A, = 1, COMO queriamos
H ”(”—1)1§i<j§n(1+3i' H n—1 max =11 .
provar.
Anax — 1 1 n (0 -)2
Agora, considere A, = n, entio 4 = —= — — (. Mascomo il = ———. Y
g max 'u n—l u n(n—l) 1§i§j§n<1+5ij

entdo necessariamente &;; = 0, Vi, j. Logo, A € consistente, como queriamos demonstrar.

Teorema 6. Seja 6 = max §;;. Entao
ij

—1
Amax_n<u62
2
Amax — 1 no (§;)?
Demonstracdo. Como p = " _ (3)) entio
n—1 n(n—l) 1§i<j§nl+5ij
1, n (§)?, 1, =n 1
Anax — 1 = — — )< - 8;1)?) pois <1
* n 1§i<j§n1+5ij) n(lgigjgn( )P 1+ 6;;
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Assim,

1 n
Anax—n < — Y 82, pois § = max J;;. Assim,

n1<i<j<n

82 »n 82 n(n—1) .
)Lmax_ng — Z 1 :—.—( ) , 1sto €,

n 1<i<j<n n 2

Assim por Saaty (1990), por meio da expressao, % propde uma forma de avaliar o
nivel de consisténcia dos julgamentos realizados pelo tomador de decisdo. O valor tedrico ideal
de Ayax € igual a n, de modo que qualquer desvio em relagdo a esse valor € expresso por Ayq, — n.
Esse desvio € entdo ajustado pelo nimero de graus de liberdade da matriz, dado por n — 1. Com

base nessa relacao, define-se o Indice de Consisténcia (IC), calculado da seguinte forma:

IC:Amax_n
n—1

Note que, no caso da matriz A ser perfeitamente consistente A, = n tem-se o IC = 0.

Apesar de o Indice de Consisténcia (IC) ser ttil para avaliar a coeréncia dos julgamentos, ele
tende a aumentar com a dimensdo da matriz (n), tornando-se insuficiente como critério isolado.
Para resolver essa limitagdo, Saaty propds a Razao de Consisténcia (RC), que permite analisar o

grau de inconsisténcia dos julgamentos em contextos com matrizes maiores.

A férmula do RC incorpora o Indice Randémico (RI), que corresponde a média dos
valores de IC obtidos a partir de simulacdes com um grande nimero de matrizes aleatérias de
diferentes ordens. Essa comparagdo com valores esperados ao acaso permite uma andlise mais

precisa da consisténcia dos julgamentos.
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Tabela 1 — Indice Randdmico (RI) segundo Saaty (Saaty (1990))

Ordem da Matriz (n) | RI
1 0.00
2 0.00
3 0.58
4 0.90
5 1.12
6 1.24
7 1.32
8 1.41
9 1.45
10 1.49

Para que uma matriz de comparagdo pareada seja considerada aceitdvel, ou seja, sem
necessidade de revisar os julgamentos do decisor, o valor de RC deve ser inferior a 0,1. Para
mais detalhes sobre a fundamentacdo e uso da férmula da Razao de Consisténcia na avaliacdo de

matrizes de comparacdo, ver Saaty (1990).
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CAPITULO

APLICACAO DO METODO DE ANALISE
HIERARQUICA (AHP)

4.1 Etapas do Processo de Analise Hierarquica (AHP)

De acordo com Elacoste, Azambuja e Machado (2014), o processo de Anélise Hierdrquica
consiste em sete passos principais, que estruturam a tomada de decisdo de forma légica e

sistemdtica. A seguir, cada etapa € descrita:

Passo 1 — Defini¢cao do Problema e Elementos Decisorios
O primeiro passo consiste na andlise criteriosa do problema, com o objetivo de identificar
claramente o objetivo da decisdo, os critérios e subcritérios relevantes, bem como as alternativas
disponiveis. Essa defini¢cao deve considerar os valores, crencgas e convicgdes do decisor, pois

esses fatores influenciam diretamente as prioridades estabelecidas no processo decisdrio.

Passo 2 — Estruturaciao Hierarquica do Problema
Ap6s a defini¢do do objetivo e dos elementos decisdrios, o problema deve ser organizado em uma
estrutura hierdrquica com multiplos niveis. A hierarquia geralmente é composta pelo objetivo no
nivel superior, os critérios e subcritérios nos niveis intermedidrios, e as alternativas de decisao
no nivel inferior. Essa organizaco facilita a compreensao do problema e orienta as comparacoes

a serem feitas posteriormente.

Passo 3 — Construcao das Matrizes de Comparacao Par a Par
Nesta etapa, sdo elaboradas as matrizes de comparagdo par a par entre os elementos de um
mesmo nivel hierdrquico, sempre em relagdo a um elemento do nivel imediatamente superior.
As comparagdes sdo feitas utilizando a escala fundamental proposta por Saaty, que varia de 1
(importancia igual) a 9 (importancia extrema), permitindo avaliar a importancia relativa de cada

par de critérios ou alternativas.
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Passo 4 — Calculo dos Vetores de Prioridades (Pesos Relativos)
A partir das matrizes de comparacao, calcula-se o vetor de prioridades (ou pesos relativos) de
cada elemento comparado. Esse vetor representa a importancia relativa dos critérios, subcritérios
ou alternativas. O cdlculo neste trabalho serd feito pelo método iterativo das poténcias, no qual

se utiliza a expressao:
Ake
eT Ake
para obter uma aproximagao do autovetor dominante normalizado.

Passo 5 — Verificacao da Consisténcia dos Julgamentos
E essencial avaliar se as comparacdes feitas nas matrizes sdo logicamente consistentes. Para
18s0, calcula-se o Indice de Consisténcia (IC) e, a partir dele, o Indice de Razdo de Consisténcia
(RC). Um valor de RC < 0,10 indica que os julgamentos sdo aceitavelmente consistentes. Caso

contrério, recomenda-se revisar as comparagdes para evitar distor¢des no resultado final.

Passo 6 — Agregacao das Prioridades
Com os pesos relativos ja definidos e validados, procede-se a agregacao das prioridades. Essa
etapa consiste em combinar os pesos locais obtidos em cada nivel da hierarquia, multiplicando-os
de forma apropriada, até que se obtenham os pesos globais das alternativas em relag@o ao objetivo

principal.

Passo 7 — Sintese e Escolha da Alternativa Mais Adequada
Na etapa final, realiza-se a sintese da decisdo, comparando os pesos globais das alternativas. A
alternativa que apresentar o maior valor sera considerada a mais adequada, de acordo com os
critérios definidos e as preferéncias do decisor. Assim, o AHP oferece uma base estruturada,

transparente e justificada para a tomada de decisao.

4.2 Aplicacao do Método AHP para Escolha da Melhor

Sala de Recurso Escolar

Neste trabalho, adota-se o Método de Andlise Hierdrquica (AHP — Analytic Hierarchy
Process) como ferramenta de apoio a decisdo no contexto educacional. Desenvolvido por Thomas
L. Saaty, o AHP € amplamente utilizado em situacdes que envolvem multiplos critérios e exige a
ponderacido de fatores subjetivos e objetivos. Sua aplicagdo permite organizar e analisar decisdes
complexas por meio de uma estrutura hierdrquica, facilitando a comparacgao entre alternativas e a

defini¢do de prioridades com base em julgamentos consistentes.

O objetivo deste estudo € auxiliar na escolha da melhor sala de recurso a ser implemen-
tada em um determinado espacgo escolar, considerando os beneficios que tal ambiente podera

oferecer aos alunos. A decisdo precisa levar em conta tanto os aspectos pedagdgicos quanto os



4.2. Aplicacdo do Método AHP para Escolha da Melhor Sala de Recurso Escolar 47

fatores estruturais e financeiros, garantindo que a escolha final esteja alinhada as necessidades e

possibilidades da instituicao.

Ap6s a definicdo do objetivo, foram estabelecidos os seguintes critérios de avaliacio:

* Critério 1: Custo — Refere-se ao valor financeiro necessario para a implantagdo e manu-

tencao do ambiente proposto;

* Critério 2: Construcao do conhecimento individual — Avalia o potencial do espaco para

favorecer o desenvolvimento cognitivo e a autonomia do aluno;

* Critério 3: Construcao do conhecimento coletivo — Considera as oportunidades de

trabalho colaborativo e desenvolvimento de habilidades sociais;

* Critério 4: Aprofundamento de contetidos — Relaciona-se ao aproveitamento pedagdgico,
considerando a possibilidade de retomar ou aprofundar assuntos ja trabalhados em sala de

aula;

* Critério 5: Apoio profissional — Analisa a disponibilidade e o preparo de profissionais
para atuar no ambiente, garantindo suporte adequado ao desenvolvimento das atividades.

Com base nesses critérios, foram definidas as seguintes alternativas de ambientes

educacionais a serem consideradas no processo decisério:

* Alternativa 1: Laboratério de Informatica — Espaco equipado com computadores e

recursos digitais para apoio as praticas pedagogicas;

* Alternativa 2: Laboratorio Escolar — Espaco multidisciplinar voltado a realiza¢io de
atividades préticas relacionadas a diversas areas do conhecimento;

* Alternativa 3: Espaco Maker — Ambiente destinado a experimentacdo e a criagdo de

projetos, com uso de ferramentas, materiais diversos e tecnologias interativas.

Como ilustrado na Figura 7, a estrutura do problema foi organizada hierarquicamente

para este problema de decisdo.
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Figura 7 — Questiondrio para Comparagdes entre os Critérios

EEEEEEEE

Conhecimento Conhecimento Aprofundamento

Apoio
CIED individual coletivo de conteidos profissional

Laboratério Laboratério Espaco
de Informatica Escolar Maker

Fonte: Elaborada pelo autor

Apds a construcdo da estrutura hierarquica do problema, € elaborado as matrizes compara-

tivas com os valores obtidos através de uma pesquisa realizada com uma professora atuante na

escola a ser decidido a sala de recurso. A professora realizou todas as comparacdes necessarias e

definiu o grau de dominancia entre os elementos utilizando a Escala de Saaty (Figura 3).

Matriz de Comparacao dos Critérios

Tabela 2 — Matriz de comparagdo entre os critérios

Cl C2 C3 C4 G5

cCli 1 13 12 1/4 1/3
c2 3 1 2 3 2
c3 2 12 1 2 2
C4 4 173 12 1 12
G 3 12 12 2 1

A interpretacdo dos elementos da matriz de comparacdo acima € feito da seguinte

maneira:

*ajp=

*ai3z=

*aj4=

*ays=

3

D=

3

L. €| é moderadamente menos importante que Cs.
: C1 é levemente menos importante que C3.
411: C1 € consideravelmente menos importante que Cy.

L. C; é moderadamente menos importante que Cs.

* a1 = 3: (; € moderadamente mais importante que Cj.
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a3 = 2: C; € levemente mais importante que C3.
* ap 4 = 3: (5 é moderadamente mais importante que Cy.
2.4 2 p q 4
* a5 = 2: (; € levemente mais importante que Cs.
* a3 = 2: C3 é levemente mais importante que Cj.
3,1 3 P q 1
* azp = %: C3 é levemente menos importante que C,.
* a3 4 = 2: C3 € levemente mais importante que Cy.
* a3 5 = 2: (3 € levemente mais importante que Cs.
e ays1 = 4: C4 é fortemente mais importante que Cj.
; P q
* asp = %: C4 é moderadamente menos importante que C,.
* as3 = %: C4 ¢é levemente menos importante que Cs.
* ass5 = %: C4 é levemente menos importante que Cs.
* as1 = 3: C5 é moderadamente mais importante que Cj.
3:C derad t portante que C
*as)= %: Cs é levemente menos importante que C,.
* as3 = %: Cs é levemente menos importante que Cs.

* as4 = 2: C5 € levemente mais importante que Cy.

Os elementos na diagonal principal (a;; = 1) indicam a comparagao de um critério com ele

mesmo, que resulta sempre em importancia igual.

Matrizes de Comparacao entre Alternativas por Critério

Critério 1: Custo

Tabela 3 — Comparacao das alternativas segundo o critério Custo

Al A2 A3

Al 1 3 4
A2 1/3 1 2
A3 1/4 172 1

A interpretac@o de cada elemento da matriz € a seguinte: cada elemento a;; da matriz
representa a avaliagdo do quao mais custosa € a alternativa A; em relagdo a alternativa A ; segundo

o critério C; (Custo). Desse modo:
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* ajp = 3: O Laboratério de Informatica (A;) € 3 vezes mais custoso do que o Laboratério
Escolar (A»).

* a3 =4: O A é 4 vezes mais custoso do que o Espaco Maker (Aj3).
s ay = %: O A; é menos custoso que 0 A (especificamente, 3 vezes menos custoso).

* azp = %: O Az € 2 vezes menos custoso que o Aj.

Os elementos da diagonal sdo iguais a 1, pois cada alternativa comparada com ela mesma tem

importancia igual.

Critério 2: Conhecimento individual

Tabela 4 — Comparacao das alternativas segundo o critério Conhecimento individual

Al A2 A3
Al 1 122 173
A2 2 1 12
A3 3 2 1

A interpretagdo de cada elemento da matriz € a seguinte:

* aypp = %: Aq (Laboratorio de Informatica) é levemente menos favoravel ao desenvolvimento

do conhecimento individual do que A, (Laboratério Escolar).

°* a3 = %: A (Laboratério de Informatica) € moderadamente menos favoravel ao desenvol-

vimento do conhecimento individual do que A3 (Espaco Maker).

* ay; = 2: A, (Laboratério Escolar) é duas vezes mais favoravel ao desenvolvimento do

conhecimento individual do que A (Laboratério de Informatica).

* ay3 = %: A, (Laboratorio Escolar) € levemente menos favoravel ao conhecimento individual

do que Az (Espaco Maker).

* a3 = 3: A3 (Espaco Maker) é trés vezes mais favordvel ao desenvolvimento do conheci-

mento individual do que A (Laboratério de Informética).

* a3y = 2: Az (Espagco Maker) é duas vezes mais favordvel ao desenvolvimento do conheci-

mento individual do que A, (Laboratério Escolar).

Observacdo: os elementos da diagonal sdo 1, pois cada alternativa comparada consigo mesma

tem importancia igual.
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Critério 3: Conhecimento coletivo

Tabela 5 — Comparacdo das alternativas segundo o critério Conhecimento coletivo

Al A2 A3

Al 1 173 144
A2 3 1 2
A3 4 172 1

A interpretacdo de cada elemento da matriz € a seguinte:

* app = %: O Laboratoério de Informatica (A;) ¢ moderadamente menos favoravel ao desen-

volvimento do conhecimento coletivo do que o Laboratdrio Escolar (Aj).

* a3 = %: O Laboratério de Informatica (A) é fortemente menos favoravel ao desenvolvi-

mento do conhecimento coletivo do que o Espaco Maker (A3).

* ap1 = 3: O Laboratdrio Escolar (A;) € moderadamente mais favoravel ao desenvolvimento

do conhecimento coletivo do que o Laboratério de Informética (Ay).

* ap3 = 2: O Laboratdrio Escolar (4;) € levemente mais favoravel ao desenvolvimento do

conhecimento coletivo do que o Espaco Maker (A3).

* a3 = 4: O Espaco Maker (A3) é fortemente mais favordvel ao desenvolvimento do conhe-

cimento coletivo do que o Laboratério de Informatica (Ay).

* a3y = %: O Espaco Maker (A3) € levemente menos favordvel ao desenvolvimento do

conhecimento coletivo do que o Laboratério Escolar (A).

Os elementos da diagonal principal sao iguais a 1, pois cada alternativa € igualmente

importante quando comparada com ela mesma.

Critério 4: Aprofundamento de contetidos

Tabela 6 — Comparacdo das alternativas segundo o critério Aprofundamento de contetidos

Al A2 A3
Al 1 19 1/9
A2 9 1 12
A3 9 2 1

A interpretagdo de cada elemento da matriz é a seguinte:

* app = %:O Laboratério de Informatica (A) € extremamente menos adequada que o Labo-

ratério Escolar (Ap).
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* a3 = %: O Laboratério de Informatica (A;) é extremamente menos adequada que o Espaco
Maker (A3).

* ap1 = 9: O Laboratério Escolar (A,) € extremamente mais adequada que o Laboratério de

Informatica (A1).

e Az = %: O Laboratério Escolar (A;) € ligeiramente menos adequada que o Espaco Maker
(A3).

* Az = 9: O Espaco Maker (A3z) é extremamente mais adequada que o Laboratério de

Informatica (A1).

* A3 =2: O Espaco Maker (A3) é duas vezes mais adequada que o Laboratério Escolar
(A2).

Os elementos da diagonal principal s@o iguais a 1, pois cada alternativa é igualmente

importante quando comparada com ela mesma.

Critério 5: Apoio profissional

Tabela 7 — Comparacio das alternativas segundo o critério Apoio profissional

Al A2 A3

Al 1 12 14
A2 2 1 173
A3 4 3 1

A interpretacdo de cada elemento da matriz € a seguinte:

* aypp= %: A1 (Laboratorio de Informaética) € um pouco menos adequado que A, (Laboratdrio

Escolar).

* a3 = %: A1 (Laboratério de Informaética) € consideravelmente menos adequado que A3
(Espaco Maker).

* ap; = 2: A, (Laboratério Escolar) é duas vezes mais adequado que A; (Laboratério de

Informatica).
* ay; = %: A, (Laboratério Escolar) é menos adequado que A3 (Espaco Maker).

* a3 = 4: A3 (Espaco Maker) € quatro vezes mais adequado que A; (Laboratério de Infor-

matica).

* a3y = 3: A3 (Espagco Maker) € trés vezes mais adequado que A, (Laboratério Escolar).
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Os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1, pois cada alternativa € igualmente

importante quando comparada com ela mesma.

A partir dessas matrizes construidas, calcula-se a seguir o vetor de prioridades (ou pesos

relativos) de cada elemento comparado, através da expressao

Ake
el Ake

para obter uma aproximacgao do autovetor dominante normalizado. Uma vez encontrado o vetor

peso, podemos encontrar o valor de A,,,, ¢ assim medir o nivel de consisténcia da matriz. Entdo:

4.2.0.1 Matriz de Comparacao dos Critérios

Calculo para encontrar o vetor peso

Considere a matriz de comparacgao dos

que obtevemos na se¢do anterior.

>
I
W N W =

Através dos cdlculos pode-se obter:

_ Ale
W1 = orate, =
_ Ate _
W4 - eTAe -
_ Ale _
w7 = eTAe —

[0.07056 |
0.32117
0.21898
0.18491
0.20438 |
[0.07756 |
0.35208
0.23264
0.14801

0.18972] |
[0.07735
0.35213
0.23292
0.14774

0.18986|

_ A’ _
W2 - eTAe -
_ Ae _
WS - eTAe -
_ Ale _
wg = eTAe —

N = N W R
NN W=

—_ Nl—

WI— W= Nl — = W—
RI= D= = N RI—

[0.07330]
0.35318
0.23723
0.14349

10.19280 |

[0.07732]
0.35204
0.23286
0.14784

0.18993 |

[0.07735]
0.35212
0.23291
0.14775

0.18987 |

critérios , positiva, reciproca mas inconsistente

4.1)

[0.07775]
0.35358
ws = 4% = 1023303

0.14598
0.18876 |
[0.07733 ]
0.35213
we = 4°¢ = {0.23293

0.14773
0.18987 |
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O vetor peso, apds 8 iteragdes até quatro casas decimais, ja apresenta convergéncia. O

vetor peso final (normalizado) € aproximadamente:

[0.07735
0.35212
w= [0.23291
0.14775
0.18987 |

Conclusao:

Peso do critério 2 > peso do critério 3 > peso do critério 5 > peso do critério 4 > peso do critério
1.

Calculo do Autovalor Maximo

O autovalor associado ao vetor peso € calculado através da formula

Aw = Anuge-w

onde w € o vetor de pesos. Lembremos que provamos que desta igualdade ao igualar

componente a componente obtemos

Amax = A parai=1,2,3,4,5.

Wi

Da nossa matriz temos:

A 2 :
At _ ¥ 02— 531876
w1 j=1 w1
AW) _ 531915
wo
(AW)s _ 531906
w3
(AW)a _ 531001
Wyq
(A)s _ 5 31909
Ws

Podemos entdo tomar A, = 5,319

Calculo do Indice de Consisténcia (CI)
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Amax —n 531909 5

Cl = =
n—1 4

=0.07977

Cilculo do Indice de Razio de Consisténcia (CR)

O indice aleatério (RI) paran =5 é: (veja Tabela 1)

RI=1.12
Logo,
CR = g = 0.07977 =0.07123
RI 1.12

Conclusao

Como CR < 0.10, a matriz de comparagdo € considerada aceitdvel (quase consistente)

segundo o0 método AHP. De modo similar, veremos para as outras matrizes.

4.2.0.2 Matriz de Comparacao entre Alternativas pelo Critério 1

Calculo para encontrar o vetor peso Considere

1 3 4
A= 12 (4.2)
b
Através dos célculos pode-se obter:

0.61146 0.62630 0.62509
wi = e — 025478 wy = A€ — 1023800 wy= A4 = 1023839
0.13376 0.13570 0.13652

0.62500 0.62501

wy = A€ = 10.23849 ws = A€ = 1023849

0.13650 0.13650

O vetor peso tende a convergir apos 5 iteracdes. O vetor peso final (normalizado) é

aproximadamente:

0.62501
w= 10.23849
0.13650

Conclusao: Alternativa 1 > Alternativa 2 > Alternativa 3 em relagdo ao critério 1.

Calculo do Autovalor Maximo
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Lembremos que o autovalor associado ao vetor peso pode ser calculado através da

férmula

Aw = A w

onde w € o vetor de pesos. Lembremos que provamos que desta igualdade ao igualar componente

a componente obtemos
Amax = % parai=1,2,3.

Da nossa matriz temos:

A : :
A1 _ ¥ 0 301832
w1 j=1 wi
(AW)2 _ 3 01827
wa
A
(A)s _ 3 01830
w3

Podemos entdo tomar A, = 3.01829

Calculo do Indice de Consisténcia (CI)

Amax —n _ 3.01829 —3

= =0.0091
— > 0.00915

Cl =

Cilculo do Indice de Razdo de Consisténcia (CR)

O indice aleatério (RI) paran = 3 é: (veja Tabela 1)

RI =0.58

I 0.00915
CR—C = 0598 ~(0.01577

==
Conclusao

Como CR < 0.10, a matriz tem inconsistencia aceitdvel segundo o método AHP.
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4.2.0.3 Matriz de Comparacio entre Alternativas pelo Critério 2

Calculo para encontrar o vetor peso Considere

p b
2
A= 2 (4.3)
2 1
2
3 2 1
Através dos célculos pode-se obter:
0.16176 0.16302 0.16343
_ Ale _ _ Al _ _ Ale _
w1 = a1, = [0.30882 wy = ‘15 = [0.29684 w3 =45 = 10.29693
0.52941 0.54015 0.53964
0.16343 0.16342
_ A% _ _ Ade _
wy = 25 = 10.29696 ws = 2% = 0.29696
0.53961 0.53961

O vetor peso tende a convergir apos 5 iteracdes. O vetor peso final (normalizado) é

aproximadamente:

0.16342
w=10.29696
0.53961

Conclusdo: Alternativa 3 > Alternativa 2 > Alternativa 1 em relagcdo ao critério 2.
Calculo do Autovalor Maximo

O autovalor associado ao vetor peso com € calculado através da férmula

Aw = Apar-w

onde w € o vetor de pesos. Lembremos que provamos que desta igualdade ao igualar componente

a componente obtemos

Aomax = (ATV:)" parai=1,2,3.
Da nossa matriz temos:
A : -
A1 _ ¥ ), — 53,0094
wi j=1 wi
A
(Aw)2 _ 3 60918
wp
A
(AW)s _ 3 00919

w3
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Podemos entdo tomar A,,,, = 3.00920

Calculo do Indice de Consisténcia (CI)

Amax —n _ 3.00920 —3
n—1 2

Cl = = 0.00460

Cilculo do Indice de Razio de Consisténcia (CR)

O indice aleatério (RI) paran = 3 é: (veja Tabela 1 )

RI =0.58
CI  0.00460
'R=— = ~ U.
C 7l 058 0.00793

Conclusao

Como CR < 0.10, a matriz tem inconsisténcia aceitdvel segundo o método AHP.

4.2.0.4 Matriz de Comparacio entre Alternativas pelo Critério 3

w1 =

Calculo para encontrar o vetor peso Considere

p 11
3 4
A=1(31 2 (4.4)
1
451
Através dos célculos pode-se obter:
0.12102 0.11936 0.12459
% = 10.45860 Wy = % = 10.52357 w3 = % = 10.51892
0.42038 0.35707 0.35649
[0.12447 0.12429
= 4%¢ — 10.51685 ws = 4¢ = 10.51708
0.35868 | 0.35863
[0.12430]
= A = 10.51715
0.35855 ]
0.12431

wy =A% = 10.51714
0.35856
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O vetor peso tende a convergir apds 7 iteracdes. O vetor peso final (normalizado) é

aproximadamente:

0.12431
w= 1051714
0.35856

Conclusdo: Alternativa 2 > Alternativa 3 > Alternativa 1 em relacao ao critério 3.

Calculo do Autovalor Maximo

O autovalor associado ao vetor peso com € calculado através da férmula

Aw = Aae-w

onde w € o vetor de pesos. Lembremos que provamos que desta igualdade ao igualar componente

a componente obtemos

Aonax = (AT@ parai=1,2,3.
Da nossa matriz temos:
A : -
A1 _ ¥4, — 310780
w1 j=1 wi
A
(Aw)2 _ 3 10784
wa
A
(Aw)s _ 3 10790
w3

Podemos entdo tomar A, = 3.10785

Calculo do Indice de Consisténcia (CI)

Amax —n_ 3.10785 3

= =0. 2
p— 7 0.0539

Cl =

Calculo do Indice de Razio de Consisténcia (CR)

O indice aleatério (RI) paran = 3 é: (veja Tabela 1)

RI =0.58

I 0.05392

= = ~ 0.092
RI 0.58 0.09297

CR
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Conclusao

Como CR < 0.10, a matriz tem inconsisténcia aceitdvel segundo o método AHP.

4.2.0.5 Matriz de Comparacio entre Alternativas pelo Critério 4

Calculo para encontrar o vetor peso Considere

1
15 -
A=1|1 i (4.5)
5 4
341
Através dos célculos pode-se obter:
0,05152 0,04948 0,05136
wi = Ae = 10,44262 wy = A€ = 10,36558 wy=4¢ = 10,36537
0,50585 0,58493 0,58327
0,05136 0,05133 0,05133
wy = A¢ = 10,36669 ws = 4¢ = [0,36667 we = 4°¢ = |0,36665
4_eTAe_ 9 S_ETA‘)'_ 9 6_eTAe_ 9
0,58195 0,58200 0,58202
0,05133
_ Ale _
wy = 4£ = 10,36665
0,58202

O vetor peso tende a convergir apds 7 iteragdes. O vetor peso final (normalizado) é
aproximadamente:

0,05133
w=10,36665
0,58202

Conclusdo: Alternativa 3 > Alternativa 2 > Alternativa 1 em relacao ao critério 4.

Calculo do Autovalor Maximo

O autovalor associado ao vetor peso com € calculado através da férmula

Aw = Apae-w

Aava 2 (0 para i = 1,2,3 = A ~3,05362
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Calculo do Indice de Consisténcia (CI)

Amax — 1 ~3,05362 -3
n—1 2

Cl = =0,02681

Cilculo do Indice de Razio de Consisténcia (CR)

O indice aleatorio (RI) paran =3 é:

RI =0.58
CI  0,02681
R=—=- ~ 0,04623
c RI 0,58 ’

Conclusao

Como CR < 0,10, a matriz apresenta um nivel aceitdvel de inconsisténcia para a tomada

de decisdo segundo o método AHP.

4.2.0.6 Matriz de Comparacio entre Alternativas pelo Critério 5

Calculo para encontrar o vetor peso Considere

1 1
1 - =
29
A=15 1 2 (4.6)
3
4 3 1
Através dos célculos pode-se obter:
0,13376 0,13570 0,13652
_ Ale _ A% _ _ Ae _
wi = 3, = [0,25478 wy = ‘e = [0,23800 w3 = ‘7 = [0,23839
0,61146 0,62630 0,62509
0, 13650 0, 13650
_ Ae _ _ Ade _
wy = 75 = |0,23849 ws = -z = |0,23849
0,62500 0,62501

O vetor peso tende a convergir apos 5 iteracdes. O vetor peso final (normalizado) é
aproximadamente:
0,13650
w= 10,23849
0,62501
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Conclusao: Alternativa 3 > Alternativa 2 > Alternativa 1 em relacao ao critério 5.

Calculo do Autovalor Maximo

O autovalor associado ao vetor peso com ¢ calculado através da formula

Aw = Aoy w
Aana 2 2 para i = 1,2,3 = Amax ~3,01829
Calculo do Indice de Consisténcia (CI)

—n 3018293
cp = tmn=n 3, —0,00915
n—1 2

Célculo do Indice de Razio de Consisténcia (CR)

O indice aleatério (RI) paran =3 é:

RI =0.58
CcI  0,00915
CR = Rl W =0,01577

Conclusao

Como CR < 0,10, a matriz apresenta um nivel aceitavel de inconsisténcia para a tomada

de decisdo segundo o método AHP.

Caculo do Vetor Peso Final

ApOs obter os vetores peso dos critérios e os vetores peso das alternativas com relacio a

cada critério, podemos calcular o vetor peso final (ou ranking global das alternativas) por meio

do seguinte procedimento:

Denotamos por w¢ o vetor de pesos dos critérios:

C1
(&) 5
we= |e3| com Y ci=1
i=1
Cq
[ €5
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Denotamos por W4 a matriz que contém os pesos das alternativas com relacao a cada

critério. Cada linha representa uma alternativa, e cada coluna representa um critério:

b1 bia b1z bia bis
Wa= |ba1 by byz by bys
b31 b3y b33 b3s bss

onde b;; € o peso da alternativa i com relag@o ao critério j.

Multiplicamos a matriz Wy pelo vetor w¢:

Weinal = Wa - wc

O vetor wgp, representa o ranking global das alternativas com base em todos os critérios

considerados.

Assim, substituindo os valores temos:

[0.07735]
0.35212
we = [0.23291
0.14775
0.18987 |

0.62501 0.16342 0.12431 0,05133 0,13650
Wy = 10.23849 0.29696 0.51714 0,36665 0,23849
0.13650 0.53961 0.35856 0,58202 0,62501

obtemos:
Whinal = Wa -we
0,16834
Weinal = |0,34291
0,48874
Conclusao

O vetor peso final indica a prioridade global de cada alternativa:
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e Alternativa 1 (Laboratério de Informatica): 16,83 %
* Alternativa 2 (Laboratorio Escolar): 34,29 %

* Alternativa 3 (Espago Maker): 48,87 %

Portanto, esses valores mostram o nivel de atendimento de cada alternativa aos critérios
definidos no estudo. Assim, se for necessario escolher apenas um dos trés espacos para receber
investimentos, equipamentos ou ser utilizado como sala de recursos, o Espaco Maker se destaca
como a op¢ao mais alinhada as necessidades pedagdgicas segundo o método AHP, oferecendo

uma base objetiva para a tomada de decisdo da gestdo escolar.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foi possivel evidenciar a importancia de matrizes, autovalores e autove-
tores, e o Teorema de Perron como fundamento matematico essencial para a aplicacdo correta
do Método de Andlise Hierdrquica (AHP). Este teorema garante a existéncia e unicidade de um
autovetor dominante associado a matriz de comparacdes pareadas, fornecendo base tedrica para
a obtencao dos vetores de prioridade que sustentam as decisdes multicritério.

A utilizagdo do método AHP mostrou-se eficaz para a estruturacio, quantificacao e hierarquiza-
¢do de critérios subjetivos em um problema real de tomada de decisdo no contexto educacional.
Ao definir critérios relevantes — como custo, constru¢do do conhecimento individual e coletivo,
aproveitamento do professor e apoio profissional — e compara-los de forma sistematica, foi
possivel garantir coeréncia logica, transparéncia e racionalidade no processo decisorio.

A aplicagdo pratica do AHP permitiu resolver o problema de escolher, entre diferentes alter-
nativas e dentro das consideracdes tomadas pelo decisor, qual seria a melhor sala de recurso
a ser desenvolvida em um espaco escolar, com foco no beneficio dos alunos. Os resultados
apontaram a alternativa mais adequada, considerando todos os critérios previamente definidos, o
que demonstra o potencial do método como uma ferramenta de suporte a decisdo em ambientes
escolares e educacionais.

Portanto, o AHP aliado ao Teorema de Perron proporciona uma metodologia robusta, confidvel e
justificdvel para decisdes complexas, especialmente em contextos onde multiplos fatores devem
ser considerados de maneira integrada e ponderada. A contribuicao deste trabalho, portanto,
estd na aplicagdo pratica da teoria matematica para promover decisdes mais justas, eficazes e

embasadas em evidéncias quantitativas e qualitativas.
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