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“A Modelagem Matematica é o con-
junto de procedimentos cujo objetivo
€ construir um paralelo para tentar
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menos presentes no cotidiano do ser
humano, ajundando-o a fazer predicoes
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RESUMO

Nesta dissertacdo, a Modelagem Matematica foi apresentada como uma proposta
alternativa de ensino para conteidos mateméaticos do Ensino Médio, com o objetivo de
possibilitar ao aluno o protagonismo no processo de ensino e aprendizagem. Foram feitas
breves consideracdes histdricas, além de apresentadas algumas possibilidades de utilizar a
modelagem em sala de aula, discriminando concepcoes e estratégias de pesquisadores da
Educagdo Matematica. A revisdo literaria sobre a modelagem evidencia sua importancia
como recurso no ensino da Matemadtica, pois permite aos estudantes aprender contetidos
matematicos a partir de fendmenos e problemas reais. A teoria do ajuste de curvas foi
abordada, utilizando o método dos Minimos Quadrados no estudo das fun¢des polinomi-
ais e exponenciais, com €nfase na constru¢do de modelos lineares simples, polinomiais,
exponenciais e logisticos, sendo este ultimo desenvolvido por meio do método de Ford-
Walford. Além disso, foram sugeridas duas atividades em que os alunos poderdo aplicar
o ajuste de curva na constru¢do de modelos matemadticos, reconhecendo a importancia
da Matematica como meio para levantar hipdteses a partir de sua experiéncia e vivéncia,

além de interagir com problemas reais e sociais.

Palavras-chave: Modelagem Matematica; Ajuste de Curvas; Método dos Minimos Qua-

drados; Modelos Matematicos.
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ABSTRACT

In this dissertation, Mathematical Modeling was presented as an alternative tea-
ching proposal for mathematical content in high school, with the aim of enabling students
to take a leading role in the teaching and learning process. Brief historical considerations
were made, in addition to presenting some possibilities for using modeling in the class-
room, discriminating concepts and strategies of Mathematics Education researchers. The
literary review on modeling highlights its importance as a resource in teaching Mathe-
matics, as it allows students to learn mathematical content based on real phenomena and
problems. The theory of curve fitting was addressed, using the Least Squares method in
the study of polynomial and exponential functions, with an emphasis on the construction
of simple linear, polynomial, exponential and logistic models, the latter being developed
using the Ford-Walford method . Furthermore, two activities were suggested in which
students can apply curve adjustment in the construction of mathematical models, recog-
nizing the importance of Mathematics as a means of raising hypotheses based on their
experience and experience, in addition to interacting with real and social problems.
Keywords: Mathematical Modeling; Curve Fitting; Least Squares Method; Mathemati-
cal Models.
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1 INTRODUCAO.

Um dos questionamentos frequentemente dirigidos aos professores e profissionais
da drea de ensino da Matemdtica é: “por que e como ensinar Matemdtica?” E importante
que essa reflexdo seja feita em todos os niveis do ensino-aprendizagem. No préprio con-
texto da atividade de ensino, tanto no ensino fundamental quanto no médio, o porqué de
se ensinar Matemaética deve ser questionado. Infortunadamente, ainda hoje, essa disci-
plina € vista como uma das mais complexas, e, na maioria das vezes, os alunos ndo se
sentem motivados ou estimulados a aprender. Isso ocorre, em grande parte, porque os
conteddos sdo, predominantemente, ministrados com técnicas tradicionais, baseadas na
memorizagdo e repeticdo de exercicios, distantes de aplicacdes em situacdes e problemas

reais.

A Modelagem Matemitica, segundo Bassanezi (2002), pode ser considerada tanto
como um método cientifico de pesquisa quanto uma estratégia de ensino-aprendizagem.
Ela consiste na “arte de transformar problemas da realidade em problemas matemaéticos e
resolvé-los, interpretando suas solucdes na linguagem do mundo real”. Essa abordagem

apresenta-se como uma possibilidade no ensino dos conteidos matematicos.

Nesse cendrio, alinhados as novas propostas curriculares, que destacam a im-
portancia da contextualizacdo e da interdisciplinaridade no ensino de Matematica para
promover o protagonismo estudantil, buscamos apresentar a Modelagem Matemitica, por
meio do Ajuste de Curva, como um método de ensino sui generis, atraente e repleto de

significados para os alunos.

A vista disso, apresentamos, por meio de exemplos e representagdes matematicas,
a utilizacdo da Modelagem Matematica ao longo da histéria da humanidade para abordar
e resolver problemas, utilizando modelos ilustrativos ou férmulas analiticas. Sugerimos
que os problemas reais sejam um ponto de partida para uma aprendizagem significativa
de Matematica, pois o processo de construcdo das hipdteses e solugdes potencializa a
participacao dos alunos, especialmente quando estes sdo instigados a testar e generalizar

as solucoes encontradas.

Confeccionamos um breve histérico da Modelagem Matematica nas escolas bra-

sileiras, no qual relatamos as experiéncias iniciais e os precursores desse método, além de
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discorrermos sobre algumas concepgdes acerca da modelagem e de como praticd-la em
sala de aula. E crucial mencionar que nio estamos preocupados em determinar qual é a
melhor abordagem, mas sim em indicar possibilidades aos professores, para que a ma-
tematica seja abordada de forma conectada com a realidade do aluno e integrada a outras

possibilidades de conhecimento.

Também descrevemos a teoria referente ao ajuste de curvas, enfatizando os tipos
de ajuste e as aplica¢des do método dos Minimos Quadrados em uma abordagem sobre as
fungdes polinomiais e exponenciais. Apresentamos situacdes e exemplos que possibilitam
ao aluno sugerir e resolver problemas reais utilizando diversos recursos matematicos, re-
lacionados a conteudos do Ensino Médio, como: sistemas lineares e matriciais, matrizes,

determinantes, estatistica basica, logaritmos, entre outros.

Ademais, apresentamos uma proposta de atividade utilizando a modelagem ma-
tematica em um cendrio integrado e interdisciplinar, no qual é necessario o uso de diversas
ferramentas e procedimentos, tais como: coleta de dados, interpretacdo de informagdes,
uso de recursos tecnoldgicos e condi¢des suficientes para solucionar as questdes impostas
pelo problema proposto: a evolugdo populacional de um municipio. Em nossa proposta,
desenvolvemos os passos e procedimentos, utilizando como referéncia as projecoes da
populagdo de Tedfilo Otoni — MG, disponibilizadas pelo Instituto Brasileiro de Geografia
e Estatistica - IBGE (PROJECOES, 2024) . Esse tema, além de proporcionar aos alunos
experiéncias durante a constru¢ao dos modelos, também os coloca na posi¢ao de verificar
os resultados encontrados e discutir, de forma critica, as possibilidades de aplica-los para

indicar projegdes futuras relacionadas a dindmica populacional da sua cidade.

Com o intuito de apresentar o primeiro modelo que utilizou a matemadtica para
estabelecer um modelo de crescimento de uma populacdo humana, propomos como ativi-
dade a obten¢do dos modelos referentes a dinamica populacional do estado de origem do
estudante, utilizando os Modelos de Malthus e as informagdes dos censos demograficos
do estado de Minas Gerais nos procedimentos. A sugestdo dessa atividade justifica-se
pelo fato de reforgar o estudo da fung¢do exponencial, por ser uma maneira interessante
de introduzir o estudo dos logaritmos e por intensificar os ensinamentos da atividade do

capitulo quatro, especialmente na interpretacao e aplicagao dos modelos obtidos.
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Enfim, no tultimo capitulo, apresentamos breves observagdes sobre as propostas de
atividades sugeridas e refletimos acerca do papel integrador da Modelagem Matematica
entre a pesquisa e o ensino, além de discutir como ela pode ser uma possibilidade de
consolidar conceitos e conteudos mateméticos por meio de problemas reais relacionados

aos alunos.



2 MODELAGEM MATEMATICA

2.1 Um pouco de Modelagem Matematica ao longo da Historia

Pensar na Modelagem Matemadtica como algo incipiente €, de fato, incorreto e
incoerente. Sao comuns situacdes, ilustradas em livros e artigos sobre a Historia da Ma-
temadtica, que nos remetem a inimeros problemas reais, cujas solucdes exigem o uso de
procedimentos e ferramentas matemadticas. Existem relatos de situagdes cotidianas, desde
tempos remotos, em que claramente se identifica um problema e sugere-se uma aborda-
gem matematica para soluciond-lo.

No século V a.C., por exemplo, os egipcios, segundo o grego Herédoto, usavam con-
ceitos de geometria plana para que, apds as enchentes do rio Nilo, os agrimensores
determinassem a redu¢do sofrida pelo terreno, passando o proprietdrio a pagar um tri-
buto proporcional ao que restara.(SILVEIRA; FERREIRA; SILVA, 2013, p.2876).

Segundo Silveira, Pereira e Andrade (2013, p. 2876), muitos sdo os pesquisa-
dores que associam a evolu¢ao da Modelagem Matematica a propria Histéria da Ma-
tematica. Nessa perspectiva, Biembengut e Hein afirmam que “a modelagem € tdo an-
tiga quanto a propria matematica, surgindo de aplicacdes na rotina didria dos povos anti-
gos”’(Biembengut; Hein, 2003, p. 8). Para endossar essa afirmacdo, os autores Silveira,
Pereira e Andrade (2013, p. 2876-2878) apresentam trés episodios da Histéria da Ma-
tematica nos quais se identifica com facilidade a utilizacdo da Modelagem Matematica

como ferramenta para resolver uma situagao-problema.

(I) Arquimedes e a coroa do rei Hieron: nesse episddio, segundo o engenheiro e
arquiteto romano Marcus Vitravio (século I a.C.), Arquimedes, para atender ao desejo do
rei Hieron de colocar no templo uma coroa de ouro como oferta aos deuses, solucionou um
erro do ourives que misturou ouro e prata na confec¢cdo da coroa, utilizando um modelo

matematico.

(I) O modelo planetario de Claudio Ptolomeu: o modelo geocéntrico do sistema
planetério, apresentado por Ptolomeu no século II d.C., ¢ um exemplo de modelo ma-
temdtico que prevaleceu na astronomia por quatorze séculos, até ser refutado por Nicolau

Copérnico (1473-1543) e seus sucessores.

A Figura 2.1 a seguir ilustra o modelo planetario de Claudio Ptolomeu.



Figura 2.1: Sistema Planetdrio de Ptolomeu.

Deferente de Marte

Fonte: SILVEIRA; PEREIRA; ANDRADE (2013, p. 2877).

(IIT) Euler e as Pontes de Konigsberg: em Konigsberg, na Prassia (atualmente Ka-
liningrado, na Riussia), os habitantes, durante seus passeios pelas ruas, tentavam atravessar

as sete pontes que ligavam o Rio Pregel a cidade.

Figura 2.2: O esquema de pontes da cidade de Konigsberg no século XVIII.

Fonte: SILVEIRA; PEREIRA; ANDRADE (2013, p. 2878).

Um enigma local perguntava se era possivel fazer um passeio em Konigsberg,
partindo de qualquer regido, de modo que cada ponte fosse atravessada uma vez e somente

uma vez até o retorno ao ponto de partida. Leonhard Euler (1707-1783) foi o grande
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matematico que resolveu esse enigma em 1736, apresentando a solu¢do a Academia de
Ciéncias Russa de Sao Petersburgo com rigor matematico. Usando defini¢des, postulados
e teoremas, Euler demonstrou que tal passeio era impossivel e, com isso, langou as bases
da Teoria dos Grafos, um campo da matematica dedicado ao estudo das relacdes entre
elementos em um conjunto especifico.

Figura 2.3: O Modelo Matematico das pontes de Konigsberg.

A 1
L
2 3 T
B D
6
4 5 g
C ——/7;_//

Fonte: SILVEIRA; PEREIRA; ANDRADE (2013, p. 2878).

Nos exemplos supramencionados, percebe-se facilmente que a modelagem ma-
tematica tem como objetivo central matematizar uma situacdo ou um problema proposto,
criando um modelo que, em alguns casos, aparentemente ndao ¢ matemético. Contudo,
acreditar que o matemdtico busca, de maneira cientifica, representar o problema apenas
por meio de uma linguagem e expressoes matematicas € uma visdo ingénua da realidade,
que contraria o “uso” da matemética no processo.

O objetivo fundamental do “uso” de matematica € de fato extrair a parte essencial da
situagdo-problema e formaliza-la em um contexto abstrato onde o pensamento possa
ser absorvido com uma extraordindria economia de linguagem. Desta forma, a ma-
temdtica pode ser vista como um instrumento intelectual capaz de sintetizar ideias
concebidas em situacdes empiricas que estdo quase sempre camufladas num emara-
nhado de varidveis de menor importancia.(BASSANEZI, 2002, p.18).

Assim como Euler fez com o Problema das Pontes de Konigsberg ao modelar a
situacdo-problema e generaliza-la, dando inicio a Teoria dos Grafos, qualquer processo
de modelagem matemdtica de cunho cientifico deve vir acompanhado de anélises e de um
conjunto de tentativas no sentido de generalizar a situagdo-problema, levantar os proce-
dimentos e as estruturas matematicas que, possivelmente, estdo inseridos na concep¢ao e

resolucao do problema.
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Nesse cendrio, a Modelagem Matematica se revela como uma ferramenta vigo-
rosa em todas as ciéncias, cujo carater interdisciplinar relaciona a matematica com outras
areas do conhecimento humano, atendendo as tendéncias pedagdgicas atuais e as novas
reformas curriculares para o Ensino da Matemdtica. Esse carater interdisciplinar e con-
textualizado da Modelagem Matematica estd inserido na corrente de pensamento denomi-
nada estruturalismo e integra um conjunto de fatores que contribuiu para o surgimento da
Matematica Aplicada. A Matemdtica Aplicada ndo é “uma matemadtica inferior, em que
os problemas sao abordados com técnicas modestas ou métodos computacionais que des-
valorizam esta ciéncia”(Bassanezi, 2002, p. 15). Ao contrério, Bassanezi (2002) acredita
que a Matemadtica Aplicada, com seus estimulos e interesses oriundos do “mundo real”,
€ o caminho para que o individuo passe a gostar mais de Matemdtica. Nesse sentido,

Silveira, Pereira e Andrade (2013) afirmam que, na Matemdtica Aplicada

0s matematicos emprestam sua capacidade de generalizacdo para a criacdo de mode-
los que possam explicar fendmenos aparentemente ndo matematicos. Assim, uma vez
que as estruturas sao identificadas, destacamos as vantagens do uso de modelos sus-
tentados por alguma teoria matematica: informacdes novas sobre a situacio problema;
previsdes e projecdes; estratégias; economia, ja que situa¢des diferentes podem admi-
tir um mesmo modelo.(SILVEIRA; FERREIRA; SILVA, 2013, p.2879)

Como se pode perceber, o ideario da Modelagem Matematica se manifesta em
diversos momentos da Histéria da Matematica. No entanto, segundo Silveira, Pereira
e Andrade (2013, p. 2879), “a expressdo, em seu conceito moderno, surgiu durante o
Renascimento, especialmente apds Galileu Galilei (1564-1642) criar o novo método ci-
entifico, combinando experimentacdo e teorizacdo matemdtica”. Nesse contexto, para
reforcar a ideia de que a compreensao da concep¢cao moderna da Modelagem Matemaética
surgiu nesse periodo, é pertinente reproduzir a observacio de Maria Angela Miorim em

N

seu livro Introdugdo a “Historia da Educacao Matematica™.

Com o inicio da ciéncia moderna, que combinou pela primeira vez os métodos experi-
mental e indutivo com a dedu¢do matemaética, ou seja, que rompeu a barreira existente
entre a tradicdo artesanal e a culta, entre a razdo e a experiéncia, que teria em Galileu
Galilei ( 1564- 1642) e em Isaac Newton ( 1642-1727) seus principais representan-
tes, as matematicas passaram a desempenhar um novo e importante papel: o
de ferramenta necessaria a explicacao dos fenomenos.(MIORIM, 1998, p.41-grifo
Nnosso).

Entdo, o marco inicial do processo de Modelagem Matematica € a Idade Moderna, em-

bora possamos identificd-lo de forma rudimentar nos periodos anteriores, quando o ho-

mem, movido por sua capacidade de pensar, questionar e criar, utilizava-se de processos
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investigativos e de procedimentos matemdticos para modelar o seu meio, buscando co-
nhecé-lo melhor e explord-lo de forma mais eficiente. E importante compreender que a
Modelagem Matematica € um processo essencial na constru¢ao da Matemaética, pois

na tentativa de representar fatos e fendmenos observados na realidade, por meio de
simbolos e relagdes que pudessem ser socialmente compartilhados, a humanidade foi,
aos poucos, criando seus modelos matemdticos, a0 mesmo tempo em que, forcava o
desenvolvimento da Matematica.(CHAVES; SANTO, 2008, p.154).

Nessa perspectiva, ao estudar a linha do tempo da evolu¢do da Matematica desde
a antiguidade até os dias atuais, é impossivel ndo identificar a presenga da Modelagem
Matematica na proposi¢ao de problemas e suas solucdes, contribuindo para a afirmacao
do método cientifico e para o desenvolvimento da Matematica como uma ciéncia capaz

de apresentar solugcdes para diversas situagdes, sejam elas de ordem pratica ou cientifica.

Um conceito ou ideia intrinsicamente associado a Modelagem Matematica, utili-
zado para apresentar solugdes de problemas tanto no campo prético quanto cientifico, é
a ideia de Modelo Matematico, que, de acordo com (FILHO, 2008, p.15), “vem sendo
amplamente usada por engenheiros, fisicos, estatisticos e economistas desde a década
de 1940, pelo menos”. Assim, no século XX, conforme apontado por Silveira, Pereira
e Andrade (2013), verifica-se “um crescente interesse dos matematicos profissionais na
Matematica Aplicada, e os modelos ganharam mais precisao e confiabilidade, tornando-se

essenciais nas estruturas das ciéncias ditas ndo exatas”.

Neste cendrio, em que € necessdrio expressar uma teoria cientifica por meio de
uma linguagem matematica para buscar o seu reconhecimento, a Modelagem Matematica
se apresentou e se consolidou como uma concepg¢ao na evolucdo substancial da prépria
Matematica, a fim de atender as demandas das diversas areas de pesquisa. Nesse contexto,
Bassanezi afirma que

pode-se dizer que as ciéncias naturais como Fisica, a Astrofisica e a Quimica ja
estejam hoje amplamente matematizadas em seus aspectos tedricos. As ciéncias
bioldgicas, apoiadas inicialmente nos paradigmas da Fisica e nas analogias conse-
quentes foram ficando cada vez mais matematizadas. Nesta drea a matemdtica tem
servido de base para modelar, por exemplo, os mecanismos que controlam a dindmica
de populagdes, a epidemiologia, a ecologia, a neurologia, a genética e 0s processos
fisiolégicos.(BASSANEZI, 2002, p.19).

Segundo Bassanezi (2002), “o advento dos computadores digitais favoreceu o
desenvolvimento e a aplicacdo da matemdtica em quase todos os campos do conhe-

cimento”, o que tem embasado estratégias de acdo nos meios comerciais, politicos e



10

econdmicos, utilizando a Modelagem Matematica como proposta importante nesses pro-

cessos estratégicos.

Dessa forma, cientes de que vivemos em um mundo dindmico, onde as informacdes
circulam instantaneamente e a Matemadtica € utilizada como método cientifico para desen-
volver e ampliar as pesquisas em diversas dreas do conhecimento, inclusive nas Ciéncias
Sociais, € justificavel conceber a Modelagem Matemadtica e seus processos como uma
estratégia no processo de ensino-aprendizagem. Além de colaborar na assimilacdo dos
conteddos da propria Matemadtica, ela proporcionard a formacao ampla dos estudantes,
desenvolvendo o senso critico, a consciéncia cidada e promovendo a condugdo de ativi-

dades em sala de aula em um ambiente construtivista e livre de amarras.

2.2 A Modelagem Matematica nas Salas de Aulas Brasileiras: Quatro Concepcoes e

Varias Possibilidades

Segundo Biembengut (2009), o debate sobre modelagem e suas aplicagdes na
Educagdao Matemadtica no cendrio internacional iniciou-se na década de 1960, com um
movimento chamado ’utilitarista’, que foi estabelecido como sendo a aplicacdo pratica
dos conhecimentos matematicos para a ciéncia e a sociedade. Esse movimento impulsio-
nou a formacdo de grupos e encontros de pesquisadores sobre modelagem, com destaque
para o Lausanne Symposium, em 1968, na Suica, cujo tema foi

como ensinar matemadtica de modo que seja ttil, com situagdes do cotidiano do estu-
dante e ndo aplicacdes ‘padronizadas’, mas que favorecessem a habilidade para mate-
matizar e modelar problemas e situagdes da realidade.(BIEMBENGUT, 2009, p.8).

Esse simpoésio, juntamente com outros dois realizados com o mesmo intuito na
Holanda e na Dinamarca, culminou na realizacdo do Congresso de Roskilde (Dinamarca)
em 1978, sobre o tema “Matemaética e Realidade”, que

contribuiu para a consolidacdo, em 1983, do Grupo Internacional de Modelagem Ma-
tematica e Aplicacdes — ICTMA - filiado ao ICMI, que além de fazer parte dos
grupos do Internacional Congress Mathematics Education — ICME, tem realizado
bi-anualmente o evento internacional conforme D’ Ambrosio [...]. (BIEMBENGUT,
2009, p.8).

Simultaneamente a esses movimentos educacionais, segundo Biembengut (2009),
influenciaram a aplicacdo da modelagem matematica na Educacdo Matematica Brasileira

e teve como principais referéncias e impulsionadores, pelos eventos e a¢des realizadas no
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final dos anos 1970 e inicio dos anos 1980, os professores e pesquisadores: Aristides Ca-
margos Barreto, Ubiratan D’ Ambrosio, Rodney Carlos Bassanezi, Jodao Frederico Mayer,
Marineuza Gazzetta e Eduardo Sebastiani. Nesse sentido, Biembengut (2009) afirma que

gracas a esses precursores, discussdes desde como se faz um modelo matemético e
como se ensina matemdatica a0 mesmo tempo permitiram emergir a linha de pesquisa
de modelagem matemadtica no ensino brasileiro.(BIEMBENGUT, 2009, p.8).

Neste periodo, a forma imparcial com que o processo de modelagem promove
a matematica e as diversas formas de constru¢do da ciéncia, ao apresentar uma situacao-
problema como estratégia para inserir contetidos em sala de aula, alinhou-se ao ideario so-
cioconstrutivista da época. Foi a partir dai que se iniciou a utilizacdo da Modelagem Ma-
temdtica como ferramenta de ensino-aprendizagem no contexto da Educacdo Matematica
no Brasil, o que gerou o surgimento de diversos procedimentos e concepcoes, revelando
quatro tendéncias de Modelagem Matemadtica no ensino. Que, sob o ponto de vista de
Silveira, Pereira e Andrade (2013, p. 2876), sdo:
I. Aspectos tedricos da Modelagem Matemadtica: em um primeiro momento, os arti-
gos apresentam uma preocupacao com o aprofundamento tedrico que contribua para a
aplicacao da Modelagdao Matematica.
II. Modelagem e pratica de sala de aula: aqui, sdo apresentadas as pesquisas de campo
tanto no Ensino Bésico quanto no Ensino Superior. E o momento em que as estratégias
sdo testadas.
III. Modelagem Matemadtica e as tendéncias da informacdo e da comunicacdo: nessa
tendéncia, os artigos defendem o uso da Modelagem Matemética por meio dos ambi-
entes virtuais de aprendizagem.
IV. Modelagem Matemética e formagdo de professores: A Modelacdo Matematica é apre-
sentada aqui como uma estratégia de ensino tanto para o educador quanto para o edu-

cando.

Nessa dire¢c@o, com o objetivo de apresentar aos professores e especialistas da drea
interessados em trabalhar com a modelagem em sala de aula, apresentaremos tendéncias
e concepgdes distintas acerca da Modelagem Matematica e suas aplicagcdes no processo
de ensino-aprendizagem da Matematica, com base no trabalho de quatro autores que de-
senvolveram estudos reconhecidos sobre Modelagem Matematica: Ademir Donizeti Cal-

deira, Maria Salett Biembengut, Jonei Cerqueira Barbosa e Dionisio Burak.
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Na compreensdo de Caldeira, a modelagem € pensada como advinda de projetos,
sem a preocupacao de produzir os conteidos colocados no curriculo, mas sem perder os
conceitos universais da matemdtica. Ao democratizar e flexibilizar os contetidos curricu-
lares, resguardando a essencialidade conceitual da matematica, na aplicagdo da modela-
gem, pode-se “oferecer aos professores e alunos um sistema de aprendizagem como uma
nova forma de entendimento das questdes educacionais da Matemética”(CALDEIRA,
2005, p.3). Portanto, para o autor, a Modelagem Matematica nos remete a um processo
dindmico da realidade, contrariando a estagnacao predominante dos curriculos escolares

atuais e assim

o contetdo deixa de ser totalmente previsivel dependendo da dire¢do tomada pelos
alunos na solug@o de problemas propostos e da capacidade do professor em direcionar
a discussdo. Portanto € flexivel e poderd ndo seguir rigorosamente a ordem em que
aparece nos livros-textos, como também pode aparecer algum contetido ndo progra-
mado para a série em que o professor estiver trabalhando.(CALDEIRA, 2004, p.4).

Assim, Caldeira compreende que o conhecimento matemaético € 'vivo’, dindmico
e que a Modelagem Matemdtica nao se restringe a um método para comprovar a visao ab-
solutista sobre a matematica imposta pelo curriculo escolar; ao contrario, deve ser um ins-
trumento para que possamos buscar significado nas particularidades, problemas e hédbitos

de uma cultura, e ndo apenas uma justificativa para uma matemdtica pronta e acabada.

Nessa visao do autor, a utilizacdo da Modelagem Matemaética em sala de aula pode
gerar uma certa inseguranca no processo de ensino e aprendizagem, devido ao habito de
aplicar praticas tradicionais, que cristalizam uma zona de conforto e visam a aceitacdo da

realidade imposta pelo curriculo escolar, ja que

a modelagem exige outra conduta, o professor ndo trabalha com resultados pre-
visiveis, os temas podem ser abertos, as questdo podem estar relacionadas com fatores
econdmicos, culturais, sociais, etc.; o professor estd sempre numa zona de risco e de
busca.(CEOLIM; CALDEIRA, 2014, p.7).

Uma vez que Cambi e Caldeira (2023) expdem que, na Modelagem Matemadtica, o
aluno assume um papel de protagonismo, propondo temas e problemas da realidade como
possibilidades de discussdo e estudo em sala de aula e em pesquisas de campo. E nesse
sentido “[...] ao dirigir sua aprendizagem, o aluno € colocado no controle do processo de

ensino, estimulado por atividades que t€m como base a sua interagdo com 0 meio, com o

professor e com os demais alunos”(CAMBI; CALDEIRA, 2023, p.16).
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Diante disso, Cambi e Caldeira (2023) destacam que, na Modelagem Matematica,
o papel do professor deve ser composto pelos atributos colaborativos, de mediacdo e
orientagdo, sempre visando criar condi¢cdes que propiciem circunstancias que permitam
aos alunos desenvolverem integralmente suas competéncias e habilidades, respeitando as

etapas do desenvolvimento cognitivo de cada um.

Por tudo o que foi exposto, Caldeira evidencia que a Modelagem extrapola a ideia
de um método ou metodologia estitica, que visaria apenas reproduzir um conjunto de
procedimentos estabelecidos dentro de um padrdo. Antagonicamente, ela produziria um
processo extremamente dinAmico e democratico, construido a partir de praticas que esti-
mulem o carater de liberdade e autonomia, conduzido por um espirito critico e investiga-

tivo, estabelecendo, com isso, a sua concepc¢ao de Modelagem Matemética.

Ainda se ressalta que a Modelagem Matematica, pela sua dinamicidade, ¢ um
processo criativo que garante formas diferentes de conceber a matemadtica e “permite ao
estudante criar, [...] inventar algoritmos de resolu¢@o ou criar algum procedimento ma-
tematico, oriundo de sua vida fora da escola, para resolver determinadas situacdes”
(CALDEIRA, 2009, p.46). E enfatiza que essa concepc¢ao de ensino se fundamenta epis-
temologicamente nas praticas cotidianas dos agentes envolvidos, considerando sempre

fatos e acontecimentos da realidade.

Nessa mesma direcao, Biembengut classifica a Modelagem Matematica como um
conjunto de procedimentos que busca “[...] traduzir a linguagem do mundo real para o
mundo matematico”(BIEMBENGUT, 1990, p.10). A autora, influenciada por Bassanezi,
seu orientador no mestrado, tem como ponto de partida nesse processo a Matemadtica
Aplicada. Nesse viés, ela concebe a Modelagem Matematica como uma metodologia que
visa encontrar um modelo matematico que, para Biembengut e Hein (2016), deve ser uma
representacio abstrata e simplificada da situagdo real, mas que ainda capture os principais

aspectos do fendmeno em estudo. Em consonancia, Biembengut (2012) ressalta que

Modelagem € um conjunto de procedimentos requeridos na feitura de um modelo, e,
modelo € um conjunto de simbolos que interagem entre si representando alguma coisa.
Esta representacdo pode se dar por meio de um desenho ou imagem, um projeto, um
esquema, um grifico, uma lei matemadtica, dentre outras formas. A noc¢ao de modelo
se faz presente em todas as dreas.(BIEMBENGUT, 2012, p.30).

Na matematica, a autora exemplifica que “um modelo € um conjunto de simbolos
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e relacdes matematicas que traduzem, de alguma forma, um fendmeno em questao” (BI-
EMBENGUT, 2004, p.20). Ou seja, esse o modelo deve ter a capacidade de expressar
as interpretacdes da realidade, o objetivo da sua aplicacdo e a ilustracdo do problema em

estudo.

Ainda sob a influéncia dos estudos de Bassanezi, seguindo o viés da Matematica
Aplicada, a autora enfatiza que os procedimentos usados em um modelo “perpassam pela
observacao cuidadosa da situacdo ou fendmeno a ser modelado, pela interpretacdo da ex-
periéncia realizada, pela captagdo do significado do que produz”(BIEMBENGUT, 2012,
p-30).

Nesse diapasao, Biembengut (2012) destaca que a Modelagem Matematica € um
processo composto por procedimentos, andlogos aos utilizados em pesquisas cientificas,
empregados com o objetivo de traduzir um problema do mundo real em um modelo ma-
tematico que pode ser analisado e resolvido. Esses procedimentos sdo essencialmente:
(1°) reconhecimento da situagdo-problema, (2°) familiarizacdo com o assunto a ser mo-
delado, (3°) formulacdo do problema, (4°) formula¢do de um modelo, (5°) resolucao do

problema a partir do modelo e (6°) validacdo do modelo.

A autora ressalta que, apesar de a Modelagem percorrer o caminho da investigacao
cientifica, ela ndo € um esquema utilizado exclusivamente pelos cientistas e, frequente-
mente, no dia a dia, em muitas situacdes, € “evocado”o processo de modelagem para

auxiliar na resolucao de empecilhos encontrados.

Para percorrer os seis procedimentos elencados no processo de modelagem, a au-
tora aponta que os agentes envolvidos no estudo da situacdo-problema devem ter uma
capacidade artistica, pois, de certa forma, esse processo

pode ser considerado um processo artistico, visto que, para se elaborar um modelo,
além de conhecimento de matematica, o modelador, precisa ter uma dose significativa
de intuigdo e criatividade para interpretar o contexto, saber discernir que contetido
matematico melhor se adapta e também ter senso lddico para jogar com as variaveis
envolvidas(BIEMBENGUT; HEIN, 2000, p.12).

Nessa perspectiva, segundo Biembengut, para se obter o modelo, é necessario
concluir o processo de Modelagem Matematica, que é composto pelos procedimentos su-
pracitados, que a autora agrupou em trés etapas:

1) interacao — reconhecimento da situacdo-problema e familiarizagdo com o assunto a
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ser modelado: nesta etapa, os estudantes, seja por meio de pesquisas em livros, jornais,
revistas, sites oficiais, dados coletados com estudiosos e especialistas da drea de estudo,
ou por meio de informagdes e dados obtidos via pesquisa de campo, devem delimitar a
situacdo-problema a ser discutida;

2) matematizacao — formulacdo e resolucdo do problema matematicamente: esta etapa,
segundo Biembengut e Hein (2000), é revestida de desafios, tornando-se extremamente
complexa, o que vai requerer a capacidade de intuir e criar dos alunos, pois € 0 momento
de formulag@o do problema e eles usar@o os seus conhecimentos e conceitos matematicos
j4 adquiridos, bem como os que vao alcancar no processo, para traduzir a situacao-
problema em uma linguagem matematica. Esta etapa do processo de modelagem tem
como principal objetivo a obtencdo de uma colecao de expressodes aritméticas, podendo
ser equacoes algébricas, formulas, grificos ou mesmo programas e aplicativos compu-
tacionais que conduzem a uma solu¢ao ou proporcionam inferir uma solug¢do. Por fim,
resta resolver a situacao-problema formulada por meio dos recursos matematicos usados
na formulagao;

3) Modelo Matematico — interpretagdo do resultado e validacao do modelo: esta é a etapa
de questionar e validar o modelo obtido na solucao da situacao-problema, é quando se cer-
tifica se 0 mesmo € aplicdavel ou ndo. Neste momento, se 0 modelo ndo satisfaz a hip6tese
levantada, é necessario estudar os procedimentos realizados na matematizagdo para ajus-
tar ou até mesmo construir outro modelo, ou seja, “se o modelo ndo atender as necessi-
dades que o geraram, o processo deve ser retomado na segunda etapa — matematizacao —
mudando-se ou ajustando hipdteses, varidveis, etc”. (BIEMBENGUT e HEIN, 2000, p.
15).

A ilustracdo a seguir retrata a disposicdo das trés etapas mencionadas conforme

Biembengut e Hein (2007).
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Figura 2.4: Esquema do processo de Modelagem Matemadtica segundo Biembengut e

Hein.
Interagdo «—> Matematizagdo |4 Modelo Matematico
situacao formulagéo interpretagdo
familiariza¢do resolucdo resolucdo

Fonte: Biembengut e Hein (2000, p. 15).

A partir do que foi exposto, infere-se que Biembengut compreende a Modelagem
Matematica como um processo ciclico, no qual a matemaética pode ser aplicada para solu-
cionar problemas reais e, assim, facilitar uma transformacdo bidirecional entre 0 mundo

matematico e o mundo real.

Além disso, segundo Biembengut e Hein (2000), na concepg¢ao da autora, a Mode-
lagem Matematica estimula a colaboracao e o trabalho em equipe, a medida que os alunos
se envolvem em atividades que requerem discussoes, andlises e tomada de decisdes con-
juntas. Isso reflete a natureza interdisciplinar e colaborativa da modelagem matematica,
que frequentemente exige a aplicacdo de conhecimentos de vérias disciplinas para resol-

ver diversas situacdes-problemas.

Na revisao bibliografica dos estudos de Burak, extrai-se de sua tese defendida
em 1992 que a Modelagem Matemdtica € entendida como um “conjunto de procedi-
mentos cujo objetivo € construir um paralelo para tentar explicar, matematicamente, 0s
fendmenos presentes no cotidiano do ser humano, ajudando-o a fazer previsdes e a tomar
decisdes”’(BURAK, 1992, p.62). J4, segundo Kliiber e Burak (2008), na fase de seu mes-
trado, em 1987, Burak propde o trabalho em termos de constru¢do de modelo, inferido

que as “varidveis devem ser relacionadas para melhor exprimir o problema a ser estudado;
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esta € a construgdo do modelo”(KLUBER; BURAK, 2008, p.19).

Entdo, depreende-se dos apontamentos de Kliiber e Burak (2008) que, em 1987,
quando a normatizacdo da educa¢do matematica por meio da modelagem estava na fase
embriondria, Burak priorizou a constru¢do de modelos pela perspectiva da matematica
aplicada, referencial tedrico predominante naquele momento. Nesse sentido, o idedrio de

modelagem do autor, em 1987, ano da defesa de sua dissertacao de mestrado

conservava ideias fixas, como a obrigatoriedade da constru¢do de modelos e as etapas
propostas nos mesmos moldes da ciéncia moderna, de cunho positivista, que priori-
zava o método em relacdo aos objetos. Portanto, as atividades de modelagem eram
pré-definidas pelo pesquisador (KLUBER; BURAK, 2008, p.20).

Contudo, apesar de a modelagem matematica inicialmente restringir ao processo
utilizado pelos pesquisadores das ciéncias naturais na transferéncia da modelagem, o que
distanciava das ciéncias humanas, como € asseverado por Kliiber e Burak (2008), destaca-
se que

um mérito do trabalho de Burak era a preocupacdo em considerar a Modelagem
como um conjunto de procedimentos que ndo fosse apenas técnico, mas que ocor-
resse de uma forma mais aberta e contextualizada, dando significado aos conteidos
matemdticos (KLUBER; BURAK, 2008, p-20).

Nesse ponto, percebe-se a inquietacdo e a inconformidade do autor quanto as for-
mas e as praticas iniciais de utilizacdo da modelagem na educa¢ao matematica brasileira.
Assim, ja em sua tese de doutorado, de 1992, ele acrescenta como necessarios, funda-
mentais e basicos, em seu entendimento de Modelagem Matematica, dois principios: 1) o
interesse do grupo e 2) a obtencao de informagdes e dados do ambiente em que se encon-
tra o interesse do grupo. A inclusdo desses principios nos procedimentos de modelagem,
especialmente do segundo, fez emergir, na concepcao de Burak, “maiores influéncias das
ciéncias humanas e do préprio método etnogréfico, que se distancia da epistemologia da
matemadtica aplicada, procurando levar em conta os sujeitos, o ambiente social, cultural e

outras variaveis”(KLUBER; BURAK, 2008, p. 20).

Certamente, em virtude das suas pesquisas sobre modelagem matematica na area
educacional durante o doutorado, Burak passou a direcionar seus encaminhamentos pela

perspectiva da etnografia, com énfase na participacdo ativa, interacao e

interesse dos participantes da atividade e o envolvimento dos grupos em busca de da-
dos do ambiente e argumenta que esses procedimentos sdo capazes de dar significado,
bem como desenvolver a autonomia dos participantes, de forma a torna-los agentes do
processo de construcido do conhecimento matemdtico (KLUBER; BURAK, 2008, p.
20).
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Nesse mesmo sentido, em seu artigo intitulado “Modelagem em Sala de Aula”,
Burak (2004) frisa que, na Modelagem Matematica, diferentemente do habitual, o pro-
cesso de ensino ndo € iniciado pelo professor, mas sim compartilhado com o grupo de
alunos, uma vez que a motivacao pelo processo € fruto do interesse pelo assunto em es-

tudo. Ressalta também que

para a aprendizagem, o procedimento gerado a partir do interesse do grupo ou dos
grupos, parece resultar em ganho, pois o grupo ou os grupos de alunos trabalham com
aquilo que gostam, aquilo que para eles apresenta significado, por isso tornam-se co-
responsaveis pela aprendizagem (BURAK, 2004, p.2).

No mesmo artigo mencionado, bem como em outro publicado em 1998, Burak
estabelece que, para desenvolver uma atividade ou trabalho com Modelagem Matematica
em sala de aula, sdo necessdrias cinco etapas: 1) escolha do tema; 2) pesquisa explo-
ratoria; 3) levantamento de problemas; 4) resolucdo dos problemas e desenvolvimento do

conteddo matematico no contexto do tema; e 5) andlise critica das solugdes.

Nesse contexto de reflexdes acerca do uso da modelagem no ensino, BURAK
(2004) estabelece, como ponto de partida, a escolha do tema que deve ser proposto pelo
grupo de alunos, de modo que o ensino de Matemadtica valorize a dinamicidade, tornando-
se mais vivo e constituido de significancia para os mesmos, facilitando a constru¢ao do
conhecimento dos grupos acerca dos contetidos a serem estudados e da compreensao das

relagdes matematicas necessarias, dando significado ao contexto.

Quanto ao professor, atibui-se a ele o papel de mediador entre o conhecimento
desenvolvido e o conhecimento de cada aluno e dos grupos. Ele deve garantir um debate
democratico durante o processo de escolha do tema, criando um ambiente de acdo que
envolva cada aluno, buscando sempre a constru¢ao e socializa¢do do conhecimento dentro

de todos os grupos.

Determinado o tema, passa-se para a segunda etapa: a pesquisa exploratoria, que é
realizada por meio de pesquisas de campo. Estas pesquisas irdo determinar os conteidos
matematicos a serem trabalhados, conforme os problemas identificados. Diferentemente
do ensino tradicional, no qual o conteudo definido no programa curricular impde os pro-

blemas a serem abordados.

Ap6s a coleta de dados, informagdes e o conhecimento sobre as varias dimensdes
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ou aspectos que constituem a realidade dos estudantes, levantadas na pesquisa de campo,
passa-se para a terceira etapa: o levantamento de problemas. Nesta fase, as experiéncias
de campo, com seus elementos descritivos, qualitativos e quantitativos, instigam os gru-
pos de alunos - sempre sob a supervisdo do professor - a definirem possiveis concei-
tos e conteidos matemdticos que poderdo ser ensinados para responder ou solucionar as

questdes suscitadas nos trabalhos de campo.

Em sequéncia, inicia-se a quarta etapa, que € a resolucdo dos problemas e o de-
senvolvimento do contetdo matemdtico no contexto do tema. E quando os conceitos e
conteidos matemadticos utilizados para responder ou solucionar as questdes e problemas
levantados no contexto da escolha do tema ganham sentido para os estudantes. E o mo-
mento de oportunizar aos grupos de alunos a elaboracdo dos modelos matemaéticos que
resultardao na formacdo do pensamento matematico e proporcionarao a eles solugdes para

os problemas levantados.

A ultima etapa, andlise critica das solugdes, € quando se busca validar o modelo
matematico elaborado, verificando sua aplicabilidade no contexto considerado. Pode-se,
inclusive, devido a hipdteses novas levantadas nesse momento, em virtude da obtencao
de solugdes estranhas ao contexto do problema, suscitar a necessidade de construir outro

modelo.

Pelo percurso exposto, pode-se concluir que Burak (2004) compreende a mode-
lagem como uma alternativa metodoldgica para o ensino de Matemadtica na Educacado
Basica, baseada na interacdo entre os estudantes e o seu meio ambiente. Iniciada a partir
do interesse destes, essa abordagem pode facilitar o alcance dos objetivos do processo de
ensino-aprendizagem, criando nos discentes um ambiente propicio para atitudes positivas

em relagdo a Matematica.

Dentro do escopo do ambiente de aprendizagem, Barbosa (2001) entende que as
atividades desenvolvidas com Modelagem oportunizam aos alunos, utilizando procedi-
mentos flexiveis e sem carater impositivo, a possibilidade de questionar, por meio da
matematica, situagdes cujos conceitos e ideias matemdticas abordadas sdo produtos do
encaminhamento tomado pelos alunos no decorrer do desenvolvimento das atividades, o

que pode, inclusive, resultar na obtencao do modelo matematico. Nesse sentido, o autor
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formula, de forma sintética, que “modelagem é um ambiente de aprendizagem no qual
os alunos sdo convidados a indagar e/ou investigar, por meio da matematica, situagdes

oriundas de outras dreas da realidade” (BARBOSA, 2001, p.6).

Sob o idedrio da corrente socio - critica, a concep¢ao de Barbosa sobre os pro-
cedimentos desenvolvidos nas atividades de Modelagem na educacdo matemadtica leva a
explorar o posicionamento da matematica na sociedade contemporinea. Nesse aspecto,
ele ressalta que

nem matematica nem Modelagem sdo “fins”, mas sim “meios” para questionar a reali-
dade vivida. Isso ndo significa que os alunos possam desenvolver complexas analises
sobre a matemadtica no mundo social, mas que a Modelagem possui potencial de ge-
rar algum nivel de critica. E pertinente sublinhar que necessariamente os alunos nio
transitam para dimensao do conhecimento reflexivo, de modo que o professor possui
grande responsabilidade para tal (BARBOSA, 2001, p. 4).

Nessa perspectiva de concepcao “aberta”de modelagem proposta por Barbosa, o
professor ndo impde barreiras a capacidade criativa e critica do aluno, contribuindo para
0 seu interesse e participacdo ativa no processo de ensino-aprendizagem, além de criar
elementos capazes de romper com a linearidade do curriculo. Isso ocorre porque a forma
como ¢ apresentada ndo se limita nem aos conteddos programdticos, nem ao objetivo

especifico da constru¢do de modelos.

Assim, esse carater flexivel e democratico da Modelagem Matematica, de Bar-
bosa, que busca significado e contexto para o estudo da matemdtica no processo de ensino,
onde o professor € um “’co-participante”, impde uma configuracdo curricular que pode ser
visualizada em trés casos para a organizagao curricular da Modelagem, segundo o autor:

Caso 1. O professor apresenta a descricdo de uma situagdo-problema, com as
informagdes necessarias a sua resolugdo e o problema formulado, cabendo aos alu-
nos o processo de resolugao. [...]

Caso 2. O professor traz para a sala um problema de outra drea da realidade, cabendo
aos alunos a coleta das informagdes a sua resolugdo. [...].

Caso 3. A partir de temas ndo-matematicos, os alunos formulam e resolvem proble-
mas. Eles também sao responsaveis pela coleta de informacdes e simplificacdo das
situacdes-problemas. [...] (BARBOSA, 2001, p. 9).

Nesse contexto de reflexdes, pressupde-se, conforme os apontamentos de Barbosa
(2001), que a modelagem é uma atividade na qual os alunos discutem e abordam con-
ceitos e conteudos matematicos de forma contextualizada e reflexiva, utilizando proble-
mas cotidianos e reais, distantes de configuracdes estanques € nunca restritos a uma area

especifica. Os professores devem estar abertos a praticas pedagdgicas inovadoras que
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afastem os alunos da frieza da letra do programa escolar e da busca restrita por modelos
matematicos, conduzindo-os pelas necessidades surgidas durante as atividades desenvol-

vidas.

Nas interpretagdes e concepgdes dos autores apresentadas nesta secao sobre Mo-
delagem Matemadtica, podemos observar algumas diferencas, seja no embasamento tedrico
utilizado, nos encaminhamentos e procedimentos dos trabalhos realizados em sala de
aula, ou até mesmo na abordagem dos conceitos e conteidos matematicos estudados.
Entretanto, nas quatro concepg¢des, constata-se a necessidade de contextualizacido e de
integracdo da matemadtica com outras areas do conhecimento, a fim de que a Modela-
gem Matemadtica, enquanto alternativa e estratégia de ensino escolar, seja introduzida e

produza resultados satisfatorios no processo de aprendizagem.
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3 A MODELAGEM MATEMATICA E A TEORIA SOBRE AJUSTE DE
CURVAS.

Em um estudo minucioso das concep¢des de Modelagem Matemaética abordadas
no capitulo anterior e das diversas aplicacoes dessa metodologia de ensino na Educagdo
Basica, especialmente no Ensino Médio, observa-se, em muitos relatos, que

a maior dificuldade que notamos para a adogdo do processo de modelagem, pela mai-
oria dos professores de matemadtica, ¢ a transposicao da barreira naturalmente criada
pelo ensino tradicional onde o objeto de estudo apresenta-se quase sempre bem deli-
neado, obedecendo a uma sequéncia de pré-requisitos e que vislumbra um horizonte
claro de chegada — tal horizonte € muitas vezes o cumprimento do programa da disci-
plina. (BASSANEZI, 2002, p.43).

Nesse contexto, ao iniciar um processo de modelagem, o educador deve ter consciéncia
de que, inicialmente, o tema de estudo proposto, em um cendrio ideal, pelos alunos pode
levar ao surgimento de diversos conteudos matemdticos para responder ao fendmeno ou
ao problema em andlise. O educador deve orientar os alunos a comecar, inicialmente,
contando ou medindo, o que geralmente gera como produto uma tabela de dados, que

pode ser o ponto de partida para a modelagem.

Desde que a modelagem matematica € um recurso que auxilia na reprodugdo e
compreensdo de problemas do mundo real, oriundos, em alguns casos, de outras dreas do
conhecimento, e que, essencialmente, no inicio do processo, quase sempre surge uma ta-
bela de dados, a disposi¢do desses dados em um sistema cartesiano e o ajuste conveniente
de seus valores por meio de uma curva facilitam interpretacdes e a obtencdo de uma lei
de formacao. Isso permite aos estudantes observar comportamentos e apresentar solugcdes
para variados problemas por meio de processos criativos € intuitivos, que requerem ferra-
mentas matematicas e tecnoldgicas. Nesse cendrio, apresentamos, dentro da Modelagem
Matemdtica, o ajuste de curvas como uma 6tima alternativa a ser implementada no Ensino
Meédio.

Acrescenta-se como justificativa para o uso dessa proposta o fato de que, nas ati-
vidades de modelagem por meio do ajuste de curvas, os estudantes utilizam conceitos,
procedimentos e estratégias, inclusive recursos computacionais, ndo apenas na resolucao
de problemas, mas também para formula-los, descrever dados, construir e avaliar mode-
los matematicos, identificar padrdes e fazer previsdes por meio de diferentes conceitos

e propriedades matemadticas. Isso cria um ambiente propicio para que os estudantes te-
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nham uma visdo mais integrada da Matemaética com outras areas do conhecimento e de

sua aplicagdo a realidade.

Ainda como sustentacao da regressdo ou ajuste de curvas, como uma alternativa
importante no arsenal de possibilidades de utilizacdo da Modelagem Matemédtica, vale
citar a competéncia especifica 3 da BNCC e duas de suas habilidades cobradas dos alunos

para o ensino da Matematica e suas Tecnologias:

Competéncia especifica 3: utilizar estratégias, conceitos, defini¢cdes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos,
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagdo das solugdes pro-
postas, de modo a construir argumentagdo consistente. (BRASIL, 2017, p.535).

[...]

Habilidade EM13MAT301: Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Ma-
temdtica e de outras 4dreas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares si-
multaneas, usando técnicas algébricas e gréficas, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

Habilidade EM13MAT302: Construir modelos empregando as fungdes polinomiais
de 1° ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio
de tecnologias digitais.(BRASIL, 2017, p.536).
No decorrer deste trabalho, evidenciaremos como as atividades desenvolvidas no
estudo e na aplicacdo do Ajuste de Curvas poderdo favorecer o desenvolvimento, pelos
alunos, ndo apenas dessas duas habilidades, mas também de outras relacionadas a diver-

sos conceitos e conteidos matematicos constantes na Base Nacional Comum Curricular

(BNCCO).

3.1 Regressao ou Ajuste de Curvas.

No século XIX, o antropdlogo, meteorologista, matematico e estatistico inglés
Sir Francis Galton estudou a relagdo entre a altura de pais e filhos e, durante as suas
observacoes, usou pela primeira vez o termo “regressao”’quando percebeu um decréscimo

nos valores das médias encontradas entre as duas geracdes.

Essa tendéncia foi considerada pelo estudioso como uma regressao genética e, sem
especificar os motivos, ele denominou esse fendmeno de “regression to mediocrity”’(regressao
a mediocridade). Contudo, formalmente, uma regressao ou ajuste de curvas € um artificio

matematico utilizado para representar uma relacio entre uma variavel dependente y; e ou-
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tra independente x;, produzindo uma relagdo do tipo y; = f{x;), quando existe uma relacdo
estatistica entre elas. O ajuste de curvas € extremamente util para verificar tendéncias
entre essas varidveis ou, simplesmente, para apresentar os dados coletados de forma sim-
plificada. Além disso, o ajuste de curvas € funcional, pois, além de descrever e apresentar
as tendéncias dos dados numéricos coletados, uma curva de regressdo y = f(x) também
pode ser utilizada para fazer previsodes e identificar padrdes sobre a varidvel y quando a

variavel x esta fora do intervalo considerado durante a coleta.

Para compreendermos a definicdo formal de ajuste de curvas, que, em muitas
situacoes, € oriunda de uma tabela de pontos (x;y;), onde cada y; € obtido experimen-
talmente, e deseja-se obter a expressao analitica de uma dada curva que melhor se ajusta a
esse conjunto de pontos, vamos analisar um exemplo apresentado por (BERTONE; BAS-

SANEZI; JAFELICE, 2019, p.50).

Exemplo 4.1.1 - Uma forca y de uma mola depende linearmente do deslocamento
x da mola da forma y = kx, onde k € a constante da mola. Para testar essa proposta pela
teoria, os pesquisadores vao para o laboratério para medir a for¢a correspondente a varios
deslocamentos. Assim, se reinem dados e um formulédrio que contém valores a (x;,y;)
correspondentes a i = 1,2,3, . . ., n observando onde y; € a forca medida em newtons

quando a mola é desolcada x; centimetros.

Figura 3.1: 100 simula¢des do deslocamento da mola e a forga correspondente para k = 5

Forca y
£

Deslocamento x

Fonte: Adaptado de Bertone;Bassanezi;Jafelice (2019, p.50).

Na andlise do grafico que contém a disposi¢do das 100 simulacdes, visualmente

intuimos relacionar a figura com uma reta, como € sugerido pelo enunciado teérico do
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modelo. Contudo, duas razdes ndo corroboram essa impressao: a primeira deve-se ao erro
experimental e a segunda € que o relacionamento tedrico entre a forgca e o deslocamento
nao € linear, mas apenas “aproximadamente linear”. Assim, para compreender melhor
o método de ajuste de curvas, € indispensdvel estudar e entender conceitos estatisticos

abordados na educacao basica.

3.2 Conceitos Estatisticos Importantes para compreensao do Método de Ajuste de

Curvas.

Essa secdo tem por objetivo fazer uma revisdo sucinta de algumas definicdes e
conceitos estatisticos imprescindiveis para que o aluno compreenda o Método de Ajuste
de Curvas e adquira as ferramentas necessarias para aplica-lo em um processo de mode-

lagem matematica.

Definicao 4.2.1 - Apresentada uma lista de dados x, . . ., x,, define-se como valor

esperado, que denotamos por X, a média desses nimeros, ou seja,

X1 +...+Xp
n

=
Para apresentarmos a proxima defini¢do, observe o exemplo abaixo, em que €

calculada a média aritmética dos valores dados.

Exemplo 4.2.1 - As listas A = {1,2,3,4,5,6,7} e B={4,4,4,4,4,4,4} tem como

valor esperado 0 mesmo nimero X = 4. Vejamos:

Lista A:
X=1+2+3+4+5+6+7=§=4
7 7
Lista B:
X:4+4+4+4+4+4+4:§:4

7 7

Percebemos que o primeiro grupo apresenta uma variacdo maior em relagdo ao
valor esperado do que o da segunda lista, o que nos direciona a préxima defini¢do, que

qualifica quanto o conjunto de dados se desvia do valor esperado.
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Definicao 4.2.2 - Apresentada uma lista de dados x;, . . ., x, cujo valor esperado é dado
por X, define-se como varianga o niimero 6 = rll Y (xi— %)2, que é a medida de dispersdo
que mostra o quao distante cada valor da lista de dados estd do valor esperado x e desvio
padrao, definido por o = /8, é a medida de dispersdo capaz de identificar o “erro” na

lista de dados, caso seja necessario substituir um dos valores pelo valor esperado .

Apresentadas essas defini¢cdes elementares provenientes da estatistica, ja podemos
reformular o entendimento de como ajustar pontos de um conjunto de dados a uma curva.
O método mais adequado para trabalhar no ensino médio é o Método dos Minimos Qua-
drados, que apresentaremos adiante no ajuste linear simples. Esse método, além de exer-
citar os conceitos de estatistica ja mencionados, remete os alunos ao estudo de sistemas
lineares, matrizes, equagdes matriciais, determinantes, funcdes polinomiais e exponenci-

ais.
3.3 Tipos de Ajustes de Curvas

Inicialmente, para construir um programa de ajuste de curvas, é primordial optar
pelo tipo de curva que expressara a relacao funcional entre as varidveis do problema ou
fendmeno em estudo, a fim de, posteriormente, obter os pardmetros dessa curva e garan-
tir condicdes minimas para que ela possa ser utilizada na identificacdo de padrdes e na

realizacdo de previsoes futuras sobre o relacionamento dessas varidveis.

Acontece que, em alguns casos, em virtude da propria natureza do fendmeno ou
problema, a expressdo matemadtica que representa a curva produzida no processo pode
nao ser um modelo satisfatério para estabelecer previsdes futuras seguras, restringindo-
se, nesse caso, a descrever um comportamento no intervalo considerado no estudo. Isso
exige a necessidade de ajustar a situagdo por outro tipo de curva. Portanto, é importante
que o aluno conhega e busque obter varios modelos matematicos para um fendmeno ou

problema real em andlise.



27

3.3.1 Ajuste Linear Simples

Diversos problemas decorrentes de fendmenos naturais ou mesmo de atividades

humanas podem ser modelados por meio de uma relacdo linear simples entre varidveis.

Vejamos o exemplo: o departamento de uma empresa elaborou uma tabela con-
tendo os valores do custo total y; = f(x;) de um determinado produto em fun¢ao da quan-

tidade x; de producdo, conforme indicado na tabela 3.1 a seguir:

Tabela 3.1: Quantidade produzida X Custo total.

Quantidade (x;) | Custo total y; = f(x;)
1 170
2 278
3 356
4 421
5 580

Fonte: Autoria Propria.

Fazendo o diagrama de dispersdo da relacdo entre o custo total do produto e da

quantidade produzida conforme a Tabela 3.1, temos:
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Figura 3.2: O diagrama de dispersdao Custo X Quantidade

=

800 1Y Custo total X Quantidade
700 -
600 1
500 -
400 1

300 1

200 1

Custo total em reais

100 1

1 2 3 4 5
Quantidade em unidades

Fonte: Autoria Prépria..

Note, pela dispersao dos pontos acima, que eles ndo estio alinhados, mas percebe-
se que a relacdo aceita um ajuste linear simples devido a disposi¢ao dos pontos no gréafico,
0 que nos induz a visualizar uma reta. Tendo isso como referéncia, podemos nos questio-
nar qual seria a expressao matemaética ou funcao do tipo y = f{x) = ax + b que melhor se
ajustaria ao conjunto de pontos (x;,y;) € como poderiamos obté-la para projetarmos, por
exemplo, o custo total para 10 unidades do produto. Essas perguntas podem ser respondi-

das utilizando o Método dos Minimos Quadrados a seguir.
3.3.1.1 - O Método dos Minimos Quadrados

O Método dos Minimos Quadrados surgiu no inicio do século XIX, como con-
sequéncia do intenso debate e das descobertas sobre fendmenos astrondmicos da época,
especialmente devido a necessidade urgente de calcular os pardmetros das Orbitas de co-
metas e asteroides recém-descobertos a partir das observacdes pontuais, feitas em mo-

mentos diferentes.
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Segundo (CRATO, 2000), Giuseppi Piazzi (1746-1826), diretor do Observatdrio
de Palermo na época, apds descobrir o asteroide Ceres e supor tratar-se de um planeta
ando ainda desconhecido em nosso sistema solar, recorreu ao jovem Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) depois de efetuar algumas anotagdes e perder o asteroide de vista. Isso
ocorreu porque, naquela época, os métodos matematicos para calcular com precisao as
orbitas de corpos celestes requeriam um grande nimero de observacdes verificadas ao

longo de um periodo suficientemente longo. .

Gauss, que hd anos se dedicava ao estudo do calculo de orbitas de corpos celestes,
sem recorrer a conjecturas ou pressupostos tedricos, e utilizando apenas medicgdes feitas
em um periodo relativamente curto, conseguiu determinar a 6rbita de Ceres. Além disso,
embora nao tenha divulgado seus resultados, estabeleceu um método para manipular da-

dos e estimar os parametros de uma funcdo: o Método dos Minimos Quadrados.

Isso foi confirmado quando o astrénomo huingaro Franz Xaver Von Zach (1754 —
1832), entdo diretor do observatorio de Seeburgo, publicou as posi¢des orbitais de Ceres,
onde constava uma posi¢ao futura calculada por Gauss, que diferia radicalmente das ou-
tras, corroborando os estudos do jovem, que é considerado o “pai do Método dos Minimos

Quadrados™.

O Método dos Minimos Quadrados continua tendo, na atualidade, grande im-
portancia no campo da astronomia no calculo de drbitas de corpos estelares, especial-
mente na descoberta de planetas que ndo pertencem ao sistema solar. Além disso, o
método € aplicado em diversas outras areas, pois, quando um pesquisador se depara com
uma relagdo estatistica em que aparentemente nao se verifica de imediato uma expressao
matematica caracteristica que passe pelos pontos ou, pelo menos, se aproxime dos pontos
obtidos com os dados observados, o Método dos Minimos Quadrados se apresenta como

uma excelente alternativa.

A grande vantagem do Método dos Minimos Quadrados é que sua aplicagc@o con-
segue obter uma funcdo cuja curva passe proxima dos pontos observados, com uma ex-
pressao matematica de facil manipulacdo, facilitando as previsdes futuras do pesquisador

e/ou aluno em relacao ao problema em estudo.

O Método dos Minimos Quadrados € um instrumento adequado para ser utili-
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zado pelos alunos do Ensino Médio na constru¢cdo de modelos matematicos por meio
do ajuste de curvas. Bassanezi (2002), nos seus estudos, estabelece que, ao ser consi-
derado um conjunto de n dados observados {%;,yi}, i = 1, 2, 3, . . ., n e uma funcdo
y(x) = f(x;ay;a2;...;ax) o método dos minimos quadrados consiste em encontrar 0s
parametros aj, j = 1,2, ...,k, de modo a minimizar o valor de

:i(yl_ V)

i=1 i

If (B ans . ax — i)

I

1

ou seja, temos que minimizar a soma dos quadrados dos desvios entre os valores y;j, ob-

servados e os valores y; = f(X;,ay, ..., ax) ajustados.

Assim, um ajuste de curva € classificado como ajuste linear simples quando ele

for do tipo
y(x) = f(x;a,b) =ax+b

Segundo Bertone et al.(2019) nesse modelo, se a teoria tem que combinar com a
prética para o conjunto de dados coletados: (x1,y1), ..., (xn,yn) devemos encontrar valores
a e b, coeficiente angular e independente da reta y = ax + b tais que o desvio padrao da
lista de diferengas: (x1,y; — (ax; + b)), ..., (xn,yn — (axn + b)), seja a menor possivel, ou

seja, estamos interessados em minimizar o erro € procuramos os valores a e b para os quais

8(a,b) ==Y (yi — (axi +b))?, (4.1)

S| =
'ME

i=1

seja minimo.

Para minimizar a expressao (4.1) devemos recorrer ao cdlculo de vdrias varidveis.
Os candidados a valores de a e b sdo aqueles para os quais o vetor gradiente da funcdo de

duas varidveis 6(a,b) é nulo, ou seja,

— = %g (axi+Db)) =0
e 4.2)
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Notando que

n n n n
Y xi(i—(axi+b) =Y xiyi—ay xi—bY x,
i=1 i=1 i=1 i=1

e que

n n n n
Y Oi—(axi+b) =Y yi—a) xi—b) 1,
i=1 i=1 i=1 i=1

o sistema (4.2) de incognitas a e b é equivalente ao sistema

n n n
(Y xD)a + (L xi)b =Y xiyi
i=1 i=1 i=1

p " 4.3)
(in)a + nb:Zyi
i=1 i=1

O sistema (4.3) pode ser escrito na forma de equagdo matricial:

n n n
Z xi2 Z Xi a Z XiYi
i=1 i=1 = | =1 (4.4)

n
Yx b Y
i=1 i=1

de forma que o sistema (4.3) tem solucao nas incégnitas a e b se, e somente se, o determi-
n n
2
PR IEY
i=1 =

i=1 for diferente de zero. Calculando
Xi n

nante da matriz dos coeficiente C =

ngE

1

d = determinante C, obtemos que

QU
I
S
agE
=
|
ks
agE
&

I
—
N =
|-

~.

I
S
.M: .
=
)
|
=T
[\)
~—
1=~
3 ;
.M:
&

i=1 Ly |
:”sz —n (—Zx,-) (—Zx,) 4.5)
- n;:= n;:=
i=1 i=1 i=1
Desde que
1 & ..
_in:x:u. (4.6)
n n

I
—_
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Segue por (4.5) e (4.6) que

n
d=n Zx-z —n*i. 4.7)

i
i=1

A seguir, vamos provar que
n
d=nY (xi—%)> (4.8)

De fato,

L I P u 2
_in 2xn(n2x,)+;nx 4.9)

n
como — Zx,- = X, segue que
i=1

n

n n
Y (xi—0?=Y 2} —2n@ 0 = Y a7 — i (4.10)
i=1 i=1 i=1
1
— ;(n Y xf —n.n(3)
i=1
Il -2 2,2

n
Comod=n lez — n*i fica demonstrada a igualdade (4.8).
i=1

Observe que o nimero d nao serd nulo, desde que os dados x; ndo sejam todos

iguais. Assim, para dados experimentais ou coletados, com x; diferentes, o sistema (4.4)
tem solugao.

Com o objetivo de resolver o sistema (4.4) e encontrar o valor de a, e, em seguida
o valor de b, usamos a regra de Cramer, da qual obtemos que

n n n n n
Yoxyi=YxYyi  Yxyi—n'w Y xyi—nw
i=1 i=1 =1 j
a=

=l == (4.11)

o

d d 1
Y (xi—x)?
i=1

destacando que usamos a expressao de d em (4.8).
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3.3.1.2 - Aplicacao do Método dos Minimos Quadrados para obter o Ajuste Linear

Simples

Para facilitar a aplicacdo do Método dos Minimos Quadrados ao exemplo dado
na subsecdo 3.3.1, construimos a tabela a seguir, na qual y representa o custo total e x

representa a quantidade de produtos produzidos. Também calculamos os valores de x e ¥.

Tabela 3.2: Tabela auxiliar Quantidade X Custo Total

x y xy | x| (x—x%)?

1 | 170 | 170 | 1 4
2 | 278 | 556 | 4 1
3 | 356 | 1068 | 9 0
4 | 421 | 1684 | 16 1
5 | 580 | 2900 | 25 4

Somatério=Y | 15 | 1805 | 6378 | 55 10
Fonte: Autoria Propria.

Obtemos que

e y=="

Zx:§:3 Zy:@:%l
n 5 n 5

Como ja foi verificado, o grafico de dispersdo da relagdo custo total e quantidade
produzida nos remete a uma expressao matematica ou fungdo do tipo y = f(x) = ax+b,

como a melhor aproximagdo para o conjunto de pontos dados.

Pelo Método dos Minimos Quadrados, conforme (4.11),

n

Y xiyi—nixy

i=1
a=—

Y (xi—x)?

onde n € o conjunto de dados observados.

Logo,
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L 6378 —5.3.361 6378 —5415
- 10 - 10

=96,3.

Utilizando o sistema (4.3)

@x%)a (Y b= éx,-yi

i=1

n n
(Zx,-)a + nb = Zyi,
i=1 i=1
encontramos o valor de b na segunda equacao:

15a+5b = 1805
= 15(96,3) + 5b = 1805
= 5b= 1805 — 1444,5

360,5
= b=
= b=72,10.

Susbstituindo os valores de a e b em y = f(x) = ax+ b, respondemos ao primeiro
questionamento, obtendo que a equagdo da reta que aproxima os pontos contidos na Ta-

bela 3.1 é:

y = f(x) =96,3x+72,10.

Quanto ao segundo questionamento, a previsdo de custo para a quantidade x = 10
unidades € dada por:
parax =10:
y=96,3.(10) + 72,10 = 1.035, 10.
Portanto, o custo em reais estimado na subsecdo 3.3.1 para dez unidades do produto é R$

1.035,10.

A seguir, temos o grafico mostrando a dispersdo dos pontos e a reta referente ao
ajuste linear simples calculado pelo Método dos Minimos Quadrados, que representa a

relacdo entre o custo total do produto e a quantidade produzida.
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Figura 3.3: Grafico do Ajuste Linear Simples: Custo Total X Quantidade.
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Fonte: Autoria Prépria.

3.3.2 - Ajuste por Funcoes Polinomiais

No estudo de alguns problemas ou fendmenos, nem sempre o ajuste linear simples
serd a “melhor’funcdo que se ajusta em um determinado conjunto de dados. Sd@o muitas
as situacdes em que o modelo obedece a um comportamento polinomial, sendo necessério

proceder ao ajuste por meio de uma funcdo polinomial de grau superior a um.

Definicao 4.3.2.1 - Denomina-se f de ajuste polinomial quando y = f(x) é uma
funcdo polinomial de grau superior a um. Neste caso, procura-se calcular os valores de
ap,ai,ay,as,...,a tais que os dados coletados ou experimentais sejam ajustados por uma

fungdo do tipo
fx) =ag+arx+ax®+ ...+ anx". 4.12)

O ajuste linear de tendéncia polinomial é usado quando os dados flutuam, por
exemplo, para analisar grandes oscilagdes em um conjunto de dados, verificando-se no

grafico de dispersao o surgimento de colinas (valores maximos) ou vales (valores minimos).

Generalizando o procedimento do Método dos Minimos Quadrados usado no ajuste
linear simples para uma regressao polinomial de grau maior, obtemos, para um conjunto

de n dados coletados (x;,y;), i = 1,2, ...,n, um sistema linear da forma
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(4.13)

Nesse sentido, apresentaremos o exemplo de um comerciante que deseja analisar

os valores da quantidade demandada de um produto e os precos pelos quais ele foi vendido

em um determinado periodo. O comerciante fez suas anotacdes durante o periodo e obteve

a Tabela 3.3:

Tabela 3.3: Preco de venda X Quantidade vendida.

Preco de venda em reais

Quantidade vendida em unidades

14 140
32 180
55 200
75 190
90 162

Fonte: Autoria Prépria.

Suponhamos ainda que o comerciante de posse dos dados coletados pretenda esti-

mar qual seria a quantidade vendida do produto para um prego de venda igual R$ 100,00.

Para encontrar essa quantidade devemos encontrar a curva que melhor se ajusta aos da-

dos coletados no periodo e para isso € interessante construir o diagrama de dispersdao dos

pontos constantes na Tabela 3.3.
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Figura 3.4: O diagrama de dispersdo Quantidade demandada X Preco de venda.

y <~
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22 100
m
S
o
50 1
0 20 40 60 80

Preco de venda em reais

100

Fonte: Autoria Propria.

w

Podemos observar, nesse exemplo, que a relacdo entre a quantidade demandada

e o preco de venda apresenta um comportamento andlogo ao de uma fungao polinomial,

mais precisamente a uma funcdo polinomial de segundo grau, sugerindo a utilizacdo do

modelo de ajuste quadratico aos dados coletados. Assim, devemos encontrar uma curva

de ajuste do tipo y = f(x) =ap+ajx+ arx*. E o sistema linear (4.14) obtido é:

i=1 i=1 ag
Yo Yx Y || a
i=1 i=1 i=1
n n n

£ Lo Lo fe

n
Z Yi
i=1
n
= Z YiXi
i=1
n
Y yixt
i=1

onde n equivale a quantidade de observacgdes realizadas.

4.14)

Para facilitar a resolug¢do do sistema (4.14), construimos uma tabela auxiliar con-

tendo os elementos do ajuste do modelo quadrético, onde y representa a quantidade de-

mandada e x o preco de venda do produto. A dltima linha corresponde aos somatdrios de

cada coluna.



Tabela 3.4: Tabela auxiliar Preco de venda X Quantidade demandada.

x y x.y x? X3 x* y.x?

10 | 140 | 1400 100 1000 10000 14000
32 | 180 | 5760 | 1024 | 32768 1048576 184320
55 1200 | 11000 | 3025 | 166375 | 9150625 | 605000
75 | 190 | 14250 | 5625 | 421875 | 31640625 | 1068750
90 | 162 | 14580 | 8100 | 729000 | 65610000 | 1312200
262 | 872 | 46990 | 17874 | 1351018 | 107459826 | 3184270
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Fonte: Autoria Prépria.

Susbstituindo os valores constantes na tabela no sistema (4.14) temos:

5 262 17874 ao 872
262 17874 1351018 a | = 46990 |, (4.15)
17874 1351018 107459826 ar 3184270
cujo desenvolvimento resulta no sistema
Sag + 262a; + 17874a, = 872
262ag +17874a; + 1351018a; = 46990 (4.16)

17874ap +1351018a; + 1074598264, = 3184270

E resolvendo o sistema (4.16) pela Regra de Cramer!, temos que:

— D“O D“l

— Da2
a= —p a1 =7 D -

eazzD

Como

17874
1351018 |=44.183.032.000,

5 262
262 17874
17874 1351018 107459826

D=

!Detalhes sobre a aplicacdo da Regra de Cramer na resolugio de sistemas lineares podem ser verificados
no livro do ensino médio: Matemética Volume Unico (IEZZI et al., 2002, p.327).
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872 262 17874
Dy, = 46990 17874 1351018 |=4.820.595.852.800,
3184270 1351018 107459826

5 872 17874
Dy, = 262 46990 1351018 |=143.632.300.960 e
17874 3184270 107459826

5 262 872
Dy, = 262 17874 46990 |=-1.298.368.480.
17874 1351018 3184270

Logo

482059585280

90 = "44183032000

=109, 1051;

143632300960
44183032000

a =3,2508

— 1298368480
_ 270900 ) 0204,
@ = rg3032000 0%

Consequentemente, a equagdo analitica que representa o ajuste quadratico dos

pontos do problema proposto pelo comerciante é
y= f(x) = —0,0294x> +3,2508x + 109, 1051.

Realizando os célculos para a projecdo da quantidade a ser vendida quando o preco
for igual a R$ 100,00, temos:
para x = 100:
y = —0,0294.(100)% +3,2508.(100) + 109, 1051 = 140, 1451.
Concluimos que a quantidade demandada do produto para o preco de venda igual a R$

100,00 € de 140,1451 unidades.
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A seguir, apresentamos o grafico com a dispersdo dos pontos e a curva referente
ao ajuste quadratico, calculado pelo método dos minimos quadrados, que representa a

relacdo entre a quantidade demandada do produto e o seu preco de venda.

Figura 3.5: Grafico do Ajuste Quadratico: Quantidade demandada X Preco de venda.

ydm
Ajuste Quadratico:
250 Quantidade demandada
X
Preco de venda

£ 200
s y = f(x) = —0,02942? + 3,2508z + 109, 1051
58
£%
%E 150
45
®
=5
=— 100
]
)
=

50

X
0 20 40 60 80 100 120 i40 160 180

Prego de venda em reais

Fonte: Autoria Prépria.

Nao representaremos o processo de obtencao do ajuste de curva para funcdes poli-
nomiais de grau superior a dois, mas o procedimento é andlogo e também pode ser obtido

pelo Método dos Minimos Quadrados.

3.3.3 - Ajuste por Funcoes Exponenciais.

Cabe enfatizar que os modelos exponenciais sdo amplamente utilizados por pes-
quisadores em laboratorios, especialmente por profissionais da satide, na analise da evolucao
de organismos como bactérias, virus e células, ou mesmo na constru¢do de curvas que in-

dicam o ndmero de infectados por um determinado virus ao longo do tempo.
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Existem situacdes em que as fun¢des polinomiais nao sao adequadas para ajustar
a relacdo entre duas varidveis, e, com base no comportamento das observacdes, pode-se
concluir que a funcdo exponencial é o modelo adequado para o ajuste dos dados, ou seja,

as curvas sdo do tipo exponencial

y(x) = be**, com a,b € R. 4.17)

Assim, aplicando o logaritmo neperiano em ambos os membros da equacao (4.17),

note que

In(y) = In(be™) = In(b) + In(e)** = In(b) + ax.

Usando a mudanga de varidvel ¢ = In(b), obtemos um modelo linear dado por

z=In(y) = c+ax, (4.18)

com esse recurso expressivo, podemos proceder usando as mesmas técnicas implementa-

das no processo de construcao dos modelos das fungdes polinomiais vistas anteriormente.

Para elucidar esse assunto, suponhamos que um pesquisador estd investigando o
desenvolvimento, em milimetros, de certo tipo de bactéria conforme a temperatura, em
graus Celsius, a qual ela é exposta. Apds algumas medi¢des, o pesquisador construiu a

Tabela 3.5 com os dados coletados.
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Tabela 3.5: Temperatura X Tamanho.

Temperatura x em graus Celsius | Tamanho y em milimetros
-1,2 38,347
-0,8 16,264
-0,4 7,122
-0,1 3,022
0,2 1,420
0,5 0,628
0,7 0,360
1,0 0,190

Fonte: Autoria Prépria.

A disposi¢cdo das informagdes coletadas resulta no diagrama de dispersdao mos-

trado na Figura 3.6.

Figura 3.6: O diagrama de dispersdao Tamanho da célula X Temperatura.
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Fonte: Autoria Prépria..

A disposicao dos pontos no grafico de dispersdo evidencia que a relagc@o entre o
tamanho da célula e a temperatura apresenta um comportamento exponencial, sugerindo

a utilizacdo do modelo exponencial como a curva que melhor ajusta os dados coletados
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pelo pesquisador. Devemos, entdo, encontrar uma curva de ajuste do tipo f(x) =y = be®*,

com b > 0, onde esperamos que a seja negativo.

Usando a linearizagdo (4.18), podemos realizar o ajuste linear simples pelo Método
dos Minimos Quadrados e, em seguida, retroceder ao modelo exponencial. O sistema li-
near do ajuste terd a seguinte forma:
n
n Y !
i=1 . l; In(yi)

: 4.19)
a Y xiln(y)
i=1

n
n 2
i=1Xi in
i=1

A tabela auxiliar abaixo contém os dados necessarios para compor o sistema,
sendo que y representa o tamanho da bactéria e x a temperatura de exposicao. A ultima

linha corresponde aos somatorios de cada coluna.

Tabela 3.6: Temperatura X Tamanho.

X y x.y x? In(y) | xin(y)

-1,2 | 38,347 | -46,0164 | 1,44 | 3,6466 | -4,3759
-0,8 | 16,264 | -13,0112 | 0,64 | 2,7889 | -2,2311
-0,4 | 7,122 | -2,8488 | 0,16 | 1,9631 | -0,7852
-0,1 | 3,022 | -0,3022 | 0,01 | 1,1059 | -0,1105
0,2 | 1,420 0,284 | 0,04 | 0,3506 | 0,0701
0,5 | 0,628 0,314 | 0,25 | -0,4652 | -0,2326
0,7 | 0,360 0,252 | 0,49 | -1,0216 | -0,7151
1,0 | 0,190 0,190 1,0 | -1,6607 | -1,6607

0,1 | 67,353 | -61,1386 | 4,03 | 6,7076 | -10,041
Fonte: Autoria Prépria.

Efetuando as devidas substituicdes no sistema (4.19), obtemos:

8 0,1
c 6,7076
- . (4.20)
a —10,041
0,1 4,03



Que resulta em

8¢ +0,1a =6,7076 (I)
4.21)

0,1c + 4,03a = —10,041 (1)

Resolvendo o sistema (4.21), multiplicamos a equagdo (I) por 40, 3, obtendo

322,4c + 4,03a = 270,3162 (I)
0,1c + 4,03a = —10,041 (I1)

Em seguida fazemos (I) — (II), encontrando que

322,3c¢ =280,3572

. 280,3572
‘T 323
— ¢=0,8698

Substituindo o valor de ¢ encontrado na equagdo (I7), temos

(0,1).(0,8698) +4,03a = —10,041
= 0,08698 +4,03a = — 10,041
= 4,03a = —10,041 — 0,08698
= 4,03a = —10,12798

_,_ —10,12798

a=———
4,03

= a=-2,513

Desde que ¢ = In(b) = b= e = b = "898 = p =2 386.
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Consequentemente, o modelo de ajuste exponencial que representa o tamanho da bactéria

y conforme a temperatura x em que ela é exposta é dado por

y= f(x) =2,386e= 2135,

dando ao pesquisador um mecanismo para projetar a evolugdao da bactéria quando ela é

exposta a determinada temperatura.

O grafico de dispersdo dos pontos, juntamente com a curva referente ao ajuste

exponencial da relagdo entre o tamanho da bactéria observado pelo pesquisador conforme

a temperatura de exposicao, é dado por:
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Figura 3.7: Grafico do Ajuste Exponencial: Tamanho da célula X Temperatura.
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Fonte: Autoria Prépria..

3.3.4 - Ajuste por Modelos Logisticos

Ocorrem situagdes, especialmente na descri¢gao de modelos que descrevem a dinamica
de uma populagdo, de uma espécie, em que o crescimento linear ou exponencial ndo se
sustenta em virtude de depender de uma quantidade infinita de recursos, que normalmente

ndo existe no ambiente onde a espécie habita.

Segundo(LEITE; SILVA; SOUSA, 2011, p.934), a formulacdo do Modelo Logistico
sugere, ao contrdrio dos modelos linear e exponencial, que a populagdo sofre inibi¢cdes na-
turais em seu crescimento. Inicialmente, quando ndo ha escassez de recursos, o modelo
se comporta de forma semelhante ao modelo exponencial. No entanto, neste modelo,
admite-se que existe um nivel populacional maximo, que representa a capacidade de su-

porte do meio. Assim, uma vez atingido esse nivel, a populagdo se estabiliza.

Os autores BERTONE et al. (2019) afirmam que a func¢io que descreve este mo-



46

delo é dada por

K

PO = Treem

onde K € o parametro que representa a capacidade suporte da populacdo estudada, r € a
taxa de crescimento e C é uma constante. O grafico da solug¢do P(x) é mostrado na Figura
3.8. Note que a solucdo tem um ponto de inflexdo” e tem como assintota® horizontal no

infinito positivo a reta y = K, enquanto x cresce indefinidamente.

Figura 3.8: O grafico representativo da solugdo P(x) para um modelo logistico.

.| Assintota horizontalno+

Ponto de Inflexao

/

Fonte: Autoria Prépria..

O ajuste de curva para os dados tem, portanto, a expressao

y b>0,a<0, (4.22)

- 1 + betx’

onde o parametro K serd calculado a partir dos préprios dados coletados. Para que seja
possivel fazer a linearizacdo do modelo logistico (4.22), que é equivalente para y > 0

segue de (4.22) que

2Um ponto de inflexdo ou simplesmente inflexdo, é um ponto sobre uma curva na qual a curvatura troca
de sinal. A curva muda de ter curvatura cncava para cima (positiva) para concavidade para baixo (curvatura
negativa), ou vice-versa.

3 Assintota é um conceito usado no Ambito da Matemética para designar uma linha (reta) que, se prolon-
gada de forma indefinida, tende a aproximar-se a uma curva ou func¢do, embora sem alcangé-la.
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y

e aplicando o logaritmo neperiano a ambos 0os membros obtemos que

In (?) — In(b) +ax.

Assim, fazendo uma mudanca de variavel

Y =in (?) (4.23)

obtemos que a linearizagdo é dada por Y = ax+ In(b).

Inicialmente, surge neste modelo a dificuldade de obter o valor do parametro K a
partir dos dados coletados. Para contornar este problema, usamos o conhecido método de
Ford-Walford. Para poder entender melhor o método, observe que, se uma sequéncia de
dados (x;,y;) tem as caracteristicas da curva logistica P(x), isto &,

_lim Vi = K .
i—oo
sendo (y;),i € N, uma sequéncia monétona, entdo existe um indice k a partir do qual

dois termos consecutivos, y, € Y, estdo muito proximos para n suficientemente grande,

como mostra a Figura 3.9.

Figura 3.9: Os elementos consecutivos da sequéncia y, € y,1 muito proximos.

P(x)

Xn+1

x. X

Fonte: Autoria Prépria..
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Este fato, além de intuitivo, tem fundamentos tedricos como se pode verificar nos
Teoremas 2 e 4 do livro Andlise Real volume 1 de (LIMA, 2004):
Teorema 2: Se lim x, = a, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para o limite a.

Teorema 4: Toda segiiéncia mondtona limitada é convergente.

Segue do Teorema 4, que se a sequéncia (y;), i € N, monétona, nao-decrescente
€ convergente (por ser limitada superiormente com supremo K), entdao toda subsequéncia

de (y;), i € N, terd o mesmo limite K, pelo Teorema 2, o que nos leva a afirmar que
lim y,41 = lim y, =K. 4.24)
n—oo n—roo

Consideremos agora uma fung@o g que ajusta os pares (y;,vi+1) isto é, g(vi) = yi+1-

Temos que
lim g(y;) = lim y; | = K.
i—yo0 j—so0

Logo, de (4.24), podemos concluir que

lim (v, g(vn)) = (1im yy, lim yo1) = (K, K),

n—oo
ou seja, (K, K) é um ponto chamado de ponto fixo da fungdo de ajuste, isto é, g(K) = K.

A dindmica do método de Ford-Walford € mostrada na Figura 3.10.
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Figura 3.10: O método de Ford-Walford.

!
& * ™ —
¥4

Fonte: Autoria Prépria..

v

Como exemplo de um modelo logistico, apresentaremos um problema de origem
ecologica relacionado a proliferacdo de algas no mar Adriatico, descrito por BERTONE
et al. (2019, p. 72). Para este caso, restringiremos a apresentacdo a tabela dos dados
coletados e aos graficos ilustrativos da dispersdao dos dados e da curva logistica obtida.
As rotinas necessarias, que podem ser vistas em BERTONE et al. (2019, p. 75-76), serdao

realizadas na aplicacdo que desenvolveremos no Capitulo 4 como proposta de aula.

A Tabela 3.7 a seguir mostra os dados coletados por um pesquisador durante um
periodo de 74 dias, analisando a superficie coberta pela biomassa criada pelas algas numa

amostra microscopica.



Tabela 3.7: Evolucgao da reproducao das algas no mar Adridtico.

Tempo em dias | Biomassa em mm?
11 0,00476
15 0,0105
18 0,0207
23 0,0619
26 0,337
31 0,74
39 1,7
44 2,45
54 3,5
64 4,5
74 5,09

Fonte: Adaptado de: BERTONE et al.(2019, p. 72).
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Utilizando os pontos constantes na Tabela 3.7 o pesquisador construiu o diagrama

de dispersao mostrado na Figura 3.11, a seguir.
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Figura 3.11: O diagrama de dispersao dos dados da Tabela 3.7.
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Fonte: Adaptado de: BERTONE et al.(2019, p.72).
A disposi¢do dos pontos no diagrama de dispersao sugere ao pesquisador a utilizacao
de um ajuste de curva ndo-exponencial, mas que se adapta ao modelo logistico, pois o
traco que melhor aproxima os pontos tem o formato de um S, que corresponde a curva

referente aos dados. Como solucdo final do ajuste, o pesquisador encontrou uma curva do

tipo (4.22), sendox =t e y = P(¢).
y =15z, b>0,a <0,

mostrada na Figura 3.12.



Biomassa em mm?
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Figura 3.12: O diagrama de dispersao dos dados da Tabela 3.7.

61P(t)
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Fonte: Adaptado de: BERTONE et al.(2019, p.72).
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4 - PROPOSTA DE APLICACAO DE ATIVIDADE UTILIZANDO A
MODELAGEM MATEMATICA

Neste capitulo, apresentaremos uma sugestdo de atividade que utiliza a modela-
gem matematica para abordar um problema real: a evolug@o populacional. Essa atividade
pode ser desenvolvida com alunos da Educagao Bésica, especialmente com os do 1° Ano

do Ensino Médio, visto que é nesta etapa escolar que se aprofunda o estudo das funcoes.

O objetivo principal € apresentar os dispositivos, técnicas, procedimentos e etapas
que possibilitem aos alunos a producao dos modelos matematicos linear simples, expo-
nencial e logistico, aplicados aos dados publicos disponibilizados pelo Instituto Brasileiro
de Geografia e Estatistica (IBGE) em um determinado periodo para seu municipio de ori-
gem, além de comparar, analisar e discernir qual curva melhor se ajusta ao conjunto de

dados estudados ao longo do tempo.

Ressalta-se que esta proposta se harmoniza com as diretrizes da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), como pode ser observado no seguinte trecho

[...] no Ensino Médio o foco é a constru¢do de uma visdo integrada da Matematica,
aplicada a realidade, em diferentes contextos. Consequentemente, quando a realidade
é referéncia, € preciso levar em conta as vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino
Meédio. (BRASIL, 2017, p.528)

Como proposta, apresentaremos toda a sequéncia referente a elaboracado e analise
dos modelos linear, exponencial e logistico para a evolu¢do da populacao teodfilo-otonense,

conforme as projecdes realizadas pelo IBGE no periodo de 2011 a 2019.

Para comprovar os modelos obtidos por meio da aplicagao do Método dos Minimos
Quadrados, utilizaremos o software GeoGebra Classico!, disponivel gratuitamente em

https://www.geogebra.org/classic. Serdo indicados os passos e comandos dentro do pro-

grama para gerar os graficos e as fungdes correspondentes aos modelos.

O objetivo dessa sequéncia € reproduzir os passos que os alunos deverao seguir na
execugdo da atividade em sala de aula e/ou no laboratdrio de informatica de sua escola.
Para isso, é importante que o professor aborde o tema da dinamica populacional com seus
estudantes anteriormente. Em seguida, apos consulta no site do IBGE, o professor deve

disponibilizar aos alunos uma tabela com os dados referentes a quantidade de habitantes

"Pacote gratuito de aplicacdes on-line do GeoGebra: software de matemética dinimica que integra
geometria, dlgebra, planilhas eletronicas, graficos, estatistica e cadlculo em um tinico ambiente.
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da cidade no periodo em que serdo construidos os modelos, proporcionando as condigdes
necessdrias para o inicio da atividade. Essa € a fase de interacdo com o tema, na qual o

processo de modelagem matemaética serd desenvolvido.

Cabe enfatizar, também, que temas como derivadas de fungdes, vetor gradiente,
sequéncias mondtonas e limites, necessarios para a sustentacao tedrica dos modelos logisticos,
nao serdo abordados aqui, uma vez que sdao conteudos estudados em nivel superior. O
intuito precipuo deste trabalho € apresentar uma proposta atraente e diferenciada no pro-
cesso de ensino de conteidos matemdticos do ensino médio, incentivando o protagonismo
e a participagao efetiva dos estudantes na educacdo matematica por meio da discussdo de

problemas reais.

Feita esta consideracao, restringiremos ao desenvolvimento da aplicacao do Método
dos Minimos Quadrados, apresentado em 3.3.1.1, a obtencdo das férmulas analiticas
(fungdes) referentes aos modelos matematicos, a construcao dos graficos de dispersao
e seus respectivos modelos, a comparacdo dos modelos e a apresentacdo dos passos e

comandos para o uso do GeoGebra Classico.
4.1 - Construcoes dos Modelos.

Os dados utilizados para a constru¢ao dos modelos foram coletados no site do
Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE)? e utilizaremos como base o estudo

do comportamento da populagdo de Teoéfilo Otoni - MG no periodo de 2011 a 2019.

Na Tabela 4.1 estdao os dados que foram coletados no site do IBGE.

2 As projecdes populacionais de um municipio podem ser consultadas em:
https://www.ibge.gov.br/estatisticas/sociais/populacao/9103-estimativas-de-populacao.html?edicao=17283
t=downloads.



Fonte: Autoria Prépria - Dados de Projecoes Demograficas - IBGE

Tabela 4.1: Populacido do municipio de Tedfilo Otoni - MG.

Ano | Tempo | Nimero de habitantes
2011 1 135.154
2012 2 135.549
2013 3 140.067
2014 4 140.567
2015 5 141.046
2016 6 141.502
2017 7 141.934
2018 8 140.235
2019 9 140.592
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Nessa fase, supde-se a interac@o e familiarizacao com a situacao; os dados ja foram

coletados e as varidveis para o estudo — tempo e populagdo — ja foram definidas.

Em seguida, segue a fase de matematizacao, formulacado e resolu¢ao dos modelos

matematicos, comecando com a constru¢do do diagrama de dispersdo dos dados, con-

forme ilustrado na Figura 4.1 a seguir.

Figura 4.1: Diagrama de dispersdo da Populagdo de Tedfilo Otoni — MG de 2011 a 2019.

145000
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Populacao

135000
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ﬁ

o

y
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Tempo

Fonte: Autoria Prépria.
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b
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4.2 - Ajuste por modelo linear simples.

O ajuste linear simples, como foi visto anteriormente, € caracterizado pela férmula

y=ax+b. (5.1

Entdo, o préximo passo € obter os parametros a e b utilizando o método dos
minimos quadrados, de modo que tais pardmetros minimizem os valores das somas dos
desvios. Na aplicacdo do método dos minimos quadrados, como descrito em 3.3.1.1,
para encontrar os parametros a € b, € preciso resolver o sistema

rn n n
Y xha+ (Y x)b=Y xyi
i=1 i=1

i=1
, 4.3)

=

(

\ I

n
xi)a + nb=Yy i
i=1

1

onde

n
Y xiyi—nxy

_ =l
R S 4.11)

Para auxiliar na composicao do sistema (4.3) € conveniente construir a Tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Ajuste Linear da Populacao de Teéfilo Otoni - MG.

Ano x; | POPULACAO (yi) Xi.yi (x)? | (xi —x;)?
2011 1 135.154 135.154 1 16
2012 2 135.549 271.098 4 9
2013 3 140.067 420.201 9 4
2014 4 140.567 562.268 16 1
2015 5 141.046 705.230 25 0
2016 6 141.502 849.012 36 1
2017 7 141.934 993.538 49 4
2018 8 140.235 1.121.880 | 64 9
2019 9 140.592 1.265.328 | 81 16
Somatério =Y | 45 1.256.646 6.323.709 | 285 60

Fonte: Autoria Prépria - Dados de Projecdoes Demograficas - IBGE.

Transformando cada ano em seu respectivo x;, encontramos os valores das médias

aritméticas x; e y;,

Yy 1256646
no 9

Sey= = 139627,3333,

e utilizando a equagdo (4.11) e a segunda equagdo do sistema (4.3), encontraremos 0s
parametros a e b que melhor ajustam os valores da populacao tedfilo-otonense.

n
Y xiyi—niy
6323709 —9.(5).(139627,3333)

60

= 674,65,

n n
Desde que (Zx,-)a +nb = Zyi, segue que
i=1 i=1

450+ 9b = 1256646
= 45.(674,65) +9b = 1256646

= 9b = 1256646 — 30359,25
_ 1226286,75
- 9

= b = 136254,0833.
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Substituindo na equagdo (5.1) os resultados encontrados de a e b, obtemos a

funcdo de ajuste linear relativa aos dados populacionais de Te6filo Otoni - MG no periodo
de 2011 a 2019:

y=674,65x+136.254,0833. (5.2)

O gréfico da Figura 4.2 corresponde a dispersdo dos pontos e a reta referente ao

ajuste linear simples calculado pelo método dos minimos quadrados para a populagdo
te6filo-otonense no periodo de 2011 a 2019.

A

Figura 4.2: Modelo Linear Simples da Populacdo de Tedfilo Otoni - MG de 2011 a 2019.
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Fonte: Autoria Propria.

Em uma andlise do gréafico, o modelo linear nao é o melhor ajuste para representar
esses dados demograficos.

4.3 - Ajuste por modelo linear exponencial.

Na subsecao 3.3.3, vimos que, para os modelos exponenciais, o ajuste € feito
através de curvas do tipo

y = be™, comb > 0. (5.3

Contudo, para utilizar o método dos minimos quadrados, uma mudanca de varidvel
deve ser realizada conforme apresentado na subsecdo 3.3.3.
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Recapitulando, aplicamos o logaritmo neperiano em ambos os lados da equacao

(5.3), e obtemos
In(y) = In(be®) = In(b) + In(e)** = In(b) + ax.
Usando a mudanga de varidvel ¢ = In(b), obtemos um modelo linear dado por
z=1In(y) = c+ax. (4.18)

Feito isso, podemos proceder utilizando as mesmas técnicas implementadas no
processo de construcao do modelo linear simples. Ao aplicarmos o logaritmo neperiano
para a populagdo y, ¢ e a da equacdo (4.17), podemos empregar o método dos minimos

quadrados no ajuste, onde o sistema linear correspondente terd a forma

n ;xi c ;ln(y,)

n n n
Y xi lez a Y xiln(y;)
i=1 i=1 i=1

4.19)

Em vista disso, para auxiliar na composi¢do do sistema (4.19), € conveniente cons-

truir a Tabela 4.3, transformando cada ano no seu respectivo x;.
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Tabela 4.3: Ajuste Exponencial da Populag¢do de Teéfilo Otoni - MG. Foi considerado

apenas as quatro primeiras casas decimais de cada In(y;).

Ano x; | POPULACAO (y;) Xi.yi (x)? | In(y;) xiln(y;)
2011 1 135.154 135.154 1 11,8141 | 11,8141
2012 2 135.549 271.098 4 11,8170 | 23,6340
2013 3 140.067 420.201 9 11,8498 | 35,5494
2014 4 140.567 562.268 16 11,8534 | 47,4136
2015 5 141.046 705.230 25 11,8568 | 59,2840
2016 6 141.502 849.012 36 11,8600 | 71,1600
2017 7 141.934 993.538 49 11,8631 | 83,0417
2018 8 140.235 1.121.880 | 64 11,8510 | 94,8080
2019 9 140.592 1.265.328 | 81 11,8536 | 106,6824
Somatério =Y | 45 1.256.646 6.323.709 | 285 | 106,6188 | 533,3872

Fonte: Autoria Prépria - Dados de Projecdes Demograficas - IBGE.

Efetuando as devidas substitui¢cdes no sistema (4.19) obtemos

9 45 c
45 285 a

cujo o desenvolvimento nos da que

106,6188
533,3872

9¢ + 454 = 106,6188 (I

45¢ + 285a = 533,3872

(11)

Resolvendo o sistema (5.5) fazendo (I1I) — 5.(I), encontramos

60a = 0,2932
0,2932
a =
60

= a ~0,0049.

5.4)

5.5)
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9¢+45.(0,0049) = 106,6188

= 9¢ =106,6188 — 0,2205
oo 106,3983

9
=c~ 11,8221

Como ¢ =In(b) = b=¢ .. b=136.230,0119.

Em seguida, devemos substituir os parametros encontrados na equagao (5.3) para
obter o modelo de ajuste exponencial que melhor representa a evolucao populacional
de Tedfilo Otoni - MG no periodo de 2011 a 2019, com aproximagdo de quatro casas

decimais para os valores de In(y;):
y = 136.230,0119¢0:0049x

O gréfico da Figura 4.3 corresponde a dispersdo dos pontos e a curva referente
ao ajuste exponencial calculado pelo método dos minimos quadrados para a populagcao
tedfilo-otonense no periodo de 2011 a 2019.

Figura 4.3: Modelo Exponencial da Populagdo de Teoéfilo Otoni - MG de 2011 a 2019.

/\y
170000 1 .
Modelo Exponencial:
Populacdo X Tempo
160000 4
=]
1
=
E 150000 -
a y = 136230, 0119”74
=]
o
140000 1
/ "
130000 . . : — Xy
0 10 20 30 40
Tempo

Fonte: Autoria Propria.

Antes de prosseguir com a exibicdo das etapas de constru¢ao do modelo logistico
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para a populacdo de Teéfilo Otoni - MG no periodo de estudo, € necessario apresentar
0s passos para os ajustes linear simples e exponencial, por meio do método dos minimos
quadrados utilizando o GeoGebra Cléssico, para que o aluno possa comparar os resultados
obtidos. A seguir, com o auxilio de imagens para facilitar a assimilac¢do, apresentamos o

passo a passo.

4.4 - Modelo linear simples da evolucao da populacao teodfilo-otonense no periodo de

2011 a 2019 pelo GeoGebra Classico.

Passo 1: Com o GeoGebra aberto na janela inicial, clique no icone Menu como

indicado na Figura 4.4 a seguir.

Figura 4.4: Passo 1 para o ajuste linear simples usando o GeoGebra Classico.
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= & Ajuda & Feedback

Q Enfrar

Fonte: Autoria Prépria.

Passo 2: Feito o passo 1, aparecerd uma janela a direita com varias op¢des. Clique

no botao Exibir e em seguida no botdo planilha como indicado na Figura 4.5, a seguir.
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Figura 4.5: Passo 2 para o ajuste linear simples usando o GeoGebra Classico.
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Fonte: Autoria Propria.

Passo 3: Feito o passo 2, aparecerd uma janela constando uma planilha para
insercao de dados. Copie os dados (x;,y;) da tabela original ou introduza manualmente os

dados na planilha, conforme a Figura 4.6, a seguir.

Figura 4.6: Passo 3 para o ajuste linear simples usando o GeoGebra Classico.
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Fonte: Autoria Propria.

Passo 4: Feito o passo 3, com o mouse selecione as entradas das duas colunas
(xi) e (yi), clique no icone indicado e escolha a op¢do Andlise Bivariada, como se vé na

Figura 4.7, a seguir.
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Figura 4.7: Passo 4 para o ajuste linear simples usando o GeoGebra Classico.
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Fonte: Autoria Prépria.

Passo 5: Feito o passo 4, aparecerd um diagrama de dispersdo dos pontos da

relacdo do problema, como evidencia a Figura 4.8, a seguir.

Figura 4.8: Passo 5 para o ajuste linear simples usando o GeoGebra Cléassico.
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Fonte: Autoria Prépria.

Passo 6: Feito o passo 5, na janela de apresentacdo do diagrama de dispersao
clique em Modelo de Regressdo, na parte inferior da janela, e escolha a opcao Linear,
para que vocé tenha acesso as informacdes do ajuste, conforme mostra a Figura 4.9, a

seguir.
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Figura 4.9: Passo 6 para o ajuste linear simples usando o GeoGebra Classico.
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Fonte: Autoria Propria.

Passo 7: Feito o passo 6, vocé tem acesso ao grafico do ajuste no diagrama de
dispersdo e a férmula matematica do ajuste linear simples referente a populacdo Teoéfilo-
otonense no periodo de 2011 a 2019, que deu exatamente igual a equacao (5.2) encon-
trada na se¢ao 4.2, y = 674,65x + 136.254,0833, conforme mostra a Figura 4.10, a se-

guir.
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Figura 4.10: Passo 7 para o ajuste linear simples usando o GeoGebra Cléssico.
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4.5 - Modelo exponencial da evolucao da populacao teofilo-otonense no periodo de

2011 a 2019 pelo GeoGebra Classico.

O passo a passo ja foi explicitado na secdo anterior, € aqui vamos, de imediato,

para o Passo 6, fase em que o aluno devera escolher, apds clicar em Modelo de Regressao,

a opcao Exponencial.

Efetuando isso, temos como resultado o que podemos visualizar na Figura 4.11 a

seguir.

Figura 4.11: Passo 7 para o ajuste exponencial usando o GeoGebra Classico.
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Observe que, ao escolher a op¢do Exponencial, vocé teve acesso ao modelo de
ajuste exponencial da populacao de Tedfilo Otoni — MG no periodo de 2011 a 2019,
onde a equagdo (5.3) obtida é y = 136.241,3547¢%:9949*  Podemos perceber uma ligeira
diferenca de onze habitantes a mais do valor de b obtido na subsecdo 4.3, devido as
aproximagdes dos valores de In(y;), utilizadas na realiza¢ao do sistema (5.4), e ao arre-

dondamento aplicado no emprego do GeoGebra Cléssico.

Desta forma, uma vez que o aluno tenha assimilado o uso do GeoGebra para obter
modelos matematicos, podemos avancar e realizar as rotinas, descritas na subsecdo 3.3.4,
para obter o modelo logistico da evolu¢do da populacdo de Tedfilo Otoni - MG no periodo

de estudo.
4.6 - Ajuste por modelo logistico.

Como descrito na subse¢do 3.3.4, o ajuste de curva para o modelo logistico € dado

pela expressao
Y= 1 b>0,a<0, (5.6)

onde K € o parametro que representa a capacidade de suporte da populagdo estudada, uma
vez que, apds um determinado intervalo de tempo, o nimero de individuos da populacdo

tende a se estabilizar; a é a taxa de crescimento € b € uma constante.

A primeira dificuldade que surge é estimar qual é a capacidade de suporte (K)
da populacdo em estudo, neste caso, do municipio de Teofilo Otoni - MG. Aqui, vamos

utilizar o método Ford-Walford (BERTONE et al.,2019, p.73).

Este modelo pressupde que, uma vez que a populacdo esteja em equilibrio, ela ndo
varia mais, ou seja, y; = y;+1. Assim, a estimativa desse valor limite K pode ser obtida

relacionando os valores das populacdes nos instantes i e i + 1.

Para que o método Ford-Walford forneca uma estimativa razoavel para o valor de
K, é conveniente considerar apenas os valores nos quais a taxa de crescimento apresenta
reducdo. Observando a Tabela 4.4, constata-se que isso ocorre no periodo de 2013 a

2017.
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Tabela 4.4: Crescimento relativo da Populacdo de Teé6filo Otoni — MG no periodo 2012-

2019.
Ano | Populacao (y;) Crescimento relativo
2011 135.154 1355B 135154 — 0,0029225
2012 135.549 140067 135599 — 0,0333311
2013 140.067 1405670067 — 0,0035697
2014 140.567 14104640567 — 0,0034076
2015 141.046 141502121046 — 0,0032329
2016 141.502 119511502 — 0,0030529
2017 141.934 140255131934 — —0,0119703
2018 140.235 140592110235 — 0,0025457
2019 140.592 -

Fonte: Autoria Propria - Dados de Proje¢des Demograficas - IBGE.

Assim, nos calculos dos valores de K, a e b da equagdo (5.6), consideraremos as

informacdes populacionais de 2013 a 2017.

A partir dos pontos obtidos, ajusta-se uma func¢@o g para os pares (yi,yi+1), ou

seja, g(vi) = yi+1. Nesse caso, temos um ajuste linear simples, que serd obtido utilizando

0 GeoGebra Cléssico, mas que também poderia ser encontrado por meio dos procedimen-

tos desenvolvidos em 3.3.1.2, com a aplicacdo do método dos minimos quadrados para

obter o ajuste linear simples.

Destarte, para facilitar a realizagdo das rotinas constantes na subsecao 3.3.4, uti-

lizando o GeoGebra Cléssico, € oportuno construir a Tabela 4.5.
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Tabela 4.5: Ajuste Logistico da Populacdo de Te6filo Otoni — MG.

Ano | x; | Populacao(y;) | g(vi) =yir1 | Y = ln(%)
2013 | 1 140.067 140.567 -3,96006
2014 | 2 140.567 141.046 -4,17098
2015 | 3 141.046 141.502 -4,42379
2016 | 4 141.502 141.934 -4,74128
2017 | 5 141.934 141.934 -5,17483

Fonte: Autoria Prépria - Dados de Projecoes Demograficas - IBGE.

Fazendo o ajuste no GeoGebra da lista de dados (y;,yi+1), seguindo os mesmos
passos da secdo 4.4 e escolhendo, no passo 6, a op¢do Linear, obtém-se o ajuste po-

linomial de primeiro grau g(y) = 0,7803y + 31.359,3069, como mostra a Figura 4.12.

Figura 4.12: Ajuste polinomial linear da populagdo(y;) e g(y;) = yi+1 para o método-
Walford - GeoGebra Cléssico.

B o4 —

Woon Y Q =

B| 1| E|E|= | :SPT Scattemplot Nk 1[=2 x BB xsy

A B Y:B2:B6

1 [Populacée (yi)  [gey=y(i+1) | a

2 140067 567 142000

3 140567 141046

4 141046 141502

5 141502 141934

6 141934 141934 qus00

7

8

9

10 141000

1

12

13

14 140500 e

1: 140000 140200 140400 140600 140800 141000 141200 141400 141600 141800 142000 142200

= X AZ:AG

18 Modelo de Regressio

19

20 y = 0.7803 x + 31359.3069

2 r Linear v
L Avaliar Simbolicamente: x = y=

Fonte: Autoria Prépria.

Para encontrarmos o valor de K, utilizamos o GeoGebra, reconstruindo a Figura

3.10 da subsecdo 3.3.4, conforme ilustrado na Figura 4.13.



70
Figura 4.13: Capacidade de Suporte da Populacdo de Tedfilo Otoni — MG: Método de
Ford-Walford - GeoGebra Cléssico.
Yit1

500000

400000

N - 3(y) = 0, 7803y + 31.359, 3069
Bissetriz do primeiro quadrante

300000

200000

K =(142736.9454, 142736.8454)
100000

/ Y,
50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000 500000 550000 600000 650000 700000 750000 800000 850000

Fonte: Autoria Propria.

Observe que o valor encontrado para a capacidade de suporte da populagdo de
Teofilo Otoni - MG foi de K = 142.736,9454. Isso foi feito geometricamente, encon-
trando a intersec¢do de g(y) = 0,7803y+31.359,3069 e a bissetriz do primeiro quadrante,

que corresponde a resolver a equagdo g(y) =y, ou seja,
y=0,7803y+31.359,3069. (5.7)

Portanto, resolvendo a equagdo (5.7), encontramos

31.359,3069
Kizmy= 22207 140 736,9454.
Y= 20,7803 ’

Determinado o valor da populacao limite K, passamos agora a obter os parametros
a e b do modelo (5.6), utilizando a mudanca de varidveis obtida na equacdo (4.23) da

subsecdo 3.3.4, conforme a Tabela 4.5. Isso pode ser feito pelo GeoGebra.

Logo, ao realizar os procedimentos para o ajuste no GeoGebra com a lista de da-
In(K—y; . ~
dos [x;,Y; = W], seguindo os mesmos passos da secdo 4.4 e escolhendo novamente
l
a opocao linear no passo 6, obtém-se como resultado a regressao de andlise mostrada na

Figura 4.14.
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Figura 4.14: O resultado do ajuste linear dos dados (x;,Y;) - Método de Ford-Walford -

GeoGebra Classico.
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Fonte: Autoria Propria.

Conforme as informag¢des do ajuste linear da Figura 4.14, obtemos a equacao
Y =ax+In(b) =Y = —0,3x — 3,5942. Assim, encontramos a = —0,3 e, ao fazer a

mudanca de base em b, obtemos b = e 3942 o p = 0,02748.

Outrossim substituindo os valores de K, a e b na equagdo (5.6), obtemos como
modelo do ajuste logistico para a populagdo de Teé6filo Otoni — MG no periodo de estudo,

a expressao

_142.736,9454
© 140,02748¢0:3x"

y

O grafico da Figura 4.15 mostra a dispersdo dos pontos € a curva referente ao

modelo de ajuste logistico da populagdo de Tedfilo Otoni de 2011 a 2019.
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Figura 4.15: Modelo Logistico da Populacado de Te6filo Otoni — MG de 2011 a 2019.
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Fonte: Autoria Prépria.

Finalizada a etapa da matematizacao, sugerimos que o aluno avance para a terceira
e ultima fase, que € o Modelo Matematico e suas subetapas: interpretagdo e resolucao.
Essa fase busca validar os modelos, o que pode ser feito por meio da comparacio entre
os modelos, apurando e analisando os erros obtidos em relacao aos dados reais projetados
pelo IBGE no periodo de realizagdo dos ajustes (2011 a 2019), e também com dados mais

atuais, incluindo os verificados no Censo Demografico de 2022.

Diante disso, na préxima se¢do, apresentamos a comparagao sugerida entre os
modelos obtidos para a populagdo de Te6filo Otoni — MG no periodo de estudo e nos anos
de 2020, 2021 e 2022, a fim de indicar uma possibilidade para o aluno avaliar os modelos
e discutir aquele que melhor poderia ser utilizado para projetar a populacdo da sua cidade

no decorrer do tempo.
4.7 - Analise dos modelos.

A andlise e a interpretacao dos modelos foram feitas por meio de uma comparagdao
basilar entre os trés modelos, a partir da apuracdo do erro entre a diferenca dos valores
reais e os valores estimados pelos modelos, possibilitando um estudo mais critico sobre
as expressoes matematicas de cada um. Os resultados dos modelos:
linear (y = 674,65x+136.254,0833), exponencial (y = 136.230,0119¢%-9049%) e Jogistico

(y= W%) estdo contidos nas Tabelas 4.6 e 4.7.
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Tabela 4.6: Erro entre os valores obtidos pelos modelos e as projecoes apresentadas pelo

IBGE de 2011 a 2019 (periodo de realizagdo dos ajustes).

x; | Ano | Linear |Erro| | Exponencial | |Erro| | Logistico | |Erro| | Observado
1| 2011 | 136928,73 | 1774,73 | 136849,17 139889,12 | 4735,12 135154
2 | 2012 | 137603,38 | 2054,38 | 137571,62 140616,26 | 5067,26 135549
312013 | 138278,03 | 1788,97 | 138608,86 | 1458,14 | 141159,83 140067
4 | 2014 | 138952,68 | 1614,32 | 138926,45 | 1640,55 | 141565,23 140567
5 | 2015 | 139627,33 | 1418,67 | 139608,86 | 1437,14 | 141867,07 141046
6 | 2016 | 140301,98 | 1200,02 | 140294,63 | 1207,37 | 142091,50 141502
7 | 2017 | 140976,63 | 957,37 140983,76 950,24 | 142253,57 141934
8 | 2018 | 141651,28 141676,27 | 1441,27 | 142381,99 | 2146,99 140235
9 | 2019 | 142325,93 142372,19 | 1780,19 | 142473,82 | 1881,82 140592

Fonte: Autoria Propria.

Tabela 4.7: Erro entre os valores obtidos pelos modelos e as proje¢cdes apresentadas pelo

IBGE de 2020 e 2021 e Censo de 2022.

x; | Ano | Linear |[Erro| | Exponencial | |Erro| | Logistico | |Erro| | Observado
10 | 2020 | 143000,58 | 2063,58 | 143071,53 | 2134,53 | 142541,92 140937
11 | 2021 | 143675,23 | 2406,23 | 143774,30 | 2505,30 | 142592,42 141269
12 | 2022 | 144349,88 | 6931,88 | 144480,52 | 7062,52 | 142629,85 137418!

Fonte: Autoria Prépria.

Observe que, na Tabela 4.6, referente ao periodo de realizagao dos ajustes (2011

a 2019), o modelo que mais se repete como o que apresenta o menor erro nos dados

projetados pelo IBGE € o logistico.

Percebe-se ainda que, em quatro anos, o modelo linear (2011 e 2012) e o expo-

nencial (2018 e 2019) sdo aqueles que mais se aproximaram dos valores reais, indicando

que, a curto prazo, até poderiam ser considerados adequados. Contudo, devido ao fato

de admitirem um crescimento ilimitado — o que nao € razoavel para populagdes a longo

'Populagio de Teéfilo Otoni - MG conforme o Censo Demogrifico de 2022.
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prazo — tornam-se inadequados para projecoes populacionais futuras. Além disso, o fato
de os erros do modelo logistico ndo serem absurdamente diferentes dos erros dos modelos
linear (2011 e 2012) e exponencial (2018 e 2019) corrobora a tese da populagdo limite

calculada no modelo logistico.

Vale observar que a interpretacdo da Tabela 4.7 reforca o fato de que o modelo
logistico é o mais adequado para representar a evolucao da populacao tedfilo-otonense ao
longo dos anos, uma vez que, tanto nas proje¢oes feitas pelo IBGE nos anos de 2020 e
2021, quanto no resultado apurado pelo Censo de 2022, este foi o modelo que apresentou

0 menor erro entre os trés elaborados.

Cabe enfatizar aos alunos que a constru¢ao de modelos de dinadmica e evolucdo
populacional, principalmente os modelos logisticos, depende da inser¢do de suposi¢des
especificas, varidveis e condi¢cdes ambientais, o que pode ser aprofundado no Capitulo
6 do livro de Rodney Carlos Bassanezi (2002), Ensino-aprendizagem como modelagem
matematica. O objetivo deste trabalho foi restrito ao uso do Método dos Minimos Qua-
drados, a partir da coleta de dados, para construir modelos algébricos que caracterizam
a funcdo afim e exponencial, estudadas no ensino médio, indicando um caminho dife-
rente para a aplicacdo desses conteidos em sala de aula e refor¢cando a importancia da

matematica no estudo de fendmenos e problemas reais.

No préximo capitulo, apresentaremos uma proposta de atividade para o ensino
de funcdes exponenciais e logaritmos, utilizando o modelo de crescimento populacio-
nal discreto de Malthus. Entendemos que, diante dos obsticulos impostos por esses
conteddos aos alunos e professores, seja pela complexidade ou pelas poucas possibili-

dades de aplicacdo no cotidiano do aluno, € importante apresentar essa aplicagao.

Além da apresentacao da atividade, também sdo sugeridas propostas de intervencoes
do professor, apds cada questdo, visando que o aluno obtenha €xito e encontre as respostas

corretas.
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S - PROPOSTA DE ATIVIDADE UTILIZANDO O MODELO DE
CRESCIMENTO POPULACIONAL DE MALTHUS.

O processo de ensino das fungdes exponenciais e logaritmos no ensino médio se
mostra desafiador tanto para o aluno quanto para o professor, inclusive na apresentacao
de situacdes reais para introduzi-los em sala de aula. A busca por contextualizar esses
conteddos por meio de uma abordagem prética e exemplos reais € importante para que o

aluno consiga perceber o sentido e a aplicacdo no seu estudo.

A atividade a seguir busca apresentar uma proposta de introduzir esses conteidos
nao por meio do estudo de férmulas prontas e sem sentido imediato para o aluno, mas
com o objetivo de leva-lo a perceber o quao importantes sdao na modelagem de situagdes

e problemas reais.

Nesse sentido, com a proposta da atividade deste capitulo, visamos apresentar um
problema contextualizado para tratar da fun¢do exponencial e dos logaritmos, utilizando
o modelo do economista e matematico inglés Thomas Robert Malthus, que, segundo Bas-
sanezi (2002), foi quem propds pela primeira vez, em 1798, a utilizacdo da matemdtica

para estabelecer um modelo de crescimento de uma popula¢do humana.

E importante, antes de apresentarmos a atividade proposta, expormos o modelo de

Malthus.
5.1 - Modelo Malthusiano.

No estudo atual de dinamica populacional, convencionou-se denominar de Mo-
delo de Malthus o fato de que o crescimento de uma populagdo, ou seja, a taxa de cres-
cimento em um determinado instante, € proporcional a populacdo total em cada instante
(crescimento exponencial). Analiticamente, se, em um instante #, temos P(z) como a
populacdo total, e considerando a clara dependéncia de P(¢) com o tempo decorrido, o

modelo continuo de Malthus pode ser descrito como
b — kP, (6.1)

onde k é uma constante de proporcionalidade (k > 0) e d se refere a derivada de P em
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relagdo ao tempo ¢. Esse modelo € util quando empregado para descrever o cresci-
mento populacional em um intervalo curto de tempo, como, por exemplo, na evolucao
da populagcdo de um pais ao longo de uma década, assumindo que as taxas de fertilidade

e de mortalidade permanecam constantes durante esse periodo.

A equacdo (6.1)
1
—dP = k.dt. (6.2)
P

Integrando dos dois lados da igualdade (6.2)

/ldP:/kdt.
P

Resolvendo as integrais segue que
InP=kt+ec, (6.3)

onde ¢ é uma constante arbitrdria de integracao.
Como € conveniente isolarmos P, aplicamos na expressao (6.3) a propriedade in-

versa do logaritmo, ou seja, a exponencial:

elnP — ek.t—i—c

= P =kl el (6.4)
Sendo o tempo ¢ = 0, a populagdo inicial sera

Py:=P(0) = k0. = ¢ (6.5)
Substituindo as varidveis encontradas na equacao (6.5) na equagdo (6.4) obtemos,
que o modelo continuo de Malthus é

P(t) = Py.ek. (6.6)

No modelo de Malthus, temos que a taxa de crescimento populacional o (taxa de
natalidade menos a de mortalidade) em um instante ¢ especifico, considerada constante, é

dada por:
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o —=R(1) = D, 6.7)

A equacdo (6.7) indica que a variagao relativa da populacdo € constante, ou seja,

que a variacdo da populagdo € proporcional a populacdo em cada periodo de tempo.

O modelo discreto de Malthus é dado por

P(t+1)—P(t) = aP(1). (6.8)

Considerando dada a populag@o no instante inicial P(0) = Py, a solugao de (6.8) é
obtida por recorréncia da expressao

Pi1= (I+a)p
(6.9)

P, = (1 —l—OC)Pt,l = (1 —|—O£)tpo,

ou seja, o0 Modelo Discreto de Malthus é

Pit)=(1+a)P. (6.10)

5.2 - Atividade sobre a evolucao da populacao de Minas Gerais a partir de 1970

segundo o Modelo de Malthus.

Atividade - A populacdo de Minas Gerais na década de 70 cresceu aproximada-
mente a uma taxa de 1,6% ao ano. Assim, considerando que a populagdo mineira era
de 11.646.095 habitantes em 1970, conforme o censo demografico realizado pelo IBGE,

responda as questdes abaixo.
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Questao 01 - Qual era a populagdo mineira em:

a) 1971?

Solucao: Em 1971, significa que terd passado o primeiro periodo de crescimento, pois a
populacdo inicial é a de 1970, que era de 11.646.095 habitantes. Se P(¢) é a populagdo
no instante #, temos P(0) = 11.646.095. Sabemos que o crescimento em determinado
periodo é dado pela populacdo do periodo anterior, acrescida de 1,6% a cada 1 ano decor-

rido. Assim, temos a equagao:

P(t+1)=P(t)+0,016P(t) = P(t+1) = 1,016P(¢).

Como foi requesitado o calculo da populagdo depois de um ano:

P(0+1)=1,016P = P(1) = 1,016P(0) = 1,016.11646095 = 11.832.432,52.

b) 19727
Solugdo: Em 1972 equivale a afirmar que passou o segundo periodo de crescimento. Ou

seja:

P(1+1)=1,016P(1) = P(2) = 1,016P(1) = 1,016.11832432,52 = 12.021.751,44.

c) 19737
Solugao: 1973 sao 3 periodos depois. Logo:

P(t+1)=1,016P(t) = P(3) = 1,016P(2) = 1,016.12021751,44 = 12.214.099, 46.

d) 19747

Solugao: 1974 corresponde ao intervalo de 4 periodos. Portanto

P(t+1)=1,016P(1) = P(4) = 1,016P(3) = 1,016.12214099,46 = 12.409.525,05.

e) 19757
Solugdo: 1975 sdo 5 periodos depois. Assim

P(t+1) =1,016P(t) = P(5) = 1,016P(4) = 1,016.12409525,05 = 12.608.077,46.
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Observe que para calcular o nimero de habitantes a cada periodo de um ano, foi
necessario multiplicar a populagdo do ano anterior por 1,016, ou seja, 1 +1,6%. De
acordo o modelo e o que € proposto nesse trabalho, o professor deve orientar os alunos a

discutir e consolidar essa conclusio.

Questao 02 — Com o auxilio do GeoGebra Cldassico, elabore o diagrama de dispersao
dos dados obtidos na questdo O1.

Solugdo:

Passo 01: Com o GeoGebra Cléssico aberto na janela inicial, insira os pontos obtidos na

questdo 01 no campo “entrada”, conforme mostrado na Figura 5.1 a seguir.

Figura 5.1: Passo 1 para o diagrama de dispersao usando o GeoGebra Cléssico.
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Fonte: Autoria Prépria.

Passo 02: Feito o passo 1, apds as devida ampliag¢des, o diagrama de dispersao €

visualizado, como mostrado na Figura 5.2.
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Figura 5.2: Passo 2 para o diagrama de dispersao usando o GeoGebra Cléssico.
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Fonte: Autoria Prépria.

Note que, nesta questdo, € importante que o aluno, com as orientagdes pertinentes
do professor, perceba o formato ou tipo de curva que pode ser obtido fazendo a unido
pontilhada dos pontos localizados, pois  assume somente valores inteiros, caracterizando

o emprego do modelo discreto de Malthus.

Questao 03 - Qual é a expressdo que fornece o nimero de habitantes de Minas Gerais
na década de 70 em funcao do nimero ¢ de periodos de 1 ano?

Solucdao: Com base nas informagdes das questdes 01 e 02, podemos agir da seguinte

forma:

Se P(t+1) = 1,016P(t), temos

P(1) =1,016P(0)

P(2) = 1,016P(1) = 1,016 .1,016P(0) = (1,016)>P(0)
P(3) = 1,016P(2) = 1,016 .(1,016)>P(0) = (1,016)3P(0)
P(4) = 1,016P(3) = 1,016 .(1,016)>P(0) = (1,016)*P(0)
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P(5) = 1,016P(4) = 1,016 .(1,016)*P(0) = (1,016)3P(0)

P(1) = (1,016)'P(0).

Aqui, cabe enfatizar novamente a importancia do professor para orientar o aluno

a calcular P(0),P(1),P(2),P(3),P(4)...., até que ele identifique o padrdo e obtenha a

expressdo solicitada de forma intuitiva.

Questao 04 - A curva abaixo é a curva que representa a expressdo obtida na questdo

03.

Figura 5.3: Modelo discreto de Malthus da Populacdo de Minas Gerais — década de 70.
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1
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.===""" 10000000
8000000
6000000
4000000

2000000

Populagéo

409525,05 @0 =~

1|4‘. @'® 1260807746

2214099,46

4
1832432,52

Periodos

Fonte: Autoria Prépria.

40

Utilizando a expressao encontrada na questao anterior, determine qual seria a populacdo

mineira no ano de 1980.
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Solugdo: : Em 1980, t = 10, tem-se que se
P(t) = 11.646.095(1,016)", entdo P(10) = 11.646.095(1,016)10 = 13.649.520,90.

Estima-se que o aluno, com a intervencao do professor, se necessario, possa infe-
rir que encontrar a populacdo em 1980 equivale a 10 periodos de tempo 7, uma vez que a

populacdo inicial foi considerada a de 1970.

Questao 05 - Para andlise do modelo de Malthus, determine a taxa de crescimento popu-

lacional relativa no instante ¢, R(¢), definida por:

P(t+1)—P(1)
P(1)

R(t) =

a) No instante t = 0.

Solugdo:

P(1)—P(0) _ 11832432,52 — 11646095

R(0) = =0,016.
(0) P(0) 11646095 ’
b) No instante t = 1.
Solugdo:
P(2)—P(1) 12021751,44 —11832432,52
R(1) = = =0,01 .
() P(1) 11832432,52 0,015999
¢) No instante t = 2.
Solugdo:
P(3)—P(2) 12214099,46 —12021751,44
R(2) = = =0,01 .
2) P(2) 12021751,44 0,015999
d) No instante t = 3.
Solugdo:
P(4)—P(3 12409525,05 — 12214099, 46
R(3) = “) () = d ~— =0,015999.

P(3) 12214099, 46

e) No instante t = 4.

Solugao:
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P(5)—P(4)  12608077,46 — 1240952505
R4: = - 1.
) P(4) 12409525,05 0:016

Observe que o valor encontrado para a taxa de crescimento foi aproximadamente
igual em todos os casos (0,016 = 1,6%), evidenciando que o aluno obteve uma expressao
correspondente ao modelo populacional de Malthus. Isso se deve ao fato de que uma ca-
racteristica muito importante desse modelo é que a taxa de crescimento populacional seja

constante.

Questao 06 - Supondo que a populagao de Minas Gerais evolua conforme o modelo dis-
creto de Malthus, obtido para a evolucao populacional mineira na década de 70, responda

em qual ano a populacdo mineira alcancaria 18.749.581 habitantes?

O professor, como mediador, encontrard nessa questdo um momento ideal para
introduzir o conceito de logaritmo, pois, ao tentar resolvé-la analiticamente, utilizando
equagdes exponenciais para responder ao que foi solicitado, o aluno encontraré dificulda-
des. Além disso, se optar por executar a rotina empregada na primeira questdo, percebera
que o processo € exaustivo e possui grande potencial de erro.

Solucao:

Note que, para alcancar 18.749.581 habitantes terfamos P(t) = 18.749.581, ou seja,

11646095.(1,016)" = 18749581

18749581
1.016) = 12200

= (1,016)" = 56095

= (1,016)' = 1,609945737.

Aplicando-se logaritmo de base (1,016) a ambos os lados da equagdo (1,016)" =

1,609945737 e utilizando as propriedades de logaritmo segue que:

logl 7016(1,016)1 = logl 7016(1,609945737)
=t 10g1 ,016(1,016) =10g1 7()16(1,609945737)
= t=1log, o16(1,609945737).

Com o auxilio de uma calculadora cientifica, obtemos que ¢ = 30 periodos depois,

ou seja, a populacao de Minas Gerais alcancaria 18.749.581 habitantes no ano de 2000.
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Sugerimos que conduza o professor a propor ao aluno que busque uma validagao
para o modelo de Malthus construido, analisando e comparando os nimeros reais ob-
tidos pelos censos demograficos brasileiros, constantes na Tabela 5.1 abaixo, com as

populagdes encontradas a partir do modelo discreto de Malthus em 1980 e 2000.

Tabela 5.1: Erro entre os valores obtidos pelo modelo discreto de Malthus e os censos

demograficos realizados pelo IBGE em 1970, 1980 e 2000.

Periodo | Censo demografico | Modelo discreto de Malthus | Erro
[P(1) = (1,016)'P(0)]
1970 11.646.095 11.646.095 -
1980 13.651.852 13.649.520,90 -0,017%
2000 17.866.402 18.749.581 4,94%

Fonte: Autoria Prépria - Dados dos Censos Demogréficos - IBGE.

Observe que, para o ano de 1980, o modelo se mostrou satisfatério, como espe-
rado, uma vez que a taxa de crescimento utilizada foi de 0,016%, a qual corresponde
a taxa média apurada com base nos dados dos censos de 1970 e 1980, calculada pelo
modelo malthuasiano, como se vé:

~ 13651852

P(1) = (14 o) Py = 13651852 = (1+a)'*1164 o) = 616005
(1) = (1+a)' Ry = 13651852 = (1+@)'011646095 = (14 0)!° = =2

= a= YVI1,172225712 — 1 20,016.

Quanto as populagdes verificadas para o ano de 2000, o modelo ndo se mostrou
satisfatorio, uma vez que a populagdo mineira estimada pelo modelo naquele ano seria
superior, em uma quantidade consideravel de habitantes, a populagdo real verificada pelo
censo demografico, indicando a necessidade de ajustar o modelo. Nesse momento, o
professor podera sugerir ao aluno ajustar o modelo discreto de Malthus para o modelo

continuo, sobretudo se o aluno ja tiver assimilado o estudo de logaritmos.
Para isso, o professor poderia instruir o aluno a considerar os modelos abaixo:
Modelo Discreto: P(¢) = (14 o) Py = Py(1,016)".
Modelo Continuo: P(t) = PyeX’.

Encontrando que:
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Py(1,016)" = Pyek' = (1,016)" = €V,

aplicando o logaritmo natural a ambos os lados da equagdo (1,016)" = e’ e utilizando as

propriedades de logaritmo, temos:

In(1,016)" = Inek!
= 1.In(1,016) = k.t.lne
=k =1n(1,016) = 0,016.

Desde que P(0) = 11.646.095, o modelo continuo de Malthus obtido é
P(t) = 11.646.095¢%:016,

Para efeito de comparagdo e anélise da eficiéncia ao aluno, sob a orientacao do
professor, sugerimos construir uma tabela contendo os cdlculos com os dois modelos de
Malthus e os resultados aferidos pelos censos demograficos, conforme mostrado na Tabela
5.2.

Tabela 5.2: Erro entre os valores obtidos pelos modelos de Malthus e os censos de-

mograficos realizados pelo IBGE em 1970, 1980 e 2000.

Periodo Censo M.D.M.! Erro M.C.M.? Erro
demogrifico | P(t) = (1,016)'P(0) P(t) = 1164609590161
1970 11.646.095 11.646.095 - 11.646.095 -
1980 13.651.852 13.649.520,90 -0,017% 13.666.819,09 0,109%
2000 17.866.402 18.749.581 4,94% 18.820.956,02 5.34%

Fonte: Autoria Propria - Dados dos Censos Demograficos - IBGE.

Ap6s realizar os célculos, espera-se que o discente perceba que os resultados en-
contrados sdo semelhantes. Se continuar utilizando esses modelos que adotam uma taxa
de crescimento constante, ele chegard a conclusao de que a populagdo aumentard indefini-

damente, o que contraria a ideia de populagao limite apresentada na proposta de atividade

"Modelo Discreto de Malthus.
Modelo Continuo de Malthus.
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do capitulo anterior. Essa ideia sustenta os modelos logisticos, que sdo construidos com
base no fato de que as taxas de crescimento de uma populagdo tendem a diminuir com o

passar do tempo.
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6 - CONSIDERACOES FINAIS.

A primeira proposta de atividade apresentada indica que é possivel trabalhar o
Ajuste Linear no Ensino Médio, especificamente por meio do Método dos Minimos Qua-
drados. E possivel explorar o estudo das fungdes polinomiais do 1° e 2° graus, além
das funcdes exponenciais, apresentando formas para que o aluno deduza os parametros
e coeficientes das expressdes matematicas que representam os modelos obtidos e cons-
trua os respectivos graficos representativos. O uso do GeoGebra Classico permite aos
alunos comprovar os modelos encontrados por meio de comparacdes entre as curvas ca-

racteristicas de cada um, consolidando, assim, os conceitos matematicos estudados.

Cabe ressaltar que a constru¢ao de modelos matematicos por meio da modelagem
matematica facilita a integracao entre pesquisa e ensino, dado o carater investigativo das
praticas de modelagem. Na proposta de atividade, o desenvolvimento com os alunos é
fundamental, pois certamente surgirdo muitos questionamentos e observagdes ao longo

do processo. Com efeito, para Biembengut (2004):

como ¢é essencialmente um método de pesquisa, no Ensino, a modelagem matemética
pode tornar-se caminho para despertar no aluno interesse por assuntos de matemadtica
e, também, de alguma area da ciéncia que ainda desconheca a0 mesmo tempo em que
ele aprende a arte de modelar, matematicamente.(BIEMBENGUT, 2004, p.23).

A segunda atividade, que utiliza o0 modelo de Malthus — ponto de partida para
a evolucdo dos modelos de crescimento populacional — apresenta uma proposta interes-
sante e acessivel aos alunos para o estudo da fungdo exponencial, além de ser uma opor-
tunidade para introduzir o conceito de logaritmo. Isso ocorre por meio de uma aplicacdo
real desses dois contetidos, que geralmente sdo complexos e impdem obstaculos ao pro-

cesso de aprendizagem.

Perante o exposto, e conscientes de que este trabalho apresenta como sugestao
uma possibilidade de abordagem da modelagem matematica no ensino médio, estima-se
que ele possa ser mais uma ferramenta para o professor utilizar em sala de aula, visando
consolidar a assimilagdo de conceitos e conteidos matemdticos por meio de problemas

reais relacionados aos alunos.

Ademais, objetivamos que os conteidos matematicos sejam vistos pela sua dina-

micidade e capacidade de indicar alternativas para problemas contemporaneos nos mais



variados contextos € nao como conceitos estaticos e acabados.
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