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RESUMO

NOGUEIRA, Luis Eduardo, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, janeiro de 2025.
O uso do software “GeoGebra” no ensino das fung¢fes trigonométricas no
ensino médio. Orientador: Mehran Sabeti.

O GeoGebra é um software de Matematica dinAmica gratuito e multiplataforma,
projetado para apoiar o ensino de diferentes reas da Matemética, como geometria,
algebra, calculo, estatistica e graficos, em uma Unica aplicacéo interativa. Criado por
Markus Hohenwarter em 2001, o programa ganhou popularidade mundial, sendo
utilizado em mais de 190 paises e traduzido para 55 idiomas. Gratuito e de codigo
aberto, o GeoGebra é uma ferramenta essencial para inovar no ensino publico,
oferecendo recursos de alta qualidade e acessiveis, especialmente em contextos
com restricbes financeiras.

A Trigonometria, por sua vez, € uma area Matematica fundamental com raizes na
antiguidade, surgindo entre os gregos e desenvolvida ao longo dos séculos por
matematicos e astrébnomos como Hiparco e Ptolomeu. Inicialmente usada na
Astronomia, a Trigonometria expandiu-se para outras areas, como engenharia e
medicina, sendo essencial para calculos em circuitos elétricos, refracdo de luz e
analise estrutural. Conceitos fundamentais, como seno, cosseno e tangente,
originados do triangulo retangulo, tornaram-se essenciais para resolver problemas
complexos.

Neste trabalho, propomos uma aplicacdo do GeoGebra em sala de aula, com o
objetivo de analisar como o software auxilia o processo de ensino-aprendizagem. A
experiéncia permitira que alunos visualizem e manipulem graficos de funcdes
trigonométricas e explorem suas aplicacdes, incentivando a construcdo do
conhecimento de forma dindmica e interativa. A analise dos resultados destacara a
importancia do uso do software para promover uma compreensdo mais profunda e
intuitiva dos conceitos matematicos.
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Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
24

3.1

3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13
3.14

Tela Inicial GeoGebra. . . . . . . . .. . .. ... ... ... ... . 20
Tela Inicial GeoGebra, apés inicializacao do programa. . . . . . . . . 22
Detalhe do icone ‘Grafico’, apds clicar na barra de menus. . . . . . . 23

Entrada da fungao f(z) = sin(x) e plotagem do gréfico na janela de

visualizagao. . . . . .. ... 24

Figura de uma parte de uma tradugao do Almagesto em latim, de

1451. Fonte:https://pt.wikipedia.org/wiki/Almagesto. . . . . . . . . 28
Triangulo Retangulo. . . . . . . . ... ... o oL 31
Inserindo as coordenadas de um ponto. . . . . . . .. ... .. ... 33
Construindo o Circulo Trigonométrico. . . . . . . .. .. ... ... 34
Preenchimento dos dados. . . . . . .. .. ... ... ... .. 35
Circulo de Centro A e Raio 1. . . . . . . ... ... ... ... ... 35
Pontos A, B e C como lugares Geométricos da Circunferéncia. . . . 37
Angulo a gerado pelo GeoGebra apds execugao dos comandos. . . . 38
Angulo no 3° quadrante, apds zoom. . . . . . ... ... ... 39
Gréfico da fungao f(a) =sin(a). . . . .. .. Lo 40
Valor de Seno Positivo. . . . . . ... ..o oo 41
Valor de Seno Negativo. . . . . . .. ... ... ... ... ... 42
Seno e Cosseno de a negativos no 3° quadrante. . . . . . ... ... 43

Representagao das fungoes sin®(a) e cos*(a). . . . . . . .. ... .. 44



3.15

3.16

3.17
3.18
3.19
3.20
3.21
3.22

3.23

3.24
3.25
3.26
3.27
3.28
3.29
3.30
3.31
3.32
3.33

3.34
3.3
3.36

Representacio das Fungoes funcoes sin?(a) e cos?(a) com pontos de
intersecao De E. . . . .. oo
Reta y = 1, representando graficamente equacao 3.6 - Relagao
Fundamental da Trigonometria. . . . . . .. ... ... ... ....
Inserindo a reta perpendicular para auxiliar na visualizagao.
Deslocamentos de B pela circunferéncia no instante 1. . . . . . . . .
Deslocamentos de B pela circunferéncia no instante 2. . . . . . . . .
Deslocamentos de B pela circunferéncia no instante 3. . . . . . . . .
Reta auxiliar § interceptando a funcdo tan(a). . . . . . . . . .. ..
Valor da tan(«) representado graficamente para um instante no 1°
quadrante. . . . . . . ...
Valor da tan(a) representado graficamente para um instante no 2°
quadrante. . . . . . ..o
tan(a) representada no Circulo Trigonométrico. . . . . . . . . . ..
Circulo Trigonométrico centralizado na Origem. . . . . . .. . ...
Representacao grafica da Tangente no 2° quadrante. . . . . . . . . .
Representacao grafica da Tangente no 3° quadrante. . . . . . . . . .
Representacao da Cotangente no 1° quadrante. . . . . . . . . . . ..
Representacao da Cotangente no 2° quadrante. . . . . . . . . .. ..
Representacao da Cotangente no 3° quadrante. . . . . . . . . .. ..

Representacao da Cotangente no 4° quadrante. . . . . . . . . . . ..

Interpretacao Geométrica da Cotangente no Circulo Trigonométrico.

Circulo trigonométrico com centro na Origem (A), para representar

a Cotangente graficamente. . . . . . . . .. ... ... ... ...
Cotangente (segmento h) para um angulo no 2° quadrante . . . . .
Cotangente (segmento h) para um angulo no 3° quadrante. . . . . .

Circulo Trigonométrico para representar a funcao Secante. . . . . .



3.37
3.38
3.39
3.40
3.41
3.42

3.43

3.44

3.45
3.46
3.47
3.48
3.49
3.50
3.51
3.52
3.53
3.54
3.5
3.56
3.57
3.58

3.59

Funcao Secante de um angulo qualquer no 2° quadrante. . . . . . . 69

Representacao Geométrica da Secante. . . . . . . ... .. ... .. 70
Representagao da insercao de uma reta Tangente. . . . . . . . . .. 71
Representacao da intersecao entre 2 objetos. . . . . . .. ... ... 72
Representacao do segmento AD . . . . .. .. ... ... ... ... 73
Representacao do segmento AD, quando o ponto C' estd formando

um angulo no 2° quadrante. . . . . . ... ... ... ... ... 74
Representacao do segmento AD, quando o ponto C' esta formando
um angulo no 1° quadrante. . . . . . . ... .. ... ... ... .. 74

Circulo trigonométrico a ser utilizado para a representacao da fungao

Cossecante. . . . . . . .. oL 75
Fungao Cossecante de cv. . . . . . . . . ... 76
Funcao Cossecante de o no 2° quadrante. . . . . . . . .. ... ... 78
Funcao Cossecante de o no 3° quadrante. . . . . . . ... ... ... 78
Representacao Geométrica da funcao Cossecante de . . . . . . . . 79
Inserindo comando ‘retas tangentes’. . . . . .. ... ... ... .. 80
Intersecao da Reta Tangenteeoeixo Y. . . . . ... ... .. ... 81
Cossecante - Segmento AD. . . . . . ... ... ... ... ..... 82
Representacao Geométrica da Cossecante no 2° quadrante. . . . . . 83
Representacao Geométrica da Cossecante no 32 quadrante. . . . . . 83
f(z) = cos(z) representada no GeoGebra. . . . . . . ... ... ... 85
g(x) = a - cos(bxr + ¢) + d representada no GeoGebra. . . . ... .. 86
Variagao do parametro ‘a’ representado no GeoGebra. . . . . . . . . 87
Variacao do parametro ‘b’ representado no GeoGebra. . . . . . . . . 87
Variagao do parametro ‘c’ representado no GeoGebra. . . . . . . . . 88

Variagao do parametro ‘d’ representado no GeoGebra. . . . . . . 89



Sumario

1 Introducgao

2 Historia do GeoGebra

3

2.1 A Inteface do GeoGebra . . . . . . . . . .. ... ..
2.1.1 Onde fazer o download . . . . . . . ... ... ... .....
2.1.2 Apresentacao Inicial . . . . ... ... ... L.
2.1.3 Funcionamento do Programa . . . . . . ... ... ... ...

Trigonometria

3.1 Relagao Fundamental da Trigonometria . . . . . . .. .. ... ...

3.2 Procedimento de Construgao 1 - Demonstracao da Relacao Funda-
mental da Trigonometria no GeoGebra . . . . . . . . . . ... ...

3.3 Procedimento de Construcao 2 - Tangente de um Angulo ......

3.4 Procedimento de Construcao 3 - Representagao Geométrica da Tan-
gente de um Angulo no Circulo Trigonométrico . . . .. ... ...

3.5 Procedimento de Construcao 4 - Cotangente de um Angulo .....

3.6  Procedimento de Construcao 5 - Representacao Geométrica da Co-
tangente de um angulo no Circulo Trigonométrico. . . . . . . . . ..

3.7 Procedimento de Construcao 6 - Secante de um angulo. . . . . . . .

3.8 Procedimento de Construcao 7 - Representacao Geométrica da Se-
cante de um angulo no Circulo Trigonométrico. . . . . . . . .. ..

3.9 Procedimento de Construcao 8 - Cossecante de um angulo. . . . . .

16

17
18
18
19
21



3.10 Procedimento de Construcao 9 - Representacao Geométrica da Cos-
secante de um angulo no Circulo Trigonométrico. . . . . . . . . ..
3.11 Procedimento de Construcao 10 - Representacao Genérica da Funcao

COSSENO. . . v v o



16

Introducao

Este trabalho objetiva elaborar um plano de aula voltado ao ensino da Trigo-
nometria, focando na utilizacao de um recurso computacional dinamico, bastante
conhecido no meio matemaético, chamado GeoGebra. Buscando despertar nos alunos
o interesse pela Trigonometria e auxilid-los na compreensao desses conceitos, que
frequentemente sao abstratos, por meio de uma abordagem interativa.

Faremos uma abordagem histérica sobre o software a ser utilizado e sobre a
parte tedrica da Trigonometria que sera abordada, além de apresentar um passo
a passo de como o professor ira desenvolver este conteudo através do GeoGebra,
expondo os aspectos tedricos considerados na construcao desse plano de aula, com
uma descri¢ao detalhada da estrutura ser utilizada.

Além disso, faremos uma aplicacao deste produto em sala de aula detalhando
os principais resultados observados, com o intuito de promover, entre professores
de Matematica, possiveis articulagoes pedagdgicas envolvendo a Trigonometria e
as novas tecnologias educacionais disponiveis. Dessa forma, busca-se consolidar a
proposta deste mestrado profissional, que prioriza acoes voltadas para intervencoes
nas praticas de sala de aula e contribui para a solucao de desafios dos sistemas

educativos.
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Histdria do GeoGebra

O GeoGebra é um software de Matematica dinamica gratuito e multiplataforma
para todos os niveis de ensino, que combina geometria, algebra, tabelas, graficos,
estatistica e cdlculo numa tunica aplicagao (GEOGEBRA, 2024).

Ainda de acordo com GEOGEBRA (2024), o software GeoGebra foi criado
em 2001 como tese de Markus Hohenwarter e a sua popularidade cresceu desde
entao. Atualmente, o GeoGebra é usado em 190 paises, traduzido para 55 idiomas,
sao mais de 300000 downloads mensais, 62 Institutos GeoGebra em 44 paises para
dar suporte para o seu uso. Além disso, recebeu diversos prémios de software
educacional na Europa e nos EUA| e foi instalado em milhGes de laptops em vérios
paises ao redor do mundo.

O GeoGebra apresenta algumas caracteristicas importantes, onde pode-se des-

tacar:

e Graficos, dlgebra e tabelas estao interligados e possuem caracteristicas dinami-
cas. Ou seja, quando um parametro ou objeto é alterado, todos os elementos
relacionados se ajustam em tempo real, permitindo explorar propriedades

matematicas de forma visual e intuitiva.
e Interface amigavel, com varios recursos sofisticados.

e Ferramenta de producao de aplicativos interativos em paginas WEB.
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e Disponivel em varios idiomas para milhoes de usuarios em torno do mundo.

e Software gratuito e de codigo aberto.

Por ser livre, o software GeoGebra vem ao encontro de novas estratégias de
ensino e aprendizagem de conteidos de geometria, dlgebra, calculo e estatistica,
permitindo a professores e alunos a possibilidade de explorar, conjecturar, investigar
tais contetidos na construc¢ao do conhecimento matemético (GEOGEBRA, 2024).

Além disso, ao representar o grafico de uma funcao na tela do computador,
outras janelas se abrem apresentando a correspondente expressao algébrica e, por
vezes, outra janela com uma planilha contendo as coordenadas de alguns pontos
pertencentes ao grafico. As alteraces no gréafico imediatamente sao visiveis na
janela algébrica e na planilha de pontos. E a apresentacao do dinamismo de

situagoes que permitem ao professor e aluno levantar conjecturas e testar hipdteses.

2.1 A Inteface do GeoGebra

Uma importante caracteristica do GeoGebra é que ele é um software livre,
tornando-o um recurso computacional importante para democratizar e promover
a inovacao no ensino publico, visto que muitas vezes a educacao publica enfrenta
desafios financeiros. Isso contribui para elevar a qualidade do ensino publico e
aumentar as oportunidades educacionais para todos os alunos independentemente

de sua origem socioeconomica.

2.1.1 Onde fazer o download

Para baixar e utilizar o programa, deve-se acessar o site oficial do GeoGebra e

seguir os passos detalhados a seguir.
1. Acesse o site oficial do GeoGebra em: https://www.GeoGebra.org/.

2. No menu principal do site, vocé verda uma opcao ‘Baixar’. Clique nela.
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3. Voceé sera redirecionado para a pagina de download, onde vera opcoes para
diferentes versoes do GeoGebra, incluindo GeoGebra Classic, GeoGebra 3D,

GeoGebra Graphing Calculator e muito mais.

4. Escolha a versao do GeoGebra que deseja baixar. Utilizaremos neste trabalho
a versao classica. Clique em ‘GeoGebra Classic 6’. Dependendo do seu
sistema operacional (Windows, macOS, Linux, Android ou iOS), clique na

opcao correspondente para iniciar o download.

5. Siga as instrugoes de instalacao para concluir a instalacao do GeoGebra em

seu dispositivo.

Além disso, o GeoGebra também esta disponivel como um aplicativo para dis-
positivos méveis, entao vocé pode baixé-lo na loja de aplicativos do seu dispositivo,

como a App Store (10S) ou Google Play Store (Android).

2.1.2 Apresentacao Inicial

A interface do GeoGebra é intuitiva e amigavel, permitindo que estudantes,
professores e profissionais da Matemaética utilizem suas poderosas funcionalidades
com facilidade.

Na Figura 2.1,temos a tela inicial do GeoGebra, dando destaque as principais

ferramentas disponiveis na tela inicial, as quais serao detalhadas na sequéncia.
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Figura 2.1: Tela Inicial GeoGebra.

e Barra de Ferramentas: A barra de ferramentas é a area onde vocé encontra as
ferramentas de desenho e manipulagao, como pontos, retas, circulos, funcoes,

entre outras, localizada na parte superior da janela principal.

e Barra de Menus: A Barra de Menus é o local onde se concentram diversas
funcionalidades do GeoGebra, onde é possivel salvar o projeto ou até mesmo

alterar as configuragoes gerais do programa.

e Janela de Algebra: Na Janela de Algebra sao exibidas as coordenadas, equa-
¢oes e medidas dos objetos criados na janela de visualizagao. E uma represen-
tagao textual de todos os objetos matematicos criados. Isso inclui equagoes,
coordenadas e formulas. Vocé pode interagir com esses objetos diretamente

na area da algebra.

e Janela de Visualizacao: A Janela de Visualizacao é o local em que sao criadas

as representacgoes graficas, a partir da selecao dos comandos na Barra de



21

Ferramentas. A maior parte da interface é ocupada pela area de visualizacao,

onde voce cria, desenha e explora objetos matematicos.

As ferramentas que serao utilizadas para a elaboracao deste estudo serao
detalhadas minunciosamente, para que os professores que tiverem acesso a este
material, consigam implementa-lo em suas aulas. Este detalhamento seré exposto

nos capitulos destinados aos Procedimentos.

2.1.3 Funcionamento do Programa

Vamos exemplificar algumas utilizagoes béasicas do programa. E importamte
ressaltar que as funcgoes inseridas no software foram utilizadas em seu idioma
original, visto que a versao disponivel para uso estava configurada em inglés. Para
calcular o valor de um seno de um angulo qualquer e exibir o grafico da func¢ao

seno, vocé pode seguir as seguintes etapas no GeoGebra:

1. Abra o GeoGebra: Inicie o aplicativo GeoGebra no seu computador ou acesse
a versao online no seu navegador.

A Figura 2.2, apresenta a tela inicial do GeoGebra, ao ligar o software .
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Figura 2.2: Tela Inicial GeoGebra, apds inicializagao do programa.

2. Crie um grafico: Clique na barra de menus, e selecione o icone de gréficos.
Na janela de graficos, crie um grafico vazio ou selecione um gréfico existente
onde deseja tragar a funcao seno.

Na Figura 2.3, estda apresentando o icone ‘grafico’, apos clicar na barra de

menus .
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Figura 2.3: Detalhe do icone ‘Gréfico’, apés clicar na barra de menus.

3. Defina a Fungao Seno: Na barra de entrada (onde digita-se os comandos),

insira a fun¢ao seno com uma varidavel, por exemplo, digitando o comando
sin(x). Automaticamente, a fungao f(x) = sin(z) é criada.

O préprio programa ja entende que na varidvel x serao os valores das abscissas
do plano cartesiano. Caso a funcao definida fosse sen(«), terfamos que definir

este angulo a.

O software GeoGebra oferece diversas formas de inserir e manipular angulos.
A definicao de angulos pode ser realizada tanto em graus quanto em radianos,
permitindo flexibilidade na representacao e nos calculos. Para definir um
angulo de forma direta, o usuario pode inseri-lo na barra de entrada do
software da seguinte maneira: o = 45. Para o caso de angulos em radianos

pode-se digitar na janela de entrada da seguinte forma: o = pi/2.

Nos proximos tépicos, faremos estas representacoes mais especificas.

A Figura 2.4, apresenta a inser¢ao da fungao f(z) = sin(x) na janela de
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entrada. Automaticamente, o grafico é plotado na janela de visualizacao.
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Figura 2.4: Entrada da funcao f(x) = sin(x) e plotagem do grafico na
janela de visualizacao.

4. Escala do Grafico: Ajuste a escala do grafico conforme desejado. Isso é
importante para garantir que o grafico exiba a funcao seno de maneira
apropriada. Vocé pode fazer isso clicando com o botao direito do mouse no
eixo x e selecionando ‘Configuragoes do Eixo’ para definir os limites e o passo

do eixo.

5. Tracar o Gréfico: Pressione ‘Enter’ apés inserir a fungao seno ‘ f(z) = sin(z)’.
O GeoGebra tragard automaticamente o grafico da fungao seno no grafico

que voce criou.

Voceé vera o grafico da funcao seno exibido na janela de graficos. O eixo x representa
o angulo (em radianos), e o eixo y representa o valor do seno desse angulo. Vocé

pode interagir com o grafico ajustando a escala, aproximando ou afastando, e assim
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por diante, conforme necessario. Lembre-se de que vocé pode alterar a fungao para
calcular o seno de angulos diferentes ou usar outras fungoes trigonométricas da
mesma maneira, substituindo sin(x) por cos(z), tan(z), etc., para calcular e exibir

seus graficos correspondentes.
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Trigonometria

Trigonometria é uma palavra de origem grega que remete a medida de trés
angulos, onde: TRI significa trés, GONO significa angulo e METRIEN significa
medida. Trata-se assim do estudo das relagoes entre os lados e os angulos de um
triangulo (SILVA, 2024).

Os egipcios e os babilonios utilizavam as relagoes existentes entre lados e
angulos dos triangulos para resolver problemas, mas apesar disso foi o interesse
pelo movimento dos astros que impulsionou a evolucao da Trigonometria. Dai
que, historicamente, a Trigonometria apareca muito cedo associada a Astronomia
(CORREIA, 2009).

Os primeiros relatos apontam que a Trigonometria nasceu no ano 300 a.C. entre
0s gregos, e suas primeiras aplicagoes praticas ocorreram com ptolomaicos 150
d.C. que, além de continuar aplicando-a nos estudos astronomicos, a usou para
determinar a latitude e longitude de cidades e de outros pontos geograficos em seus
mapas (CORREIA, 2009).

Os gregos antigos, como Tales de Mileto, foram pioneiros na abordagem ge-
ométrica da Trigonometria, estabelecendo seus fundamentos. Tales, ao trazer a
Matematica para a Grécia, iniciou um modo de cultivo sistematico do conheci-
mento matematico, o que lhe proporcionou uma maior precisao para os estudos

astronomicos e lhe permitiu formular o Teorema de Tales, cdlculo que na época
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permitia descobrir a altura de uma piramide a partir do comprimento de retas
paralelas e das retas transversais da construcao (PORFfRIO, 2024).

Acredita-se que Tales, por volta de 585 a.C. (quando tinha cerca de 40 anos),
tenha conseguido prever o momento exato de um eclipse solar. Ele teria realizado
essa proeza com base em observacgoes diretas dos movimentos da Terra, da Lua
e do Sol, combinadas com conhecimentos astronomicos e calculos matematicos.
Para muitos historiadores, esse episdédio marca um ponto alto em sua trajetoria
intelectual, simbolizando também o surgimento da Filosofia como um esforco
racional e sistematico nesse perfodo (PORFIRIO, 2024).

Hiparco, assim como Tales, um matematico e astronomo grego, deu um passo
importante ao criar a primeira tabela trigonométrica conhecida, chamada ‘Tabela
de Cordas’. Essa tabela relacionava os comprimentos das cordas em um circulo
com os angulos correspondentes, permitindo calculos mais precisos em Astronomia
e geodésia. Assim, Hiparco representou um grande avanco na Astronomia e por
isso recebeu o titulo de “Pai da Trigonometria” (PORFfRIO, 2024).

Hiparco desempenhou um papel crucial como elo entre a tradicao astronomica
babilonica e a obra monumental de Claudio Ptolomeu (Klaudius Ptolemaios). Este
ultimo, no século II d.C., em Alexandria, escreveu a Syntaxis Mathematica, uma
compilagao abrangente em treze volumes que se tornou referéncia essencial em
Trigonometria e Astronomia na Antiguidade. A obra, mais tarde conhecida como
Almagesto — termo derivado do darabe al-majisti, que significa ‘a maior’ —, recebeu
esse titulo devido a elevada consideracao dos tradutores arabes, que a viam como o
principal tratado cientifico de sua época (PORFfRIO, 2024). A Figura 3.1 apresenta

uma parte de uma traducao do Almagesto em latim de 1951.
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Figura 3.1: Figura de uma parte de uma traducao do Almagesto em latim,
de 1451. Fonte:https://pt.wikipedia.org/wiki/Almagesto.

CORREIA, 2009 ainda afirma que foi Ptolomeu (séc. 11 d.C.) quem influenciou
o desenvolvimento da Trigonometria, durante muitos séculos, onde sua obra Alma-
gesto contém uma tabela de cordas correspondentes a diversos angulos, por ordem
crescente e em funcao da metade do angulo, que é equivalente a uma tabela de
senos, bem como uma série de proposicoes da atual disciplina. No Almagesto reuniu
os conhecimentos existentes na época sobre Astronomia e Trigonometria e a que
os arabes tiveram acesso. Estes introduziram os conhecimentos de Trigonometria
para a Europa através de Espanha.

A aplicagao da Trigonometria e utilizagao do circulo trigonométrico para a
resolucao de problemas algébricos foi feita por Viete — séc. XVI — que estabeleceu

também alguns resultados importantes. Contudo, foi Euler (séc. XVIII) que,
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ao usar invariavelmente o circulo de raio um, introduziu o conceito de seno, de
cosseno e de tangente como numeros, bem como as notagoes atualmente utilizadas
(CORREIA, 2009).

O primeiro vestigio do tratamento funcional da Trigonometria surgiu em 1635,
quando Gilles Personne de Roberval, um matematico francés do século XVII, fez um
dos primeiros esbocos da curva do seno. Embora a funcao seno ja fosse conhecida
na trigonometria desde os tempos antigos (em particular, pelos astronomos e mate-
maticos hindus e drabes), Roberval foi um dos primeiros a representar graficamente
essa funcao de forma precisa. Mas, a ligacao da Trigonometria a Analise s6 foi feita
por Fourier (séc. XIX), como consequéncia do estudo dos movimentos periddicos
por ele efetuado (CORREIA, 2009).

A Trigonometria é uma disciplina Matematica que se dedica ao estudo das
relacoes entre angulos e os lados de triangulos, a qual desempenha um papel
fundamental em varias dreas da Ciéncia, Engenharia e Matematica, sendo uma das
mais antigas e essenciais ao longo da histéria. Encontramos aplicagoes na Mecanica,
Eletricidade, Actstica, Miusica, Astronomia, Engenharia, Medicina e em muitos
outros campos da atividade humana.

Dentre as aplicagoes na Engenharia, podemos destacar a aplicabilidade na
engenharia elétrica, onde as fungoes trigonométricas sao essenciais para analisar
circuitos de corrente alternada, sendo que a relacao entre tensao e corrente em
componentes como resistores, indutores e capacitores sao descritas usando fungoes
trigonométricas, como por exemplo a fungao secante (STEWART, 2007).

Além disso, podemos citar também um importante papel na ()tica, contribuindo
na descri¢ao de fenomenos como a refragao da luz e ajudando a entender a mu-
danca de direcao e velocidade da luz ao atravessar superficies de diferentes meios
(HALLIDAY et al., 2013).

Outra aplicabilidade interessante é a utilizacao das funcgoes Trigonométricas
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na Engenharia Civil. Elas sao utilizadas principalmente em problemas de andlise
estrutural para determinar a distribuicao de tensoes em vigas, porticos e outros
clementos estruturais sujeitos a flexdo (HIBBELER, 2016).

Essas aplicacoes envolvem conceitos que dificilmente lembram os triangulos que

deram origem a Trigonometria.

3.1 Relagao Fundamental da Trigonometria

Para abordarmos a relacao Fundamental da Trigonometria, temos que conhecer
algumas relagoes importantes do Triangulo Retangulo. Dentre estas relagoes,
podemos citar o Seno, o Cosseno e a Tangente de um angulo. Estas relagoes sao
chamadas de razoes trigonométricas, pois resultam da divisao entre as medidas dos
seus lados.

O triangulo retangulo é aquele que apresenta um angulo interno reto (igual a
902). O lado oposto ao angulo de 90° é chamado de hipotenusa e os outros dois
lados sao chamados de catetos.

Os valores do seno, do cosseno e da tangente sao calculados em relagao a um
determinado angulo agudo (angulo cuja medida estéd entre 0° e 90°) do triangulo
retangulo.

De acordo com a posicao dos catetos em relacao ao angulo, ele pode ser oposto
ou adjacente.

Na Figura 3.2, esta representado um triangulo retangulo, onde pode-se observar
os catetos adjacente e oposto e a Hipotenusa. Em seguida, exemplificaremos as
razoes seno e cosseno, que serao denotadas como sin(a) e cos(a) ao longo deste
trabalho. Optamos por essa notacao devido ao uso do GeoGebra, no qual muitos

comandos estao em inglés, facilitando a compreensao.
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cateto oposta

A cateto adjacente B

Figura 3.2: Triangulo Retangulo.

e Seno (sin(a))

E a razao entre a medida do cateto oposto ao angulo agudo e a medida da
hipotenusa de um triangulo retangulo. Essa relagao é calculada através da
férmula:

cateto oposto
cateto oposto (3_ 1)

sino = -
hipotenusa

e Cosseno (cos(a)) E a razdo entre a medida do cateto adjacente ao angulo
agudo e a medida da hipotenusa de um triangulo retangulo. Essa relacao é

calculada através da férmula:

cateto adjacente
cosaq = 20 89 (3.2)
hipotenusa

Relacionando estes conceitos com o teorema de Pitagoras, encontra-se uma
importante identidade Matemaética, chamada de relacao Fundamental da Trigono-

metria. Vale ressaltar, que pelo teorema de Pitagoras, temos:

AB* + AC* = BC” (3.3)

Da equagao 3.1, temos:
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AB = cosa - BC (3.4)

Da equacao 3.2, temos:

AC =sina - BC (3.5)

Logo, combinando a equacao 3.5 e a equagao 3.4 através da equagao 3.3, teremos:

(BC -sina)? + (BC - cosa)® = (BCO)?
BiCQ-singa—f—BiC’Z-cosQa = BC”
BC”(sin®a + cos?a) = BC"
Dividindo ambos os lados da equagao por (BC)?, chegamos & Relacao Funda-

mental da Trigonometria:

sina 4 cos® a = 1 (3.6)

Levando em consideracao o que foi exposto, muitos alunos apresentam dificulda-
des no aprendizado, seja pela complexidade ou abstracao dos conceitos. Para tanto,
iremos mostrar uma abordagem desta relagao Fundamental da Trigonometria no
software GeoGebra.

O GeoGebra nos permitira abordar estes conceitos abstratos de Trigonometria
possibilitando uma visualizacao dinamica de conceitos trigonométricos. Em vez de
depender apenas de explicacoes tedricas, os alunos poderao interagir com modelos
visuais em tempo real. Poderao variar os angulos ou coordenadas dos pontos para
ver como isso afeta as fungoes trigonométricas, facilitando uma compreensao mais

profunda.
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3.2 Procedimento de Construcao 1 - Demonstracao da

Relacao Fundamental da Trigonometria no

GeoGebra

Para iniciar este procedimento, vamos seguir os passos:

1. Abrir o GeoGebra e selecionar a Funcao Ponto, na barra de Ferramentas, como
estd apresentado na Figura 3.3. Na prépria entrada da janela de algebra, deve-
se colocar a coordenada do ponto. Para este exemplo especifico, colocaremos
a coordenada (3,3), que foi escolhida aleatoriamente neste exemplo, para
permitir uma boa visualizagdo na janela de entrada. Ao digitar “(3,3)” na

janela entrada, o ponto ja aparecera definido.

] &ecbrln ™ - o *

sic
R (A X000 4L N =% Sc Q=
# " Ponio N ’ ¢
+ % Ponto em Objeto
&7 Vinculas | Desvincular Ponto

" Interseqio de Dois Objetos

.+ FPonto Médio ou Cantro , - _
oL Mo Conmpli
.“-..‘.' Ohmzacio

#% 4 Raizes

B

Figura 3.3: Inserindo as coordenadas de um ponto.

2. Agora, vamos agora construir o Circulo Trigonométrico com o centro no Ponto
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A. Para isso vamos selecionar a Funcao Circulo, na barra de Ferramentas,

para construir o mesmo, conforme apresentado na Figura 3.4.

0 Gereten Clasic - = =
A r . 1 ] "y » M =3 * - —
"SR T - (O] A ™ RN o Q =
+ &

'.'_"': Circulo dados Centro & Lim de seus Pontos

- @ Circule: Centro & Raio
= Compasso T

“
) Circulo definido por Trés Pontos 5
»

* Semicirculo "

Arco Circular
Arcg Circundcircular
4y Setor Circular

Salor Circuncircular

5 " 3 2 1 ] 1 E: 3 1 5 [ 7 [ &

s 2 »

L

Y |

Figura 3.4: Construindo o Circulo Trigonométrico.

Selecionaremos a opcao Circulo: Centro e Raio. Ao selecionar, basta clicarmos
em um ponto qualquer, e no nosso caso especifico selecionaremos o ponto A,
e em seguida basta digitar valor do raio = 1. (Visto que estamos trabalhando

com o circulo trigonométrico).

Na Figura 3.5 esta apresentado como ¢ intuitivo e facil o preenchimento dos

dados. Em seguida ao preenchimento, basta clicar em ‘ok’.
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Figura 3.5: Preenchimento dos dados.

Ao executar estes comandos, obteremos a configuragao apresentada na Figura

3.6, sendo este um Circulo de Raio 1 e centro em A (3,3).

€2 GeaGebra Classic - X
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05 @

Q
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A0 oy oaoion

H £ Pesquisar

Figura 3.6: Circulo de Centro A e Raio 1.
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Além de intuitivo, percebe-se que os comandos executados vao ficando dispo-
niveis na janela de visualizagao, os quais podem ser ocultados ou mostrados

de acordo com a necessidade de visualizacao.

Para nosso objetivo, que é utilizar o GeoGebra para facilitar o ensino da
Trigonometria, vamos estabelecer alguns parametros, os quais poderao ser
mudados de maneira dinamica, permitindo visualizar o que acontece quando

variamos os angulos no circulo trigonométrico.

3. Para auxiliar nesta dinamica, iremos inserir mais um ponto, sendo este o ponto
C', com a coordenada (4,3). Esta coordenada foi escolhida, por pertencer a

circunferéncia e para o segmento AC' ficar paralelo ao eixo x.

4. Vamos inserir também um ponto aleatério B sobre qualquer ponto da circun-

feréncia.

Como este ponto B ja esta sobre a circunferéncia, o proprio software, ja
entende que a circunferéncia é o lugar geométrico onde estao os pontos B e C.
Portanto, ao finalizar estes comandos, percebe-se que na janela de comando
aparece um botao (play), ao lado da fungao na janela de entrada. Este botao,
ao ser acionado, permite que o ponto se locomova sobre a circunferéncia. E é a
dinamica que ajudara a visualizar o que ocorre com as fungoes trigonométricas
ao variar o ponto B sobre a circunferéncia. Na Figura 3.7 estao representados
os pontos A, B e C na Janela ne Visualizacao, e em destaque o botao ‘play’

na janela de algebra.
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Figura 3.7: Pontos A, B e C como lugares Geométricos da Circunferéncia.

5. Para melhorar a interagao, e visualizarmos melhor o que estd ocorrendo,
vamos definir um angulo BAC, o qual permitiré visualizar na prépria janela
de visualizacao a variacao do angulo a medida que o ponto B sera deslocado
pela circunferéncia. A figura 3.8 exemplifica a insercao do angulo através da
funcao angulo na janela de ferramentas. Para concluir esta entrada, bastara
clicar em angulo, na Janela de Ferramentas, e em seguida selecionar os trés

pontos (C, A, B) e apertar a tecla enter para concluir a acao.

A Figura 3.8 também apresenta o angulo que foi gerado ao fazer este comando,

o qual foi denominado pelo programa de angulo a.
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Figura 3.8: Angulo a gerado pelo GeoGebra apds execucao dos comandos.

Portanto, temos agora um circulo bem definido, com um ponto B que pode
se deslocar pela circunferéncia, mostrando a variagao do angulo o na prépria
circunferéncia. Na Janela de visualizacao, ainda ha a configuracao das
entradas, as quais podem ser modificadas para melhorar a visualizacao das
funcgoes inseridas. Permitindo colocar cores mais vivas, ou até mesmo deixar

fungoes translicidas, para objetos menos importantes.

A Figura 3.9 apresenta um angulo no terceiro quadrante, apés o deslocamento
de B sobre a circunferéncia. A visualizagao do angulo foi ampliada para ficar

melhor visualmente.
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Figura 3.9: Angulo no 3° quadrante, apds zoom.

6. Vamos agora inserir a fungao seno, através da ‘Entrada’ da Janela de Algebra.

PTB2 10/04/2024

w

M«

9

Para isto, bastard inserir o comando f(«) = sin(«) e clicar enter. O gréfico

da funcao aparecerd automaticamente na janela de visualizagao.

Na Figura 3.10 esté apresentado o grafico da fungao seno do angulo «, apds

a execucao dos comandos.
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Figura 3.10: Gréfico da fungao f(a) = sin(«).

7. Para observar com mais dinamicidade o que acontece com o seno do angulo
a, & medida que B se locomove sobre a circunferéncia, iremos colocar uma
reta auxiliar em funcao do angulo a. Chamaremos esta reta de Beta ‘3’ e
para inseri-la basta colocar o seguinte comando na Entrada da Janela de
Algebra: ‘B :x = ca’. Este comando representara a equacao da reta 3, para

x = « (angulo representado no circulo Trigonométrico).

Este comando, ird inserir a reta verde (a qual estd apresentada na Figura 3.11,
paralela ao eixo Y, a qual se deslocara sobre o eixo X, a medida que varia
o angulo «a. Ressaltamos que esta reta auxiliar, expressara o angulo em
radianos. O valor do seno sera exatamente a projecao no eixo Y do ponto
de intersegao entre a reta auxiliar § e a fungdo seno (ou qualquer outra que

queiramos avaliar).

E importante observar que para inserir uma letra grega no comando de

Entrada na Janela de Algebra, basta apertar e segurar a tecla ‘alt’ e apertar
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a letra que se queira utilizar do alfabeto grego. Por exemplo:

‘alt’ + ‘A’ retorna «;

‘alt’+ ‘B’ retorna (3;

‘alt” + ‘M’ retorna pu, e assim sucessivamente.

Na Figura 3.11 e na Figura 3.12 esta apresentado um angulo no 1° e 4°
quadrantes, respectivamente, permitindo a visualizagao dos respectivos valores
do seno graficamente. Nota-se claramente que esta ferramenta permite de
maneira rapida perceber que o seno no primeiro quadrante apresenta um valor
positivo (acima do eixo X), enquanto que no quarto quadrante apresenta um

valor negativo (abaixo do eixo X).

kS

- AngulsdC A B)

Anguls(C, A,8)

Figura 3.11: Valor de Seno Positivo.
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Figura 3.12: Valor de Seno Negativo.

Como iremos trabalhar com o Teorema Fundamental da Trigonometria, vamos
inserir no programa de maneira analoga a fungao Cosseno de « através do
comando ‘g(«) = cos(a)’” na janela de algebra e em seguida teclando enter
para executar o comando. Ap0s a execucao destes comandos, conseguiremos
observar na janela de visualizagao os dois graficos, os quais estao defasados
de /2 unidades, conseguindo observar os valores de sin(«) e cos(«) através
das respectivas projecoes no eixo Y dos pontos de intersecao da reta S com
as fungoes sin(a) e cos(a). A Figura 3.13 exemplifica esta situagao, onde
o angulo « esta no 3° quadrante, em que a funcgao seno e a fungao cosseno

apresentam valores negativos.
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Figura 3.13: Seno e Cosseno de « negativos no 3° quadrante.

9. Para continuar a demostrar graficamente a Relagao Fundamental da Trigono-
metria, precisamos encontrar as fungoes: sin*(a) e cos?(a). Como j4 temos as
fungoes sin(a) e cos(a) definidas, as quais foram chamadas de f(«) e g(«) no
exemplo anterior. basta inserir na janela de algebra, no comando de entrada,

uma nova funcao. Por exemplo:

h(a) = f(a)? e em seguida teclar enter.
Analogamente:

p(a) = g(a)? e em seguida e teclar enter.

Com isso teremos criado as duas novas fungoes, p(a) e h(«), as quais serao

respectivamente as fungoes sin(a) e cos?(a).

Assim conseguiremos visualizar estas fungoes conforme a Figura 3.14.
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Figura 3.14: Representagao das fungoes sin?(a) e cos?(a).

10. Para melhorar ainda mais a visualizagao, vamos inserir um ponto de intersecao

entre a reta auxiliar 5 e a fungao p(«) e entre a reta auxiliar 8 e a fungao

h(a).

Para este comando, basta clicar em ‘ponto’ na janela de ferramentas, selecionar

a opcao ‘intersecao de 2 objetos’ e em seguida selecionar os objetos aos quais

pretende-se obter a intersecao. Para nosso caso, selecionaremos reta auxiliar

B e a fungao p(a) e em seguida repetiremos este comando selecionando como

pontos de intersegao reta auxiliar 5 e a fungdo h(a).

Com isso teremos

os pontos de interseccao D e E, em que suas projecoes no eixo Y serao

exatamente os valores das fungoes p(«) e h(a), que estao representados na

Figura 3.15.
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Figura 3.15: Representagao das Funcoes fungoes sin?(a) e cos?(a) com
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11. Em seguida, vamos inserir uma nova funcao através da barra de ferramentas,

bastando inserir na janela de dlgebra em ‘entrada’ a funcao r(«) = p(a)+h(«),

0 que nos retornard uma nova funcao r(«), que é exatamente a Relagao

Fundamental da Trigonometria. Na Figura 3.16, poderemos visualizé-la como

a reta paralela ao eixo x (reta y = 1) e destacada na cor azul, mostrando

graficamente que a soma sin?(a) + cos?(a) = 1.
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Figura 3.16: Reta y = 1, representando graficamente equacao 3.6 - Relacao

Fundamental da Trigonometria.

12. Além disso, para melhorar ainda mais a visualizagao, vamos inserir mais 2

retas auxiliares, as quais permitirdo observar os valores de sin?(a) e cos?(a)

a medida que o ponto B se desloca pela circunferéncia. Para isto, sera

necessario clicar em ‘reta’ na barra de ferramentas e selecionar a opc¢ao de

‘reta perpendicular’ e em seguida selecionar o ponto de intersecao D e o eixo

Y. Em seguida repetiremos o procedimento com o ponto C' e o eixo Y. A

Figura 3.17 apresenta a execugao do comando ‘inserir reta perpendicular’.
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Figura 3.17: Inserindo a reta perpendicular para auxiliar na visualizagao.

Neste momento, poderemos fazer o ponto B percorrer a circunferéncia, cli-
cando no icone play, para observar o que acontecerd com cada funcao. Isso
possibilita uma visualizacao dinamica instantanea a medida que o ponto B
percorre a circunferéncia e o angulo varia, o que auxilia na fixacao destes
conceitos de maneira mais palpavel. A Figura 3.18, Figura 3.19 e a Figura 3.20
estao mostrando os deslocamentos de B pela circunferéncia, permitindo uma

visualizacao instantanea dos valores das funcoes descritas anteriormente.
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Figura 3.20: Deslocamentos de B pela circunferéncia no instante 3.

3.3 Procedimento de Construcao 2 - Tangente de um

Angulo

Nesta secao iremos abordar o processo de construgao da tangente no GeoGebra.
A tangente de um angulo é a razao entre a medida do cateto oposto e a medida
do cateto adjacente ao angulo agudo de um triangulo retangulo. Essa relagao é

calculada através da férmula:

cateto oposto
tan o = p (3-7)
cateto adjacente

Para um angulo o qualquer, a tangente também pode ser expressa como a razao
entre o seno de « e o cosseno de «a, em que cosseno de « necessariamente tem que
ser diferente de 0.

E importante observar que, se a é um angulo do 1° ou do 3°2 quadrante, a
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tangente terd sinal positivo; mas, se a é um angulo do 2° ou do 4° quadrante, a
tangente terd sinal negativo. Essa relacao resulta diretamente da regra de sinais
entre os sinais do seno e do cosseno para cada .

Em seguida, faremos um passo a passo de como observar a tangente de um
angulo qualquer, de maneira similar ao que foi feito com a relacao fundamental da

Trigonometria e com as fungoes seno e cosseno.

1. Iniciaremos de forma andloga, criando um circulo trigonométrico, conforme

descrito nos passos 1 a 5 da secao anterior.

2. Em seguida iremos inserir a fungao tangente digitando ‘ f(a) = tan(«)’ em
‘entrada’ na janela de algebra. Automaticamente o grafico da funcao tangente

poderd ser visualizado na janela de visualizacao.

3. Em seguida iremos colocar uma reta auxiliar em funcao do angulo a. Cha-
maremos esta reta de 3, e para inseri-la basta colocar o seguinte comando na
Entrada da Janela de Algebra: ‘B :x = a’, onde esta é equagao da reta [3,
para x = « (angulo representado no circulo Trigonométrico). Este comando,
ird inserir a reta 3 (alaranjada) paralela ao eixo Y, a qual se deslocara sobre o
eixo X a medida que o ponto C' percorre a circunferéncia, variando o angulo
a. Ressaltamos que esta reta auxiliar expressara o angulo em radianos. O
valor do seno serd exatamente a projecao no eixo Y do ponto de intersecao
entre a reta auxiliar § e a fungdo seno (ou qualquer outra que queiramos

avaliar).

A Figura 3.21 apresenta esta sequéncia de comandos que acabamos de realizar.
Pode-se observar a reta auxiliar $ na cor laranja, a funcao tangente de o em

azul e o circulo trigonométrico.
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Figura 3.21: Reta auxiliar § interceptando a funcao tan(«).

4. Os valores da funcao tangente serao representados pela projecao em Y da

intersecgao da reta auxiliar § com a fungao tan(a). Logo iremos utilizar o
comando intersecao de dois objetos. Para este comando, basta clicar em
‘ponto’ na janela de ferramentas, selecionar a opc¢ao ‘intersecao de 2 objetos’
e em seguida selecionar os objetos aos quais pretende-se obter a intersecao.
Para nosso caso, selecionaremos reta auxiliar 5 e a funcao tan(a). Com isso

o programa nos retornara como resultado a intersecao destas duas fungoes,

que foi denominada como ponto D.

Para melhorar ainda mais a visualizacao, iremos tracar outra reta auxiliar, a
qual serd perpendicular ao eixo Y e passard pelo ponto D. Para este comando
basta passar o mouse sobre o icone ‘reta’ na janela de ferramentas e em
seguida selecionar a opgao ‘reta perpendicular’. Em seguida basta clicar no
ponto e no eixo Y. Com isso temos exatamente a projecao no eixo Y, que é

exatamente o valor da tangente de a. Para melhorar a visualizagao, vamos



52

inserir o comando ‘intersecao de 2 objetos’ novamente. Selecionaremos a reta
auxiliar perpendicular ao eixo Y e o eixo Y. O comando nos retornara o ponto
de intersecao E. Com isso podemos esconder a reta auxiliar perpendicular
ao eixo Y, clicando no icone ao lado da mesma. Faremos isso apenas para

deixar a figura menos carregada.

Em seguida passaremos o mouse sobre o icone ‘reta’ na barra de ferramentas
e selecionaremos a opcao ‘segmento’. Para utilizar este comando bastara
selecionar os 2 pontos ao qual queremos obter o segmento. No nosso caso
selecionaremos os pontos D e E. Como resultado, temos a projecao no eixo Y
de maneira mais limpa o que permitira uma melhor visualizacao dos alunos.
Ao realizar todas estas etapas, basta clicar no botao ‘play’ ao lado do ponto
C para o mesmo comecar a se locomover sobre a circunferéncia. Assim,
poderemos visualizar o que ocorre com a tangente do angulo a medida que
variamos o angulo . Na Figura 3.22 e na Figura 3.23 estao apresentados os
resultado desta sequéncia de comandos que foram utilizados. Sendo que a
Figura 3.22 monstra um instante no 12 quadrante e a Figura 3.23 mostra um

instante no 2° quadrante.
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Figura 3.23: Valor da tan(«a) representado graficamente para um instante

no 2° quadrante.
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3.4 Procedimento de Construcao 3 - Representacao
Geométrica da Tangente de um Angulo no Circulo

Trigonométrico

Nesta secao iremos abordar o processo de construgao da representacao geométrica
tangente no GeoGebra. A medida da tangente de um angulo no ciclo trigonométrico
pode ser definida a partir de uma reta tangente ao ciclo trigonométrico, paralela ao

eixo Y. Na Figura 3.24 esta representada a tan(«) graficamente.

tan (a)

Figura 3.24: tan(«) representada no Circulo Trigonométrico.

Visualmente, podemos perceber que foi tragada uma reta que liga o ponto do
ciclo e a origem do sistema e observamos onde esta reta cruza a reta tangente.
A tangente do angulo serd a distancia (considerando sinal) deste ponto P que
estd apresentado na Figura 3.24 até o eixo horizontal (ponto A). Para fazer
esta representacao e refinar ainda mais o conhecimento sobre tangentes, iremos
refazer os passos para construcao do Circulo Trigonométrico. Iremos construi-lo

agora na origem, para melhorar ainda mais a visualizacao. Seguindo os passos da



55

secao anterior e colocando o centro do circulo na origem, teremos a representagao

apresentada na Figura 3.25.
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Figura 3.25: Circulo Trigonométrico centralizado na Origem.

Apos esta etapa de construcgao do circulo, que ja foi descrita nas segoes anteriores,

iremos seguir os seguintes passos:

1. Primeiramente iremos inserir uma reta tangente ao circulo passando pelo
ponto B. Para isto, basta passar o mouse sobre retas na janela de ferramentas
e selecionar a opcao ‘reta tangente’. Apods escolher este comando, basta
selecionar o ponto B e clicar no circulo. Assim serd criada na janela de

visualizacao a reta tangente ao circulo trigonométrico passando pelo ponto B.

2. Em seguida, selecionaremos a funcao ‘reta’; na janela de ferramentas. Para
executar esta funcao, basta selecionar 2 pontos para defini-la. Selecionaremos
os pontos A (origem) e C' (ponto do circulo que estd formando o angulo

a). Apbdsaexecucao, areta’ g’ serdapresentadanajaneladevisualizagao
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3. A préxima etapa, consistira em encontrar o ponto de intersecao entre a reta ‘g’ e a
reta tangente ‘f’. Para isso deve-se passar o mouse sobre o icone ‘ponto’ na janela
de ferramentas e selecionar ‘intersecao entre 2 objetos’. Clicando em seguida na
reta ‘g’ e ‘f’. O software gerard automaticamente o ponto de intersecao £ na janela

de visualizagao.

4. O valor da tangente sera exatamente o comprimento do segmento EB considerando
o sinal. Para visualiza-lo melhor iremos inserir o comando ‘segmento’ na janela de
ferramentas e selecionar os pontos F/ e B. Assim aparecera automaticamente na

janela de visualizagao o segmento ‘h’, que corresponde ao valor da tangente de a.

5. A projecao do ponto E sobre o eixo Y, corresponderd ao valor da tangente. Para
melhor visualiza-lo iremos tragar uma reta auxiliar perpendicular ao eixo Y passando
por E. através do comando ‘reta tangente’. O software nos retornara a reta

perpendicular ‘i’.

6. Em seguida definiremos a interse¢ao da reta auxiliar ‘i’ com o eixo Y através do
comando ‘intersecao de 2 objetos’, selecionando os mesmos. Teremos entao o ponto

F.

7. Para a visualizacao nao ficar muito sobrecarregada, iremos esconder a reta auxiliar ‘i’
e iremos inserir o comando ‘segmento’ selecionando os pontos E e F'. O software nos
retornara o segmento ‘j’. E interessante modificar este segmento nas configuracoes,
deixando um pouco mais translicido ou pontilhado, visto que é apenas a indicacao

do valor da tangente.

8. Apds estes passos, basta colocar o ponto C' para se mover, e observar graficamente
o valor da tangente. Na Figura 3.26 esta representado graficamente o valor da
tangente no 22 quadrante e na Figura 3.27 estd representado graficamente o valor

da tangente no 3° quadrante.
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Figura 3.26: Representacao gréafica da Tangente no 2° quadrante.

£ GeoGebra Classic -

Bl 74 b0 4N =+ )

P
" x

® A = Intersegao(EixoX, EixoY) =N s
= (0, 0)
¢ : Circulo(A, 1)
@
=iyl
® B=@0)
C = Ponto(c)
= (-0.46, -0.89) @
® o = Angulo(B, A, C)
= 242.62°
Tangente(B, c)
@
=fx=1
@ g : Reta(C,A)
= -0.89x + 046y =0
® E = Intersedo(g, f)
= (1,1.93)
. wy POR 116
H R Pesquisar 'I'J Q N0 @ g, 11/08/2024 &

Figura 3.27: Representacao grafica da Tangente no 3° quadrante.
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3.5 Procedimento de Construcao 4 - Cotangente de

um Angulo

Nesta segao iremos abordar o processo de construcao da Cotangente de um
angulo no GeoGebra. Conhecida como a razao trigonométrica inversa multiplicativa
da tangente (ou seja, tan(z) - cot(x) = 1), a cotangente esté definida para angulos
cuja tangente é diferente de zero. Para encontrarmos a cotangente de um angulo

qualquer, basta calcularmos o inverso do valor de sua tangente.

cateto adjacente
cota = ) (3.8)
cateto oposto

Para fazer a demonstragao da cotangente de um angulo qualquer no GeoGebra,

seguiremos os seguintes passos:

1. Para visualizarmos a cotangente no GeoGebra, iremos seguir os mesmos passos
iniciais para a construcao do circulo trigonométrico, conforme descrito nas

secoes anteriores.

2. Apés desenhar o circulo trigonométrico, iremos inserir a funcao cotangente
através da entrada na janela de dlgebra. Para isto, basta inserir o comando
¢ _ 1 > Z ~ ’ .
fla) = fan(a) » Que € a fungao cotangente, a qual aparecera automaticamente

na janela de visualizacao.

3. Para ver com mais dinamismo e interacao o que esté ocorrendo a medida que
o angulo varia, basta inserirmos uma reta auxiliar 8 em funcao do angulo,
como no exemplo capitulo anterior. Para nosso exemplo, digitaremos na
janela de algebra em ‘entrada’ as teclas ‘alt’ + ‘b’ para chamar nossa reta de

Y

£. Em seguida digitamos ‘:” e digitamos a equacao da reta. Para nosso caso,

serd ‘x = alt + a’ (este comando retornard o angulo «). Portanto, teremos a
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reta 3 definida, a qual se deslocara ao longo de x, mostrando o que ocorre com

os valores da cotangente de o a medida que o angulo varia na circunferéncia.

Para melhorar ainda mais a visualizacao, podemos adicionar um ponto de
intersegao entre a fungao cotangente e a reta auxiliar 3. Para executar esta
fungao, basta clicar no icone ‘intersecao entre dois objetos’, presente na barra
de ferramentas e selecionar respectivas funcoes. Com isso o programa nos

retornara o ponto de intersecao D.

Criaremos uma nova reta auxiliar, para mostrar a intersecao no eixo Y. Para
isso, basta criarmos uma nova reta na fungao ‘reta’ na barra de ferramentas.
Selecionaremos a opc¢ao ‘reta perpendicular’, e selecionaremos o ponto D e o
eixo Y. Ap0s esta etapa poderemos criar o ponto de intersecao F, através do
comando ‘intersecao entre dois objetos’, na barra de ferramentas, selecionando

a reta auxiliar ‘g’ e o eixo Y.

Para melhorar o aspecto da visualizacao, iremos esconder a reta ‘g’, desmar-
cando o circulo ao lado da reta (na janela de visualizacdo) e iremos inserir
um segmento de reta do ponto D ao ponto E, clicando na barra de ferramen-
tas em ‘segmento de reta’ e selecionando a opgao ‘2 pontos’, e em seguida
selecionaremos os pontos D e E. Apos este procedimento, a visualizagao
na janela de visualizagao estard limpa e conseguiremos observar claramente
o que ocorre com a funcao cotangente de o a medida que o angulo varia
no circulo trigonométrico. O circulo trigonométrico é dividido em quatro
quadrantes, cada um com caracteristicas especificas em relagao aos sinais
das funcoes trigonométricas. No primeiro quadrante (0° a 90° ou 0 a
radianos), tanto o seno quanto o cosseno sao positivos, tornando todas as

fungdes trigonométricas também positivas. No segundo quadrante (90° a 180°

ougam radianos), o seno continua positivo, mas o cosseno se torna negativo,
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resultando em uma tangente negativa. No terceiro quadrante (180° a 270°
ouT a 37“ radianos), tanto o seno quanto o cosseno sao negativos, fazendo
com que a tangente seja positiva. Ja no quarto quadrante (270° a 360° ou 37”
a 27 radianos), o cosseno é positivo e o seno negativo, o que torna a tangente
negativa. Nas Figuras 3.28, 3.29, 3.30 e 3.31 estao as representacoes para os
1%, 2°, 3° e 4 quadrantes, onde conseguimos observar claramente os sinais da
cotangente de um angulo. O sinal da cotangente é positivo para os quadrantes

fmpares (19 e 32) e negativo para os quadrantes pares (22 e 49).
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Figura 3.28: Representacao da Cotangente no 1° quadrante.
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Figura 3.29: Representacao da Cotangente no 2° quadrante.
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Figura 3.30: Representacao da Cotangente no 3° quadrante.
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Figura 3.31: Representagao da Cotangente no 4° quadrante.
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3.6 Procedimento de Construcao 5 - Representacao

Geométrica da Cotangente de um angulo no

Circulo Trigonométrico.

Também podemos interpretar geometricamente a cotangente no circulo trigono-

métrico. Na Figura 3.32 estd representada sua interpretacao geométrica.
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Figura 3.32: Interpretacao Geométrica da Cotangente no Circulo Trigono-
métrico.

Para fazer esta representacao, observamos que foi tracada uma reta p, paralela
ao eixo horizontal no ponto A, tangente ao circulo trigonométrico. Depois, ao
construir o angulo z, tracou-se a reta r, que passa pelo centro C' e pelo ponto B,
para encontrar o ponto F, que é o ponto de encontro entre as retas p e r.

O segmento AE é exatamente a cotangente do angulo z (este valor pode
ser facilmente deduzido através das semelhancas de triangulos encontrados nesta
representagao).

Para visualizar esta representacao geometricamente no GeoGebra, seguiremos

0s seguintes passos:

1. Iremos iniciar construindo o circulo trigonométrico conforme descrito nos

passos anteriores, conforme Figura 3.33.
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Figura 3.33: Circulo trigonométrico com centro na Origem (A), para

representar a Cotangente graficamente.

2. Em seguida criaremos o ponto D(0,1), através do icone ponto da barra de

ferramentas, o qual serd uma intersecao entre o eixo Y e o circulo trigonomé-

trico.

3. O proximo passo sera criar uma reta tangente ao ponto D e perpendicular

ao eixo Y. Pode-se fazer isto utilizando o comando ‘reta perpendicular’, na

barra de ferramentas e selecionando o ponto D e o eixo Y, criando assim uma

reta f.

4. Tragaremos agora uma reta que passard pelos pontos A e C, utilizando o

comando ‘reta’ da barra de ferramentas, bastando selecionar estes 2 pontos.

Esta reta interceptard a reta f.

5. Utilizaremos o comando ‘intersecao de 2 objetos’, na barra de ferramentas, e

selecionaremos as retas f e g, encontrando assim o ponto de intersecao E.



65

6. Apds estas etapas, utilizaremos o comando ‘segmento’, e selecionaremos os
pontos D e E, o que nos retornard o segmento ‘h’. Este segmento sera
exatamente o valor (tamanho) da cotangente. Ao variar o ponto C' sobre a
circunferéncia, podemos observar a cotangente aumentando ou diminuindo
de tamanho. A Figura 3.34 apresenta a cotangente (segmento h) para um
angulo no 22 quadrante, enquanto que a Figura 3.35 apresenta a cotangente

(segmento h) para um angulo no 3° quadrante.
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Figura 3.34: Cotangente (segmento h) para um angulo no 22 quadrante
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Figura 3.35: Cotangente (segmento h) para um angulo no 3° quadrante.

3.7 Procedimento de Construcao 6 - Secante de um

angulo.
A secante é conhecida como a razao trigonométrica inversa multiplicativa do
cosseno (ou seja, cos(x) - sec(x) = 1), estando definida para angulos cujo cosseno

é diferente de zero. Para encontrarmos a secante de um angulo qualquer, basta

calcularmos o inverso do valor de seu cosseno. Logo, temos:

1
cos &

(3.9)

sec v =

Para trabalhar com a fungao secante no GeoGebra, vamos seguir 0s mesmos
passos usados para demonstracao da relacao fundamental da Trigonometria. Primei-
ramente vamos construir o circulo trigonométrico (passos 1 a 5 do se¢ao anterior),

que terd uma representagao como na Figura 3.36.
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Figura 3.36: Circulo Trigonométrico para representar a funcao Secante.

Conforme observado na figura acima, iremos inserir a funcao secante seguindo o

passo a passo a seguir:

1. Em ‘entrada’ na janela de dlgebra, basta inserir o comando ‘f(a) = ——~
’ cos(ar) ?

que ¢é a funcgao secante, a qual aparecera automaticamente na janela de
visualizacao. Obs: Para inserir a letra grega o no GeoGebra, basta apertar a

tecla ‘Alt + A’.

2. Para visualizar com mais dinamismo e interagao o que estd ocorrendo a
medida que o angulo varia, basta inserirmos uma reta auxiliar em funcao do
angulo, como no exemplo da secao anterior. Para nosso exemplo, digitaremos
‘Alt + B’ para chamar nossa reta de §. Em seguida, digitamos ;" e a equacao
da reta. Para nosso caso, serd ‘x = Alt + A’ (este comando retornard o
angulo «). Portanto, teremos a reta 3 definida, a qual se deslocara ao longo
do eixo X, mostrando o que ocorre com os valores da secante de o a medida

que o angulo varia na circunferéncia.
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3. Para melhorar ainda mais a visualizacao, podemos adicionar um ponto de
intersecao entre a funcao secante e a reta auxiliar 8. Para executar esta
fungao, basta clicar no icone ‘intersecao entre dois objetos’, presente na barra

de ferramentas. Com isso, o programa nos retornara o ponto de intersecao D.

4. Criaremos uma nova reta auxiliar para mostrar a intersecao no eixo Y. Para
isso, basta criar uma nova reta na funcao ‘reta’ na barra de ferramentas.
Selecionaremos a opcao ‘reta perpendicular’ e selecionaremos o ponto D e o
eixo Y. Apds esta etapa, poderemos criar o ponto de intersecao E através do
comando ‘intersecao entre dois objetos’ na barra de ferramentas, selecionando

a reta auxiliar g e o eixo Y.

5. Para melhorar o aspecto da visualizacao, iremos esconder a reta g, desmar-
cando o circulo ao lado da reta (na janela de visualizagao) e inseriremos um
segmento de reta do ponto D ao ponto E. Para isso, clicamos na barra de
ferramentas em ‘segmento de reta’; selecionamos a opc¢ao ‘2 pontos’ e, em
seguida, escolhemos os pontos D e E. Apoés este procedimento, a visualizagao
na janela de visualizacao estara limpa, e conseguiremos observar claramente
o que ocorre a medida que o angulo varia no circulo trigonométrico, como

estd representado na Figura 3.37.
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Figura 3.37: Funcao Secante de um angulo qualquer no 2° quadrante.

3.8 Procedimento de Construcao 7 - Representacao
Geométrica da Secante de um angulo no Circulo

Trigonométrico.

Além de conseguir visualizar o que ocorre com os valores da funcao secante a
medida que o angulo varia no circulo trigonométrico, também podemos fazer a
interpretacao geométrica da secante no circulo trigonométrico. Na Figura 3.38, estd

representada a fungao secante de um angulo qualquer.
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Figura 3.38: Representacao Geométrica da Secante.

Observa-se na Figura 3.38, que para obter a secante geometricamente de um
angulo qualquer (), precisa-se tragar a reta t, tangente ao ponto B. A secante de
x serd o seguimento que liga o centro até o ponto em que a reta ¢ intercepta o eixo
horizontal, representado por CD na Figura 3.38. Iremos mostrar o passo a passo
de como desenhar geometricamente a secante e o que acontece graficamente com
seus valores a medida que alteramos o angulo no circulo trigonométrico. Com o

desenho do circulo trigonométrico ja construido, basta seguir os seguintes passos:

1. Clicar em barra de ferramentas, no icone ‘reta’ e selecionar ‘retas tangentes’.
Apés esta selegao, selecionar o ponto por onde passard a reta tangente (ponto
(') e em seguida selecionar o circulo trigonométrico (circulo ¢) ou qualquer
outra funcao em que se deseja tracar a reta tangente. Automaticamente sera

gerada a reta tangente ao nosso circulo, conforme Figura 3.39.
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Figura 3.39: Representacao da insercao de uma reta Tangente.

2. O segundo passo sera fazer a intersecao entre a reta tangente e o eixo x. Para
isso, basta passar o mouse em barra de ferramentas no comando ‘ponto’ e
selecionar ‘intersecao entre 2 objetos’. Em seguida selecionar a reta tangente

e o eixo x. O ponto D, serd criado automaticamente conforme mostrado na

Figura 3.40.
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Figura 3.40: Representacao da intersecao entre 2 objetos.

3. Como sabemos que o segmento AD serd nossa secante, basta passar o mouse
na barra de ferramentas e selecionar a opgao ‘segmento’, para em seguida

selecionar os pontos A e D. A Figura 3.41 apresenta a execucao destas etapas.
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Figura 3.41: Representacido do segmento AD .

4. Para verificar o comportamento deste segmento a medida que variamos o
angulo, basta clicar na funcao play, ao lado do ponto C. Este ponto percorrerd
a circunferéncia e poderemos observar geometricamente o comportamento
da funcao secante. Na Figura 3.42 e na Figura 3.43 estao representados os
segmentos AD para o 2° e 1° quadrante, respectivamente. Nota-se também
que ha um icone acima do botao play, que serve para aumentar ou diminuir
a velocidade com que o ponto C' percorre a circunferéncia. Essa funcao
¢é importante, pois ao diminuir a velocidade consegue-se captar mais deta-
lhes, principalmente para alunos que nunca tiveram acesso a este contetudo

anteriormente.
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Figura 3.42: Representacao do segmento AD, quando o ponto C estd
formando um angulo no 2° quadrante.
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Figura 3.43: Representacdo do segmento AD, quando o ponto C' estd
formando um angulo no 1° quadrante.
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3.9 Procedimento de Construgao 8 - Cossecante de um

angulo.

A cossecante é conhecida como a razao trigonométrica inversa multiplicativa do
seno (ou seja, sin(z) - csc(x) = 1), estd definida para angulos cujo seno é diferente
de zero. Para encontrarmos a cossecante de um angulo qualquer, basta calcularmos

entao o inverso do valor de seu seno.

1

sin o

CsCa =

(3.10)

Para trabalhar com a funcao cossecante no GeoGebra, vamos seguir os mesmos
passos usados para demonstracao da Relagao Fundamental da Trigonometria.
Primeiramente vamos construir o circulo trigonométrico (passos 1 a 5 da segao 3.2)

apresentado na Figura 3.44.
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Figura 3.44: Circulo trigonométrico a ser utilizado para a representacao
da fungao Cossecante.
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Ap6s desenhar circulo trigonométrico conforme observado na Figura 3.44 iremos

fazer os seguinte passos para repesentar a funcao cossecante no GeoGebra.

1. Inserir a funcao cossecante através da entrada na janela de dlgebra. Para

isto, basta inserir o comando f(«) = 7 que é a funcao cossecante, a qual

_1
sin(a
aparecera automaticamente na janela de visualizagao. Na Figura 3.45 esta a

representacao da fungao cossecante.
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Figura 3.45: Funcao Cossecante de a.

2. Para ver como mais dinamismo e interagao o que esta ocorrendo a medida
que o angulo varia, basta inserirmos uma reta auxiliar Beta 3 em funcao do
angulo. Bastando inserir na janela de algebra a seguinte funcao: ‘4 :x = a’.
Com isso teremos a reta beta ‘5’ bem definida, a qual se deslocara ao longo
de x, mostrando o que ocorre com os valores da secante de a a medida que o

angulo varia na circunferéncia.

3. Para melhorar ainda mais a visualizacao, podemos adicionar um ponto de
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intersecao entre a funcao secante e a reta auxiliar . Para executar esta
funcao, basta clicar no icone ‘intersecao entre dois objetos’, presente na barra

de ferramentas. Com isso o programa nos retornard o ponto de intersecao D.

Criaremos uma nova reta auxiliar, para mostrar a intersecao no eixo Y. Para
isso, basta criarmos uma nova reta na funcao ‘reta’ na barra de ferramentas.
Selecionaremos a opc¢ao ‘reta perpendicular’, e selecionaremos o ponto D e o
eixo Y. Apos esta etapa, poderemos criar o ponto de intersecao E, através do
comando ‘intersecao entre dois objetos’, na barra de ferramentas, selecionando

a reta auxiliar ‘g’ e o eixo Y.

Para melhorar o aspecto da visualizagao, iremos esconder a reta ‘g’, desmar-
cando o circulo ao lado da reta (na janela de visualizagdo) e iremos inserir
um segmento de reta do ponto D ao ponto FE, clicando na barra de ferramen-
tas em ‘segmento de reta’ e selecionando a opgao ‘2 pontos’, e em seguida
selecionaremos os pontos D e E. Apds este procedimento, a visualizacao
na janela de visualizagao estard limpa e conseguiremos observar claramente
o que ocorre a medida que o angulo varia no circulo trigonométrico, como
estd representado na Figura 3.46 e Figura 3.47, para o 2° e 3° quadrantes

respectivamente.
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Figura 3.46: Funcao Cossecante de o no 2° quadrante.
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3.10 Procedimento de Construcao 9 - Representacao
Geométrica da Cossecante de um angulo no

Circulo Trigonométrico.

Além de conseguir visualizar o que ocorre com os valores da fungao cossecante
a medida que o angulo varia no circulo trigonométrico, também podemos fazer a
interpretacao geométrica da cossecante no circulo trigonométrico. Na Figura 3.48,

o segmento AC', representa geometricamente o valor da Cossecante do angulo a.

90°

=/ N

~180° c X

00
™ 3609\

37 |270°

Figura 3.48: Representacao Geométrica da funcao Cossecante de a.

Observa-se na Figura 3.48 que para obter a cossecante geometricamente de um
angulo qualquer x, precisa-se tragar a reta ‘t’, tangente ao ponto B. A cossecante do
angulo x serd o segmento que liga o centro até o ponto em que a reta ‘t’ intercepta
o eixo vertical, representado por AC na imagem. Iremos mostrar o passo a passo
de como desenhar geometricamente a cossecante e o que acontece graficamente com
seus valores a medida que alteramos o angulo no circulo trigonométrico. Com o

desenho do circulo trigonométrico ja construido, basta seguir os seguintes passos:
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1. Clicar em barra de ferramenta, no icone ‘reta’ e selecionar ‘retas tangentes’.

Apés esta selegao, selecionar o ponto por onde passard a reta tangente (ponto

(') e em seguida selecionar o circulo trigonométrico (circulo ¢) ou qualquer

outra funcao em que se deseja tracar a reta tangente. Automaticamente sera

gerada a reta tangente ao nosso circulo, conforme Figura 3.49.

€ GeoGebra Classic - X
AL OO 4N 2 e Sc Q=
® A= Inte/‘:/ Reta Perpendicular ! i @

= (0,0 _
—* Reta Paralela x
@ c: Circul X Mediatriz
=2y £ Bissetriz %
o 8= Ujﬁ Reta Tangente
— C = Pon _@ Reta Polar ou Diametral
- = (055, _-/'-/. Reta de Regress&o Linear
o = Ang ?ﬁ Lugar Geométrico
© = 56.57° -25 -2 -15 15 2 25 3 25 4 45
Tangente(C, c)
O = f: 0.55x + 0.83y =1
+  Entrada.. L

Reta Tangente

eiro um por ou uma funcio

_ POR 1258
= p1B2 11/08/2008

Figura 3.49: Inserindo comando ‘retas tangentes’.

2. O segundo passo, sera fazer a intersecao entre a reta tangente e o eixo Y. Para

isso, basta passar o mouse em barra de ferramentas no comando ‘ponto’ e

selecionar ‘intersecao entre 2 objetos’. Em seguida selecionar a reta tangente e

o eixo Y. O ponto D, sera criado automaticamente. A Figura 3.50 apresenta

a execugao desta etapa.
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Figura 3.50: Intersecao da Reta Tangente e o eixo Y.

3. Como sabemos que o segmento AD serd nossa cossecante, basta passar o
mouse em barra de ferramentas e selecionar a opgao ‘segmento’ e selecionar
os pontos A e D. Com isso seré criado o segmento g = AD automaticamente.

A Figura 3.51 apresenta a Cossecante geometricamente.



€2 GeoGebra Classic - X
. | N 0 - —
AP 00 LN e Sc Q=
) A 7 Reta e
= " Segmento
2
® €' 2* Segmento com Comprimento Fixo
=~ Semireta i
B= o
(4] ._X Caminho Paligonal D
~ C: " Vetor
Q
= .}' Vetor a Partir de um Ponto .
a = Angulo(B, A, C)
@
= 56.57°
9} Tangente(C,c) 5 15 05 1ls 2 2ls 3 3ls
= £ 055x + 083y =1
® D = Intersegdo(EixoY, f) i 05 ol

_ POR 1301
% p1B2 11/08/2008

Figura 3.51: Cossecante - Segmento AD.

4. Para verificar o comportamento deste segmento a medida que variamos o
angulo, basta clicar na funcao play, ao lado do ponto C. Este ponto percorrerd
a circunferéncia e poderemos observar geometricamente o comportamento da
funcao cossecante. Na Figura 3.52 e na Figura 3.53 estao apresentadas as

cossecantes geometricamente para o 22 e 3° quadrantes respectivamentes.
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Figura 3.52: Representaciao Geométrica da Cossecante no 2° quadrante.
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Figura 3.53: Representacao Geométrica da Cossecante no 32 quadrante.
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3.11 Procedimento de Construcao 10 - Representacao

Genérica da Funcao Cosseno.

Neste capitulo, sera apresentada uma abordagem Matemaética para descrever
a fungao cosseno de forma genérica no GeoGebra. A fungao cosseno, amplamente
utilizada em diversas areas da ciéncia e engenharia, é conhecida por sua periodi-
cidade e aplicacao em fenomenos ondulatérios e harmonicos. Para fornecer uma
base solida, sera introduzida uma equagao genérica que permite a descricao de suas

caracteristicas fundamentais, representada pela fungao:

f(z) =a-cos(bx +c)+d (3.11)

Onde:

a: controla a amplitude da funcao, determinando a altura maxima e minima

da onda.

b: ajusta a frequéncia angular, afetando o nimero de ciclos completos em um

intervalo dado.

c: determina o deslocamento de fase, influenciando a posi¢ao horizontal da

funcao.

d: define o deslocamento vertical, movendo a fungao para cima ou para baixo

no eixo y.

Sera feita uma abordagem centrada na andlise de como cada um desses para-
metros influencia a forma da fungao cosseno. O uso do software GeoGebra, seré
utilizado para facilitar a compreensao dessas variagoes.

De acordo com Hohenwarter e Preiner (2007), o GeoGebra se destaca como

um recurso educacional eficaz, proporcionando uma visualizacao dinamica de
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funcoes Matematicas. Ele permitird que os usuarios ajustem os parametros a, b,
¢ e d em tempo real, promovendo uma melhor compreensao dos efeitos de cada
componente na representacao grafica da funcao cosseno. Essa abordagem interativa
reforga o aprendizado de conceitos abstratos e apoia o desenvolvimento da intuicao
Matematica.

Para mostrar esta dinamicidade e observar o que acontece com variagoes dos
parametros a, b, ¢ e d no GeoGebra, iremos inicialmente inserir como exemplo
a fungao f(z) = cos(z) no GeoGebra, na janela de entrada. Automaticamente,
sera exibido o gréfico da funcdo f(z) = cos(x) na janela de visualizagdo, conforme

apresentado na Figura 3.54.
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Figura 3.54: f(z) = cos(z) representada no GeoGebra.

Em seguida iremos inserir a fun¢ao g(z) = a - cos(bx + ¢) + d, na janela de
entrada, gerando assim o grafico desta funcao na janela de visualizagao. Como a
funcao contém os parametros a, b, ¢ e d, estes aparecerao na janela de entrada

automaticamente juntamente com uma barrinha abaixo, que é o controle deslizante.
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E através deste controle deslizante que iremos alterar os parametros.
Como padrao, todos estes parametros aparecerao com uma unidade, e sera

possivel observar o grafico de f(z) e g(x), conforme apresentado na Figura 3.55.
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Figura 3.55: g(z) = a - cos(bx + ¢) + d representada no GeoGebra.

Em seguida, alteraremos o controle deslizante de ‘c’ para 0, e de ‘d’” para 0.
Tendo assim a Fungao: g(z) = a - cos(bx + 0) + 0 = cos(x) = f(x). Logo, os
dois gréficos irdo se sobrepor, pois as fungoes f(x) e g(x) para estes valores de
parametros ficam iguais. Nesta etapa ficara bem visual observar o que acontece
com cada parametro. Iniciaremos alterando o parametro ‘a’; o que nos resultara em

uma variacao da amplitude da funcao g(z), conforme apresentada na Figura 3.56.
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Figura 3.56: Variacao do parametro ‘a’ representado no GeoGebra.

Em seguida retornaremos o parametro ‘a’ para 1, e aumentaremos o parametro

‘b’ no controle deslizante, o que diminuird o periodo da nossa fungao (Figura 3.57).
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Figura 3.57: Variacao do parametro ‘b’ representado no GeoGebra.
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Analogamente aos passos anteriores, também faremos variagoes no parametro

‘¢’ (Figura 3.58).
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Figura 3.58: Variacao do parametro ‘¢’ representado no GeoGebra.

Ao colocar o parametro ‘c’ como 7 (3,14...) observamos que deslocamos o grafico

para a esquerda, obtendo o menor valor possivel para a fungao cosseno. Nota-se

claramente um deslocamento horizontal da funcao.

Em seguida, voltaremos o parametro ‘c’ para valor inicial, e alteraremos somente

o parametro d para observar como a funcao se altera a medida que mudamos os

valores de ‘d’ no controle deslizante. Feito isso, iremos obter a seguinte configuracao

apresentada na Figura 3.59.
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Figura 3.59: Variacao do parametro ‘d’ representado no GeoGebra.

Nota-se claramente um deslocamento vertical para cima, para valores positivos
de d. Apds o detalhamento de cada um destes parametros é interessante mostrar
a variagao de todos ao mesmo tempo. O que reforgard ainda mais os conceitos

aprendidos em sala de aula.
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4

Procedimentos metodologicos - Apli-

cacao em sala de Aula

Esta pesquisa é classificada como aplicada devido a sua natureza. Em relagao
aos objetivos, enquadra-se como uma pesquisa exploratéria. Quanto a metodologia
empregada, adotou-se o estudo de caso como estratégia principal.

Conforme Prodanov e Freitas (2013), o estudo de caso permite realizar uma
analise detalhada de um grupo especifico, com o objetivo de compreender suas
caracteristicas e relacionéa-las ao tema investigado. Nesse contexto, considerando
que os dados foram coletados diretamente em uma sala de aula especifica, o estudo
de caso foi escolhido como o modelo mais adequado para este trabalho. Por fim,
no que diz respeito a abordagem do problema, a pesquisa segue uma orientagao
qualitativa.

Este estudo de caso foi realizado na Central de Ensino e Desenvolvimento
Agrario de Florestal - CEDAF, uma escola técnica agricola federal, fundada em
1939 e vinculada a Universidade Federal de Vigosa (UFV — Campus Florestal).
O Campus Florestal fica localizado na regiao Metropolitana de Belo Horizonte.
O campus oferece cursos técnicos concomitantes ao ensino médio, cursos técnicos
apos o término do ensino médio, cursos tecnologicos, graduacao e pés-graduagao

nas areas de conhecimento das Ciéncias Agrarias, Ciéncias Biolégicas e da Satde,
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Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas e Ciéncias Humanas, Letras e Artes.

A pesquisa ocorreu na data 11 de dezembro de 2024. A escolha da CEDAF
como local de aplicagao do estudo fundamenta-se em sua vinculacao a UFV, sendo
amplamente reconhecida pela exceléncia académica de seus cursos em ambito
nacional. Além disso, a proximidade proporcionada pela realizacao de um curso no
mesmo campus possibilitou a oportunidade de viabilizar esta pesquisa, configurando-
se como uma forma de contribuir com a instituicao e retribuir os conhecimentos
adquiridos ao longo da formagcao académica.

Para esta pesquisa, foram selecionadas 2 turmas do 22 ano (uma turma com 29
alunos e a outra com 28 alunos) as quais abordaram o tema Trigonometria (Circulo
trigonométrico, Fungoes Seno, Cosseno e Tangente) nas aulas anteriores.

Propos-se em sala de aula a utilizacao do software GeoGebra como uma fer-
ramenta pedagogica inovadora, visando enriquecer o ensino de conceitos trigono-
métricos. A proposta envolveu a apresentacao dinamica e interativa de variagoes
no circulo trigonométrico, permitindo aos alunos visualizarem, em tempo real, as
relacoes entre os angulos e as razoes trigonométricas. Além disso, foi explorado o
comportamento das fungoes seno e cosseno de forma genérica, com a possibilidade
de alterar parametros como amplitude, periodo e deslocamento. Essa abordagem
buscou facilitar a compreensao dos conceitos abstratos, promovendo uma maior
interacao e engajamento dos estudantes no processo de aprendizagem.

O estudo foi conduzido durante uma tnica aula, com o objetivo principal de
reforgar e aprofundar os conceitos apresentados na aula anterior, utilizando recursos
visuais e interativos. Para verificar o impacto da utilizagao do software GeoGebra,
foi aplicado um questionario idéntico para ambas as turmas: uma que utilizou o
GeoGebra como ferramenta de ensino e outra que seguiu uma abordagem tradicional,
sem o uso do software.

Essa metodologia permitiu realizar uma andlise comparativa detalhada dos
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resultados, buscando identificar possiveis beneficios no desempenho dos alunos
decorrentes do uso do recurso tecnolégico. O questionario avaliativo utilizado estéa
disponivel no Apéndice A, enquanto a sequéncia pedagdgica aplicada em sala de
aula sera descrita na sequéncia. Essa abordagem nao apenas contribui para avaliar a
eficdcia do GeoGebra no processo de ensino-aprendizagem, mas também evidencia a
importancia de incorporar tecnologias educacionais inovadoras no contexto escolar.

Na primeira parte da Aula, foi apresentado o Circulo Trigonométrico no software

GeoGebra, conforme Figura 4.1.
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Figura 4.1: Circulo Trigonométrico apresentado.

Em seguida, movimentamos o ponto C' ao longo da circunferéncia, permitindo
que os alunos observassem de forma dinamica as alteracoes nos valores do seno,
cosseno e tangente do angulo a apresentado. Enquanto os valores de seno e cosseno
ja eram mais familiares para os estudantes, houve maior curiosidade e interesse
ao perceberem que a tangente aumentava significativamente, aproximando-se de

um valor muito elevado quando o angulo se aproximava de 90°. Essa interagao
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dinamica contribuiu para uma compreensao mais intuitiva e visual desses conceitos.

Na segunda etapa, foi realizada a construcao do grafico da funcao cosseno,
conforme ilustrado na Figura 4.2.

Essa atividade possibilitou aos alunos uma compreensao visual do comporta-
mento da funcao, permitindo identificar suas caracteristicas fundamentais, como
amplitude, periodo e simetria. Além disso, a construcao auxiliou no entendimento
do conceito de periodicidade, demonstrando de forma pratica como os valores da
funcao se repetem em intervalos regulares. Essa abordagem dinamica e interativa
contribuiu para consolidar o entendimento dos alunos sobre as propriedades das

fungoes trigonométricas no contexto pratico e tedrico.
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Figura 4.2: Construcao grafico do cosseno de .

Na terceira etapa da aula, foi apresentada aos alunos a fungao f(z) = cos(z)
diretamente no GeoGebra, juntamente com a funcao g(x) = a - cos(bx + ¢) + d.
Inicialmente, os parametros foram definidos comoa =1, b=1,c=0e d = 0,

de modo que as duas funcoes se tornassem equivalentes. Posteriormente, os
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parametros foram alterados um a um, permitindo que os alunos observassem, de
maneira dinamica, como cada ajuste impactava o comportamento grafico da funcao.
Essa abordagem facilitou a compreensao das transformacoes, como mudangas na
amplitude, no periodo, no deslocamento horizontal e no deslocamento vertical. A

Figura 4.3 ilustra as variacoes realizadas e exploradas durante a aula.
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Figura 4.3: Fungoes: f(x) = cos(x) e g(x) = a-cos(bx+c)+d, apresentadas
em sala de aula.
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interativas.

O desempenho ideal (100% de acertos) em algumas questoes, como as questoes
1, 2 e 5, pode ser atribuido a capacidade do software de transformar conceitos
abstratos em algo tangivel.

No que diz respeito ao ensino das fungoes trigonométricas, De Mesquita e
Machado (2020) destacam que o uso de softwares facilita a compreensao e diminui
as dificuldades associadas ao ensino tradicional. Esse ponto também foi observado
no presente estudo, especialmente na questao 6, que apresentou maiores dificuldades
em ambas as turmas.

Contudo, mesmo nesse cenario, a Turma 2, ao utilizar o GeoGebra, conseguiu
obter um desempenho consideravelmente melhor do que a Turma 1 (21 acertos
contra apenas 2). Esse resultado sugere que, embora o software nao elimine todas as
dificuldades, ele atua como um facilitador importante no entendimento de conceitos
mais complexos.

Ademais, Menegheli (2018) e Chaves (2019) reforgam que a eficacia do GeoGebra
depende de um bom planejamento e articulacao do conteido pelo docente. Isso
ressalta que o software, por si s6, nao é uma solugao magica, mas sim um recurso
pedagogico que precisa ser bem integrado ao plano de aula. O presente estudo
reforga essa perspectiva ao mostrar que o sucesso da Turma 2 nao se deve apenas
ao uso do GeoGebra, mas também a um planejamento estruturado que buscou
explorar as potencialidades da ferramenta.

Além dos autores mencionados, outros estudos reforcam a importancia das
ferramentas tecnolégicas, como o GeoGebra, no ensino da Matematica. Penteado
(2015) destaca que o uso de softwares mateméticos no estudo de fungdes promove a
autonomia dos alunos, incentivando um ambiente colaborativo no qual os estudantes
experimentam, testam e validam suas hipdteses matematicas.

De forma semelhante, Borba e Villarreal (2005) ressaltam que as tecnologias
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digitais permitem multiplas representagoes matematicas — graficas, algébricas e
numeéricas —, facilitando a compreensao de conceitos mais complexos e promovendo
uma aprendizagem mais aprofundada.

O presente estudo reafirma esses beneficios ao demonstrar que o uso do GeoGebra
contribui para um aprendizado mais eficaz e dinamico, alinhando-se as conclusoes

de Menegheli (2018), Chaves (2019) e De Mesquita e Machado (2020).
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