UNIVERSIDADE FEDERAL DE VIGOSA
DISSERTACAO DE MESTRADO

Dissertagao de Mestrado

Luiza GUIMARAES NONAKA

BRINCANDO COM NUMEROS INTEIROS

FLORESTAL - MINAS GERAIS
2025



LUIZA GUIMARAES NONAKA

BRINCANDO COM NUMEROS INTEIROS

Dissertacao apresentada a Universidade Fe-
deral de Vigosa, como parte das exigéen-
cias do Programa de Pés-Graduacao Mes-
trado Profissional em Matematica em Rede
Nacional, para obter o titulo de Magister
Scientiae.

Orientadora: Danielle Franco Nicolau

FLORESTAL - MINAS GERAIS
2025






Dedicatoria

Dedico este trabalho a todos aqueles que, de alguma forma,
contribuiram para minha jornada académica e profissional.

Aos meus familiares, pelo apoio incondicional e incentivo
constante.

Aos meus professores, por transmitirem o conhecimento com
dedicagao e inspiragao.

E, especialmente, a todos os alunos que enxergam na
matemdtica nao apenas um desafio, mas uma ferramenta para
transformar o mundo.



Agradecimentos

A realizacao deste trabalho foi possivel gracas ao apoio e incentivo
de diversas pessoas e instituicoes. Agradeco primeiramente a minha
familia, pelo suporte incondicional, paciéncia e motivacao em cada
etapa da minha jornada académica.

Aos meus professores e orientadores, expresso minha sincera
gratidao pela dedicacao, ensinamentos e incentivo ao pensamento
critico e a pesquisa matematica. Suas contribuigoes foram essenciais
para o desenvolvimento deste trabalho.

Aos colegas de estudo e amigos, pelos debates enriquecedores,
pela troca de experiéncias e pelo apoio mutuo ao longo desta cami-
nhada.

A todos os alunos e educadores que, com suas duvidas, desafios
e insights, motivaram a construcao deste material, reafirmando
a importancia do ensino da matematica de forma significativa e
acessivel.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de
Aperfeigopamento de Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) —
Cédigo de Financiamento 001.



Resumo

NONAKA, Luiza Guimaraes, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, maio de 2025.
Brincando com numeros inteiros. Orientadora: Danielle Franco Nicolau.

A Matematica desempenha um papel fundamental no desenvolvimento do pensamento
l6gico e critico dos estudantes, mas seu ensino ainda enfrenta desafios relacionados
a contextualizacao e a motivacao discente. Este trabalho apresenta a elaboracao
de uma apostila didatica voltada para o ensino de ntimeros inteiros, congruéncia
modular e triplas pitagéricas, fundamentada na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) e nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN). Por meio de metodologias
ativas e da resolucao de problemas, busca-se tornar a aprendizagem mais acessivel e
significativa. A presenca de mascotes, como a Coruja Sabia e outros personagens
didaticos, contribui para tornar a experiéncia mais lidica e envolvente, estimulando a
aplicacao dos conceitos mateméaticos no cotidiano e promovendo maior engajamento
dos alunos.

Palavras-chave: Ensino de Matematica, resolucao de problemas, niimeros inteiros,

congruéncia modular, triplas pitagoricas.



Abstract

NONAKA, Luiza Guimaraes, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, May, 2025.
Playing with Integers. Adviser: Danielle Franco Nicolau.

Mathematics plays a fundamental role in the development of students’ logical and
critical thinking skills, but its teaching still faces challenges related to contextual-
ization and student motivation. This work presents the development of a didactic
booklet focused on teaching integers, modular congruence, and Pythagorean triples,
based on the Brazilian National Common Curricular Base (BNCC) and the National
Curriculum Parameters (PCN). Through active methodologies and problem solving,
the aim is to make learning more accessible and meaningful. The presence of mascots,
such as the Coruja Sabia (Wise Owl) and other educational characters, helps to create
a more playful and engaging experience, encouraging the application of mathematical
concepts in everyday life and promoting greater student engagement.

Keywords: Mathematics education, problem solving, integers, modular congru-

ence, Pythagorean triples.
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Introducao

A Matematica desempenha um papel fundamental na formacao dos estudantes,
sendo essencial para o desenvolvimento do pensamento légico, da capacidade de
resolucao de problemas e da compreensao de fendmenos naturais e tecnologicos. Para
Ubiratan D’ambrosio, ensinar Matemaética nao é apenas transmitir conteidos, mas
promover uma nova forma de ver o mundo. E despertar a curiosidade e a capacidade
de questionar o que estd ao nosso redor (D’Ambrosio [2]). No entanto, o ensino dessa
disciplina enfrenta desafios significativos, especialmente no que se refere a motivacao
dos alunos e a conexao entre os contetiidos abordados e suas aplicagoes no cotidiano.

“O conhecimento matematico é necessario para todos os alunos da Edu-
cacao Bésica, seja por sua grande aplicagao na sociedade contemporanea,
seja pelas suas potencialidades na formacgao de cidadaos criticos, cientes
de suas responsabilidades sociais” (Ministério da Educagao (BNCC) [12,
p. 265]).

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) estabelece que o ensino de Matema-
tica deve favorecer o desenvolvimento da autonomia dos estudantes, incentivando a
investigacao, a experimentagao e a aplicagao dos conceitos matematicos em diferentes
contextos (Ministério da Educagao (BNCC) [12]). Nesse sentido, é essencial repensar
as metodologias de ensino e os materiais didédticos, buscando estratégias que tornem
o aprendizado mais acessivel, envolvente e significativo.

Diante desse cenario, este trabalho apresenta o desenvolvimento de um material
didatico inovador, em formato de apostila, voltado para o ensino dos nimeros inteiros,
da congruéncia modular e das triplas pitagoricas. A proposta visa proporcionar aos
alunos uma experiéncia de aprendizado mais interativa e contextualizada, alinhando-
se as diretrizes educacionais vigentes e explorando estratégias didaticas que favorecam
a compreensao e aplicacao dos conteudos mateméaticos. Nesse sentido, os Parametros
Curriculares Nacionais destacam que “o significado da Matematica para o aluno
resulta das conexoes que ele estabelece entre ela e as demais areas, entre ela e
os Temas Transversais (propostas dos PCN que visam incorporar valores éticos,
sociais, culturais e ambientais a pratica pedagogica, como ética, pluralidade cultural,
meio ambiente, satde e orientagao sexual), entre ela e o cotidiano” (Ministério da
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1. Introducao 11

Educagao (PCN) [13, p. 57]), reforgando a importancia de um ensino progressivo e
contextualizado, que evidencie a aplicabilidade da Matematica em diferentes areas
do conhecimento.

Para tornar o material mais atrativo e dinamico, a apostila conta com a presenca
de mascotes pedagodgicos que acompanham os estudantes ao longo da aprendizagem,
oferecendo dicas, curiosidades e reflexoes sobre os temas abordados, sobre o qual
falaremos mais detalhadamente no Capitulo 5. O uso de elementos ludicos no
ensino contribui significativamente para engajar os alunos, tornando o processo de
aprendizagem mais prazeroso e eficiente. Como destaca Marinho et al. [9, p.84], “a
ludicidade deve ser um dos eixos norteadores do processo ensino-aprendizagem, pois
possibilita a organizacao dos diferentes conhecimentos numa abordagem metodologica
com a utilizacao de estratégias desafiadoras. Assim, a crianca fica mais motivada
para aprender, pois tem mais prazer em descobrir e o aprendizado é permeado por
um desafio constante”.

E por esse motivo que a construcao da apostila foi fundamentada nas metodologias
ativas, em especial na resolugao de problemas e a ludicidade (gamifica¢ao) como
estratégia central de ensino. Segundo Ministério da Educagao (PCN) [13, p.40],
“educadores matematicos apontam a resolucao de problemas como ponto de partida da
atividade matematica. Essa opcao traz implicita a conviccao de que o conhecimento
matemadatico ganha significado quando os alunos tém situagoes desafiadoras para
resolver e trabalham para desenvolver estratégias de resolugao”. Dessa forma, a
abordagem adotada visa proporcionar um aprendizado que va além da memorizagao,
incentivando os alunos a explorarem conceitos matematicos em contextos reais e
aplicaveis.

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma: inicialmente, sao apre-
sentados os fundamentos matematicos essenciais para a compreensao dos temas
abordados, incluindo a definicao e as propriedades dos numeros inteiros, da con-
gruéncia modular e das triplas pitagéricas. Em seguida, sao discutidas as diretrizes
curriculares estabelecidas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e pelos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN), situando a pesquisa no contexto educaci-
onal brasileiro. Posteriormente, é detalhado o processo de construcao das apostilas,
abordando a metodologia empregada, os critérios para selecao do conteudo e os
principios pedagdgicos adotados. Por fim, sao descritos os capitulos da apostila,
evidenciando a progressao didatica dos conceitos matematicos e a estruturacao do
material para promover uma aprendizagem significativa.

Com isso, espera-se que este estudo contribua para o aprimoramento do ensino de
Matematica, oferecendo uma proposta didatica inovadora e alinhada as necessidades
dos alunos, promovendo um ensino mais dinamico, contextualizado e acessivel.

1.1 Justificativa

O ensino da Matematica tem um papel essencial na formacao dos estudantes,
contribuindo para o desenvolvimento do raciocinio logico, da capacidade de argu-
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mentacao e da resolucao de problemas. No entanto, desafios persistem no ensino
dessa disciplina, especialmente na promoc¢ao de um aprendizado significativo e na
contextualizacao dos conceitos matematicos. Segundo os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN), “a Matematica pode e deve estar ao alcance de todos e a garantia
de sua aprendizagem deve ser meta prioritaria do trabalho docente”(Ministério da
Educacao (PCN) [13, p. 56]).

Lira e outros, em Lira, Silva e Silva Neto [8, p. 2024], trazem um estudo sobre as
principais dificuldades enfrentadas pelos estudantes no aprendizado de matemaética,
e, nesse contexto, Masola e Allevato (apud Lira et al., 2024) definem dificuldade
como algo que se opoe a facilidade, relacionado ao que ainda nao foi dominado, “pois
tudo aquilo que dominamos se torna mais facil de realizar”. Dentre as dificuldades,
os autores citam problemas de leitura, interpretagao de texto e falta de interesse. O
artigo também discute a necessidade de mudancas no cenario educacional.

“Nessa linha de pensamento, observamos que nao basta apenas o
aluno conhecer a importancia da matematica para o desenvolvimento
da sociedade e nem ¢é suficiente que o aluno decore algumas férmulas e
procedimentos de resolucao de calculos. O aluno precisa enxergar algum
significado em aprender matematica, compreendendo-a como fruto das
suas construgoes cognitivas.” (Lira, Silva e Silva Neto [3, p. 57])

Nesse sentido, torna-se necessario o desenvolvimento de materiais didaticos que
favorecam a aprendizagem ativa e estimulem o interesse dos alunos. Mas como
realizar tal proeza? Buscando essa resposta, nos esbarramos no PCN, que coloca a
metodologia de resolucao de problemas em um patamar importante no processo ensino-
aprendizagem. Conforme destacado no PCN, “o ensino-aprendizagem de Matematica
tem como ponto de partida a resolugao de problemas” (Ministério da Educagao
(PCN) [13, p. 57]), promovendo uma abordagem que estimula a investigacao e a
experimentacao.

Além disso, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) enfatiza que o ensino
da Matematica deve contribuir para

“o desenvolvimento do letramento matematico, definido como as com-
peténcias e habilidades de raciocinar, representar, comunicar e argumentar
matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de conjecturas,
a formulagao e a resolucao de problemas em uma variedade de contex-
tos”(Ministério da Educagao (BNCC) [12, p. 266]).

Em [3], os autores, embora nao discutam diretamente o uso de materiais didaticos,
abordam o desejo de mudanca nas metodologias de ensino, o que pode incluir a
introducao de recursos didaticos mais inovadores e envolventes. Na pesquisa, alguns
professores e alunos expressam interesse por métodos que vao além da aplicacao
tradicional de exercicios, sugerindo alternativas como jogos educativos ou tecnologias
relacionadas ao cotidiano dos alunos. Dessa forma, é fundamental que os materiais
didaticos incentivem a autonomia dos alunos e os preparem para utilizar a Matematica
como ferramenta para a compreensao e transformagao da realidade.
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A criacao desta apostila justifica-se, portanto, pela necessidade de oferecer um
material que possibilite um ensino mais dinamico, contextualizado e alinhado as
diretrizes educacionais vigentes. A escolha dos contetidos abordados — nimeros
inteiros, congruéncia modular e triplas pitagéricas — fundamenta-se em sua relevancia
tanto no campo tedrico quanto em suas aplicagoes praticas.

Dessa forma, a elaboracao deste material visa nao apenas facilitar a aprendizagem
dos conceitos matematicos abordados, mas também proporcionar aos alunos uma
experiéncia mais envolvente e alinhada as diretrizes educacionais contemporaneas.
A seguir, serao apresentados os objetivos desta pesquisa, evidenciando as metas
pretendidas com a construcao deste material didético.

1.2 Objetivos

O principal objetivo desta dissertacao é desenvolver e apresentar um material
didatico inovador e acessivel para o ensino de conceitos matematicos fundamen-
tais, como nimeros inteiros, congruéncia modular e triplas pitagoricas, alinhado as
diretrizes educacionais nacionais. A proposta visa proporcionar aos alunos uma apren-
dizagem significativa, utilizando metodologias ativas e estratégias que incentivem a
participacao e o raciocinio critico.

Conforme indicado pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), “o ensino
de Matematica deve garantir o desenvolvimento de capacidades como: observacao,
estabelecimento de relagoes [...| e argumentacao”, além de favorecer “a aprendizagem
em Matemadtica estd ligada a compreensao [...] e resulta das conexoes que o aluno

estabelece entre ela e as demais dreas [...] e o cotidiano”(Ministério da Educacao
(PCN) [13, p.57]). Da mesma forma, a BNCC afirma:

“Os processos matematicos de resolucao de problemas, de investigagao,
de desenvolvimento de projetos e da modelagem podem ser citados como
formas privilegiadas da atividade matematica, motivo pelo qual sao, ao
mesmo tempo, objeto e estratégia para a aprendizagem ao longo de todo
o Ensino Fundamental. Esses processos de aprendizagem sao potenci-
almente ricos para o desenvolvimento de competéncias fundamentais
para o letramento matemaético (raciocinio, representagdo, comunicagao
e argumentagao) e para o desenvolvimento do pensamento computacio-
nal.”(Ministério da Educagao (BNCC) [12, p.266])

Nesse contexto, a apostila foi elaborada para atender a essas exigéncias, garantindo
uma abordagem pedagdgica dinamica e contextualizada.
Dentre os objetivos especificos desta dissertacao, destacam-se:

e Desenvolver uma apostila estruturada e alinhada as diretrizes da BNCC e
dos PCN, assegurando que os conteidos abordados estejam de acordo com as
expectativas de aprendizagem para o Ensino Fundamental.
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e Promover o ensino dos ntiimeros inteiros, da congruéncia modular e das triplas
pitagéricas de maneira progressiva e contextualizada, permitindo que os alunos
compreendam a inter-relagao entre esses conceitos matematicos.

e Estimular o pensamento critico e a resolucao de problemas como estratégias de
ensino, favorecendo a autonomia dos estudantes na construgao do conhecimento
matemético. O Ministério da Educagao (PCN) [13, p.41] afirma que “a resolucao
de problemas, como eixo organizador do processo de ensino e aprendizagem de
Matemadtica, [...] proporciona o contexto em que se pode apreender conceitos,
procedimentos e atitudes matematicas”.

e Utilizar mascotes como ferramentas didaticas, com o objetivo de tornar a
aprendizagem mais interativa e promovendo o engajamento dos alunos. A
presenca de personagens e elementos ltidicos no material pode contribuir para
a contextualizacao dos contetidos e a motivacao dos estudantes. Segundo os
Parametros Curriculares Nacionais, o ensino de Matemaética deve “estimular
o interesse, a curiosidade, o espirito de investigacao e o desenvolvimento da
capacidade para resolver problemas” (Ministério da Educacao (PCN) [13, p.15]),
promovendo um ambiente propicio a construcao do conhecimento.

e (Criar atividades interativas e desafiadoras, baseadas em situacoes-problema e
no uso de jogos matematicos, para reforcar os conceitos abordados e estimular
a participagao dos alunos na resolucao de questoes praticas.

e Demonstrar como a matematica pode ser aplicada em diferentes contextos
do cotidiano, tornando o aprendizado mais significativo e relevante para os
estudantes.

Ao atender a esses objetivos, espera-se que a apostila contribua para a melhoria
do ensino da matematica no Ensino Fundamental, oferecendo um recurso didatico
que favoreca a aprendizagem e o interesse dos alunos pela disciplina. A seguir, serd
apresentada a metodologia adotada para a elaboracao e aplicacao desse material
pedagdgico.

1.3 Metodologia

Este trabalho configura-se como uma pesquisa de natureza bibliografica e ex-
ploratéria. Caracteriza-se como bibliografica por fundamentar-se em referéncias
tedricas relevantes, tais como os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN), a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), além de autores que discutem a educagao
matematica e suas metodologias. Assume também um carater exploratério, a medida
que busca aprofundar o entendimento sobre temas centrais da Matematica, como as
dificuldades de aprendizagem, e investiga o uso de metodologias ativas que favorecam
o processo de ensino-aprendizagem. Esta investigacao tem como objetivo identificar
novas formas de engajamento discente, com foco na construcao de um ensino mais
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significativo, especialmente no que se refere aos ntimeros inteiros. A elaboracao da
apostila proposta neste estudo envolve o levantamento de fundamentos tedricos, a
incorporacao de ideias praticas e a aplicacao de metodologias inovadoras, sempre em
consonancia com os objetivos educacionais contemporaneos.

A elaboragao desta apostila foi fundamentada em principios pedagogicos que
buscam tornar o ensino da matematica mais acessivel, dinamico e significativo
para os alunos do Ensino Fundamental. Para isso, foram adotadas estratégias
didaticas baseadas na resolucao de problemas, contextualizacao dos contetdos e uso
de elementos ludicos para engajamento dos estudantes.

A metodologia utilizada na construcao do material tem como base a abordagem
investigativa, incentivando os alunos a explorarem conceitos matematicos por meio de
situacoes-problema e aplicagoes praticas. Nesse sentido, os Parametros Curriculares
Nacionais destacam que o ensino da Matemética deve permitir ao aluno “identificar
os conhecimentos matematicos como meios para compreender e transformar o mundo
a sua volta e perceber o carater de jogo intelectual, caracteristico da Matematica,
como aspecto que estimula o interesse, a curiosidade, o espirito de investigacao e o
desenvolvimento da capacidade para resolver problemas” (Ministério da Educacao
(PCN) [13, p.47)).

Os conteudos foram organizados de maneira progressiva, partindo de conceitos
mais simples e evoluindo para abordagens mais complexas. Esse formato permite
que os alunos desenvolvam uma compreensao gradual dos temas, relacionando novas
informagoes com conhecimentos prévios. Além disso, cada capitulo conta com
exemplos contextualizados, que aproximam a matematica do cotidiano dos estudantes,
tornando o aprendizado mais envolvente.

Por fim, a metodologia adotada também contempla o desenvolvimento de com-
peténcias matematicas alinhadas a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). As
atividades propostas estimulam habilidades como o pensamento logico, a argumenta-
¢ao matematica e a capacidade de resolver problemas de maneira criativa. Conforme
descrito na BNCC, “os processos matematicos de resolugao de problemas, de inves-
tigagao, de desenvolvimento de projetos e da modelagem podem ser citados como
formas privilegiadas da atividade matematica, motivo pelo qual sao, ao mesmo tempo,
objeto e estratégia para a aprendizagem ao longo de todo o Ensino Fundamental”
(Ministério da Educacao (BNCC) [12, p.266]). Dessa forma, a apostila ndo apenas
ensina conteudos especificos, mas também promove um aprendizado significativo e
aplicavel em diversas situagoes da vida cotidiana e académica.



Desenvolvimento

Para a realizacao deste trabalho, faz-se necesséria uma pesquisa detalhada sobre
alguns temas para sua fundamentacao tedrica e metodologica. Neste capitulo, serao
abordadas as metodologias ativas aplicadas ao ensino de matematica, com énfase
na resolucao de problemas, bem como uma analise de dissertagoes publicadas pelo
PROFMAT que possuam temas correlatos a esta dissertacao.

2.1 Metodologias Ativas

As metodologias ativas sao estratégias de ensino que colocam o aluno no centro
do processo de aprendizagem, incentivando sua participacao ativa na construgao do
conhecimento. Essas metodologias surgiram como alternativa aos métodos tradi-
cionais de ensino, que muitas vezes priorizam a transmissao passiva de conteudos.
Historicamente, o conceito de metodologias ativas remonta a estudiosos como Dewey,
Piaget e Vygotsky, que enfatizaram a importancia da experimentacao, da interagao
social e da aprendizagem significativa no desenvolvimento cognitivo dos alunos.

De acordo com Curvo [1], as metodologias ativas desempenham um papel fun-
damental no ensino-aprendizagem de matematica, pois promovem a autonomia, a
criatividade e o protagonismo dos estudantes no processo educativo. Segundo a
autora, os principais beneficios apontados incluem, entre outros, a transformacao
do papel do estudante, que deixa de ser um mero receptor de informacoes e passa a
ser o protagonista de sua aprendizagem, desenvolvendo habilidades investigativas,
reflexivas, criativas e colaborativas; o ensino se torna mais atrativo e dinamico, o que
desperta o interesse e o desejo de aprender; o professor se torna o mediador, aquele
que ¢ o facilitador, auxiliando os alunos na busca de solugoes e no desenvolvimento
de competéncias necessarias para enfrentar desafios.

“(...) constata-se que as metodologias ativas podem impactar posi-
tivamente o ensino-aprendizagem de matemaética, pois tornam o aluno
protagonista deste processo, incentivando a autonomia, promovendo o
desejo prazeroso em buscar conhecimentos, instigando o pensamento e
a criatividade para a resolucao das atividades propostas do ensino de
matematica.”(Curvo [1, p. 241])
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A adogao de metodologias ativas na educacao matemaética tem-se mostrado eficaz
para aumentar o engajamento dos estudantes, promovendo um aprendizado mais
dinamico e contextualizado. Dentre as diversas abordagens existentes, abordaremos
sobre a resolugao de problemas e a gamificagao.

2.1.1 Resolugao de Problemas

A resolucao de problemas é uma estratégia didatica que visa ao desenvolvimento
do pensamento critico e da autonomia dos estudantes na construgao do conhecimento
matemadtico. De acordo com Pélya [14], a resolu¢ao de problemas segue um processo
estruturado em quatro etapas: compreensao do problema, elaboracao de um plano,
execucao da solucao e revisao do resultado. Essa abordagem permite que os alunos
explorem conceitos matematicos de maneira aplicada e significativa (Pélya [11]).

O entendimento da resolucao de problemas como metodologia de ensino é discutido
por vérios autores, e, embora nao seja recente, de acordo com Menezes et al. [11],
somente no final do século XX, é que passou a ser estudada a utilizacao de problemas
como ferramenta de ensino dentro de sala de aula. Ponte [15], em 1992, abordava o
papel da resolucao de problemas no ensino da matematica, destacando estratégias de
ensino e competéncias cognitivas. Ponte também enfatiza a importancia de conectar
problemas matematicos a situagoes da vida real, promovendo um aprendizado mais
significativo.

O professor de matematica deve pesquisar, refletir sobre a utilizacao desta meto-
dologia. O risco de usé-la de forma errada existe. Meros problemas de aplicagao do
contetudo aprendido nao é sua utilizacao correta.

“Como metodologia, a resolucao de problemas pode auxiliar no pro-
cesso de ensino e aprendizagem de conceitos matematicos, aproximando
esses conceitos da realidade dos estudantes, quando utilizada de forma
adequada.”(Menezes et al. [11, p. 217])

A resolucao de problemas é um meio de construir novos conhecimentos e aplicar
os ja adquiridos, tornando o aprendizado mais relevante e envolvente. De acordo
com Menezes et al. [11], essa abordagem permite que os estudantes desenvolvam
habilidades como o pensamento critico, criatividade e autonomia, além de conectar os
conceitos matematicos a realidade dos alunos. Os autores também sugerem que essa
abordagem ajuda os alunos a superar desafios e a construir suas préprias estratégias
de resolugdo. Ainda segundo [l1], a escolha de problemas deve ser cuidadosa,
considerando o nivel de dificuldade e a conexao com o cotidiano dos estudantes, para
garantir que a metodologia seja eficaz e significativa.

No contexto educacional brasileiro, a resolucao de problemas é considerada pela
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) uma das abordagens fundamentais no
ensino da Matematica. Essa estratégia é valorizada por promover o pensamento critico,
a autonomia intelectual e o desenvolvimento de competéncias como a argumentacao
e a modelagem, aspectos centrais para o letramento matematico (Ministério da
Educagao (BNCC) [12]).
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2.2 Dissertacoes Publicadas pelo PROFMAT

Na expectativa de promover uma pesquisa inovadora, realizamos uma busca no
diretério do Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional (PROFMAT)
por dissertacoes que abordassem temas correlatos ao desta dissertacao. Utilizamos os

2 YV ANAY

seguintes termos de pesquisa: “apostila”, “ntimeros inteiros”, “congruéncia modular”,
“triplas pitagoricas”, “ensino de matemaética’e “material didatico”.
s resultados da pesquisa sao apresentados na Tabela 2.1, que lista as dissertacoes
O Itados d tad Tabela 2.1, list d tag

encontradas e seus respectivos enfoques:

Ano | Titulo da Dissertacao Enfoque

2022 | Apostila sobre a Matematica | Aplicagoes da mateméatica na cons-
na Construcao Civil com o | trugao civil com tecnologia digital(
uso do Sweet Home 3D Jesus [7])

2023 | Elaboracao de uma apostila | Introducao ao conceito de infinito
para apresentar o infinito no | na educagao bésica (Fermat Vieira
ensino médio [5])

2024 | Elaboracao de uma apostila | Aplicacao de programagao e mé-
sobre programacgao e méto- | todos numéricos para ensino de
dos numéricos para o ensino | matemdtica Santos [1]

médio

Tabela 2.1: Dissertagoes publicadas no PROFMAT sobre temas correlatos.

Dentre as dissertacoes analisadas, algumas apresentaram materiais didéticos em
formato de apostila, como no caso de Jesus [7], Fermat Vieira [5] e Santos [18].
Entretanto, nenhuma dessas dissertagoes abordou especificamente a integracao dos
conteudos de ntimeros inteiros, congruéncia modular e triplas pitagéricas em um
material inico voltado tanto para alunos quanto para professores. Essa constatagao
refor¢a a relevancia deste estudo, que propoe um material estruturado com uma
abordagem diferenciada, fundamentada nas metodologias ativas e na resolucao de
problemas como estratégia central de ensino.



3

Bases Curriculares e Diretrizes Educa-
cionais

A educacao matematica no Ensino Fundamental deve estar alinhada a diretrizes
curriculares que orientem a selecao e organizagao dos contetidos, promovendo um
ensino significativo e contextualizado. No Brasil, a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) e os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) sao documentos normativos
que estabelecem competéncias e habilidades essenciais para cada etapa do processo
de aprendizagem, assegurando uma formagao progressiva e coerente ao longo da
escolaridade.

“A Matematica possibilita aos estudantes desenvolver o raciocinio
logico, o espirito de investigacao e a capacidade de produzir argumentos
convincentes, recorrendo aos conhecimentos matematicos para compreen-
der e atuar no mundo.” (Ministério da Educagao (BNCC) [12, p. 267])

Essa concepcao amplia o papel da Matematica para além da execucao de pro-
cedimentos, compreendendo-a como linguagem e ferramenta de interpretacao da
realidade. O ensino, nesse sentido, deve favorecer a construgao de significados, a
argumentacao e a aplicacao dos conceitos em diferentes contextos.

Os Pardametros Curriculares Nacionais (PCN) e a Base Nacional Comum Cur-
ricular (BNCC) representam documentos orientadores importantes para o ensino
no Brasil, embora apresentem naturezas e enfoques distintos. Os PCN, de carater
referencial e ndao obrigatério, propoem uma estrutura curricular ampla por disciplina,
com énfase no desenvolvimento de conteiidos especificos e na abordagem de temas
transversais, como ética, meio ambiente e pluralidade cultural. A BNCC, por sua
vez, tem carater normativo e apresenta uma organizagao mais compacta, estruturada
por competéncias e habilidades que todos os estudantes devem desenvolver ao longo
da Educagao Basica. Diferentemente dos PCN, a BNCC desloca o foco do ensino de
conteudos isolados para o desenvolvimento de competéncias cognitivas, socioemocio-
nais e praticas, buscando integrar os saberes escolares as demandas contemporaneas
da sociedade.
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Os Parametros Curriculares Nacionais reforcam essa perspectiva ao destacar a
importancia da contextualizacao e da articulacao com a vivéncia dos alunos:

“Sinaliza a importancia do estabelecimento de conexoes da Mate-
matica com os conteidos relacionados aos Temas Transversais — Etica,
Pluralidade Cultural, Orientacao Sexual, Meio Ambiente, Saude, Traba-
lho e Consumo — uma das marcas destes parametros.” (Ministério da
Educagao (PCN) [13, p. 15])

Com base nessas orientacoes, o ensino deve valorizar o raciocinio logico, a comu-
nicacao e a argumentagao, tendo a resolucao de problemas como eixo estruturante e
respeitando a progressao dos contetidos ao longo da trajetoria escolar.

A BNCC organiza o ensino da Matemética por meio do desenvolvimento de com-
peténcias que favorecem a aplicacao do conhecimento em situagoes reais, articulando
conceitos, procedimentos e atitudes. Entre seus objetivos esta a formacgao de sujeitos
criticos e autonomos, capazes de utilizar a matematica para interpretar e intervir no
mundo. Dessa forma, temas como resolucao de problemas, pensamento algébrico e
argumentagao promovem uma aprendizagem conectada a realidade dos estudantes.

Neste contexto, este capitulo tem como objetivo apresentar as diretrizes esta-
belecidas pela BNCC e pelos PCN, analisando como essas normativas orientam o
ensino dos conceitos de ntimeros inteiros, congruéncia modular e triplas pitagoricas
no Ensino Fundamental. Serao discutidos os objetivos de aprendizagem propostos
para os anos escolares pertinentes, bem como a importancia de uma abordagem
que integre os conteidos matematicos a realidade dos estudantes, favorecendo a
compreensao conceitual e a aplicabilidade do conhecimento.

3.1 BNCC parao 6° e 7° Ano

A BNCC estabelece diretrizes para o ensino de Matematica nos anos finais do
Ensino Fundamental, com foco na progressao das aprendizagens e na ampliacao do
repertorio conceitual dos estudantes. Para o 62 e 7° anos, destaca-se a consolidacao
do pensamento numérico e o desenvolvimento inicial de capacidades algébricas, por
meio de atividades que envolvam resolucao de problemas, identificacao de padroes,
uso de representacoes simbélicas e argumentacao.

No 6° ano, os alunos sao introduzidos ao conjunto dos nimeros inteiros, ampli-
ando a compreensao dos sistemas numéricos ja trabalhados nos anos iniciais. Esse
conteudo € apresentado por meio de situacoes contextualizadas — como temperatu-
ras, saldos e altitudes —, nas quais os nimeros negativos adquirem significado. A
habilidade EFO6MAO1 orienta “Comparar, ordenar, ler e escrever niimeros naturais e
nimeros racionais cuja representacao decimal é finita, fazendo uso da reta numérica.”
(Ministério da Educacao (BNCC) [12, p. 301]), permitindo a introdugdo gradual dos
inteiros.

No 72 ano, os estudantes aprofundam as operacoes com nimeros inteiros e
exploram propriedades da divisibilidade. A habilidade EFOTMAOQ1 propoe a “Resolver

e elaborar problemas com nimeros naturais, envolvendo as nocgoes de divisor e de
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multiplo, podendo incluir maximo divisor comum ou minimo multiplo comum, por
meio de estratégias diversas, sem a aplica¢do de algoritmos.”(Ministério da Educagao
(BNCC) [12, p. 307]). Esse conteido serve de base para a construcao intuitiva da
ideia de congruéncia, mesmo que nao tratada de forma explicita pela BNCC.

Ainda nesse ano, a habilidade EFO7TMAO3 orienta “Comparar e ordenar niimeros
inteiros em diferentes contextos, incluindo o histérico, associa-los a pontos da reta
numérica e utiliza-los em situacoes que envolvam adicao e subtragao.” J& a habilidade
EFO7TMA15 propoe “Utilizar a simbologia algébrica para expressar regularidades
encontradas em sequéncias numéricas.” (Ministério da Educagao (BNCC) [12, p. 307]),
o que possibilita a introducao de triplas pitagéricas como exemplos de padroes que
articulam aritmética, algebra e geometria.

Complementando essas diretrizes, os PCN destacam a importancia de articular a
matematica ao cotidiano e as experiéncias sociais dos estudantes:

“O significado da atividade matematica para o aluno também resulta
das conexoes que ele estabelece entre os diferentes temas matemaéticos,
entre estes e as demais areas do conhecimento e as situagoes do cotidiano.”
(Ministério da Educagao (PCN) [13, p. 37])

A BNCC também ressalta o compromisso com o letramento matemaético:

“O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvimento
do letramento matemaético, definido como as competéncias e habilidades
de raciocinar, representar, comunicar e argumentar matematicamente,
de modo a favorecer o estabelecimento de conjecturas, a formulacao e
a resolucao de problemas em uma variedade de contextos, utilizando
conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas matematicas.” (Ministério

da Educagao (BNCC) [12, p. 266])

Além das habilidades especificas, tanto a BNCC quanto os PCN propoem o
desenvolvimento de competéncias matemaéticas gerais, como observagao, comunicagao,
argumentacao e validacao de processos. Segundo os PCN:

“O ensino de Matematica deve garantir o desenvolvimento de capa-
cidades como: observacao, estabelecimento de relagoes, comunicacao
(diferentes linguagens), argumentacao e validagao de processos e o esti-
mulo as formas de raciocinio como intuicao, inducao, deducao, analogia,
estimativa.” (Ministério da Educagao (PCN) [13, p. 56])

Essas competéncias sustentam o trabalho com os conteidos desta dissertacao,
promovendo:

e Raciocinio logico e dedutivo, ao compreender relagoes numéricas e representa-
¢oes diversas;

¢ Resolucao de problemas, por meio da aplicacao dos conceitos em contextos
reais;
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e Modelagem matematica, representando e resolvendo situagoes do cotidiano;

e Integracao algébrica e geométrica, articulando diferentes linguagens e concei-
tos.

3.2 PCN de Matematica do MEC

Os PCN estabelecem principios pedagogicos para o ensino de Matemaética, com
base na construcao do conhecimento, no raciocinio légico e na contextualizacao dos
contetdos. Esses principios visam formar alunos capazes de utilizar a matematica
para interpretar e transformar a realidade:

“Os Parametros Curriculares Nacionais explicitam o papel da Matema-
tica no ensino fundamental pela proposi¢ao de objetivos que evidenciam a
importancia de o aluno valoriza-la como instrumental para compreender
o mundo a sua volta e de vé-la como area do conhecimento que estimula
o interesse, a curiosidade, o espirito de investigacao e o desenvolvimento
da capacidade para resolver problemas.” (Ministério da Educagao (PCN)

[13, p. 15])

Um dos pilares desses parametros é o papel da Matematica na formagao cidada,
pois, segundo os Parametros Curriculares Nacionais, “para exercer a cidadania é
necessario saber calcular, medir, raciocinar, argumentar, tratar informacoes estatisti-
camente etc.” (Ministério da Educacao (PCN) [13, p. 27]).

Além disso, os PCN defendem a contextualizacao dos contetudos, afirmando que
“o significado da Matematica para o aluno resulta das conexoes que ele estabelece
entre ela e as demais areas, entre ela e os Temas Transversais, entre ela e o cotidiano”
(Ministério da Educacao (PCN) [13, p. 57]).

Outro aspecto importante é a diversificagao das estratégias didaticas.

“Os jogos podem contribuir para um trabalho de formacao de atitudes
— enfrentar desafios, lancar-se a busca de solugoes, desenvolvimento
da critica, da intuicao, da criacao de estratégias e da possibilidade de
alterd-las quando o resultado nao é satisfatério — necessarias para a
aprendizagem da Matematica.” (Ministério da Educagao (PCN) [13, p. 47])

A organizacao dos conteidos também deve ser flexivel e conectada ao percurso

dos alunos:

“As possibilidades de sequenciar os contetidos sao multiplas e decorrem
mais das conexoes que se estabelecem e dos conhecimentos ja construidos
pelos alunos do que da ideia de pré-requisito ou de uma sucessao de
topicos estabelecida a priori.” (Ministério da Educagao (PCN) [13, p. 53])

Além disso, o documento enfatiza o papel da investigacao e da generalizacao:
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“No decorrer do trabalho com os ntmeros, é fundamental estudar
algumas relagoes funcionais pela exploracao de padroes em sequéncias
numéricas que levem os alunos a fazer algumas generalizacoes e com-
preender, por um processo de aproximagoes sucessivas, a natureza das
representagoes algébricas.” (Ministério da Educacao (PCN) [13, p. 68])

Por fim, os PCN ressaltam a importancia de garantir o acesso a aprendizagem
matematica a todos os estudantes, afirmando que “a Matematica pode e deve estar
ao alcance de todos e a garantia de sua aprendizagem deve ser meta prioritaria do
trabalho docente” (Ministério da Educacao (PCN) [13, p. 56]).

Dessa forma, a proposta didatica apresentada nesta dissertagao se alinha as dire-
trizes dos documentos curriculares nacionais, promovendo uma educa¢ao matematica
critica, significativa, inclusiva e conectada a realidade dos estudantes.



Fundamentacao Teorica

O ensino da Matematica no Ensino Fundamental exige uma abordagem estrutu-
rada e gradual, de modo que os conceitos sejam introduzidos de maneira coerente e
interligada. Nesse contexto, este capitulo tem o propdsito de estabelecer os principios
matematicos e educacionais que embasam a construgao das apostilas utilizadas no
ensino de numeros inteiros, congruéncia modular e triplas pitagéricas.

A Matemadtica é uma ciéncia estruturada logicamente, cuja aprendizagem se da
por meio da construcao sequencial de conceitos. No ensino fundamental, a introdugao
dos conjuntos numéricos deve ocorrer de forma encadeada, garantindo que cada novo
conjunto se apoie na compreensao dos anteriores. O dominio dos niimeros naturais,
por exemplo, é essencial para a compreensao dos inteiros, racionais e reais, pois esses
conjuntos ampliam e aprofundam ideias previamente estabelecidas. Quando essa
transicao ¢ bem conduzida, os alunos conseguem estabelecer relagoes significativas
entre os diferentes conjuntos e aplicar os conhecimentos adquiridos de maneira mais
eficiente e contextualizada.

Esse percurso nao apenas facilita a compreensao das operagoes fundamentais, mas
também prepara o estudante para lidar com conceitos mais abstratos e estruturados,
como a congruéncia modular e as propriedades dos nimeros primos. A organizacao
légica da sequéncia de ensino é essencial para que os alunos construam o conhecimento
de forma progressiva e significativa, estabelecendo relacoes entre os diferentes topicos
e desenvolvendo uma base sélida para conteudos mais complexos. A estruturacao dos
conceitos respeitando essa progressao favorece a assimilacao duradoura e a ampliagao
do raciocinio matematico ao longo dos anos escolares.

Além da relevancia matematica dos conceitos abordados, a escolha dos temas
desta dissertacao se justifica pela necessidade de explorar metodologias inovadoras que
tornem a aprendizagem mais acessivel e significativa. A adocao de novas estratégias
no ensino da matematica pode tornar o processo mais dinamico e contextualizado,
favorecendo a aproximacao entre os conteidos tedricos e suas aplicacoes praticas,
além de estimular a participagao ativa dos alunos.

A congruéncia modular, por exemplo, nao se limita ao campo teérico da aritmética,
sendo amplamente utilizada em contextos praticos como a contagem ciclica de horarios
e dias da semana, comuns na organizacao de calendéarios e no funcionamento de
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relogios analdgicos. Da mesma forma, as triplas pitagéricas extrapolam os limites da
geometria tedrica, sendo aplicadas em situacoes reais como construgoes civis, sistemas
de navegacao e algoritmos computacionais. Esses temas, ao serem explorados de forma
contextualizada, contribuem para tornar a aprendizagem mais concreta, significativa
e conectada ao cotidiano dos alunos.

Dessa forma, os tépicos abordados nesta se¢ao foram selecionados para fornecer a
base necessaria a compreensao do material didatico desenvolvido, garantindo que os
conceitos matematicos sejam apresentados de maneira fundamentada e alinhada as
diretrizes educacionais. A seguir, serao discutidos os ntimeros inteiros, sua definicao
e importancia dentro do ensino de matematica.

4.1 Numeros Inteiros

A matematica é uma ciéncia que se desenvolveu a partir da necessidade humana
de quantificar, medir e organizar o mundo ao redor. O estudo dos nimeros sempre
esteve no centro dessa evolucao, passando por diferentes etapas de generalizacgao.
Inicialmente, os ntimeros naturais foram suficientes para representar quantidades e
realizar contagens. No entanto, com o avanco das civilizagoes e a complexificacao
das interagoes comerciais, financeiras e cientificas, tornou-se necessario expandir o
conceito de nimero para lidar com situagoes que envolvem perdas, temperaturas
negativas e deslocamentos em diregoes opostas. Como descrevem os Parametros
Curriculares Nacionais, “além das situacoes do cotidiano os numeros negativos
também surgiram no interior da Matematica na resolucao de equagoes algébricas.
[...] S6 no século XIX os negativos foram interpretados como uma ampliagao dos
naturais e incorporaram as leis da Aritmética. Passaram entao a integrar a hierarquia
dos sistemas numéricos como nimeros inteiros” (Ministério da Educacao (PCN) [13,
p. 97]).

Dessa necessidade emergiu o conjunto dos nimeros inteiros, representado pelo
simbolo Z, proveniente da palavra alema Zahlen, que significa "ntimeros”. Esse
conjunto inclui os niimeros naturais, seus opostos negativos e o zero, permitindo
uma ampliagao das possibilidades operatérias e conceituais. O estudo dos ntimeros
inteiros contribui significativamente para a consolidacao de nocoes fundamentais da
aritmética e prepara o terreno para o desenvolvimento do pensamento algébrico, que
sera aprofundado nos anos seguintes da educacao basica.

O ensino dos numeros inteiros desempenha um papel fundamental no desen-
volvimento do pensamento légico dos estudantes, preparando-os para operacoes
matematicas mais avancadas e para a transicao posterior aos nimeros racionais
e reais. De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais, “os contatos dos
alunos com os significados dos nimeros inteiros podem surgir da analise de situagoes-
problema do campo aditivo. Situacoes em que esses nimeros indicam falta, diferenca,
posi¢ao ou deslocamento na reta numérica” (Ministério da Educacao (PCN) [13,
p. 99]).

Além de seu papel fundamental na construcao da aritmética elementar, os niimeros
inteiros desempenham um papel essencial em diversas areas do conhecimento, como
a fisica, a economia, a ciéncia da computagao e a criptografia. Sua estrutura permite
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representar relacoes de simetria, ciclos e variacoes, além de possibilitar a modelagem
e resolucao de problemas em contextos praticos. Aplicagbes que envolvem algoritmos
computacionais, codificacao de informacoes e sistemas de seguranca digital utilizam
os inteiros como base para a construcao de solugoes eficientes e seguras.

A importancia do conjunto dos ntimeros inteiros transcende sua fungao bésica
na aritmética elementar, alcancando diversas aplicacoes na construcao de modelos
matematicos voltados a resolucao de problemas praticos. Sua introducao representou
um avango fundamental no tratamento das operagoes inversas, especialmente a sub-
tracdo, que nos nimeros naturais nao é sempre possivel. Como destaca Domingues |[3,
p. 89], os inteiros surgem como uma ampliagdo do conjunto dos naturais, permitindo
interpretar diferencas mesmo quando o minuendo é menor que o subtraendo. Além
disso, a possibilidade de representar valores negativos amplia significativamente o
alcance dos modelos matematicos, sobretudo em contextos que envolvem variacoes,
simetrias, fluxos e ciclos presentes tanto na matematica pura quanto em aplicagoes
cientificas.

Nos topicos seguintes, serao abordadas a definicao formal dos niimeros inteiros,
sua relagao com os nimeros naturais e racionais, bem como uma introdugao aos
numeros primos, destacando sua relevancia dentro do conjunto dos inteiros. Para
fundamentar essa discussao, utilizamos como referéncia as obras de Domingues [3],
Hefez [6], Martinez et al. [10] e Roque [17] que tratam do tema com profundidade e
clareza, tanto do ponto de vista diddtico quanto tedrico. Neste trabalho, optamos por
nao apresentar definicoes com o rigor formal exigido em contextos mais avancados da
matematica. Partimos do pressuposto de que o leitor ja possui familiaridade com o
conceito de nimero inteiro, bem como com as operagoes basicas de adig¢ao, subtracao
e suas propriedades fundamentais. Caso seja necessario revisar conceitos que aqui
serao utilizados sem uma explicacao detalhada, recomendamos a leitura atenta das
obras mencionadas, que oferecem uma base sélida e detalhada sobre o tema.

4.1.1 Definicao e importancia dos niimeros inteiros

Os numeros inteiros formam um dos principais conjuntos numéricos estudados na
matematica. Eles sao representados pelo simbolo Z e definidos como o conjunto de
todos os niimeros naturais, seus opostos negativos e o zero:

Z={.,-3,-2-1,01,2,3,..}.

Diferentemente dos niimeros naturais, que sao tradicionalmente utilizados para a
contagem de elementos e a quantificacao de objetos, os niimeros inteiros ampliam
esse conjunto ao incluir os nimeros negativos. Essa extensao permite representar
situacgoes que envolvem perdas, débitos, temperaturas abaixo de zero, deslocamentos
em sentido oposto e outras grandezas que exigem a consideracao de valores inferiores
a zero. O surgimento dos inteiros estd diretamente relacionado a necessidade de
superar limitacoes das operagoes definidas no conjunto dos naturais, especialmente
na subtracao de dois nimeros naturais a — b, quando o minuendo a é menor que o
subtraendo b, situagao em que o resultado nao pertence ao conjunto N. Assim, os
inteiros oferecem uma estrutura mais completa para tratar de problemas matematicos



4. Fundamentacao Tedrica 27

presentes tanto em contextos escolares quanto em aplicagoes cotidianas e cientificas.

A introducao dos nimeros inteiros no ensino fundamental é essencial para que
os estudantes compreendam a aritmética de forma mais ampla e contextualizada,
especialmente em situacoes que envolvam perdas, diferencas, orientacoes ou posicoes
relativas.

“Os numeros inteiros podem surgir como uma ampliacao do campo
aditivo, pela analise de diferentes situagoes em que esses nimeros estejam
presentes. [...| As primeiras abordagens dos inteiros podem apoiar-se nas
ideias intuitivas que os alunos ja tém sobre esses niimeros por vivenciarem
situacoes de perdas e ganhos num jogo, débitos e créditos bancarios ou
outras situagoes.”(Ministério da Educacao (PCN) [13, p.66])

Na historia da matematica, a necessidade de representar dividas, auséncias e
variagoes impulsionou o desenvolvimento dos niimeros negativos. Embora civilizagoes
antigas, como os chineses e hindus, tenham introduzido representacoes para grandezas
opostas, sua aceitacao plena foi um processo longo e complexo, especialmente no
Ocidente. Conforme apontam os Parametros Curriculares Nacionais:

“O uso pioneiro dos niimeros negativos é atribuido aos chineses e aos
hindus, que conceberam simbolos para as faltas e diferencas “impossi-
veis” (dividas). A adogao do zero teve um papel-chave na construcao
dos inteiros, possibilitando operar com grandezas negativas, mudando o
carater de “zero-nada” para “zero-origem”, favorecendo, assim, a ideia de
grandezas opostas ou simétricas. [...] No entanto, sua aceitagao seguiu
uma longa e demorada trajetéria. Sé no século XIX os negativos foram
interpretados como uma ampliacao dos naturais e incorporam as leis da
Aritmética.” (Ministério da Educacao (PCN) [13, p.97])

A transicao da concepcao de zero-nada para zero-origem representa um marco
conceitual significativo na histéoria da Matematica. Enquanto o zero-nada esté
associado a auséncia de quantidade — uma representacao do “vazio” ou da “falta”

—, 0 zero-origem assume um papel estrutural no sistema numérico, especialmente

na reta dos numeros inteiros. Nessa perspectiva, o zero deixa de ser apenas um
simbolo para indicar a inexisténcia de algo e passa a desempenhar a funcao de
ponto de referéncia, situando-se no centro de simetria entre os niimeros positivos
e negativos. Essa mudanca de compreensao favorece a construcao do conceito de
grandezas opostas, tornando possivel visualizar e operar com dividas e créditos,
perdas e ganhos, temperaturas abaixo de zero, entre outros contextos que envolvem
simetria e direcao.

Atualmente, os niimeros inteiros possuem aplicagoes em diversas areas do co-
nhecimento. Na fisica, sao usados para indicar cargas elétricas e temperaturas. Na
economia, representam balancos financeiros e variagoes de mercado. Na computagcao,
aparecem na logica binaria e nos algoritmos de criptografia.

Dessa forma, os ntimeros inteiros nao sao apenas um conceito teérico, mas uma
ferramenta essencial para a modelagem de fenomenos matematicos e reais. A sua
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compreensao permite que os estudantes desenvolvam um raciocinio logico mais
estruturado e aplicavel a diferentes contextos do conhecimento cientifico e cotidiano.

4.1.2 Relagao com os nimeros naturais e racionais

Os numeros inteiros fazem parte de uma hierarquia numérica que se desenvolve a
partir dos nimeros naturais e se estende até os conjuntos mais abrangentes, como
os racionais, reais e complexos. Essa estrutura é fundamental para a construgao do
pensamento matemadatico, permitindo a generalizacao de conceitos e operagoes. A
apresentagao progressiva desses conjuntos favorece a compreensao das relagoes entre
os diferentes sistemas numéricos e contribui para o desenvolvimento de habilidades
algébricas mais complexas.

O primeiro conjunto numérico estudado na matemaética é o dos niimeros naturais
(N), cujo nome se dé pela forma como surgiram, naturalmente. Os primeiros registros
sao de cerca de 3.000 a.C., feitos pelos sumérios, na Mesopotamia Antiga. O zero
ainda nado era empregado, aparecendo muitos séculos mais tarde. Domingues [3] traz
um estudo detalhado deste conjunto, incluindo sua construgao axiomatica realizada
pelo matematico italiano Giuseppe Peano, em 1889. Representamos o conjunto dos
nimeros naturais por:

N={1,2,3,4,..}.

Como ja mencionado, o nimero zero surgiu, do ponto de vista histérico, pos-
teriormente aos numeros naturais. A inclusao do zero nesse conjunto é motivo de
divergencia entre matematicos: enquanto alguns autores o consideram pertencente
ao conjunto dos naturais, outros o excluem dessa classificacao. Contudo, essa discus-
sao extrapola os objetivos deste trabalho e, portanto, nao sera aprofundada neste
contexto.

Entretanto, os niimeros naturais nao sao suficientes para representar todas as
situacoes do cotidiano, especialmente aquelas que envolvem perdas ou valores negati-
vos. Para preencher essa lacuna, o conjunto dos nimeros inteiros (Z) foi introduzido,
englobando os niimeros naturais, seus opostos negativos e o zero:

Z=1.,-3,-2-1,0123,..}

Dessa forma, podemos afirmar que os niimeros naturais sao um subconjunto dos
inteiros, pois se assemelham aos inteiros positivos:

N CZ.

A introducao dos numeros inteiros representa um avanco significativo na compre-
ensao das operacoes matematicas, possibilitando a ampliacao da aritmética basica e
o desenvolvimento do pensamento algébrico. A expansao do conjunto dos nimeros
naturais para o conjunto dos inteiros responde a necessidade de representar e operar
com quantidades negativas, o que amplia a aplicabilidade dos conceitos matematicos
em situagoes cotidianas e forma a base para estruturas algébricas mais complexas.
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Contudo, os nimeros inteiros ainda nao permitem a representacao de fragoes e
nimeros decimais. Para isso, surge o conjunto dos niimeros racionais (Q), que inclui
todas as fracoes

a a ¢
@:{E’ coma,beZeb#0 gzaﬁad:bc}.

Assim, qualquer niimero inteiro pode ser representado como um numero racional,
pois para todo z € Z, definimos:

z
z=—.
1

Por exemplo, os niimeros inteiros —3, 0 e 5 podem ser escritos como:

_ 3

5
—3= 5=
17

0= 2
1

0

1 )

Isso mostra que Z é um subconjunto de Q:
7 C Q.

A relagao entre esses conjuntos evidencia a progressao do pensamento matema-
tico, permitindo que os alunos avancem de conceitos mais simples para estruturas
numéricas mais complexas. A construcao dos sistemas numéricos é uma abstragao
fundamental da matematica, pois permite estabelecer conexoes entre diferentes niveis
de complexidade, desde a aritmética basica até areas mais avancadas da algebra e da
analise.

Além disso, compreender essa relagao entre os conjuntos numéricos € essencial
para o desenvolvimento da consciéncia numérica dos alunos, permitindo que associem
conceitos aprendidos previamente a novos desafios matematicos. Ao reconhecerem as
relacoes entre os diferentes sistemas numéricos, os estudantes desenvolvem habilidades
de abstracao, raciocinio légico e aplicabilidade dos conhecimentos em contextos
diversos.

Dessa forma, ao reconhecerem que os numeros inteiros fazem parte de um sis-
tema maior, os estudantes conseguem estabelecer conexoes entre diferentes areas da
matematica e aplicar esse conhecimento em situacoes do cotidiano e em contextos
cientificos.

4.1.3 Lema da Divisao de Euclides

O Lema da Divisao de Euclides ¢ um dos resultados fundamentais da teoria
dos numeros e contribui diretamente para a construcao da aritmética dos niimeros
inteiros. Seu enunciado estd no Teorema (4.1), descrito abaixo.

Teorema 4.1 (Lema da Divisao de Euclides): Dados dois inteiros a e b com b # 0,
existem inteiros g e r Unicos tais que:

a=bg+r, comb#0e0<r<|b. (4.1)
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Para demonstrar este teorema, teremos como referéncia Hefez [0, p.46] que usa
uma proposicao elegante, denominada propriedade arquimediana. Antes de enuncia-
la definiremos médulo de um nimero inteiro, importante para o entendimento de
sua demonstracao.

Definigao 4.2: Seja n € Z, o médulo ou valor absoluto de n é o niimero |n|, definido

n se n>0
Inf=1¢
n se n<O0.

por:

Proposigao 4.3 (Propriedade Arquimediana): Sejam a,b € Z, com b # 0. Entao
existe n € Z tal que:
nb > a.

Demonstragao. Dados a,b € Z, com b # 0, concluimos que |b| > 1. Como |a| > 0,
temos que |a| + 1 > |a| > a, logo:

(la] + D[] = |al +1 = a
O resultado segue tomando na desigualdade acima:

la| + 1, seb>0

—(la| +1), seb<0

Estamos prontos para demonstrar o Teorema 4.1.

Demonstracao. Sejam a,b € 7. Note que ha dois itens a serem demonstrados: a
existéncia de ¢,r € Z, com 0 < r < |b|, tais que a = bg + r e a unicidade de g e 7.
Considere o conjunto:

S={x=a—-by|yeZ}nN.
e Existéncia: Pela Propriedade Arquimediana, existe n € Z tal que
n(—b) > —a,
somando a dos dois lados da desigualdade acima, teremos
a—nb >0,

o que mostra que a —nb € S, e S é nao vazio.

O conjunto S ¢é limitado inferiormente por 0 e, pelo Principio da Boa
Ordenagao, temos que S possui um menor elemento, digamos r. Como
r € S, sera da forma r = a — bq, para algum g € Z. Temos que r > 0.
Vamos mostrar que r < |b|. Suponhamos por absurdo que r > |b|. Portanto,
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existe s € N tal que r = |b| + s, logo 0 < s < r. Mas isso contradiz o fato
de 7 ser o menor elemento de S, pois s =a— (¢q+1)b € S com s < r. E,
dessa forma, encontramos r e ¢ como queriamos.

e Unicidade: Suponha que a = bg+7r = bq' +71', com q,¢',r,r" € Z,0 < r < ||
e 0 <7’ < |b]. Entao, temos:

—b] < —r <r'—r << b
Logo, |r" —r| < |b|. Por outro lado, b(q — ¢') = r’ — r, o que implica:

/ /
bllg — ¢'| = [r" —r| < [0].
Essa desigualidade s6 é possivel se ¢ = ¢’ e, consequentemente, r = 1/,
concluindo a unicidade.

O

Exemplo 4.1.1: De acordo com o Lema da Divisao de Euclides, podemos escrever 11
como 11 =4 -2+ 3. Aqui dizemos que o resto da divisao de 11 por 4 é 3.

Exemplo 4.1.2: Sejam a = 713 e b = 13. Aplicando o Lema da Divisao de Euclides,
buscamos determinar quociente ¢ e resto r tais que:

713=13-q+7r com 0<r <13.
Dividindo 713 por 13, obtemos:

713 - 13 = 54 com resto 11.

Portanto, temos:
713 =13-54 + 11,

com g = b4 e r = 11, satisfazendo as condic¢oes do lema, ja que 0 < 11 < 13.

Esse resultado, além de fornecer um método sistematico para a divisao com resto,
é a base para a definicao do algoritmo de Euclides, utilizado para calcular o maximo
divisor comum (MDC) entre dois nimeros inteiros. O algoritmo, por sua vez, estd na
origem de conceitos fundamentais da aritmética, como a decomposicao de inteiros, o
Teorema de Bachet-Bézout e o desenvolvimento da estrutura dos niimeros primos,
este ultimo veremos a seguir.

Observe que, pelo algoritmo da divisao de Euclides, na divisao por 2, ha somente
dois restos possiveis, a saber, 0 e 1. Dessa maneira, para todo inteiro a, hd somente

duas formas de escrevé-lo:
2:-q+0

2-q+1

Essas duas escritas, tinicas, nos sugerem a seguinte definicao:
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Definigao 4.4: Um numero inteiro é dito par se é miltiplo de 2, ou seja, pode ser
escrito na forma 2k, com k € Z. Um ntimero inteiro é dito impar se pode ser escrito
na forma 2k + 1, com k € Z.

Exemplo 4.1.3: O numero 2 é par, pois pode ser escrito como 2 =2-1+4+0. Ja o
nimero 13 é impar, pois pode ser representado como 13 =2-6 + 1.

A paridade de um numero esta relacionada ao seu digito das unidades. Isso ocorre
porque todo nimero inteiro pode ser escrito na forma n = 10k 4 r, onde k£ é um
namero inteiro e r é o resto da divisao por 10, ou seja, o algarismo da casa das
unidades. Se r € {0,2,4,6,8}, o niimero é par; caso contrario, se r € {1,3,5,7,9}, o
niumero é impar. Assim, ao observar apenas o ultimo algarismo de um numero, é

possivel identificar sua paridade sem necessidade de realizar a divisao completa por
2.

Com o algoritmo de Euclides, podemos definir uma relacao de divisibilidade em
Z:

Exemplo 4.1.4: Vamos utilizar o Algoritmo de Euclides para determinar o maximo
divisor comum entre os nimeros 252 e 105.
Aplicamos sucessivamente o Lema da Divisao de Euclides:

252 =105-2 + 42
105 =42-2+ 21
42=21-2+0

Como o ultimo resto diferente de zero foi 21, concluimos que:
MDC(252,105) = 21.

Definicao 4.5: Dados a,b € Z, dizemos que a divide b, se existir ¢ € Z tal que
b= a-c. Usamos a notagao a | b.

Exemplo: O nimero 4 divide o nimero 20, isto é, 4 | 20, pois 20 = 4 - 5.
Para os niimeros inteiros a e b, se a | b, teremos b = a - ¢, para algum c € Z, e
usaremos os termos:

e b é dito multiplo de a, ou divisivel por a;
e ¢ ¢é dito divisor de b.

Abaixo, apresentamos algumas propriedades que podem ser verificadas em Hefez
[0, p. 40-44]:

e l|a,alaealO;
e 0|a<sa=0;

e albs al||bl;
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seal|beb|ec entdaoalc

albec|d= ac|bd,

sea|(btc)entdoa|bsalc
e sealbealc, entdo, para todo x,y € Z, temos que a | (xb + yc);
e seb#0,entdoa | b= |a| <|bf;

Exemplo 4.1.5: Pelo que vimos até aqui, podemos dizer que um nimero inteiro a é
divisivel por 3, se existe ¢ € Z, tal que a = 3c. Isto é o mesmo que dizer que o resto
da divisao de a por 3 é zero.

Esta afirmacao, e o lema da divisao de Euclides, nos ajudam a provar a seguinte
proposicao: Dados trés nimeros inteiros consecutivos, um e apenas um deles, é
multiplo de 3.

De fato, sejam a, a+ 1, a+ 2, trés inteiros consecutivos. Temos trés possibilidades
para a:

Primeira possibilidade: a = 3q. Neste caso, a+1=3¢g+1ea+2=3q+ 2, o que
concluimos que somente a ¢ multiplo de 3.

Segunda Possibilidade: a = 3g+1. Neste caso, a+1 = 3¢+2 e a+2 = 3¢+3 = 3(q+1).
Assim, somente a + 2 é multiplo de 3.

Terceira Possibilidade: « = 3¢ + 2. Neste caso, a +1 = 3¢+3 = 3(¢+ 1) e
a+2=3¢+4=3(¢+1)+ 1. Logo, somente a + 1 é multiplo de 3.

Dando continuidade ao trabalho, estudaremos uma classe de nimeros muito
importante na aritmética, chamada nimeros primos.

4.1.4 Introdugao aos nimeros primos

Os nimeros primos sao inteiros maiores do que 1 que desempenham um papel
central na teoria dos numeros e na estrutura dos sistemas numéricos. Desde a
antiguidade, matematicos buscam compreender suas propriedades e padroes. Eles sao
caracterizados pelo fato de possuirem exatamente dois divisores positivos distintos:
o numero 1 e ele préprio.

Definicao 4.6: Um numero inteiro p > 1 é dito primo se toda vez que escrevermos
p como produto de dois inteiros positivos a e b, p = a ou p = b.

p=a-b=p=aoup=>a.

Se um numero inteiro maior que 1 nao for primo, ele é dito composto, pois pode
ser escrito como o produto de dois ou mais niimeros inteiros menores do que o proprio
nimero e maiores que 1.

Exemplo 4.1.6: O ntmero 24 é composto, pois 24 = 3 - 8. J4 5 é primo, pois nao é
divisivel por 2,3 e nem 4.
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Os primeiros nimeros primos sao:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, ...

Uma observacao relevante é que o niimero 2 é o unico nimero primo par, pois
todos os demais niimeros pares sao divisiveis por 2 e, portanto, nao podem ser primos.
Os numeros primos, por sua vez, desempenham papel essencial na estrutura da
aritmética e aparecem em diversas aplicacoes, como na teoria dos numeros e na
criptografia moderna.

Saber se um nimero é primo, é uma tarefa dificil. Se perguntassemos ao leitor
se 31 é primo, qual seria a resposta? Mesmo para esse niimero pequeno, um breve
tempo para analisar se ele é divisivel pelos niimeros inteiros positivos menores que
ele, é necessario. Na medida que o nimero vai aumentando, se torna cada vez
mais dificil essa analise. Para isso, ha algumas proposi¢oes que nos auxiliam neste
trabalho. Aqui, as citaremos sem demonstracao, mas o leitor conseguira encontra-las,
facilmente, em Hefez [0, p. 124 - 132].

Proposigao 4.7: Todo ntimero inteiro n possui um divisor primo p, menor ou igual a
n.

Essa proposicao ja nos ajuda bastante. Poderiamos usé-la para decidir se 31
é primo. Note que, 31 precisa ter um divisor primo, mas, ao dividi-lo por 2, 3, 5,
7,11, 13, 17, 19, 23 e 29, os primos menores que 31, perceberemos que 31 nao é
divisivel por nenhum deles, logo, 31 é primo. Mas ainda assim, sao muitas divisoes a
fazer. Seria interessante uma maneira mais rapida de descobrir a primalidade de um
nimero inteiro.

Proposigao 4.8: Todo nimero inteiro n, possui um divisor primo p, tal que p < /n.

A proposicao acima acelera nosso calculo para descobrir a primalidade de um
nimero inteiro. Veja que 5 < v/31 < 6. Assim, basta verificar se 31 é divisivel por
2,3 e 5. Como a resposta é negativa, 31 é primo.

A importancia dos niimeros primos esta fortemente relacionada ao Teorema
Fundamental da Aritmética, que serd enunciado da seguinte forma.

Teorema 4.9 (Teorema Fundamental da Aritmética): Todo nimero natural maior
do que 1 ou é primo ou se escreve de modo tnico (a menos da ordem dos fatores)
como um produto de niimeros primos.

Antes de apresentarmos a demonstragao do Teorema Fundamental da Aritmética,
¢ importante ressaltar que seu entendimento completo depende de alguns resultados
auxiliares fundamentais da teoria dos nimeros. Mais precisamente, faremos uso dos
seguintes resultados cléssicos:

Proposicao 4.10: Se p é um numero primo, entao, sempre que p dividir um produto

de inteiros, p|ab, teremos que pla ou p|b.
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Coroldrio 4.11: Sejam p, p1, 2, - - . , p, NUMeros primos. Se p | (py-pa----- Dn), €Ntao
p = p; para algum ¢ € {1,2,... n}.

Esses resultados, embora essenciais para a prova detalhada, envolvem demonstra-
¢oes que fogem ao objetivo central desta dissertacao, que é apresentar uma abordagem
lidica e acessivel a teoria dos niimeros inteiros. Por essa razao, optamos por nao
reproduzir integralmente essas demonstracoes aqui. Entretanto, o leitor interessado
pode encontra-las detalhadamente apresentadas em Hefez [0, p. 82-83 e p. 122-123].

Agora, com esses resultados preliminares em mente, passemos a demonstracao do
Teorema Fundamental da Aritmética.

Demonstracao. Utilizaremos a segunda forma do Principio de Indugao.

(Base da indugao) Se n = 2, o resultado é obviamente verificado.

(Passo indutivo) Suponhamos o resultado verdadeiro para todos os nimeros
naturais menores que n, e demonstremos que ele vale para n.

Se o nimero n ¢é primo, nada ha para demonstrar.

Suponhamos entao que n seja composto. Logo, existem ntimeros naturais n; e
ng tais que n =ny -no, com 1 <ny <nel <ny, <n. Pela hipotese de inducao,
temos que existem nimeros primos pi,pPo, ..., Pr € q1, 4o, - . . , g5 tais que:

ny=pip2...Pr € N2 =(q1q2...4s

Portanto:
n=mpip2...-prq1q2...4qs

e n é escrito como produto de primos.
Provaremos, agora, a unicidade desta escrita.
Suponha que tenhamos duas decomposi¢coes em primos para o mesmo n, ou
seja:
n=mpp2---Pr =41q2---Gs

onde os p; e 0s g; sdo nimeros primos. Como py | ¢1¢2 . . . ¢s, entdo pelo coroldrio
citado anteriormente, devemos ter p; = ¢; para algum j, que, apds reordenamento
dos fatores ¢, ¢o, . . ., ¢s, podemos supor, sem perda de generalidade, que seja ¢;.
Assim:

P2p3 .- -Dr = Q243 .. .45

Como o nimero paps...p. < n, a hipétese de inducao implica que r = s, e
que os numeros primos p; € ¢; sao iguais dois a dois.
Portanto, a fatoragao é uinica, a menos da ordem dos fatores. n

Exemplo 4.1.7: Algumas fatoracoes unicas de niimeros inteiros sao dadas por:
e 60=22-3-5
o 75=23.5

e 231=3-7-11
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e 420=22.3.5.7

Observe que cada ntimero inteiro maior do que 1 possui uma decomposicao nica
em fatores primos, considerando apenas a ordem crescente dos fatores.

Conhecemos alguns primos. A distribuicao desses primos ao longo da reta dos
inteiros, nao parece ter um padrao. Temos 2, 3 primos consecutivos, depois, o
préoximo primo esta a duas unidade, é o 5, e o padrao continua para o proximo primo
da lista, 7. Porém, o préximo primo ja estda a quatro unidades, 7+ 4 =11, e, de 11
para 13 volta a ser duas unidades de distancia. De 13 para 17, quatro unidades, de
17 para 19 duas. E esse padrao continua (duas unidades, depois quatro unidades),
mas falha ao pensarmos nos primos 23 e 29. Seguindo a sequéncia crescente de
primos, perceberemos que, aparentemente, nao ha um padrao. A distribuicao dos
nimeros primos ao longo da reta numérica é um dos problemas mais intrigantes da
matematica. Embora parecam surgir de maneira irregular, hé padroes assintoticos
que descrevem sua frequéncia. A func¢ao m(n), conhecida como fungao contador de
primos, estima quantos niimeros primos existem até um determinado ntimero n. O
matematico Carl Friedrich Gauss conjecturou que essa fungao pode ser aproximada
por:

Sobre a distribuicao dos primos, sabe-se que eles sao estudados desde a An-
tiguidade e que sua disposicao ao longo da reta numérica apresenta um padrao
aparentemente irregular. A demonstragao da infinitude dos primos remonta a Eu-
clides, mas o estudo aprofundado de sua distribuicao s6 avancou significativamente
nos séculos XIX e XX, com o desenvolvimento da teoria dos niimeros e da anédlise
matematica. Como destacam Martinez et al. [10, p.309], “problemas concernentes
a numeros primos tém fascinado os matematicos” desde os tempos mais remotos,
sendo o problema de distinguir primos de compostos um dos mais importantes na
aritmética.

Além de seu interesse tedrico, os niimeros primos possuem aplicacoes fundamentais
na matematica e em outras areas do conhecimento. Na computacao, sao essenciais
para a criptografia moderna, especialmente nos algoritmos de chave publica, como o
RSA, que se baseia na dificuldade de fatoracao de niimeros grandes em seus primos
componentes. Na teoria dos nimeros, conjecturas como a de Goldbach e a Hipdtese
de Riemann permanecem como alguns dos maiores desafios matematicos ainda sem
solucao.

A compreensao dos niimeros primos € essencial para a progressao do estudo da
aritmética e para o aprofundamento em estruturas numéricas mais complexas. Seus
padroes e propriedades continuam a ser objeto de pesquisa, tanto na matematica
pura quanto em diversas aplicacoes cientificas e tecnolégicas, como na teoria da
informacao.

Avancando no estudo de nimeros inteiros, uma definicao importante, j4 mencio-
nada no capitulo, é a de Maximo Divisor Comum (mdc).
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Definicao 4.12: Sejam a e b dois inteiros. Diremos que um ntimero inteiro d > 0 é
um maximo divisor comum (MDC) de a e b se satisfaz as seguintes propriedades:

1. d é um divisor comum de a e b, isto é, d | a e d | b;
2. Para todo inteiro d’ tal que d’' | a e d' | b, tem-se que d’ | d.

Proposicao 4.13: O maximo divisor comum de dois inteiros a e b, conforme a
Definigao 4.12, é unico.

Demonstracao. Suponha que existam dois inteiros d > 0 e d’ > 0 que satisfacam

as propriedades da Definicao 4.12, ou seja, ambos sao maximos divisores comuns
de a e b.
Como d é MDC de a e b, entao:

dla e d|b.
Da mesma forma, como d’ também é MDC de a e b, entao:
d|a e d|b.
Pela segunda condigao da definigdo, como d' | a e d' | b, e d ¢ MDC, entao:
d | d.
Analogamente, como d | a e d | b, e d é MDC, entao:
d|d.
Portanto, temos que d | d’ e d’ | d, o que implica que d = d', pois ambos sao
inteiros nao negativos.
Logo, o maximo divisor comum ¢ inico. O]
Exemplo 4.1.8: Sejam a = 12 e b = 18. Os divisores de 12 sao:
{1, 42, £3, +4, 46, £12},
e os divisores de 18 sao:
{1, £2, £3, 6, +9, £18}.
Os divisores comuns de 12 e 18 sao {£1,+2,4+3, £6}. O maior deles é 6, logo:
mdc(12,18) = 6.

Exemplo 4.1.9: Considere agora a = 20 e b = 33. Os divisores comuns de 20 e 33
sdo apenas {£1}. Portanto:
mdc(20, 33) = 1.
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Neste caso, dizemos que 20 e 33 sao primos entre si.

Definicao 4.14: Dois ntimeros inteiros a e b sao ditos primos entre si, ou coprimos,
se mdc(a, b) = 1; ou seja, se o tnico divisor comum positivo de ambos é o nimero 1.

Note que, dados inteiros a, b, temos as seguintes propriedades fundamentais do
maximo divisor comum:

e Simetria: mdc(a,b) = mdc(b, a);

e Comportamento com zero:
mdc(a,0) =|a|] sea#0, e mde(0,b) =1|b] seb#O0;

por convengao, define-se mdc(0,0) = 0;

e Propriedade multiplicativa do MDC: Se mdc(a,¢) = 1 e mde(b, ¢) = 1, entao
mdc(ab, c) = 1.

Proposicao 4.15: Se p é primo e a € Z, entdo mdc(p,a) = 1 ou mde(p,a) = p.

Demonstracao. Esta proposicao segue do fato de que p é primo, por isso possui
apenas dois divisores positivos, 1 e ele mesmo. Assim, se p|a, mdc(p,a) = p, caso
contrario mde(p,a) = 1. O

Embora a defini¢ao seja simples, calcular o mdc de dois inteiros pode ser trabalhoso.
Por exemplo, qual seria o mdc de 234 e 5407 Devemos encontrar um divisor comum
de ambos e, termos a certeza de que nao ha outro maior. Na medida em que os
nimeros vao aumentando, a dificuldade aumenta. Hefez [0, p.75] traz um lema que
facilita muito este trabalho e nos garante a sua existéncia e um modo de calcula-lo.

Lema 4.16: Considere a, b, n inteiros. Se existe o mdc(a,b—na) entdo existe mdce(a,b)
e?

mdc(a,b) = mdce(a,b — na).

Demonstra¢ao. Chamemos de d = mdc(a,b — na). Pela defini¢ao de mdc, temos
que

e d|a e d|(b— na)
Portanto, d divide qualquer combinacao linear de a e b — na, em particular,
d|(n - a) + (b —na), ou seja, b|d.

Queremos provar que d = mdc(a,b). J4 sabemos que d|a e d|b. Basta

verificarmos o item (ii) da Defini¢ao (4.12). Para isso, seja ¢ um inteiro tal que
cla e clb. Logo, ¢ divide qualquer combinagao de a e b. Dessa forma, teremos

cl(b—n-a).

Mas d = mdc(a,b — na), como c|a e c|(b — na), pela Definigao (4.12), d|c. E,
portanto, d = mdc(a,b). ]
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Exemplo 4.1.10: O valor do mdc(234,540) pode ser calculado da seguinte forma,
usando o Lema (4.16)

mdc(234,540) = mde(234,540 — 2 - 234) =
= mde(234,72) = mdc(72,234 — 3 72) =
= mdc(72,18) = mdc(18,72 — 4 - 18) =
= mdc(18,0) = 18

Assim mdc(234,540) = 18. O leitor pode estar se perguntando, por qual motivo
o valor n do Lema (4.16), estd de vermelho. A resposta é simples. O importante
na utilizagao deste lema, é simplificarmos o maximo possivel o nosso célculo. Dessa
maneira, ao calcular mdc(a,b) usando o lema, mdc(a,b) = mde(a,b — na), o valor de
n ¢é escolhido como o maior inteiro, tal que b — na > 0. E, esse n, é nos dado pelo
Lema da Divisao de Euclides, é o quociente da divisao de a por b, e b — na é o resto
dessa divisao.

Essa observagao nos motiva a enunciar o seguinte corolario.

Corolério 4.17: Sejam a,b inteiros. Entao mdc(a,b) = mdc(a,r), sendo que r é o
resto da divisao de b por a.

Sua demonstracao é bem simples, e estd explicada na observacao do Exemplo
(4.1.10).

Exemplo 4.1.11: Vamos calcular o mdc(456,764). Pelo Algoritmo da Divisao de
Euclides, 764 = 1 - 456 + 308. Assim,

mdc(764,456) = mdc(456,308)
Novamente, pelo Algoritmo da Divisao de Euclides, 456 = 1 - 308 + 148, assim
mdc(456,764) = mdc(456,308) = mdc(308,148)
Repetindo o processo, 308 = 2 - 148 + 12.
mdc(456,764) = mdc(456,308) = mdc(308,148) = mdc(148,12)

E, como 148 = 12 - 12 + 4, teremos

mdc(456,764) = mde(456,308) = mde(308,148) = mde(148,12) = mdc(12,4)
E chegamos em um mdc facil de calcular, ja que 4|12, mdc(12,4) = 4. Portanto

mdc(764,456) = 4

O mdc estd presente em diversos contextos da aritmética. E uma das identidades
mais usadas, se refere ao mdc, conhecida como Identidade de Bézout. Este resultado
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nao sera demonstrado nesta dissertacao por razoes de brevidade e foco tematico, mas
sua prova pode ser consultada em Hefez [0, p. 80].

Teorema 4.18 (Identidade de Bézout): Sejam a,b € Z, nao ambos nulos. Entao,
existem inteiros x e y tais que:

mdc(a, b) = ax + by.

Com isso, estamos prontos para demonstrar o seguinte resultado, que caracteriza
a coprimalidade entre dois inteiros por meio de uma identidade linear.

Coroldrio 4.19: Sejam a,b € Z. Entao a e b sdo primos entre si, isto é, mdc(a,b) = 1,
se, e somente se, existem inteiros z,y € 7Z tais que:

ar + by = 1.

Demonstracao. (=) Suponha que mdc(a,b) = 1. Pela Identidade de Bézout,
Teorema (4.18), sabemos que existem inteiros x e y tais que:

ax + by = mdc(a,b) = 1.

Portanto, a igualdade desejada esta satisfeita.

(<) Suponha agora que existam x,y € 7Z tais que ax + by = 1. Seja
d = mdc(a,b). Como d divide tanto a quanto b, ele também divide qualquer
combinacao linear ax 4 by. Assim, temos:

d|(ax+by)=1 = d]|L.

Como d é um numero natural que divide 1, entdo d = 1. Logo, mdc(a,b) =1, o
que prova que a e b sao primos entre si. ]

Exemplo 4.1.12: Vamos encontrar x e y tais que
1222 + 384y = mdc(122,384). (4.2)

Para tal utilizaremos o algoritmo de Fuclides sucessivas vezes, para encontrar o mdc
de 122 e 384. Como no Exemplo (4.1.11).
Célculo do mdc(122,384): Pelo algoritmo de Euclides, temos que

384 =3 -122 + 18.

Tomando o dividendo 122 e, dividindo pelo resto 18, teremos, novamente pelo
algoritmo de Euclides
122 =6-18 4 14.

Novamente, tomando o dividendo 18 e dividindo pelo resto 14, teremos

18=1-14+2.
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Repetindo o processo, teremos
14=7-240.

Note que chegamos no resto 0.

Dessa forma,
mdc(122,384) = 2.

Vamos reescrever abaixo as etapas do Algoritmo Estendido de Euclides, até o
ultimo resto nao nulo, para esse exemplo

384 =3-122 + 18 (4.3)
18=1-11+2

Trabalhando as Equagoes (4.3) de baixo para cima, teremos:

2=18—-1-14, como 14 =122 — 6 - 18 teremos:
2=18—-1-(122—-6-18) =18 — 1224618 = —122 4+ 7- 18, mas 18 = 384 — 3 - 122, logo
2=—122+47-(384 —3-122) = —122+ 7- 384 — 3 - 122, segue entao que
2=—-4-12247-384

Portanto, os nimeros x e y procurados na Equacdo (4.2) sao, x = -3 ey =717.

Podemos generalizar a definigao de mdc para mais que dois ntimeros. Hefez [(]
traz a nocao de mdc de trés ou mais nimeros inteiros na pagina 83, e reproduziremos
abaixo.

Definicao 4.20: Um numero natural d é o mdc dos dados ntimeros inteiros aq, . . . ,a,,
nao todos nulos, se possuir as seguintes propriedades:

(i) d é divisor comum de aq, ..., a,.
(ii) Se ¢ é um divisor comum de a4, ..., a,, entao c|d.

Como no outro caso, é possivel verificar que o mdc é tnico.
A proposicao abaixo nos ajuda a efetuar o calculo do mdc de trés ou mais niimeros
inteiros, sua demonstragao pode ser verificada no livro Arimética de Hefez [0, p. 84].

Proposicao 4.21: Dados nimeros inteiros aq, . .. ,a,, nao todos nulos, existe seu mdc
e mdc(ay, . .. ,a,) = mde(ay, ... ,(an-1,a,)).

Sao muitas as aplica¢oes de mde. Sugerimos a leitura de Hefez [(], autor que
aborda diversas aplicagoes e aprofundamentos desse conceito.

O préximo tépico a ser estudado é congruéncias, tema cujo conceito de mdc é,
também, muito importante.
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4.2 Congruéncia

A teoria dos nimeros é um dos campos mais antigos e fundamentais da matematica,
sendo responsavel pelo estudo das propriedades dos niimeros inteiros e suas relagoes.
Dentro desse contexto, o conceito de congruéncia surge como uma ferramenta essencial
para a compreensao das divisibilidades e das estruturas algébricas subjacentes aos
nimeros inteiros.

O conceito de congrueéncia foi introduzido formalmente por Carl Friedrich Gauss
em sua obra Disquisitiones Arithmeticae, publicada em 1801. Essa publicacao, de
acordo com a Encyclopaedia Britannica, “tornou-se, em certo sentido, a escritura
sagrada da teoria dos nimeros” (Encyclopaedia Britannica [1]). A partir dessa formu-
lacao, a congruéncia passou a constituir um dos pilares da teoria dos ntimeros, sendo
amplamente empregada em diversas areas da matematica e da ciéncia da computagao,
sobretudo por permitir estabelecer relacoes entre inteiros que preservam operagoes
como adi¢ao e multiplicagao no contexto da aritmética modular. Em estruturas
computacionais, a aritmética modular é amplamente empregada na construgao de
fungoes de dispersao (hash functions), no controle de ciclos e no gerenciamento
eficiente de memoria. Na teoria dos cddigos, por sua vez, propriedades da con-
gruéncia sao utilizadas na formulagao de sistemas de detecgao e correcao de erros,
assegurando maior confiabilidade na transmissao de dados em meios sujeitos a ruidos
e interferéncias.

A congruéncia entre numeros inteiros estda intimamente relacionada a nocao
de divisibilidade. De maneira intuitiva, dizemos que dois nimeros inteiros sao
congruentes, em relagdo a um determinado nimero (chamado de médulo), quando
sua diferenca é divisivel por esse mdédulo. Essa relacao se mostra extremamente util
para simplificar calculos e estruturar diversas propriedades numéricas.

Dessa forma, o estudo da congruéncia modular nao se restringe ao campo pura-
mente tedrico, mas desempenha um papel essencial em diversas aplicacoes matemati-
cas e tecnologicas. A seguir, serda apresentada a definicao formal da congruéncia,
bem como algumas de suas principais propriedades e aplicacoes.

Definicao 4.22: Sejam a,b € Z, e m € N, m > 1. Dizemos que a é congruente a b
moédulo m, e escrevemos:

a=b (modm)
se, e somente se, a — b for divisivel por m, ou seja, se existir um inteiro £k tal que:
a—b=k-m.

Observagao: podemos notacionar como, a = b (mod m) ou a = b mod m (sem
usar os parénteses).

A congruéncia estabelece uma relacao de equivaléncia entre os niimeros inteiros,

uma vez que satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, veja Proposicao
(4.23).
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Para ilustrar esse conceito, consideremos alguns exemplos:

Exemplo 4.2.1: Vamos verificar se 27 = 3 (mod 12).
Solugao: Calculamos 27 — 3 = 24. Como 24 ¢ divisivel por 12, concluimos que
27 =3 (mod 12).

Exemplo 4.2.2: Vamos verificar se 35 = 14 (mod 7).
Solugao: Calculamos 35 — 14 = 21. Como 21 é multiplo de 7, temos que 35 = 14
(mod 7).

Proposigao 4.23: A relacao de congruéncia em Z é uma relagao de equivaléncia.

1. Reflexividade: Para qualquer niimero inteiro a e qualquer moédulo m, vale que:

a=a (modm).

Essa propriedade garante que todo niimero é sempre congruente a si mesmo mo-
dulo m. Sua verificacao é simples, bastando aplicar a definicao de congruéncia.
De fato, note que:

a—a=0=m-0, paratodom € Z.

Portanto, por defini¢do, temos que m divide a — a, isto é, a = a (mod m).

2. Simetria: Se a = b (mod m), entdo também se tem que:

b=a (modm).

Isso indica que a relagao de congruéncia é simétrica, ou seja, a ordem dos
termos nao altera a validade da relagdo. De fato, note que, se a = b (mod m),
entdo, pela definicao, m | (a — b), o que implica diretamente que m | (b — a),
que é exatamente a defini¢do de b = a (mod m).

3. Transitividade: Se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entao:

a=c (modm).

Essa propriedade permite substituir congruéncias sucessivas por uma tunica
relacao equivalente. Para demonstra-la, basta usar a definicao. Note que:

a=b (modm)=m|(a—b) e b=c (modm)=m|(b—rc).
Ora, sabemos que se m | z e m | y, entdao m | (z + y). Chamando z =a — b
ey = b—c, teremos que, como m | x e m | y, entdo m | (x + y), ou seja,

m | (a — ¢), o que, pela definigao, implica que:

a=c (modm).
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Outras propriedades sao atribuidas a esta relagao. Abaixo relacionamos algumas
delas:

1. Compatibilidade com operagoes aritméticas: Se ¢ = b (mod m) e ¢ = d

(mod m), entao as seguintes propriedades sao vélidas:

e Adicao: a+c=b+d (mod m).

e Subtragao: a —c=0b—d (mod m).

e Multiplicagao: a-c=b-d (mod m).
Essas regras garantem que as operacoes basicas da aritmética podem ser realiza-
das dentro do sistema modular sem comprometer a validade das congruéncias.
Vamos demonstré-las:

e Compatibilidade com a adigao: Sejam a,b, ¢, d, m inteiros, com m > 1,
tais que a = b (mod m) e ¢ = d (mod m). Entao:

a=b (modm)=m|(a—b) e c=d (modm)=m|(c—d).
Assim, pela propriedade da divisibilidade, temos que:
m | [(a=0)+(c—d)] = m|[(a+c)—(b+d)],
o que, pela definicao de congruéncia, é equivalente a:
a+c=b+d (modm).

e Compatibilidade com a subtragao e multiplicagao: As demonstracoes
dessas propriedades sao analogas a compatibilidade com a adi¢ao, bastando
aplicar a definicao de congruéncia e propriedades basicas da divisibilidade.

2. Elevagao a poténcias: Se a = b (mod m), entdo, para qualquer niimero natural
n, temos

a=0b" (mod m).

Essa propriedade ¢ essencial para aplicagoes que envolvem exponenciagao mo-
dular, como criptografia e teoria dos niimeros computacional. Para verificacao
dessa propriedade, basta aplicar a compatibilidade com a multiplicacao n vezes
e aplicar indugao.

3. Lei do cancelamento Sejam a,b,c,m € Z com m > 1. Entao vale a seguinte
propriedade de cancelamento nas congruéncias:

a-c=b-¢c modm<—a=b mod ——.
mdc(c,m)
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C

Demonstracao. Observe inicialmente que Sa0 coprimos.

e
mdec(c,m)  mdc(c,m)
Assim, temos as seguintes equivaléncias:

a-c=b-c¢c modm<= m|[(b—a)]

— mdc(c,m) | {(b —9) mdc(c,m)]
— mdcr(ri m) ‘ (b - CL),

o que, pela definicao de congruéncia, implica diretamente:

=b d ———.
¢ o mde(c,m)

O

Note que, se mdc(c,m) = 1, a propriedade acima se simplifica. Sejam
a,b,c,m € Z, com m > 1 e mdc(a,b) = 1. Se

ac =bc  (mod m),

entao
a=b (modm).

Essas propriedades garantem que as operagoes de adi¢ao e multiplicagao com
congruéncias sejam bem definidas e preservem a estrutura aritmética, o que favorece
sua aplicacao em diversos contextos matematicos.

O conceito de congruéncia permite agrupar os nimeros inteiros em classes de
equivaléncia, conhecidas como classes residuais. Essas classes constituem a base da
aritmética modular, sendo essenciais para a teoria dos niimeros.

O nome classes residuais, dado a essas classes de equivaléncia, decorre diretamente
da seguinte proposi¢ao:

Proposigao 4.24: Dados a,b,m € Z, com m > 1, temos que:
a=b (modm) <= os restos da divisao de a e b por m sdo iguais.

Demonstracao. Pelo algoritmo da divisao de Euclides, existem inteiros tinicos
q1, 92,71, T2 tais que:

a=mq+r, b=mgy+ry, com 0<ry,r<m.
Suponha primeiro que a = b (mod m). Entao, por defini¢ao de congruéncia:

m | (a —b).
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Como:
a—b=m(q — q2) + (11 — 1r2),

segue que m | (r; — rg). Mas como 0 < 71,79 < m, temos que:
—m < ry— 1T < m.

A tnica possibilidade para que m divida r; — ro neste intervalo é termos
r1 — 19 = 0, ou seja, 1, = ro.

Reciprocamente, suponhamos agora que os restos da divisao de a e b por m
sejam iguais. Entao, temos r; = ry, logo:

a—b=m(q —q)+ (r1 —r2) =m(q — ).

Isto significa, pela definigdo de congruéncia, que m | (a — b), ou seja, a = b
(mod m). O

Apos a apresentacao das propriedades fundamentais das congruéncias, avancamos
agora para um resultado cléssico da Teoria dos Numeros: o Teorema de Fermat
para a soma de dois quadrados. Este teorema estabelece condigoes sob as quais um
nimero primo pode ser expresso como a soma de dois quadrados perfeitos, e sua
demonstracao envolve técnicas elementares de congruéncia e raciocinio aritmético.

4.2.1 Numeros inteiros que sao soma de dois quadrados

A relagao entre nimeros inteiros e a soma de dois quadrados é um tema classico
da teoria dos numeros. A questao fundamental consiste em determinar quais inteiros
positivos podem ser expressos na forma:

n=a®+b* com a,be Z.
Exemplo 4.2.3: O numero 2 pode ser escrito como soma de dois quadrados inteiros:
2=17+1%

Por outro lado, o niimero 4 nao pode ser expresso como soma de dois quadrados
inteiros. J& o nimero 5 admite tal representacao:

5=17+2%

Como determinar quais inteiros sao somas de quadrados?

Esse problema foi estudado por diversos matematicos ao longo da historia, tendo
sido solucionado de maneira definitiva por Pierre de Fermat no século XVII. A
caracterizacao dos numeros que podem ser escritos como soma de dois quadrados
estd intimamente ligada a decomposi¢cao de primos em determinados médulos, sendo
um dos primeiros resultados expressivos da aritmética modular.

A principal caracterizacdo dos numeros que podem ser expressos como soma
de dois quadrados é dada pelo Teorema de Fermat: um nimero primo p pode
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ser expresso como a soma de dois quadrados se, e somente se, p = 1 mod 4 ou
p = 2. Esse resultado pode ser estendido para inteiros compostos, levando ao seguinte
teorema:

Teorema 4.25: Um niimero natural a é um quadrado ou uma soma de dois quadrados
de ntimeros naturais se, e somente se, pode ser escrito na forma a = 2'-b%-pips - - - py,
onde l € {0,1}, b€ N, r>0e py,pa,...,p sdo primos distintos da forma 4k + 1.

Para realizar esta demonstracao, utilizaremos alguns resultados prévios funda-
mentais.

Proposigao 4.26: Seja p um ntimero primo tal que p > 2. As seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

1. Existem n,m € N com mdc(n,m) = 1 e paridades distintas, tais que p =
n? +m?

2. A congruéncia X? = —1 (mod p) admite solucao em Z;
3. p é da forma 4k + 1, para algum k € N.

Lema 4.27: Para quaisquer a, b, c,d € Z, valem as seguintes identidades:
1. (a* +0?)(c* + d*) = (ac — bd)? + (ad + be)?;

2. (2a+1)*+(2b+1)*

=2[(a+b+ 1)+ (b—a)?, e ainda mdc(2a+1, 2b+1) =
mdc(a+b+1,b—a).

Para mais detalhes e demonstragoes desses resultados, o leitor podera consultar
Martinez et al. [10, p. 253].
Agora estamos prontos para apresentar a demonstracao do teorema.

Demonstracao. Seja a = 2'b?p; -+ -p,, com | = 0,1, b € N, r > 0 e os primos p;
da forma 4k + 1 parai=1,...,r.

Se r = 0, entdao a = 2'b?, que é trivialmente um quadrado ou soma de dois
quadrados, ja que 2 = 12 4 12

Se r > 0, pela proposicao acima, cada p; pode ser escrito como soma de dois
quadrados. Como 2 também é soma de dois quadrados, e como o produto de
dois nimeros que sdo soma de dois quadrados também o é (pelo Lema, item 1),
conclui-se que 2'p; - - - p, é soma de dois quadrados. Ao multiplicarmos por b?,
ainda teremos uma soma de dois quadrados, pois um quadrado multiplicado por
uma soma de dois quadrados continua sendo uma soma de dois quadrados.

Para a reciproca, suponha que a = 2% + 2, com z,y € N.

Sex =0,y =0o0ux =y, entdo a ¢ da forma b*> ou 2b%, casos cobertos pela
expressao 2'b%.

Sex,y #0ex #y,sejab=mde(z,y). Pelo Lema (item 2), podemos escrever:

v +y” = 20721 +u7),
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com [ = 0,1 e 23 + y? contendo apenas primos da forma 4k + 1 em sua fatoragao.
Agregando as poténcias pares desses primos ao termo b?, concluimos que a admite
a forma:

a=20"p,--p,,

com os p; da forma 4k + 1, como desejado. O]

Por exemplo, os niimeros 5, 10 e 13 podem ser escritos como soma de dois
quadrados:

5=22+1% 10=3*+1% 13=3%+2%

Entretanto, o niimero 15 nao pode ser expresso dessa forma, pois sua decomposicao
em fatores primos contém o nimero 3, que é da forma p =3 mod 4, com expoente
impar.

O estudo da soma de dois quadrados tem aplicacoes importantes na teoria dos
numeros e na criptografia. Em particular, esse resultado esta relacionado a estrutura
dos nimeros gaussianos, que sao numeros complexos da forma a + bi com a,b € Z.
Nesse contexto, a existéncia de fatoracao unica permite uma abordagem algébrica
para entender quais inteiros podem ser expressos como soma de dois quadrados. Mas
este topico esta muito além das nossas fronteiras. Sugerimos a leitura de Martinez
et al. [10], para maiores detalhes.

Além das aplicagoes algébricas, a soma de dois quadrados aparece em problemas
geométricos e combinatorios. Esse estudo estd ligado a anélise de pontos inteiros sobre
circunferéncias, evidenciando a conexao entre a teoria dos niimeros e a geometria
analitica.

Dessa forma, a caracterizacao dos niimeros que sao soma de dois quadrados é um
problema fundamental da teoria dos ntimeros, com impacto em diversas areas da
matematica. Seu estudo nao apenas fornece insights sobre a estrutura dos inteiros,
mas também estabelece conexoes entre varias areas.

4.3 Triplas Pitagoricas

O estudo das triplas pitagdricas remonta a antiguidade, tendo sido conhecido por
diversas civilizagoes antes mesmo do surgimento formal da teoria dos nimeros. Essas
triplas consistem em conjuntos de trés inteiros positivos que satisfazem o Teorema de
Pitagoras, surgindo naturalmente em problemas relacionados a triangulos retangulos
com medidas inteiras. Além de sua importancia geométrica, elas desempenham papel
relevante na aritmética elementar e na formacao de padroes numéricos recorrentes.

Evidéncias arqueoldgicas indicam que os babilonios ja conheciam relagoes numéri-
cas hoje associadas as triplas pitagdricas por volta de 1800 a.C., como demonstrado
pela tabua Plimpton 322. Esse artefato, datado do periodo anterior a conquista de
Larsa por Hamurabi, apresenta uma lista sistematica de ternos numéricos inteiros
que satisfazem a relacao a® + b* = ¢%, o que revela um conhecimento matematico
avangado para a época, conforme afirma Robson [16]. Posteriormente, essas ideias
foram formalizadas na tradicao matematica grega, especialmente nos estudos atribui-
dos a Pitdagoras e sua escola. O Teorema de Pitagoras, que estabelece a relacao entre
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os lados de um triangulo retangulo, constitui a base para a defini¢ao e a investigacao
das triplas pitagéricas no ambito da teoria dos ntimeros.

Defini¢ao 4.28: Uma tripla pitagorica consiste num terno ordenado de trés ntimeros
inteiros positivos (a, b, ¢) que satisfazem a equagao:

a +b* =t
Exemplo 4.3.1: Um exemplo cldssico é a tripla (3,4, 5), pois:
3°+4*=9+16=25="5"

Existem outras triplas pitagéricas? O estudo dessas ternas foi amplamente
explorado pela escola pitagorica por volta de 300 a.C., dada sua relagao com triangulos
retangulos e a geometria classica.

Note que a tripla (6,8, 10) também satisfaz a equacao pitagérica:

62 + 8% =36 + 64 = 100 = 10%.

Na verdade, qualquer multiplo inteiro positivo da tripla (3,4,5) resulta em outra
tripla pitagérica. Dessa forma, existem infinitas triplas que satisfazem a relagao
a® + b* = %, o que torna seu estudo particularmente rico e interessante.

Uma caracteristica fundamental das triplas pitagdricas é a distincao entre triplas
primitivas e triplas nao primitivas.

Definigao 4.29: Dizemos que uma tripla (a, b, ¢) é primitiva se os trés nimeros forem
coprimos, ou seja, se mdc(a, b, c) = 1.

O interessante dessa definicao é que uma tripla nao primitiva pode ser obtida
multiplicando-se todos os elementos de uma tripla primitiva por um mesmo ntmero
inteiro.

Exemplo 4.3.2: Considere os inteiros a = 15, b = 112 e ¢ = 113. Note que:
a® +b* = 15% + 112% = 225 + 12544 = 12769 = 113* = ¢°.

Assim, os numeros a, b e ¢ formam uma tripla pitagorica. Mas sera que essa tripla é
primitiva?

Para responder a essa pergunta, devemos calcular o mdc(15,112,113). O Teo-
rema (4.21) nos auxilia nessa tarefa:

mdc(15,112,113) = mdc(15, mde(112,113)).
Para o célculo de mde(112,113), utilizamos o Algoritmo de Euclides:

113=1-112+ 1. (4.4)
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Logo, mdc(113,112) = mdc(112,1) = 1.
Portanto,
mdc(15,112,113) = mde(15,1) = 1.

Concluimos, entao, que a tripla pitagérica (15,112,113) é primitiva.
A partir de uma tripla pitagorica, podemos formar infinitas triplas pitagoricas.

Teorema 4.30: Se (a,b,c) é uma tripla pitagérica, entdo para todo nimero inteiro
positivo k, o trio (ka, kb, kc) também é uma tripla pitagérica.

Demonstragao. Seja (a,b,c) uma tripla pitagdrica, ou seja,
a®+b* =t

Multiplicando ambos os lados da equacdo por um nidmero inteiro positivo k2,
obtemos:
E*(a* + b*) = k*,

0 que equivale a:
(ka)* + (kb)* = (kc)*.

Portanto, (ka, kb, kc) também satisfaz a relacdo pitagdrica, sendo assim uma
tripla pitagérica. [

Exemplo 4.3.3: Por exemplo, tomando k& = 2 na tripla pitagdrica primitiva (3,4,5),
obtemos a tripla (6, 8, 10), que também satisfaz a equagao pitagérica:

6% + 8% = 36 + 64 = 100 = 10”.
No entanto, essa nova tripla ndo é primitiva, pois mdc(6, 8,10) = 2.

Além disso, é possivel gerar infinitas triplas pitagéricas por meio da férmula de
Euclides, fornecendo um método sistematico para a construcao de triplas pitagéricas
primitivas, permitindo explorar de forma generalizada a relagao pitagoérica dentro do
campo da teoria dos ntimeros.

Teorema 4.31 (Férmula de Euclides): Sejam m,n € Z com m > n > 0. Definindo:
a=m?>—n? b=2mn, c=m?+n?
entao o trio (a,b, ¢) forma uma tripla pitagérica, ou seja:
a®> +b* =2

Além disso, a tripla (a,b,c) é primitiva se, e somente se, mdc(m,n) =1em —n
é impar.
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Demonstracdo. Sejam m,n € Z com m > n > 0, e definamos:

a=m?>—n? b=2mn, c¢=m?>+n>

Vamos verificar que a? + b = ¢%:
a® +b* = (m? — n?)* + (2mn)?
=m* — 2m?n? + n* + 4m®*n?
=m*+2m*n? + n?

= (m* +n?)* =%

Portanto, (a, b, c) satisfaz a equacao pitagérica a® + b* = ¢?, logo é uma tripla
pitagérica.

Para mostrar que a tripla (a, b, ¢) é primitiva, basta verificar que mdc(a, b, ¢) =
1. Suponha que mdc(m,n) =1 e que m — n seja impar.

e Como m e n sdo de paridades distintas, a = m? —n?, b = 2mn e ¢ = m? +n?
serao todos inteiros e a e b serao de paridades diferentes.

2

e Sendo mdc(m,n) = 1, sabemos que m? e n? também sao primos entre si, e

que m? —n?, 2mn e m? + n? nao possuem fator comum maior que 1.

Portanto, a tripla (a, b, ¢) é primitiva se, e somente se, mdc(m,n) =1em—n
é fmpar. O]

As triplas pitagoricas possuem aplicacoes significativas em varias areas da ma-
tematica e da ciéncia. Além de sua presenca classica na geometria e na teoria dos
nimeros, elas também sao utilizadas em contextos computacionais e fisicos. Em
particular, suas propriedades numéricas favorecem aplica¢oes em algoritmos, mode-
lagem de sinais periddicos e resolugao de problemas envolvendo redes e estruturas
triangulares, um exemplo é o uso no calculo da distancia entre dois pontos no plano
cartesiano.

Dessa forma, o estudo das triplas pitagdricas nao se restringe apenas a geometria
elementar, mas se estende a diversas dreas matematicas avangadas, estabelecendo
conexoes entre diferentes ramos da matematica e suas aplicagoes praticas.

e Demonstragoes Fundamentais

A demonstracao da existéncia infinita de triplas pitagoricas primitivas pode
ser realizada de diversas formas, sendo uma das mais conhecidas baseada na
formula de Euclides, que gera uma tripla primitiva a partir de dois inteiros
positivos m e n, com m > n, mdc(m,n) = 1 e paridades opostas. As férmulas

a=m?>—n? b=2mn, c=m?+n?

produzem triplas que satisfazem a® + b* = 2, assegurando que (a, b, c) seja

uma tripla pitagérica primitiva. Essa construcao revela padroes estruturais
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importantes no conjunto dos inteiros e permite explorar conexoes entre a
aritmética e propriedades geométricas.

Outra demonstracgao interessante pode ser feita por meio da parametrizagao
geométrica, considerando um circulo de raio ¢ centrado na origem e um ponto
(a,b) sobre sua circunferéncia. A partir da equagao 2% + y? = ¢?, é possivel
utilizar uma parametrizagao racional da circunferéncia para obter solugoes
inteiras da equacao pitagorica, revelando uma conexao entre a geometria
analitica e a teoria dos ntimeros.

e Aplicagoes das Triplas Pitagoricas

As aplicacoes das triplas pitagoricas vao além da teoria dos numeros, abrangendo
desde areas praticas da engenharia até aplicacoes mais avancadas na matematica
aplicada.

Na engenharia estrutural, as triplas pitagéricas sao utilizadas para garantir
estabilidade e precisao em projetos que envolvem angulos retos. Um exemplo
classico é sua aplicagao na construgao civil, em que sao empregadas para verifi-
cacao do esquadro de paredes e fundagoes, assegurando a perpendicularidade
entre elementos estruturais.

Na computacao e na criptografia, as triplas pitagéricas podem ser exploradas na
construcao de algoritmos que envolvem propriedades da teoria dos niimeros. Em
particular, elas aparecem em métodos de codificacao e compactacao de dados,
bem como na resolucao de equacoes diofantinas, que tém papel importante em
diversos sistemas criptograficos. Equagoes diofantinas sao equacoes da forma:

ax + by = c,

onde a,b,c € Z e as solugoes buscadas sao pares de inteiros (z,y). Esse tipo
de equacao é amplamente estudado na teoria dos niimeros e tem aplicagoes
relevantes em areas como seguranca da informacao e andlise algoritmica.

Além disso, as triplas pitagéricas possuem aplicacoes na fisica tedrica, especial-
mente em problemas envolvendo simetrias e conservacao de energia em sistemas
dinamicos. Sua relagdo com os nimeros complexos, em particular os niimeros
gaussianos, permite sua utilizacao na analise de ondas eletromagnéticas e na
modelagem de trajetérias em contextos de sistemas quanticos e computagao
matematica.

Dessa forma, as triplas pitagéricas nao apenas constituem um objeto de es-
tudo tedrico, mas também possuem aplicacoes praticas em diversas areas da
matematica e da ciéncia. Seu estudo continuo permite a descoberta de novas
propriedades e conexoes, evidenciando sua importancia tanto histérica quanto
contemporanea.



Construcao das Apostilas

A construcao de materiais didaticos eficazes é essencial para o ensino da Mate-
matica, sobretudo quando se busca uma abordagem que torne o aprendizado mais
acessivel e significativo. A elaboracao das apostilas desenvolvidas neste trabalho foi
orientada por principios metodolégicos alinhados as diretrizes curriculares nacionais
e fundamentada em praticas pedagdgicas que favorecem a compreensao progressiva
dos conceitos matematicos.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (Ministério da Educacao (PCN)
[13, p. 56]), “a Matematica pode e deve estar ao alcance de todos e a garantia de
sua aprendizagem deve ser meta prioritaria do trabalho docente”. Alinhadas a esse
principio, as apostilas foram estruturadas para promover uma aprendizagem ativa,
incentivando os estudantes a explorar conceitos por meio da resolucao de problemas
e de atividades contextualizadas.

A organizacao dos conteuidos segue uma estrutura espiralada, permitindo que
conceitos fundamentais sejam apresentados gradualmente e revisitados ao longo do
tempo. Essa progressao respeita o desenvolvimento cognitivo dos alunos e evita
lacunas conceituais, conforme alerta o préprio documento:

“Quanto a organizacao dos conteudos, de modo geral observa-se uma
forma excessivamente hierarquizada de fazé-la. E uma organizacao domi-
nada pela ideia de pré-requisito, cujo unico critério é a estrutura logica da
Matematica. Nessa visao, a aprendizagem ocorre como se os conteudos
se articulassem na forma de uma corrente, cada conteido sendo um
pré-requisito para o que vai sucedé-lo.” (Ministério da Educagao (PCN)
15, p. 2]

Além da progressao, as apostilas foram concebidas para aproximar a Matematica
da realidade dos estudantes. Os exercicios e exemplos propostos envolvem situagoes
do cotidiano, integrando o conteiido escolar com outras areas do conhecimento e com
os Temas Transversais. A proposta busca fortalecer o significado da Matematica para
os alunos, promovendo conexoes entre os conceitos matematicos, outras disciplinas e
experiéncias vivenciadas no dia a dia.

53
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A utilizacao de recursos didaticos variados também foi uma preocupacao central
no desenvolvimento do material. Representagoes visuais, diagramas e graficos fo-
ram integrados aos contetidos para favorecer a compreensao de conceitos abstratos.
Conforme destaca o documento:

“Em Matematica existem recursos que funcionam como ferramentas
de visualizagao, ou seja, imagens que por si mesmas permitem compre-
ensao ou demonstracao de uma relagao, regularidade ou propriedade.”
(Ministério da Educacao (PCN) [13, p. 46])

Além disso, a diversificacao de estratégias pedagdgicas buscou contemplar di-
ferentes estilos de aprendizagem. As atividades propostas incluem desafios, jogos
e problemas abertos, de modo a estimular a criatividade, a autonomia e o pensa-
mento critico dos alunos. A BNCC reforga essa diretriz ao afirmar a necessidade de
“selecionar e aplicar metodologias e estratégias didatico-pedagdgicas diversificadas,
recorrendo a ritmos diferenciados e a conteudos complementares, se necessario, para
trabalhar com as necessidades de diferentes grupos de alunos [...]” (Ministério da
Educacao (BNCC) [12, p. 17]).

Por fim, o material foi construido com base nos principios da aprendizagem
baseada em problemas. Essa abordagem favorece o desenvolvimento de habilidades
analiticas e argumentativas, desafiando os estudantes a elaborar estratégias, formular
hipoteses e validar procedimentos, pois, segundo os PCN, “Resolver um problema
pressupoe que o aluno: elabore um ou vérios procedimentos de resolugao (como
realizar simulagoes, fazer tentativas, formular hipdteses); compare seus resultados
com os de outros alunos; valide seus procedimentos.” (Ministério da Educacao (PCN)
13, p. 41])

Dessa forma, as apostilas nao apenas apresentam contetdos tedricos, mas também
propoem situacoes que estimulam o raciocinio légico e a construgao ativa do conhe-
cimento, tornando-se instrumentos eficazes para uma aprendizagem significativa e
critica, em consonancia com as diretrizes dos documentos curriculares nacionais.

5.1 Motivacao para a Criacao das Apostilas

O ensino da matematica no Brasil apresenta desafios histéricos, especialmente
no que se refere a compreensao e aplicacao dos conceitos pelos alunos do ensino
fundamental. Os baixos indices de desempenho em avaliacoes nacionais e internacio-
nais indicam a necessidade de materiais didaticos mais eficazes, que favorecam uma
aprendizagem significativa e contextualizada.

Segundo a Base Nacional Comum Curricular, “os conhecimentos matematicos
sao fundamentais para a compreensao e a atuagao no mundo e [permitem| perceber
o carater de jogo intelectual da matematica, como aspecto que favorece o desenvol-
vimento do raciocinio logico e critico, estimula a investigacao e pode ser prazeroso
(fruigao).” (Ministério da Educacao (BNCC) [12, p. 266]).

Além de contemplar essas competéncias, o material responde a caréncia de
recursos que conciliem rigor conceitual com acessibilidade pedagdgica. Busca-se,



5. Construcao das Apostilas 55

assim, oferecer um referencial que oriente a pratica escolar e garanta o acesso efetivo
ao conhecimento matematico.

A selecao dos temas — numeros inteiros, congruéncia modular e triplas pitagéricas
— foi guiada por sua relevancia no curriculo e sua contribuicao para o desenvolvimento
do pensamento l6gico, da abstracao e da interdisciplinaridade. A proposta também
valoriza a contextualizacao do conteido, conforme a BNCC recomenda ao articular

Y

os conhecimentos as “dimensoes do trabalho, da ciéncia, da tecnologia e da cultura’
(Ministério da Educacao (BNCC) [12, p. 466]).

Por fim, recursos visuais e a organizagao progressiva dos contetidos foram adotados
para facilitar a construcgao de significados. Diagramas, esquemas e exemplos ilustrati-
vos funcionam como ferramentas de visualizacao que favorecem a compreensao de
relacoes e propriedades matematicas. A estrutura espiralada adotada nas apostilas
também visa evitar uma organizacao excessivamente hierarquizada dos contetidos,
promovendo uma aprendizagem continua e integrada.

5.1.1 Justificativa para a Elaboragao do Material

A justificativa para a producao das apostilas reside na necessidade de tornar o
ensino de matematica mais acessivel, relevante e alinhado as diretrizes curriculares
nacionais. A auséncia de materiais que integrem clareza conceitual, aplicabilidade e
engajamento dos estudantes tem sido um entrave recorrente no cotidiano escolar.

Como afirmam os Parametros Curriculares Nacionais, “a resolucao de problemas
[...] possibilita aos alunos mobilizar conhecimentos e desenvolver a capacidade para
gerenciar as informacoes que estao a seu alcance. Assim, os alunos terao oportunidade
de ampliar seus conhecimentos acerca de conceitos e procedimentos matematicos
bem como de ampliar a visao que tém dos problemas, da Matematica, do mundo em
geral e desenvolver sua autoconfianga” (Ministério da Educagao (PCN) [13, p. 40]).

Segundo a Base Nacional Comum Curricular, “utilizar processos e ferramentas
matematicas, inclusive tecnologias digitais disponiveis, para modelar e resolver pro-
blemas cotidianos, sociais e de outras areas de conhecimento, validando estratégias e
resultados” é uma das competéncias especificas para o ensino fundamental (Ministério
da Educacao (BNCC) [12, p. 267]).

Além do foco no aluno, o material busca apoiar o trabalho docente ao fornecer
uma linguagem acessivel, recursos visuais e propostas metodoldgicas que favorecam a
analise e a reflexao. Como destacam os Parametros Curriculares Nacionais, “recursos
didaticos como livros, videos, televisao, radio, calculadoras, computadores, jogos e
outros materiais tém um papel importante no processo de ensino e aprendizagem.
Contudo, eles precisam estar integrados a situagoes que levem ao exercicio da anélise
e da reflexdo” (Ministério da Educagao (PCN) [13, p. 57]).

Outro ponto relevante é a promocao da autonomia dos estudantes. As apostilas
foram planejadas para serem utilizadas tanto em sala de aula quanto em estudos
individuais, reunindo teoria, exemplos resolvidos, exercicios graduados e desafios
matematicos. Assim, pretende-se criar um ambiente de aprendizagem flexivel, que
respeite os diferentes ritmos de estudo e estimule a construcao ativa do conhecimento.
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5.1.2 Importancia do Ensino Contextualizado

O ensino da matematica, quando desvinculado da realidade dos alunos, tende a ser
percebido como abstrato e desmotivador. Relacionar os contetidos a situagoes reais e
ao contexto social dos estudantes favorece a construcao significativa do conhecimento.

A abordagem dos conteidos em contextos variados, por meio da resolucao de
problemas significativos para os alunos, favorece a construcao de sentidos e aproxima
a matemadtica de diferentes areas do saber.

A contextualizacao permite que os estudantes reconhecam a utilidade da ma-
tematica e fortalece sua motivacao. A auséncia de conexao com a realidade pode
comprometer o interesse e a aprendizagem. Ao contrario, quando os conteudos sao
aplicados a situagoes familiares, favorecem o engajamento e a retencao do conheci-
mento.

Além disso, a abordagem contextualizada contribui para o desenvolvimento da
autonomia e do pensamento critico. Problemas reais exigem que os alunos elaborem
estratégias préprias e tomem decisoes fundamentadas. Essa pratica também amplia
as possibilidades de interdisciplinaridade ao integrar a matematica a campos como
fisica, economia, biologia e artes.

Dessa forma, o ensino contextualizado representa uma estratégia pedagogica eficaz
para aproximar os conteudos matematicos da vivéncia dos estudantes. As apostilas
desenvolvidas neste trabalho incorporam essa abordagem por meio de atividades que
promovem a articulacao entre teoria e pratica, contribuindo para uma aprendizagem
critica, interdisciplinar e duradoura.

5.2 Estrutura das Apostilas

As apostilas desenvolvidas neste trabalho nao tém a intencao de substituir o
livro didatico adotado pela escola, mas sim de complementar e enriquecer a pratica
pedagdgica. Enquanto o livro didatico cumpre um papel estruturante no planejamento
curricular e na organizacao dos contetdos ao longo do ano letivo, a apostila apresenta-
se como um recurso adicional, mais flexivel e contextualizado, que dialoga diretamente
com os interesses e vivéncias dos estudantes. Trata-se, portanto, de um material
de apoio que visa potencializar a aprendizagem, promovendo a articulacao entre o
rigor conceitual da Matematica e abordagens metodolégicas mais dinamicas, lidicas
e interdisciplinares.

A elaboracao das apostilas utilizadas neste trabalho foi orientada por principios
pedagdgicos alinhados & Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e aos Pardmetros
Curriculares Nacionais (PCN), com o objetivo de promover uma aprendizagem
significativa, progressiva e contextualizada. A organizagao dos contetdos respeita a
logica do desenvolvimento conceitual, possibilitando que os alunos avancem a partir
de seus conhecimentos prévios.

As apostilas foram estruturadas em capitulos sequenciais, abrangendo desde no-
¢oes introdutorias até aplicagoes mais elaboradas, como nimeros inteiros, congruéncia
modular e triplas pitagéricas. Cada capitulo apresenta a teoria, exemplos resolvidos,
exercicios com diferentes graus de complexidade e atividades contextualizadas.
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Para promover a autonomia e o raciocinio légico, as apostilas incluem também
segoes interativas com desafios e investigacoes matematicas. O material contempla
diferentes ritmos de aprendizagem por meio de estratégias diversificadas e faz uso de
recursos visuais.

5.2.1 Diferenciacao entre apostila do aluno e do professor

A producao das apostilas levou em conta as necessidades especificas de alunos e
professores, resultando em versoes distintas e complementares. Essa diferenciacao visa
otimizar o processo de ensino-aprendizagem, fornecendo ao estudante um instrumento
que favorega sua autonomia, e ao professor um material de apoio para a mediagao
pedagdgica.

A apostila do aluno apresenta:

e Contetudo tedrico com linguagem acessivel e contextualizada;
e Exemplos resolvidos e exercicios progressivos;
e Atividades investigativas e interativas.

Ja a apostila do professor inclui:

Sugestoes metodoldgicas alinhadas & BNCC e aos PCN;

Atividades complementares e estratégias didaticas;

Resolucao detalhada dos exercicios;

Orientacoes para resolucao de exercicios e mediacao de debates em sala de aula.

Esse tipo de suporte favorece a adaptagao das estratégias de ensino as necessidades
das turmas, ampliando a eficacia do trabalho docente. Também ¢é importante que os
materiais didaticos incentivem tanto a autonomia dos estudantes quanto a atuacgao
propositiva do professor.

Essa diferenciacao, portanto, contribui para uma abordagem pedagdgica mais
eficaz, promovendo a integracao entre teoria e pratica e fortalecendo o papel de cada
agente no processo de construcao do conhecimento matemaético.

5.3 Os Mascotes da Apostila

A inser¢ao de personagens ludicos no material didatico é uma estratégia que pode
tornar o ensino da Matemadtica mais atrativo e acessivel. A utilizacdo de mascotes
pedagogicos, entre eles a Coruja Sabia, foi pensada com o intuito de humanizar a
experiéncia de aprendizagem, criando vinculos entre os alunos e os contetudos por
meio da mediacao simbdlica.

A coruja, tradicionalmente associada a sabedoria, foi escolhida como simbolo desse
papel mediador no processo educativo. Presente ao longo da apostila, a Coruja Sabia
participa ativamente da narrativa didatica, aparecendo em momentos estratégicos
para orientar, motivar e dialogar com o estudante.
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Figura 5.1: Mascote da apostila: Coruja Sabia

5.3.1 Papel dos mascotes no engajamento dos alunos

A presenca de personagens ludicos recorrentes contribui para criar um ambiente
mais interativo e afetivo no estudo da Matemadtica. Esses mascotes facilitam a
assimilacao dos contetidos ao estabelecer vinculos entre o material didatico e a
vivéncia do aluno.

A mascote atua como interlocutora pedagogica, oferecendo dicas, instigando a
resolucao de problemas e promovendo uma relacao mais leve com o conhecimento.
Com isso, colabora para reduzir barreiras cognitivas e emocionais que muitas vezes
afastam os estudantes da matematica.

5.3.2 Como os mascotes foram criados e desenvolvidos

A concepgao da Coruja Sabia buscou aliar estética e funcionalidade pedagégica.
A imagem foi selecionada na plataforma Canva, com base em critérios de clareza
visual, simpatia e adequacao ao publico-alvo do Ensino Fundamental. Apds a escolha,
a ilustracao foi adaptada ao layout grafico da apostila, harmonizando-se com os
demais elementos visuais do material.

A mascote aparece ao longo das unidades com intervencoes planejadas: apresenta
conceitos, destaca pontos-chave, propoe desafios e compartilha curiosidades. Seu
design amigavel e suas mensagens diretas reforcam a proposta de um material
que seja ao mesmo tempo didatico e acolhedor, auxiliando na contextualizacao do
conhecimento e ampliando o envolvimento dos alunos.

5.3.3 Exemplos de uso dos mascotes nas atividades da apostila

A atuacao dos mascotes pedagdgicos nao se restringe a elementos decorativos. Eles
cumprem fungoes especificas no apoio ao aprendizado, assumindo papéis que vao além
da estética. Por exemplo, na introducao da apostila, uma coruja chamada Coruja
Sdbia da as boas-vindas aos alunos e apresenta a proposta como uma “Aventura
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Matematica”, criando uma atmosfera de curiosidade e desafio logo no inicio do
percurso formativo.

Em uma das atividades do capitulo sobre congruéncia, os mascotes apresentam
um enigma envolvendo restos da divisao, simulando uma situacao de cofre com cédigo
secreto. Essa dinamica estimula o raciocinio e conecta o conteido a um problema
realista e instigante. Em outro momento, ao tratar de triplas pitagdricas, os mascotes
sugerem a observacao de padroes numéricos que reforcam a estrutura algébrica por
tras da relacao entre os lados de triangulos retangulos.

Essas intervencoes sao acompanhadas de baloes de fala, icones ou caixas de texto
que destacam a presenca dos mascotes de forma clara e organizada. As imagens
dos personagens, em especial da Coruja Sabia, funcionam como ancoras visuais e
cognitivas para os estudantes, conduzindo-os com seguranca e interesse ao longo do
percurso didatico.

Bem-vindos a Aventura
Matematica! Eu sou a coruja
sabia e estarei aqui para
guiar vocé neste mundo
magico de nlimeros e
padrdes. Vamos comecar?

Figura 5.2: A Coruja Sabia dando as boas-vindas aos alunos.

Dessa forma, os mascotes integram-se ao material como recursos pedagogicos sig-
nificativos, agregando valor estético, simbdlico e funcional as apostilas, e contribuindo
para uma aprendizagem mais envolvente e efetiva.

5.4 Metodologia da Apostila

A metodologia adotada na elaboracao da apostila fundamenta-se em principios
pedagogicos que valorizam a aprendizagem significativa e o desenvolvimento do
raciocinio matematico. O material foi estruturado para promover a participacao
ativa dos estudantes, integrando estratégias como resolucao de problemas, atividades
investigativas e conexoes com situagoes reais, em consonancia com a BNCC e os
PCN.

A resolucao de problemas constitui o eixo central da proposta metodolégica. Por
meio de desafios contextualizados, busca-se estimular a autonomia intelectual dos
alunos, favorecendo a formulagao de hipdteses, a analise de estratégias e a tomada
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de decisoes fundamentadas. O ensino da matematica, nessa perspectiva, ultrapassa
a mera memorizacao de féormulas e algoritmos, incentivando o raciocinio critico, a
criatividade e a construcao ativa do conhecimento.

Outro elemento relevante da metodologia é o uso de recursos ludicos e interativos.
A presenga de mascotes, como a Coruja Sabia, inseridos ao longo do material, tem
a funcao de mediar o conteido de forma leve e estimulante, apresentando dicas,
curiosidades e incentivando os estudantes na superacao dos desafios propostos. A
utilizagao de recursos visuais e narrativos contribui para a criacao de um ambiente
de aprendizagem mais engajador, facilitando a assimilagao dos conceitos.

A organizacao do contetddo segue uma sequéncia pedagogica estruturada, inici-
ando com a introducao de conceitos fundamentais e evoluindo para aplicacoes mais
complexas. Cada unidade é composta por uma exposicao tedrica acessivel, exemplos
resolvidos, atividades praticas e propostas de reflexao, permitindo que o estudante
avance gradualmente na compreensao dos temas abordados.

Além disso, o material foi concebido para promover competéncias essenciais ao
desenvolvimento matematico dos estudantes, como a argumentacao, a modelagem,
a resolucao de problemas e a comunicacao de ideias. Essas habilidades sao funda-
mentais para que os alunos possam compreender e aplicar os conceitos em diferentes
contextos, favorecendo a formacao de cidadaos criticos e autonomos. A proposta
metodolégica da apostila busca, assim, alinhar-se as diretrizes educacionais contem-
poraneas, priorizando a aprendizagem ativa e a construcao de significados a partir
de situagoes concretas.

Dessa forma, a metodologia adotada busca aliar rigor conceitual e acessibili-
dade didatica, contribuindo para um processo de ensino-aprendizagem mais eficaz,
engajador e coerente com as diretrizes da educagao matematica contemporanea.

5.4.1 Uso da resolugao de problemas como abordagem didatica

A resolucao de problemas ocupa lugar central na proposta metodoldgica da
apostila, por favorecer o desenvolvimento do raciocinio 1égico, da autonomia e da
argumentacao matematica. Essa abordagem, amplamente valorizada no campo
educacional, promove a construcao ativa do conhecimento ao incentivar os estudantes
a elaborarem estratégias, testarem hipoteses e refletirem sobre seus proprios processos
de aprendizagem.

Na apostila, os problemas sao organizados de forma progressiva, comecando por
situagoes introdutorias que ativam conhecimentos prévios, passando por exercicios
intermediarios com foco na sistematizacao dos conceitos, até desafios mais complexos
que demandam generalizagoes e novos contextos. Essa estrutura visa consolidar o
conteudo e, ao mesmo tempo, estimular a reflexao sobre os caminhos utilizados para
alcangar a solucao.

A abordagem esta alinhada as orientagoes das diretrizes curriculares nacionais,
que enfatizam o desenvolvimento de competéncias como raciocinar, argumentar e
resolver problemas em contextos variados. Nesse sentido, o ensino da matematica
deve centrar-se na investigacao e na resolugao de problemas, permitindo que os alunos
relacionem os conteudos aprendidos com situagoes do cotidiano, promovendo uma
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aprendizagem significativa e contextualizada.

Para tornar esse processo mais envolvente, o material também recorre a recursos
lidicos, como os mascotes pedagogicos que introduzem desafios, sugerem estratégias
e reforcam conceitos. Essa mediacao narrativa contribui para criar um ambiente fa-
voravel a aprendizagem, promovendo maior engajamento dos estudantes e facilitando
a compreensao de conceitos abstratos por meio de elementos visuais e interativos.

Outro aspecto relevante é o reconhecimento do erro como parte integrante do
processo formativo. Os problemas propostos incentivam a experimentacao e a analise
critica das estratégias adotadas, favorecendo a aprendizagem por meio da reflexao
sobre os proprios processos de pensamento e a superagao de dificuldades identificadas
durante a resolucao de desafios matematicos.

Assim, a énfase na resolucao de problemas contribui para uma aprendizagem inves-
tigativa e significativa, preparando os estudantes para enfrentar desafios matematicos
com mais autonomia e confianca.

5.4.2 Explicacao do motivo da escolha dessa metodologia

A escolha pela metodologia baseada na resolucao de problemas fundamenta-se
em principios pedagdgicos que valorizam a aprendizagem ativa, critica e significativa.
Historicamente, o ensino da Matematica tem oscilado entre abordagens expositivas
e praticas investigativas, sendo fundamental adotar estratégias que estimulem o
pensamento critico e a autonomia dos estudantes, permitindo que construam o
conhecimento por meio da investigacao e da experimentagao. Um aspecto adicional
relevante é o desenvolvimento da capacidade de compreensao e interpretagao de
textos, uma vez que os problemas propostos exigem que o estudante leia, compreenda
e traduza situacoes descritas em linguagem verbal para a linguagem matematica,
favorecendo também sua formacao leitora.

Essa abordagem esta alinhada as diretrizes estabelecidas pela BNCC e pelos
PCN, que propoem um ensino que va além da memorizagao de algoritmos, favore-
cendo a compreensao conceitual e a aplicabilidade dos conhecimentos. O ensino da
matematica, nesses documentos, é orientado para que os estudantes desenvolvam
a capacidade de compreender os significados das operagoes e saibam aplica-las em
diferentes situagoes do cotidiano.

A contextualizacao dos contetidos, elemento central da metodologia adotada,
aproxima a matematica da realidade dos estudantes, tornando a aprendizagem mais
relevante. Quando os conceitos sao apresentados em situagoes significativas, os
alunos conseguem estabelecer conexoes mais claras entre o contetido e seu cotidiano,
favorecendo a construcao do conhecimento de forma mais intuitiva e significativa.

Além disso, essa metodologia estimula o desenvolvimento de competéncias como
raciocinio 16gico, criatividade e argumentacao. Ao serem desafiados a buscar solucoes
proprias para os problemas propostos, os estudantes desenvolvem autonomia inte-
lectual e ampliam sua capacidade de andlise, contribuindo para uma aprendizagem
mais investigativa e significativa.

Por fim, observa-se que a abordagem baseada em problemas pode contribuir
significativamente para a melhoria do desempenho dos estudantes, além de favorecer a
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retencao dos contetdos. A exposicao frequente a desafios contextualizados permite que
os alunos construam significados proprios para os conceitos matematicos, ampliando
0 engajamento e a compreensao.

Dessa forma, a adocao dessa metodologia visa garantir que o ensino da matemé-
tica seja a0 mesmo tempo conceitualmente consistente, didaticamente envolvente e
socialmente relevante.

5.4.3 Relacao com metodologias ativas de ensino

A metodologia adotada na apostila esta alinhada aos principios das metodologias
ativas de ensino, que colocam o aluno como protagonista do processo de aprendizagem.
Diferente do modelo tradicional, centrado na transmissao de contetido pelo profes-
sor, essas abordagens valorizam a participacao ativa dos estudantes, promovendo
investigacao, exploracao e construcao autonoma do conhecimento. O ensino deve ser
estruturado de modo a estimular a participacao efetiva dos alunos, incentivando-os a
explorar, questionar e formular hipoteses sobre os conceitos matematicos.

Entre as metodologias ativas, destaca-se a aprendizagem baseada em problemas
(ABP), em que os desafios matemadticos funcionam como ponto de partida para a
construcao do saber. A estrutura da apostila explora esse principio ao propor pro-
blemas contextualizados, favorecendo a mobilizagao de conhecimentos em diferentes
situacoes e promovendo o desenvolvimento de habilidades como argumentacao e
pensamento critico.

Também se faz presente a abordagem da aprendizagem por descoberta, na qual
os estudantes constroem conceitos por meio da andlise de padroes e relagoes. Essa
estratégia estimula a autonomia do aluno e a capacidade de formular generalizagoes
matematicas. Tal abordagem é explorada especialmente nos capitulos sobre con-
gruéncia modular e triplas pitagéricas, que favorecem a deducao de propriedades
numéricas e o desenvolvimento do pensamento abstrato.

Outro aspecto caracteristico das metodologias ativas é a énfase na interdiscipli-
naridade e na contextualizagao dos conteidos. A Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) recomenda a articulacao entre areas do conhecimento, de modo a tornar
o ensino mais integrado e significativo. Nesse sentido, a apostila propoe atividades
que relacionam a matematica a situagoes do cotidiano, como uso de calendarios,
gamificacao, financas e medidas.

Complementarmente, recursos visuais e elementos lidicos — como os mascotes
pedagodgicos — foram incorporados para tornar o material mais acessivel e atrativo. A
introducgao de elementos graficos e narrativas no ensino da Matematica pode facilitar
a compreensao dos conteidos, tornando o aprendizado mais estimulante para os
estudantes.

Dessa forma, a estrutura e os recursos da apostila foram planejados com base
nas metodologias ativas, promovendo um ambiente de aprendizagem que estimula o
raciocinio, a autonomia e o engajamento dos alunos.
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5.5 Organizacao dos Capitulos da Apostila

A estrutura da apostila foi cuidadosamente elaborada para favorecer a construcgao
progressiva do conhecimento matematico, alinhando-se as orientagoes presentes nos
documentos oficiais, como os PCN e a BNCC. Tal organizacao busca respeitar a
complexidade crescente dos conteiudos e proporcionar ao aluno um percurso formativo
que integre compreensao conceitual, aplicacao pratica e desenvolvimento do raciocinio
logico.

A organizacao sequencial dos contetdos é essencial para que os alunos possam
construir o conhecimento de maneira estruturada, estabelecendo conexoes entre os
diferentes conceitos matematicos. Dessa forma, os capitulos da apostila articulam
os conteudos de modo que os alunos avancem gradualmente, partindo de nogoes
elementares para temas mais sofisticados.

Além disso, os conteudos sao contextualizados em situacoes do cotidiano escolar
e social dos estudantes, buscando apresentar a matematica de forma acessivel e
conectada a realidade dos alunos, de modo a tornar a aprendizagem mais significativa
e engajadora.

Outro aspecto central na concepcao da apostila é a adocao da resolugao de
problemas como estratégia didatica predominante. Esse método permite que os alunos
desenvolvam habilidades de investigacao e argumentagao matematica, promovendo
um aprendizado ativo e reflexivo. Nesse sentido, cada capitulo propoe desafios e
atividades que fomentam a construgao do saber de forma autonoma e colaborativa.

Elementos ludicos e narrativos também foram incorporados, como a personagem
Coruja Sdbia, que funciona como mediadora do conhecimento. A introducao de
elementos graficos e narrativos no ensino da matematica contribui para tornar a
experiéncia mais envolvente e favorecer a compreensao dos conceitos.

A seguir, descrevem-se os principios organizativos dos capitulos da apostila e os
objetivos que orientam cada unidade de ensino.

5.5.1 Descricao dos Capitulos e sua Estrutura

A organizacao interna dos capitulos segue uma logica didatica que visa tornar a
aprendizagem acessivel, significativa e progressiva. Cada unidade foi concebida para
introduzir e desenvolver os conceitos de forma articulada, por meio de estratégias
que incentivam a participacao ativa do estudante.

A estrutura padrao de cada capitulo contempla os seguintes elementos, organizados
com base em objetivos de aprendizagem previamente definidos, os quais orientam o
desenvolvimento das atividades e a progressao conceitual:

e Introdugao: Apresenta o tema central e sua relevancia no contexto matematico
e cotidiano, despertando o interesse do estudante.

e Exploracao Conceitual: Desenvolve os contetidos com base em explicagoes cla-
ras, exemplos visuais e linguagem acessivel, de forma a favorecer a compreensao
progressiva dos conceitos.
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e Atividades Praticas: Proporciona exercicios e desafios alinhados aos objeti-
vos estabelecidos, estimulando a aplicacao dos conhecimentos adquiridos e a
construcao ativa do saber matematico.

e Sintese: Retoma os principais conceitos abordados no capitulo, promovendo a
consolidagao dos aprendizados e a reflexao sobre o que foi desenvolvido.

Essa estrutura é aplicada a todos os capitulos, com variagoes metodoldgicas e
tematicas adequadas ao conteido em questao. O percurso didatico inicia-se com
a observagao de padroes numéricos no cotidiano, evolui para a compreensao da
aritmética modular e culmina na exploracao das triplas pitagoricas, abordando
relacoes numéricas mais complexas.

A presenca da Coruja Sdbia, personagem recorrente ao longo da apostila, funciona
como um recurso diddtico-narrativo que orienta, provoca reflexées e torna o conteudo
mais atrativo para os estudantes dos anos finais do ensino fundamental.

5.5.2 Objetivos de Cada Capitulo

Cada capitulo foi desenvolvido com objetivos pedagdgicos especificos, orientados
a construcao gradual do conhecimento matemaético, ao estimulo da autonomia inte-
lectual e a valorizagao do raciocinio logico. A tabela a seguir apresenta uma sintese
dos objetivos de cada unidade:

e Capitulo 1 — O Mundo Magico dos Numeros: Identificar padroes numéricos
em contextos cotidianos e compreender a ideia de ciclos e repeticoes com base
em situagoes como o relégio e os dias da semana.

e Capitulo 2 — Jogos de Congruéncia: Introduzir o conceito de congruéncia
modular de forma lidica, utilizando jogos e atividades interativas que estimulem
a familiarizacao com a aritmética modular.

e Capitulo 3 — Congruéncia ao Nosso Redor: Aplicar o conceito de congruéncia
em contextos reais, como calendarios, datas comemorativas e eventos periodicos,
promovendo a associa¢ao entre matematica e realidade.

e Capitulo 4 — Mistérios dos Numeros: Desenvolver o pensamento investigativo
por meio da resolugao de problemas e enigmas que envolvem congruéncia,
reforcando a importancia dos restos nas divisoes.

e Capitulo 5 — A Aventura das Triplas Pitagoricas: Compreender a estrutura
das triplas pitagoricas e suas aplicacoes, explorando propriedades numéricas e
relacoes que envolvem o Teorema de Pitagoras.

Os objetivos de cada capitulo foram definidos de modo a garantir a articulacao
entre os conteudos e a progressao das competéncias matematicas, promovendo um
processo formativo que valoriza o aprender fazendo, investigando e refletindo.



5. Construcao das Apostilas 65

5.6 Explicacao do Conteudo de Cada Capitulo

A organizacao dos capitulos da apostila segue uma progressao didatica que visa
desenvolver o pensamento matematico de forma contextualizada, investigativa e
significativa. Cada unidade aborda conceitos fundamentais da Aritmética de maneira
gradual, utilizando situagoes reais, desafios e estratégias ativas que incentivam a
participagao dos estudantes na construcao do conhecimento.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais, ao planejar suas atividades, “o
professor procurara articular multiplos aspectos dos diferentes contetidos, visando
a possibilitar a compreensao mais ampla que o aluno possa atingir a respeito dos
principios e métodos basicos do corpo de conhecimentos matematicos” (Ministério da
Educagao (PCN) [13, p. 53]). Alinhada a Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
a apostila enfatiza a resolucao de problemas, o raciocinio 1égico, a argumentacao e a
modelagem como eixos estruturantes.

5.6.1 Capitulo 1: O Mundo Magico dos Numeros

O primeiro capitulo tem como foco despertar a curiosidade dos estudantes em
relagao ao universo dos nimeros inteiros, a partir de observacoes do cotidiano e
padroes numéricos simples. Situagoes como calendarios, ciclos semanais e horas do
dia sao utilizadas para introduzir conceitos de sequéncia, ordem e regularidade.

A abordagem estimula o pensamento indutivo, incentivando os alunos a formular
generalizacoes com base em observagoes concretas. O capitulo também introduz a
reta numérica, as relacoes de ordem e as operacgoes com niimeros inteiros, promovendo
a construcao de uma base sélida para o desenvolvimento de conceitos aritméticos
mais avancados.

5.6.2 Capitulo 2: Jogos de Congruéncia

Neste capitulo, os alunos entram em contato com o conceito de congruéncia
modular por meio de atividades lidicas e investigativas. Utilizando jogos, tabuleiros
e situagoes-problema, o capitulo propoe experiéncias que permitem visualizar e
manipular os restos das divisoes, construindo o conceito de congruéncia de maneira
intuitiva.

A congruéncia modular é apresentada como uma ferramenta poderosa para com-
preender a divisibilidade e a estrutura dos nimeros inteiros. A interagao com desafios
gamificados estimula a autonomia dos alunos, que passam a formular estratégias
para resolver problemas envolvendo ciclos, restos e relagoes numéricas recorrentes.

5.6.3 Capitulo 3: Congruéncia ao Nosso Redor

Dando continuidade a tematica da congruéncia, este capitulo amplia a discussao
para aplicagoes reais, como o funcionamento dos calendarios, dos relégios e de sistemas
ciclicos. A congruéncia é apresentada como instrumento para modelar repeticoes e
padroes, favorecendo uma compreensao mais concreta e aplicada do conceito.

Tais contextos aproximam os estudantes de uma matematica funcional e relevante.
Além disso, o capitulo aborda aplicacoes em tecnologias como a criptografia e a
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seguranga digital, demonstrando que a aritmética modular esté presente em sistemas
de comunicacao, codificagao e validacao de dados.

5.6.4 Capitulo 4: Mistérios dos Nuimeros

Este capitulo leva os estudantes a explorar a estrutura interna dos nimeros
inteiros, investigando propriedades como divisibilidade, decomposi¢cao em fatores
primos e representagao como soma de quadrados. O objetivo é incentivar a observacao
de padroes e a formulacao de conjecturas com base na experiéncia empirica.

O Teorema Fundamental da Aritmética é apresentado como fundamento para a
compreensao da estrutura multiplicativa dos ntimeros. A abordagem investigativa
adotada propicia o desenvolvimento do pensamento critico ao propor atividades que
exigem justificacao e validagao de ideias matemaéticas.

5.6.5 Capitulo 5: A Aventura das Triplas Pitagoricas

O dltimo capitulo apresenta uma ponte entre a aritmética e a geometria por
meio do estudo das triplas pitagdricas. Os alunos exploram a relagao entre os lados
do triangulo retangulo e a estrutura dos niimeros inteiros, utilizando o Teorema de
Pitagoras como base para gerar conjuntos que satisfazem a equacao a® + b? = 2.

A férmula de Euclides é introduzida como método para gerar triplas primitivas,
permitindo aos alunos criar seus proprios exemplos e reconhecer padroes. As aplica-
¢oes praticas abordadas incluem engenharia, arquitetura e modelagem computacional,
demonstrando como a matematica se estende para além da sala de aula.

Esse capitulo conclui a proposta pedagdgica da apostila ao integrar diferentes
areas do conhecimento matematico, reforcando a importancia da interconexao entre
contetdos e da aprendizagem por investigacao.
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Este trabalho teve como objetivo apresentar a construcao de apostilas voltadas
ao ensino de conceitos fundamentais da Matematica — como os niimeros inteiros,
a congruéncia modular e as triplas pitagéricas — por meio de uma abordagem
didatica centrada na contextualizagao, na ludicidade e na autonomia discente. Fun-
damentadas nas diretrizes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e dos
Parametros Curriculares Nacionais (PCN), as apostilas foram concebidas para pro-
mover uma aprendizagem significativa, critica e alinhada as demandas da educacao
contemporanea.

A proposta metodolégica adotada enfatizou o uso da resolucao de problemas
como estratégia principal de ensino, permitindo que os estudantes desenvolvessem
habilidades como o raciocinio légico, a argumentacao e a capacidade de formular
hipoteses. O ensino da Matematica deve oportunizar situagoes investigativas, nas
quais o aluno atue ativamente na construcao do conhecimento.

Outro diferencial do material foi a incorporacao de mascotes pedagdgicos, per-
sonagens ludicos que atuam como mediadores ao longo das atividades. A presenca
desses recursos visuais contribuiu para o engajamento dos estudantes e facilitou
a assimilacao de conceitos abstratos, demonstrando como elementos simbélicos e
narrativos podem ampliar a compreensao e a motivagao dos alunos.

A articulagao entre o conteiido matematico e contextos reais foi um dos eixos
centrais do projeto. A escolha de temas e exemplos cotidianos buscou aproximar a
Matematica da vivéncia dos estudantes, valorizando sua aplicabilidade e promovendo
a interdisciplinaridade. Essa perspectiva orientou a organizacao das atividades
propostas, com o objetivo de formar alunos capazes de mobilizar conhecimentos
matematicos em diferentes esferas da vida social, fortalecendo seu papel como cidadaos
criticos e participativos.

Os resultados da elaboracao do material indicam o potencial da proposta para
enriquecer o processo de ensino e aprendizagem. No entanto, reconhece-se a im-
portancia de estudos posteriores que envolvam a aplicacao das apostilas em sala de
aula, de modo a avaliar empiricamente sua eficacia didatica e os impactos sobre a
aprendizagem dos alunos.

Como perspectivas para continuidade deste trabalho, destaca-se a possibilidade
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de desenvolvimento de versoes digitais interativas, com recursos multimidia que com-
plementem o conteiido impresso, bem como a adaptagao do material para diferentes
niveis de ensino, ampliando sua aplicabilidade em diversos contextos educacionais.

Conclui-se que a construcao de materiais didaticos inovadores, alinhados as
metodologias ativas e as diretrizes curriculares, representa uma estratégia eficaz
para tornar a Matematica mais acessivel, envolvente e conectada a realidade dos
estudantes. Espera-se que esta proposta possa contribuir para a valorizacao do ensino
da disciplina e para o fortalecimento de praticas pedagodgicas transformadoras.
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