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RESUMO

Neste trabalho, exploraremos um método computacional para a minimizagao de
fungoes quadraticas. Utilizaremos a linguagem de programacao Java para a imple-
mentagao do algoritmo proposto. Uma aplicagdo do método utilizando o software
GeoGebra também sera apresentada. Nosso objetivo é introduzir principios funda-
mentais de programacao no Ensino Bésico, ressaltando a relevancia da matemaéatica
na era digital, oferecendo aos alunos uma introducao pratica e tangivel ao mundo
da programagao, preparando-os para desafios futuros e oportunidades na area de
matemaética aplicada e computacao. Este trabalho é fundamentado integralmente
em um artigo cientifico com o mesmo titulo, escrito por Méarcio José Queiroz Clau-
dino, Valdinés Leite de Sousa Junior e Erica Boizan Batista, o qual foi submetido
para publicagao na revista do Professor de Matemética Online - PMO. O artigo
apresenta um método computacional que integra o ensino de matematica e progra-
magcao, demonstrando a aplicacao pratica dos conceitos mateméticos. O método
serd implementado utilizando a linguagem de programacao Java e o software de

matematica dinamica GeoGebra.

Palavras-chave: Métodos Computacionais. Fung¢oes Quadraticas.

Programagao.
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ABSTRACT

In this work, we will explore a computational method for minimizing quadratic
functions. We will use the Java programming language to implement the proposed
algorithm. An application of the method using the GeoGebra software will also be
presented. Our goal is to introduce fundamental programming principles in Basic
Education, emphasizing the relevance of mathematics in the digital age, offering
students a practical and tangible introduction to the world of programming, prepar-
ing them for future challenges and opportunities in the field of applied mathematics
and computing. This work is fully based on a scientific article with the same title,
written by Marcio José Queiroz Claudino, Valdinés Leite de Sousa Junior, and Erica
Boizan Batista, which has been submitted for publication in the journal "Professor
de Matematica Online - PMO". The article presents a computational method that
integrates the teaching of mathematics and programming, demonstrating the prac-
tical application of mathematical concepts. The method will be implemented using

the Java programming language and the dynamic mathematics software GeoGebra.

Keywords: Computational Methods. Quadratic Functions. Programming.
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Capitulo 1

Introducao

A inser¢ao da programacgao matematica no ensino basico ¢ uma mudanga paradig-
maética que reflete a crescente relevancia da tecnologia na sociedade contemporanea.
O ensino de programacao nao se trata apenas de preparar os estudantes para car-
reiras em ciéncia da computacao, mas também de desenvolver habilidades essenciais
para o século XXI, como pensamento critico, resolugao de problemas e criatividade.

Em um contexto cada vez mais digitalizado, adquirir conhecimentos fundamen-
tais em programacao é essencial, independentemente da area de interesse dos estu-
dantes. Varios paises, como Alemanha, Argentina, Australia, Franca, Inglaterra,
Estados Unidos, e outros, tém reconhecido essa necessidade e estao implementando
um curriculo minimo de Ciéncia da Computagao em suas institui¢oes educacionais.

Segundo Vasconcelos e Moraes Neto (2020, p.69), no Brasil, a exposi¢ao desse
contetdo tem sido restrita ao ensino médio profissionalizante, graduacao e pos-
graduagao. A instrugao em Ciéncia da Computagao tem sido predominantemente
oferecida por meio de cursos de Educagao Profissional e Tecnolégica, com uma énfase
consideravel no aspecto técnico. No entanto, a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) enfatiza a importancia das Tecnologias Digitais de Informagao e Comuni-

cagao (TDICs) como parte das habilidades essenciais para os alunos.

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de
informacao e comunicacao de forma critica, signifi-
cativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e
disseminar informagoes, produzir conhecimentos, re-
solver problemas e exercer protagonismo e autoria na
vida pessoal e coletiva. (BRASIL, 2018, p. 9)

Nesse contexto, a programacao desempenha um papel essencial, permitindo o
desenvolvimento de solugoes tecnologicas, promovendo o pensamento critico e ético,
e capacitando os individuos a exercerem protagonismo e autoria na sociedade digital

atual.



A Sociedade Brasileira de Computagao (SBC) também ressalta a importancia
de incluir a Computacao na Educagao Basica do Brasil. Em julho de 2017, a SBC
lancou o documento “Referenciais de Formacao em Computacao: Educagao Basica”
(SBC, 2017), que delineia os fundamentos da area e as competéncias necessérias.
Esse material aborda trés conceitos centrais: Pensamento Computacional, Mundo
Digital e Cultura Digital. A programagao esté intimamente ligada a esses conceitos,
sendo utilizada para resolver problemas de forma eficiente, compreender o funciona-
mento dos computadores e permitir a expressao de solugoes em diversos contextos
culturais e disciplinares.

Além disso, a introducao de conceitos relacionados a computacao desde cedo
ajuda a democratizar o acesso a tecnologia. Conforme destacado por Alves, “é crucial
que as criangas iniciem seu aprendizado em computagao ja no Ensino Fundamental”
(ALVES, 2016, p. 32).

Os autores ressaltam a distingao vital entre a mera alfabetizacao digital e a profi-
ciéncia digital no contexto educacional primario. Enquanto a alfabetizacao digital se
concentra em ensinar habilidades basicas de uso de tecnologia, como processamento
de texto e e-mails, a proficiéncia digital capacita os alunos a aprender, adaptar e
aplicar novas tecnologias de maneira produtiva. Portanto, ao oferecer aos estudantes
a oportunidade de aprender programacao desde cedo, estamos diminuindo a dispa-
ridade digital e preparando uma geracao para enfrentar os desafios de um mundo
cada vez mais tecnologico.

Outro aspecto crucial é o estimulo & criatividade. A programacao permite que
os alunos criem projetos tangiveis, desde jogos simples até aplicativos e websites.
Essa capacidade de criar algo novo e funcional ¢ incrivelmente empoderadora e pode
inspirar os alunos a explorar areas como design de interfaces, desenvolvimento de

jogos, robotica e muito mais. Segundo Maltempi e Valente:

A criatividade é necesséaria e estimulada, uma vez que
hé sempre intimeras maneiras de se resolver um pro-
blema por meio da programagao, ou seja, nao existem
passos pré-definidos e diferentes solugoes (programas)
podem ser obtidas — essa caracteristica torna a ativi-
dade de programacao especialmente interessante para
ser empregada em um ambiente de ensino-aprendizagem.
(MALTEMPI e VALENTE, 2000, p. 1)

De acordo com Kafai e Burke (2013), a programagao também tem o potencial
para promover a colaboragao e o trabalho em equipe. Muitos projetos de programa-
¢ao sao desenvolvidos em equipe, exigindo que os alunos aprendam a comunicar suas
ideias, resolver conflitos e contribuir de forma construtiva para alcangar um objetivo

comum. Os autores destacam ainda a importancia do aprendizado da programacao,



mesmo para aqueles que nao pretendem se tornar cientistas da computagao. Embora
apenas alguns se tornem programadores responsaveis por escrever codigos e proje-
tar sistemas que sustentam grande parte de nossas vidas diarias, aprendemos que
muitos de nés, em algum momento, precisarao de alguma forma de programacao.

Todos nés somos e continuaremos sendo usuérios de tecnologias digitais e, por-
tanto, em certos momentos, precisaremos examinar criticamente e construtivamente
os designs e as decisoes por tras delas. Sendo assim, introduzir conceitos de compu-
tagao, e em particular o estudo da programacao, no ensino bésico é uma medida es-
sencial para preparar os alunos para um futuro cada vez mais digital, desenvolvendo
habilidades-chave que serao valiosas em qualquer campo profissional e promovendo
a inclusao digital e a criatividade.

Este trabalho é baseado em um artigo submetido & Revista do Professor de Mate-
matica Online - PMO e esté estruturado da seguinte forma: Na Secao 3, oferecemos
uma introdugao concisa as fungoes quadréaticas, destacando propriedades fundamen-
tais para este estudo. Apresentaremos também o método proposto, ilustrando seu
funcionamento por meio de um exemplo pratico implementado na linguagem de pro-
gramagao Java. Na Secao 4, abordaremos os resultados de convergéncia, essenciais
para justificar o comportamento do algoritmo. Embora esses resultados recorram a
conceitos mateméticos mais avancados, é importante ressaltar que o entendimento
pratico do método pode ser aplicado sem a necessidade de compreensao completa das
técnicas de demonstracao empregadas nesta secao. Adicionalmente, nesta mesma
se¢ao, sera apresentado um segundo exemplo, enfatizando o desempenho do método.
Finalmente, na Secao 5, serao expostas as observacoes finais, proporcionando uma

sintese do trabalho e possiveis dire¢oes para futuras investigagoes.



Capitulo 2
Percurso Metodologico

Segundo Arimoto e Oliveira (2019) o processo de aprendizagem de programagao nao
¢ uma tarefa simples, pois os conceitos s@ao complexos e a carga de conhecimento
necessaria nao é trivial, especialmente para alunos iniciantes. Esta constatacao
destaca a necessidade de novas metodologias e estratégias de ensino que possam
tornar a aprendizagem da programagao mais acessivel e envolvente para os alunos.

A exploragao de problemas computacionais, conforme delineado por Salvetti e
Barbosa (1998), destaca a importancia de definir claramente a entrada e as condig¢oes
para a saida desejada. Essa perspectiva, ao ser integrada ao curriculo escolar, possi-
bilita o desenvolvimento de habilidades cruciais, como pensamento critico, resolucao
de problemas e logica computacional, essenciais para o sucesso dos alunos em um
mundo cada vez mais tecnolégico. Ao incorporar esses principios no ensino, especi-
almente ao integrar o ensino da programacao com o da matematica, com foco nas
fungoes quadraticas, os alunos sao expostos a uma abordagem interdisciplinar que
une conceitos matematicos fundamentais com habilidades praticas de programacao.

Nesse contexto, abordar as fungoes quadraticas no ensino basico oferece van-
tagens significativas, especialmente quando consideramos sua relagdo com a pro-
gramacao. Estas fungdes desempenham um papel fundamental na introducao dos
alunos ao pensamento algoritmico e a logica de programacgao. Ao explorar as pro-
priedades das fungoes quadraticas, como identificar raizes, determinar o vértice da
pardbola e tragar graficos, os estudantes nao s6 desenvolvem habilidades matemati-
cas essenciais, mas também adquirem uma base sélida para compreender conceitos
de programacao.

Além disso, as fungoes quadraticas encontram amplas aplica¢coes no mundo da
programagao. Muitos algoritmos e estruturas de dados utilizam cquagoes quadra-
ticas e dependem de uma compreensao profunda de suas propriedades para imple-
mentacoes eficazes. Ao incorporar o estudo das fungoes quadraticas no contexto da
programagao, os alunos sao capazes de visualizar e aplicar conceitos mateméticos de

forma pratica e tangivel, o que fortalece sua compreensao e interesse na disciplina.
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Essa abordagem interdisciplinar nao apenas prepara os alunos para enfrentar os
desafios futuros em campos tecnolégicos e cientificos, mas também os capacita a
explorar conexoes profundas entre o ensino da programacao e o estudo das funcgoes
quadréticas. Optou-se por estudar um método que minimize essas funcoes, o que
desempenha um papel fundamental na matematica e na otimizacao.

Os métodos de minimizacao de fungoes sao essenciais em matematica e ciéncia
de dados para encontrar pontos 6timos em um espago de solugao.

Ao estudar métodos de minimizacao em contextos matematicos e de otimizagao,
os aspirantes a programadores desenvolvem habilidades analiticas e de resolucao
de problemas fundamentais. A capacidade de identificar e resolver problemas de
maneira eficiente é uma competéncia essencial para qualquer programador bem-
sucedido. A compreensao da teoria das func¢oes quadraticas e sua aplicacdo nos
métodos de minimizacao contribui para uma formacao sélida, preparando os estu-
dantes para enfrentar os desafios complexos do mundo digital em constante evolucao.

Nesse contexto, o algoritmo selecionado para atender ao objetivo deste artigo
¢ uma versao de um método amplamente reconhecido na teoria da otimizacao: o
método do ponto proximal. Especificamente, o algoritmo abordado aqui é uma
instancia adaptada para fungoes quadraticas, derivada do Algoritmo do Ponto Pro-
ximal apresentado por Tusem (1995). O autor foca na convergénciado algoritmo em
cenérios mais avancgados da area de otimizagao. Contudo, o presente artigo optou
por uma abordagem mais acessivel, visando sua aplicacao no ensino bésico.

A estrutura apresentada nesta versao do método é simplificada, composta ape-
nas por elementos de matematica bésica, tornando-a compreensivel para alunos e
professores do ensino fundamental ¢ médio. Essa abordagem visa permitir que o
método seja aplicado em uma variedade de problemas matematicos sem grandes
dificuldades, promovendo uma compreensao mais acessivel e préatica dos conceitos
subjacentes & otimizacao e a resolugao de problemas.

Para a implementacao do algoritmo estudado neste trabalho, escolheu-se a lin-
guagem de programacao Java. A linguagem Java é uma escolha valiosa para estu-
dantes do ensino basico devido a sua ampla utilidade em véarias areas da compu-
tagao. Como codigo aberto, oferece acesso gratuito a ferramentas de programacao,
facilitando o aprendizado sem custos significativos. Sua portabilidade permite que
programas sejam executados em diferentes dispositivos e sistemas operacionais, enri-
quecendo a experiéncia pratica. Assim, Java proporciona uma plataforma acessivel e
versatil para aprender programacao, preparando os estudantes para futuros estudos

e carreiras em tecnologia da informacao.



Capitulo 3
Minimizando funcoes quadraticas

Faremos aqui uma breve apresentacao dos conceito de minimizacao e fungoes qua-
draticas. Para uma abordagem mais detalhada veja [8].

Minimizar uma fungao é um conceito fundamental em diversas areas da mate-
mética e da ciéncia, especialmente em otimizagao. O objetivo principal é encontrar
o ponto no dominio da fun¢ao onde ela assume seu valor minimo. Esse conceito é
amplamente utilizado para resolver problemas em engenharia, economia, ciéncia de
dados, inteligéncia artificial, entre outros.

Uma funcao f : R — R é considerada quadratica se pode ser expressa como
f(x) = ax* + bx + ¢, onde a # 0 e a,b e ¢ sao nimeros reais. Uma observacao
importante é que, para todo real a # 0, a fungao quadratica pode ser reescrita na

forma:

Y

ar’ +br+c=a :164—i 2—A
B 2a 4a?

onde A = b?> — 4ac. Essa identidade nos permite concluir que, quando a > 0,
f(z) > —A/4a, para todo z real. Além disso, definindo T = —b/2a, temos que
f(@) = —A/4a, o que mostra que, para todo x real, f(x) > f(Z), ou seja, T é o

ponto de minimo global para a fun¢ao f. De acordo com ZAHN (2022, p.281).

Definicao 1. Seja f : I — R e a € R um ponto interior. Dizemos que a é um
ponto de minimo local para [ se existir § > 0 tal que f(x) > f(a), para todo
x € (a—0d,a+9).

Por outro lado, um ponto de minimo global é um ponto zg onde f(zq) < f(z)
para todos os x no dominio de f, ou seja, xg é o valor em que a fungao atinge seu
valor mais baixo em todo o dominio. No contexto de func¢oes quadraticas, T = ——
¢ nao apenas um ponto de minimo local, mas também o ponto minimo global quand%
a > 0, pois a fungao quadratica tem um forma de parédbola com uma abertura para

cima, e assim, o valor de f(Z) é o menor valor que a fungao pode atingir. Em
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uma func¢ao quadrética com a > 0 nao hé distingao pratica entre minimo local e
global, ja que a fun¢do possui uma tnica concavidade e o minimo global ¢ atingido
em um unico ponto. Assim, a determinacdo do ponto de minimo de uma funcao
quadrética, quando a > 0, se resume ao calculo da constante T = —b/2a. No
entanto, para ilustrar a aplicagao do estudo da programacao matemaética no ensino
béasico, propoe-se a utilizacao de um método computacional para calcular tal ponto

de minimo. Veremos a seguir como seré essa abordagem.

3.1 O algoritmo

Durante todo este trabalho, iremos supor que a > 0. Destaque-se que quando a < 0,
a fungao alcancara um ponto de maximo global, uma situacdo que nao esta dentro
do escopo dos estudos deste artigo.

Inicialmente, definiremos a seguinte fungao auxiliar

2ay +1 (A=7)b
F(\ =——2z— . 3.1
A7) (2@)\+1>$ 20\ + 1 (8.1)
onde \ e v sao constantes positivas satisfazendo o seguinte:
0<2y <A (3.2)

Esta funcao é derivada do Algoritmo do Ponto Proximal e consiste em uma versao
que utiliza apenas matematica basica em sua formulagao.

O algoritmo ¢ definido da seguinte maneira:
1) PASSO INICIAL: Escolha qualquer xy € R como ponto inicial.
2) PASSO ITERATIVO:

(a) Dado z,, € R, calcule z, € R, satisfazendo

2n = F(\ v, 2,). (3.3)

(b) A iterada x,.; é dada por

gl

pp— (Tn — 2n) . (34)

Tntl = Zn —

A proposta de implementagao do algoritmo requer o uso de programacao, uma
disciplina essencial para a criacao de instrugoes que um computador pode seguir para
realizar tarefas especificas. A programacao é um campo vasto que abrange desde a

definicao de algoritmos até a sua implementacao em c6digo executavel por maquinas.
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Neste contexto, vamos explorar alguns conceitos basicos que sao fundamentais para
iniciantes.

Um algoritmo é um conjunto de instrugoes com passos finitos que resolve proble-
mas ou executa tarefas especificas. Ele é a base de toda a programagcao e é responsa-
vel por definir a logica que sera seguida pelo programa para atingir seu objetivo. A
capacidade de elaborar algoritmos eficientes e corretos ¢ uma das habilidades mais
importantes para um programador. Por exemplo, um algoritmo simples para encon-
trar o maior nimero em uma lista de inteiros pode ser descrito em pseudocoddigo da

seguinte forma:

Algoritmo EncontrarMaiorNumero
Entrada: Lista de inteiros L

Saida: Maior numero em L

Passos:

1. Inicializar o maior numero como o primeiro elemento da lista:
maior = L[O]

2. Para cada nimero n na lista L:

2.1. Se n for maior que maior, entdo:

2.1.1. Atualizar maior para n

3. Retornar maior

Linguagens de programacao sao notagoes formais com regras ¢ sintaxes espe-
cificas que permitem a escrita de algoritmos. Elas sdo a ponte entre a logica do
algoritmo e a execugao real pelo computador. Exemplos comuns de linguagens de
programagcao incluem Python, JavaScript, Java e C++. Cada uma dessas linguagens
possui caracteristicas e aplicacoes particulares, adaptando-se a diferentes necessida-
des de desenvolvimento. Por exemplo, em Python, a implementagao de um algoritmo

para somar todos os elementos de uma lista seria:

# Python

def somar_elementos(lista):
soma = 0

for elemento in lista:

soma += elemento

return soma

lista = [1, 2, 3, 4, 5]

print(somar_elementos(lista)) # Saida: 15



A sintaxe de uma linguagem de programacao é o conjunto de regras que define
a estrutura das instrugoes que podem ser compreendidas pelo compilador ou inter-
pretador. Um erro sintatico pode impedir a execucao do codigo, tornando-o nao
executavel. Portanto, é crucial seguir rigorosamente as regras sintéaticas de cada lin-
guagem para garantir que o codigo funcione corretamente. Por exemplo, em Python,

o uso correto da indentagao é fundamental:

# Exemplo incorreto

numero = 10

if numero > 5:

print ("0 numero & maior que 5")

else:

o
[¢,]

print ("0 nimero & 5 ou menor")
# Exemplo correto
numero = 10
if numero > 5:
print ("0 nimero & maior que 5")
else:

print ("0 nimero é 5 ou menor")

Variaveis sao espacgos de armazenamento que guardam dados que podem ser mo-
dificados durante a execugao do programa. Cada variavel possui um nome (iden-
tificador) e um valor associado, que pode ser alterado conforme necessario. O uso
adequado de variaveis permite a manipulacao eficiente dos dados no decorrer da
execucao de um programa. Em C, por exemplo, a declaracao e o uso de variaveis

podem ser feitos da seguinte forma:

// C

#include <stdio.h>

int main() {

int a = 5; // Declarag3o de variavel inteira
float b = 3.5; // Declaragdo de variavel float
char ¢ = ’A’; // Declaragdo de varidvel char

printf("a: %d, b: %.2f, c: %c\n", a, b, c);
// Saida: a: 5, b: 3.50, c: A

return O;



Os tipos de dados determinam os valores que podem ser armazenados e as ope-
ragoes que podem ser realizadas sobre esses valores. Tipos de dados comuns incluem
inteiros (int), ponto flutuante (float), caracteres (char), strings (cadeias de ca-
racteres) e booleanos (bool). A escolha adequada dos tipos de dados é essencial
para garantir a eficiéncia e a precisao das operagoes realizadas pelo programa. Por

exemplo, em Java:

// Java
public class TiposDeDados {
public static void main(String[] args) {
int inteiro = 10; // Tipo inteiro
double pontoFlutuante = 20.5; // Tipo ponto flutuante
char caractere = ’B’; // Tipo caractere

String cadeia = "0la, Mundo!"; // Tipo string

boolean booleano = true; // Tipo booleano
System.out.println("Inteiro: " + inteiro);

// Saida: Inteiro: 10

System.out.println("Ponto flutuante: " + pontoFlutuante);

// Saida: Ponto flutuante: 20.5
System.out.println("Caractere: " + caractere);
// Saida: Caractere: B

System.out.println("String: " + cadeia);
// Saida: String: 014, Mundo!
System.out.println("Booleano: " + booleano);

// Saida: Booleano: true

Operadores sao simbolos que representam operagoes matematicas, logicas e de
comparacao. Operadores mateméaticos como +, -, * e / sao usados para realizar
operagoes aritméticas. Operadores 16gicos, como && (E logico), || (OU logico) e !
(nao logico), s@o utilizados para manipular valores booleanos. Ja os operadores de
comparagao, como == (igual), !'= (diferente), < (menor que) e > (maior que), sao
empregados para comparar valores e determinar relagoes entre eles. Por exemplo,
em C++:

// C++
#include <iostream>

using namespace std;
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int main() {
int a = 10, b = 20;

// Operadores matematicos
cout << "a + b =" << (a + b) << endl; // Saida: a + b

cout << "a * b = " << (a * b) << endl; // Saida: a * b

30
200

// QOperadores de comparagéo

cout << "a == b: " << (a == b) << endl;
// Saida: a == b: 0 (falso)
cout << "a < b: " << (a < b) << endl;

// Saida: a < b: 1 (verdadeiro)

// Operadores lbégicos

bool resultado = (a < b) && (a > 0);

cout << "(a < b) && (a > 0): " << resultado << endl;
// Saida: 1 (verdadeiro)

return O;

Os elementos de controle de fluxo direcionam a execucao do programa, per-
mitindo que diferentes blocos de codigo sejam executados com base em condigoes
especificas. Condicionais como if, else if e else permitem a execugao de blocos
de codigo com base em condigoes. Lagos (ou loops) como for, while e do-while
permitem a repeticao de blocos de codigo enquanto certas condigoes forem verda-
deiras. Esses elementos sao fundamentais para a construgao de logica complexa em

programas. Por exemplo, em JavaScript:

// JavaScript
let x = 10;

// Condicional
if (x > 5) {

console.log("x & maior que 5");
} else if (x < 5) {

console.log("x & menor que 5");
} else {

console.log("x & igual a 5");

11



// Lago for

for (let i = 0; i < 5; i++) {
console.log("i = " + i);

}

// Lago while

let y = 0;

while (y < 5) {
console.log("y = " + y);

y+t;

3

Fungoes sao blocos de codigo reutilizaveis que executam uma tarefa especifica.
Elas podem receber entradas (pardmetros) e retornar um valor, o que permite a
modularizacao e reutilizacao do cédigo. A definicao e o uso adequados de fungoes
sao cruciais para a criagao de programas eficientes e faceis de manter. Em Python,

por exemplo:

# Python
def saudacao(nome):

return £"014, {nome}!"
print (saudacao("Maria")) # Saida: 0la, Maria!

def soma(a, b):

return a + b

print(soma(3, 4)) # Saida: 7

Estruturas de dados sao formas de organizar e armazenar dados de maneira
eficiente, permitindo operacoes rapidas de acesso e modificagao. Exemplos comuns
incluem arrays (vetores), listas, filas, pilhas, arvores e dicionarios. Em JavaScript,

por exemplo:

// JavaScript
let array = [1, 2, 3, 4, 5]; // Array

array.push(6); // Adiciona elemento ao final do array
console.log(array); // Saida: [1, 2, 3, 4, 5, 6]
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let fila = [1;

fila.push(1); // Enfileira elemento

fila.push(2);

console.log(fila.shift()); // Desenfileira elemento (Saida: 1)
console.log(fila); // Saida: [2]

O processo de depuracao envolve a identificacao e correcao de erros no codigo.
Erros comuns incluem erros de sintaxe, erros de logica e erros de tempo de execugao.
A depuragao eficaz é essencial para garantir que o programa funcione conforme

esperado e para cvitar comportamentos indescjados. Em C++, por exemplo:

// C++
#include <iostream>

using namespace std;

int main() {

int numero = 5;

// Erro de légica: a multiplicagdo deveria ser por 2
int resultado = numero * 3;

cout << "Resultado: " << resultado << endl; //Saida incorreta: 15

// Corregdo: multiplicagdo por 2
resultado = numero * 2;
cout << "Resultado correto: " << resultado << endl;

// Saida correta: 10

return O;

Comentarios sao textos dentro do codigo que nao sao executados e servem para
documentar e explicar o funcionamento do programa. Eles sao vitais para a manu-
tengao ¢ compreensao do codigo, especialmente em projetos grandes ou colaborati-

vos. Por exemplo, em Java:

// Java
public class Comentarios {
public static void main(Stringl[] args) {

// Este & um comentirio de linha fnica

13



/*

* Este & um comentario de maltiplas linhas.

* Pode ser utilizado para explicar partes mais complexas do
*cddigo.

*/

// Exibindo mensagem
System.out.println("0l4, Mundo!"); /* Comentadrio ao lado do

cdédigo */

A programacao é uma ferramenta poderosa que, quando dominada, permite a
criacao de solucoes eficientes para uma ampla variedade de problemas. A compre-
ensao dos conceitos bésicos apresentados aqui é um passo crucial para se tornar
proficiente nesta area. Com a pratica e o estudo continuo, é possivel desenvolver
habilidades avancadas que abrirao muitas oportunidades no campo da computacao.

Existem diversas abordagens e estilos de programacao que podem ser utilizados
de acordo com as necessidades de um projeto. Como, Programagao Procedural,
que se baseia na criagdo de procedimentos ou fungoes que sao chamados sequen-
cialmente para realizar tarefas especificas, enfatizando a execugdo de uma série de
instrugoes ordenadas, facilitando assim o entendimento e a manutenc¢ao do fluxo 16-
gico do programa; Programagao Orientada a Objetos (POO), que organiza o codigo
em objetos que encapsulam dados e comportamentos relacionados. Cada objeto é
uma instancia de uma classe ¢ pode interagir com outros objetos, o que facilita a
reutilizacao de co6digo e a modelagem de sistemas complexos através da abstracao,
heranca e polimorfismo; e Programacao Funcional, que foca em fungoes puras, ou
seja, fungoes sem efeitos colaterais e que retornam os mesmos resultados para os
mesmos argumentos. Este estilo cvita estados mutaveis e promove a composig¢ao de
funcoes, facilitando a criacao de programas mais previsiveis e faceis de testar.

Para uma compreensao mais eficaz do processo iterativo descrito pelas equagoes
(3.3) e (3.4), iremos empregar a linguagem de programagao Java para demonstrar a
implementacao do algoritmo. Java é uma linguagem de programagao de alto nivel,
orientada a objetos, lancada pela Sun Microsystems em 1995. E uma das plataformas
mais utilizadas para o desenvolvimento de aplicagoes em todo o mundo. Segundo
Sierra e Bates “o Java seduziu os programadores com sua sintexe amigavél, recursos
orientados a objetos, gerenciamento de memoria e, o melhor de tudo, a promessa de
portabilidade”(SIERRA, K.; BATES, B.2010, p.1).

A programacao Java é baseada no paradigma de orientagao a objetos, permi-

tindo a criagao de classes e objetos com propriedades e comportamentos especificos.
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Uma das principais vantagens do Java é sua portabilidade, garantida pela Maquina
Virtual Java (JVM), que permite que o codigo seja executado em diferentes platafor-
mas. Java possui uma extensa biblioteca de classes que facilitam o desenvolvimento,
oferecendo solugoes para situagoes comuns. Foi projetado com foco na seguranca,
incluindo recursos que ajudam a proteger contra erros comuns de programagao. Em-
bora o desempenho do Java tenha sido criticado no passado, melhorias significativas
foram feitas ao longo dos anos, incluindo a implementagao de um compilador Just-
In-Time (JIT) na JVM. O Java Development Kit (JDK) é um conjunto de utilitarios
que suporta o desenvolvimento de aplicagoes em Java.

Sendo assim, empregaremos o método para desenvolver uma aplicagao em Java.
Esta aplicagao servirda como uma aplicagao prética, permitindo-nos observar e com-
preender o comportamento desse método durante cada interagao do programa. Atra-
vés desta abordagem, poderemos explorar gradativamente cada etapa do método em
questao e avaliar seu desempenho em diferentes cenérios dentro da nossa aplicacao

Java.

Exemplo 1. Considere f(z) = 2>+ 2+ 1 e tome A = 3 ey = 1. Observe que
as escolhas de A\ e v satisfazem a condi¢io (3.2). Substituindo esses valores na

expressao (3.3), obtém-se:

=F(3,1,x,)
C(2-1-141) 3-1)-1
T2 13+ (2-1-3+1)
32
ST

Consequentemente, usando a definigio de x,, em (3.4) pode-se deduzir que:

- <i>[x"_(§%—i)]
75 ()

Supondo que a sequéncia {x,} seja convergente, considere L = lim,, o, x,. Assim,

T, 3 L 3
L=1 el = 1 2 ) ===
o =i (- 2) = 73

Tnt+1 = 5

3
7T
3
? n
Tn
7

\Uw

n—soo \ 7 7

Resolvendo essa equagao, obtemos:



Portanto, caso a sequéncia {x,} convirja, necessdariamente ela deve convergir para
L = —1/2. Por outro lado, note que o ponto de minimo da funcio f(z) = 2> +x+1
¢ dado por T = —b/2a = —1/2. Essa afirmagao serd demonstrada de forma geral
pelo Teorema 1 na Secao 4. Podemos verificar este fato utilizando uma aplica¢ao em

Java. Para isso, comegaremos com o ponto inicial x1 = 1. Em sequida, testaremos

o0 método com o ponto inicial x1 = —10 para observar seu comportamento.
1: import java.util.Scanner;
2
3: public class Algoritmo {
4 public static void main(String[] args) {
5: float xn, xnl, zn, lambda, gamma, a, b;
6 int 1 = 0;
7
8 // Tolerdncia para o erro absoluto
9 float tol = (float) (1.4 * Math.pow(10, -45));
10:
11: try (Scanner ler = new Scanner(System.in)) {
12: System.out.printf ("Informe o valor de a: ");
13: a = ler.nextFloat();
14: System.out.printf("Informe o valor de b: ");
15: b = ler.nextFloat();
16: System.out.printf ("Informe o valor de lambda: ");
17: lambda = ler.nextFloat();
18: System.out.printf ("Informe o valor de gamma: ");
19: gamma = ler.nextFloat();
20: System.out.printf ("Informe o valor de xn: ");
21: xn = ler.nextFloat();
22: }
23:
24: while (true) {
25: zn = ((2 * a * gamma + 1) / (2 * a * lambda + 1)) *
xn - ((lambda - gamma) * b)/(2 * a * lambda + 1);
26:
27: xnl = zn - (gamma / (lambda - gamma)) * (xn - zn);
28: System.out.println("Para x" + i + " =" + xn +
", temos x" + (1 + 1) + " =" + xnl + "\n");
29: i = i+1; //atualiza o indice dos termos da sequéncia
30:
31: float abserr = Math.abs(xnl - xn);
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32:
33:
34:

35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:

float relerr = abserr / Math.abs(xnl);

/* Condigdo de parada: pelo menos uma das
condigBes deve ser satisfeita */
if (abserr <= tol || relerr <= tol) {

break;

// Atualiza xn para a proxima iteragio

xn = xnl;

Disponibilizamos esse codigo-fonte em:

https:/ /github.com/marciojqc/TCC/blob/main/Aplicacaoava

Observe que esta aplicacao € uma versao simples com baiza precisao decimal e sem

tratamento de erros. O foco principal € facilitar o entendimento na educagao bdsica,

garantindo simplicidade e clareza. Para uma versao mais precisa, com tratamento

de erros, acesse:

https:/ /github.com/marciojqc/TCC/blob/main/AlgortimoDePrecisao

A saida para os valores informados tomando x1 =1 sao 0s sequintes:

Tabela 3.1: Resultados para x; =1

n T Tl
1 r =1 xy = —0,2857143
2 | x9=—0,2857143 | x5 = —0,46938777
3 | x3 = —0,46938777 | x4 = —0,49562684
4 | xy = —0,49562684 | 5 = —0,49937528
5 | x5 = —0,49937528 | xg = —0,49991077
6 | xg = —0,49991077 | x7 = —0,4999873
7 | zy=—0,4999873 | zg = —0,4999982
8 | xg = —0,4999982 | x9 = —0,49999976
9 | xg = —0,49999976 x10=—0,5
10 T10 = —0,5 T11 = —0, 5)
Fonte: Elaborada pelo autor.
Observe que no caso em que escolhemos xv; = —10 tiwemos um resultado de

convergéncia aproximado, € importante entender que Java utiliza representagao de

ponto flutuante para nimeros reais, como os tipos float e double. Essa representacao

€ limitada em precisao e, portanto, sujeita a erros de arredondamento.
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Tabela 3.2: Resultados para x; = —10

T

Tn+41

T, = —10

Ty = —1,8571424

Ty = —1,8571424

x3 = —0,6938775

x3 = —0,6938775

xg = —0, 52769685

x4 = —0, 52769685

x5 = —0,5039567

x5 = —0,5039567

x¢ = —0,5005653

x¢ = —0,5005653

r7 = —0,5000808

x7 = —0,5000808

xg = —0,5000116

xg = —0,5000116

zg = —0,50000167

xg9 = —0,50000167

x10 = —0, 50000024

10 = —0, 50000024

11 = —0, 50000006

D S0l o o is| w| | | B

11 = —0, 50000006

12 = —0, 50000006

Fonte: Elaborada pelo autor.

Durante cdlculos matemadticos, os numeros sao arredondados para se ajustarem
a representacao de ponto flutuante. Esses erros podem se acumular, especialmente
em cdlculos iterativos. Por exemplo, ao calcular raizes ou aproximacoes de fungoes,
pequenas imprecisoes podem afetar a convergéncia do resultado.

Além disso, a comparagao direta de niumeros de ponto flutuante usando opera-
dores como == ' pode ser problemdtica. Devido & precisio limitada, nimeros que
deveriam ser iguais podem ser considerados diferentes. E recomenddvel usar uma
tolerancia ao comparar nuimeros de ponto flutuante, verificando se a diferenga entre
eles € menor que um valor pequeno.

Outro fator é a implementagao especifica da JVM (Java Virtual Machine). Dife-
rentes implementagoes da JVM (como Oracle HotSpot, OpenJ9 e GraalVM) podem
ter estratégias de cdlculo distintas, o que afeta os resultados numéricos.

Em resumo, a precisao limitada de ponto flutuante, erros de arredondamento e
a forma como a JVM lida com cdlculos podem contribuir para resultados aproxima-
dos em testes numéricos de convergéncia em Java. E essencial estar ciente dessas

limitagoes e adotar praticas adequadas para minimizar esses efeitos.

Para um caso geral ou para escolha de outra linguagem de programacao podemos

utilizar o seguinte algoritmo (Pseudo-c6digo) para a aplicacao:

1: 1INicIO

2: // Declaragdo de variaveis

3: DECLARE xn, xnl, zn, lambda, gamma, a, b COMO NUMEROS REAIS
4: DECLARE i COMO INTEIRO

!Na linguagem de programacio Java, o simbolo == é um operador de comparacio que verifica
se dois valores sao iguais
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10:

12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:

28:
29:
30:
31:

32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:

i=0
DECLARE tol COMO NUMERO REAL

tol = 1.4 x 10°-45 // Toleréncia para o erro absoluto

// Criagdo do objeto para leitura de entrada do usuario

CRIE um objeto Scanner chamado ler para ler a entrada do usuario

// Leitura de valores

IMPRIMA "Informe o valor de a:"
LEIA a

IMPRIMA "Informe o valor de b:"
LEIA b

IMPRIMA "Informe o valor de lambda:"
LETA lambda

IMPRIMA "Informe o valor de gamma:"
LEIA gamma

IMPRIMA "Informe o valor de xn:"
LETA xn

// Lago principal
ENQUANTO VERDADEIRO FAGA
// Calculo de zn e xnl
zn = ((2 * a *x gamma + 1) / (2 * a * lambda + 1)) * xn -
((lambda - gamma) * b) / (2 *x a * lambda + 1)

xnl = zn - (gamma / (lambda - gamma)) * (xn - zn)

// Impressdo dos resultados
IMPRIMA "Para x" + i + "= " + xn + ", temos x" + (i + 1) + "= "

+ xnl

// Incremento do indice

i=1+1
// Calculo do erro absoluto
DECLARE abserr COMO NUMERO REAL

abserr = |xnl - xnl|

// Calculo do erro relativo
DECLARE relerr COMO NUMERO REAL
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42 relerr = abserr / |xnl]

44

45: // Condig&do de parada

46: SE abserr <= tol OU relerr <= tol ENTAO
47: PARE

48: FIM SE

49:

50: // Atualizacgdo do valor de xn
B1: xn = xnl

52:

53: FIM ENQUANTO

54: FIM

Disponibilizamos esse pseudocddigo em:
https://github.com/marciojqc/TCC/blob /main/Pseudo-Codigo

Segundo Deitel, “O pseudocodigo ¢ um liguagem artificial informal que ajuda os
programadores a desenvolver algoritmos.”(DEITEL2001, p.151)

O pseudocodigo pode auxiliar professores do Novo Ensino Médio, especialmente
aqueles que estao na Trilha de Tecnologias Digitais, como os do estado de Pernam-
buco, por exemplo. Esses professores oferecem unidades curriculares como Lingua-
gem de Programacao C, Programag¢ao com Python e Raciocinio Logico e Pensamento
Computacional. Com base na ementas dessas disicplinas. Para uma abordagem mais
detalhada veja [11].

Podemos observar que ensino de programacao, como evidenciado pelas discipli-
nas de “Linguagem de Programacao C” ¢ “Programacao com Python”, ¢ fundamen-
tal para equipar os alunos com as habilidades necessarias para resolver problemas
complexos. Através da programacao, os alunos aprendem a decompor problemas,
identificar padroes e desenvolver solugoes eficientes. Além disso, a programacao en-
sina os alunos a pensar logicamente e a fazer inferéncias validas, habilidades que
sdo transferiveis para muitos outros campos. A disciplina de “Raciocinio Logico e
Pensamento Computacional” complementa isso, fornecendo uma compreensao mais
ampla e conceitual da resolugao de problemas. Juntas, essas disciplinas preparam
os alunos para uma variedade de desafios, permitindo-lhes aplicar suas habilidades
de programacao e pensamento logico para encontrar solugoes inovadoras.

Desse modo, o pseudocddigo funciona como uma receita para o codigo-fonte
de qualquer linguagem de programacao. Além disso, é possivel utilizar uma IA -
Inteligéncia Artificial para criar o codigo a partir do pseudocodigo.

O critério de parada da convergéncia para o ponto fixo desempenha um papel
fundamental na determinacao do momento adequado para interromper o método

iterativo. Esse critério ird avaliar se a aproximagcao atual esté suficientemente pro-
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xima da raiz exata, ou se é igual a mesma, no nosso caso do vértice da funcao,
garantindo assim a precisao e a eficiéncia do processo de resolugao. Além disso,
é importante ressaltar que pelo Teorema da Convergéncia Monoétona, que afirma
que toda sequéncia mondtona e limitada é convergente, ou seja, se a sequéncia de
aproximagoes geradas pelo nosso método iterativo for monétona e limitada, como
de fato(provaremos na Se¢ao 4), podemos garantir que ela ira convergir para o valor
desejado. Utilizaremos o seguinte critério de parada: |z,,1 — x,| < €, sendo € > 0.
Se a condicao acima for satisfeita, o método para. Utilizaremos € na aplicacao como
o menor valor possivel para a variavel de tipo float, nesse caso ¢ = 1,4 - 107,

Em contrapartida a linguagem de programagao Java, o GeoGebra surge como
uma alternativa viavel para aqueles que nao possuem familiaridade com linguagens
de programagao. Este software de matemaética dindmica é uma ferramenta acessivel
que permite a exploragao interativa de conceitos mateméticos complexos, combi-
nando elementos de geometria, algebra, planilhas, graficos, estatisticas e célculos.

E importante ressaltar que o "Novo Ensino Médio", mais especificamente no
estado de Pernambuco, oferece uma unidade curricular chamada Softwares de Si-
mulacao Matemdtica inserida na Trilha de Tecnoldgias Digitais. De acordo com a
Secretaria Executiva de Desenvolvimento da Educagao (2023), a ementa desta trilha

é:

Levantamento e testagem de hipoteses sobre varidveis
que interferem na resolucao de situagoes-problema e
na modelagem, utilizando os conceitos mateméticos e
da logica. Selecao e mobilizagao de recursos criativos
relacionados & matematica. Utilizagao de softwares e
aplicativos como ferramenta de simulagao que explo-
rem a linguagem matematica na elaboragao de mode-
los (Geogebra, Cabri Géometre, Winplot etc.). (SED,
2023, p. X)

Embora a linguagem de programagao Java seja conhecida por sua alta precisao
matematica, ela pode ser desafiadora para aqueles sem experiéncia prévia em pro-
gramagao. Nesse contexto, o GeoGebra se destaca como uma ferramenta eficaz para
visualizacao e exploragao matematica.

Com base nos dados fornecidos no Ezemplo 1, as seguintes entradas serao inse-

ridas no software GeoGebra:

e Entrada 1: f(z) =22 + 2 + 1;
e Entrada 2: z; = 1;

e Entrada 3: 2, = 3 — 2;
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e Entrada 4: z,,, = % — %;

e Entrada 5: k£ = 40;

e Entrada 6: [, = ListaDelteracao(z,, z1, k);

e Entrada 7: [, = ListaDelterac¢ao(z, 1,1, k);
e Entrada 8: I3 = (I1,15);

As Entradas 2 e 5 sao designadas para representar os valores iniciais de z; e
o numero total de iteragoes k, respectivamente. Ajustes nesses valores podem ser
realizados para otimizar a visualizagao dos pontos de acumulacao.

As Entradas 6 e 7 sao responsaveis por gerar as listas de iteragoes, que sao
criadas a partir das fungoes z, e x,1, utilizando o valor inicial x;.

Por fim, a Entrada 8 é uma lista composta pelas listas [; e l,. Esta entrada é
particularmente 1til, pois permite a visualizagao dos pontos de interagao entre as
duas listas de iteracoes.

Figura 3.1: Grafico paraz; =1, A=3ey=1

GeoGebra Calculadora ( A/ Gréfica ~

-

(@) f(x) = X 4+x+1 H “~
ﬂ .
A O X =1 : i

-5 o 5 ®

&

@ z,(x) = 3—7)( - g
- 1 L
m ; 3

() Xng1(x) = ;* 7

O k = 40 05

5 — 50 ()

11 = ListaDelteragao(zy, x1, k)

= {1, 0.1428571428571, -0.2244897959184, -0.38192¢

12 = ListaDelteragdo(xn+1, X1, k)

= {1, -0.2857142857143, -0.469387755102, -0.495626

13 = (11, 12)

<)

= {(1, 1), (0.1428571428571, -0.2857142857143), (-0

= A
Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o GeoGebra.
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Figura 3.2: Grafico para xr1 = —10, A\=3ey=1

= GeoGebra Calculadora ( A Gréfica ~ < ENTRAR...
X
f(x) = x+x+1 : e fi a
- o =10 3 15
20 ) 5 ®
&
3x 2 :
09 =322 -
m
- 3 05
@ 1) =7-3
k =40 :
O
5 o 50
I1 = ListaDelteragdo(z, x1, k) :
= {-10, -4.5714285714286, -2.2448979591837, -1.247:
12 = ListaDelterago(xn41, X1, k)
= {-10, -1.8571428571429, -0.6938775510204, -0.527(
13 = (11, I12)
= {(-10, -10), (-4.5714285714286, -1.8571428571429)
1222 A

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando o GeoGebra.

Com base nos gréficos da Figura 1 e da Figura 2, podemos observar a rapida

taxa de acumulacao dos pontos para os diferentes valores de x;. Na lista [3 teremos

o seguinte conjunto de pontos para x; = 1 (Figura 1):

Tabela 3.3: Resultados da lista l3 para x; = 1.

k ly lo

1 1 1

2 | 0.1428571428571 | -0.2857142857143
3 | -0.2244897959184 | -0.469387755102
4 | -0.3819241982507 | -0.4956268221574
5 | -0.4493960849646 | -0.4993752603082
6 | -0.478312607842 | -0.4999107514726
7 | -0.4907054033608 | -0.4999872502104
8 | -0.4960166014404 | -0.4999981786015
9 | -0.4982928291887 | -0.4999997398002
10 | -0.4992683553666 | -0.4999999628286

Fonte: Elaborada pelo autor.

E para z; = —10 (Figura 2) teremos:
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Tabela 3.4: Resultados da lista I3 para 7 = —10.

e

!

s

—_
=)

© 00 1 O Ul Wi

-10
-4.5714285714286
-2.2448979591837
-1.2478134110787
-0.8204914618909
-0.6373534836675
-0.5588657787147
-0.5252281908777
-0.5108120818047
-0.5046337493449

-10
-1.8571428571429
-0.6938775510204
-0.5276967930029
-0.5039566847147
-0.5005652406735
-0.5000807486676
-0.5000115355239
-0.500001647932
-0.5000002354189

Fonte: Elaborada pelo autor.

iniciam os pontos de acumulagao.
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Capitulo 4
Resultados de convergéncia

Nesta segao, apresentaremos os resultados de convergéncia do método estudado.
Iniciaremos com dois resultados auxiliares. Em scguida, demonstraremos que a
sequéncia gerada pelo processo iterativo (3.3) e (3.4) converge para o ponto minimo
de uma funcao quadrética, desde que as constantes \ e + satisfacam a condigao
(3.2).

Lema 1. Seja {z,} a sequéncia definida em (3.3). Entao, valem os sequintes itens:

(a) Para todo n natural, z, pode ser reescrito como seque:

A— n— b
znzxn—i7 Zpn — - B ) (4.1)
v 2ay + 1

b
(b) Sez = ~55 tem-se:

T — 2y = <A;7> (25&11) (20 — 7). (1.2)

Demonstragio. Usando a defini¢do da fungao F' em (3.1), ¢ possivel escrever a ex-

pressao de z,, definida em (3.3), da seguinte forma

(A=7)b

2ay + 1
ZTL - xn - .
2aX +1 2a\ + 1

A partir de agora, efetuaremos algumas manipulagdes algébricas até obtermos o

resultado desejado. Primeiramente, observe que

2a\+1 A=7)b
(2&7—{—1) Zn + 27+ 1 = Z,. (4.3)

Observe que,
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2a\ + 1 ~ (2ady + )z
<2a7+ 1) " (2ay + 1)y
2aNy+ A =X +7)z,
(2ay + 1)y
 Ray+ Nz (A=7)2

(2ay + 1)y (2ay + 1)y
A (A=7)

“n

= —Zp
v v(2ay + 1)

Desse modo, obtemos

<2a>\ + 1) R O A= _ A=y (4.4)

2ay + 1 = ;Zn  v(2ay + 1)Zn ¢ 2ay +1  ~v(2ay +1)

Substituindo as equagoes em (4.4) na expressao (4.3), obtemos

ézn o </\ - 7) <>‘ - 7)7b =z, (45)

v Y2ay+1)"" " (207 + 1)

A A—
—Znp = Zn + (7) Zns
Y v
pode-se deduzir de (4.5) que
(A—7> <A—7> Zn — b
Znt+ | — ) 20— = Tp.
0 0% 2ay + 1

Zn = Ty — A Z_zn—yb

Isso prova o item (a).

Agora, provaremos o item (b). De (a) temos que,

. A—ry 202,y + 2n — 2n + Y0
n mn - ’Y 2@’)/—'—1 .

Uma vez que,

Portanto,

O que implica em,

A—7 1 2a
n An — 20z, 50
s < v >(2a7+1)(a27+2a7>
Ty — Zp = A=Y 2ay Z -l—i
Uy ) Qay+ )\ 2a)
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_ b )
Como T = —5g’ conclui-se que
a

(A= 2ary _
xn_zn_( v ><2a7+1>(2" %)

Isso prova o item (b). O

b
Lema 2. Seja x = g Entao, para todo n € N,
a

YA Y |2 = a7 o 7 (1 (1) ) e P
2@74‘1 " n n+l )\_"Y n n| -

(4.6)

Demonstragao. Seja z, = F(\,,z,). Inicialmente, note que,

2

|z, — 7| =22 — 21,7+ 7
= xi — 2x,2, + zi + 2121 — 2Tz + T2 + 2T0 2 — 22,2Z — 22,7 + 272,
= (z, — z,,l)2 + (2, — f)z +2 (xnzn — 22—z, T+ Ezn)
= (20— 20) + (20 = T)° + 2 [20(T0 — 20) — T2 — 22)] -
Consequentemente,

20 —Z)* = |20 — 20* + |20 = Z° 4+ 2 (0 — 2n) (20 — T) . (4.7)
Pelo Lema 1 item (b), tem-se

Ty — 2 — (A - 7) (2;&1 1) (20— 7). (4.8)

Combinando as equagoes (4.7) e (4.8), ontém-se

A— 2
2 — F° = |20 — 20> + |20 _:c|2+2( ”) ( dl ) 12, — T2

v 2ay +1
Consequentemente,
A — 4
2n — T = |20 — T — |a:n—zn|2—( 7) (2 all) 20 — T2 (4.9)
Y ay
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Por outro lado, observe que

—2 2 — =2
[Tn1 —Z|" = Ty — 2Tp 1T+ T

2 2 2 B — 2 - -
=T — 2Tni12n + 2, + 2, — 22, T+ 2000120 — 22, — 200417 + 22,7

= (xn+1 - Zn)2 + (Zn - T)2 +2 (xn—l—lzn - 2721 - xn—i—lf + an)

= (l'n—i-l - Zn)2 + (Zn - f)2 +2 [Zn (xn-i-l - Zn) - f(xn-i-l - Zn)] .
Isso implica que
|Tny1 — f|2 = |Tp1 — znlz + |2n — f|2 + 2 (Tpg1 — 20) (20 — T) (4.10)

Combinando as equagoes (3.4) ¢ (4.10), obtém-se

2
2
|£L’n+1 — f|2 — ()\jfy) |1‘n — zn|2 + |Zn — §|2 _ X _’Y’y (xn — zn) (zn — f) . (4.11)

Agora, substituindo (4.8) em (4.11), obtemos

2
it =72 = () o — Pt o =7 — 2 (AT (2 | — 3
"H A=y 0T A=\ 7 20y +1) 7" T

Assim,

2
da
[Tt — 2| = ()\17) T — zn” + |20 — T — ( i ) |z — 7% (4.12)

Substituindo (4.9) em (4.12),

2
|Zpy1 — T = <>\37> 12— 2a|” + |0 — T — |20 — 2|

. )‘_7 4a7 |Z —f|2— 4&’}/ |Z —f|2
vy 2ay +1 " 2ay + 1 "
2
2 Y 2
=z, —x|"—[1-— Tn — Zn,
7, 7 ( (A_7)>| |
-1+ A7 day |2 — T
v 2ay+1/) "
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Teorema 1. Seja {z,} a sequéncia gerada pelo processo iterativo (3.3) e (3.4).

Entao, para todo n,

|z, — 7| < 0"|xg — 7|, (4.13)
onde
-1 (a2) (i) wa
Além disso, a sequéncia {x,} converge para T = —b/2a.

Demonstragao. Inicialmente, vale ressaltar que pela expressao (4.14), tem-se que

0 < 1. Além disso, 0 é uma constante positiva. Com efeito, note que

(20X +1)* 4’ +4daX +1 -

— A+ 1.
da da art
2a\ + 1)?
Como A\ > 27, temos & > 2a7y + 1. Assim,
da
(QaA+1)° e (A1 2 _ dar
—_— a
da\ 7 2ay + 1 2ay + 1
2ay +1 2 4a\
= <1
<2a/\ + 1) <2a'y + 1>
& 60> 0.

Agora provaremos (4.13). Pela hipotese (3.2), pode-se deduzir que

2
)\>27:><1—(7) ) > 0.
A—7

Dai, a partir de (4.6), obtemos

dal 7
O R I T

Usando o item (b) do Lema 1, obtém-se
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Logo,

= ()

Substituindo (4.16) em (4.15), obtemos

da) 2av + 1 2
( )( ) )|xn—x|2<|xn—x|2—|xn+1—x2

2ay + 1 2a\ +1

Assim,

e — 7] < /1= (22 ) (21
2ay + 1 2a\ +1

O que implica em |z, 11 — 7| < 0|x,, — T|, para todo n natural.

Multiplicando a desigualdade (4.17) membro a membro, obtemos,

(4.16)

(4.17)

|1 — T||ze — Z| .. . Ty — T||xn — T < 0" |xg — T||71 — T[22 — | . .. |20 — T

Desse modo, para todo n natural,

|z, — | < 0"|xg — T|.

Isso prova que (4.13) vale para todo n natural. O fato da sequéncia {x,} convergir

para T, segue facilmente de (4.13), uma vez que lim,,_,,, 6" = 0.

O

Exemplo 2. Usando a estimativa (4.13) observamos que a medida que 0" converge

para 0, a sequéncia se aprorima gradualmente do ponto minimo, note que a con-

vergéncia € influenciada pelos valores de A e v, de modo que quanto maior o valor

de \ e maior a diferenca entre X e v mais rdpido ocorre a convegéncia. Usando a

fungao f(z) =2®>+x+ 1 do Exemplo 1 e acrescentando a sequinte fungio ao loop

da nossa aplicagao, podemos facilmente observar esse fato:

public static double Funcao_Theta (double _a, double _lambda,

double _gamma,int _i)

{
double _theta =
Math.pow(Math.sqrt(1 - ((4*_a*_lambda)/(2*_a*_gamma + 1))*
Math.pow((2*_a*_gamma + 1)/(2*_a*_lambda + 1), 2)),_1i);
return _theta;

+

30



Criando a varidvel 0 e atribuindo a ela os valores da fung¢ao criada da sequinte forma

e valores:

theta

Obteremos os sequintes resultados:

Funcao_Theta(a, lambda, gamma, i);

Tabela 4.1: Resultados para z;1 =1, A=3 ey =1

n T, Tt o"

1 1 =1,0 1y = —0.2857143 0' = 0.5150787536377128
2 | a9 = —0,2857143 | x5 = —0,46938777 | 0? =0, 26530612244897966
3 | x5 = —0,46938777 | x4 = —0,49562684 | 6% =0, 13665354688347486
4 | x4 = —0,49562684 | x5 = —0,49937528 0* = 0,070387338608913

5 | x5 = —0,49937528 | x¢ = —0,49991077 | 6> = 0,03625502264255457
6 | v6 = —0,49991077 | z7 = —0,4999873 | 6° =0,018674191875834065
7 | x7=—0,4999873 | x5 = —0,4999982 | 0" = 0,009618679476596113
8 | xg = —0,4999982 | xg = —0,49999976 | 6° = 0,004954377436445774
9 | g = —0,49999976 x10 = —0,5 6% = 0,0025518945550152957
10 r19 = —0,5 x11 = —0,5 0% = 0,0013144266668121444

Observe que quanto maior a diferenca entre A e v mais rapido 0™ converge para

Fonte: Elaborada pelo autor.

0, asstm como mais rdpida se torna a convergéncia do método.

Tabela 4.2: Resultados para x1 = 1, A = 100 e v = 49.

Tn

Tn+41

971

Ilz].

x9 = —0,4925373

T =1,0

xo = —0,4925373

x3 = —0,49996287

6?2 = 0,14080568853815867

x3 = —0,49996287

x4 = —0,4999998

63 = 0,019826241924704946

x4 = —0,4999998

x5 = —0,49999997

6* = 0,0027916476453321883

QY = | W | N —=| B

x5 = —0,49999997

T = —0,5

6> = 3,9307986885692815 x 10~*

Fonte: Elaborada pelo autor.

31




Capitulo 5
Consideracoes finais

A incorporagao da programagcao no ensino bésico é uma estratégia essencial para
preparar os alunos para um futuro dominado pela tecnologia. A integracao de
conceitos computacionais e matematicos, especificamente através da programacao e
do estudo de fungoes quadraticas, nao apenas melhora as habilidades analiticas e
criativas dos estudantes, mas também democratiza o acesso a tecnologia e impulsiona
a inclusao digital.

O método de minimizacgao de fungdes quadraticas explorado neste trabalho exem-
plifica como conceitos mateméticos podem ser aplicados de maneira prética na pro-
gramacao. A escolha do Java como linguagem de programacao e do software GeoGe-
bra para visualizacao e anélise grafica permite que estudantes e educadores explorem
o método de forma mais aplicada. A utilizacao do GeoGebra, em particular, faci-
lita a compreensao visual das fungoes quadraticas e dos resultados do algoritmo,
tornando os conceitos mateméticos mais tangiveis e acessiveis para os alunos.

E crucial reconhecer que, enquanto a programacao oferece uma ferramenta pode-
rosa para expressao criativa e resolu¢ao de problemas, seu ensino deve ser abordado
de maneira que promova a compreensao ética e critica das tecnologias. Como men-
cionado na citacao da BNCC, o objetivo nao é apenas usar tecnologia, mas também
compreender e questionar suas implicagoes em varias praticas sociais.

Para avangar, recomenda-se que futuras pesquisas explorem metodologias de
ensino inovadoras que possam integrar ainda mais a computacao no curriculo escolar
de maneira interdisciplinar. Isso incluiria a exploracao de como a programagao
pode ser combinada com outras disciplinas, como ciéncias, artes e humanidades,
para enriquecer a experiéncia de aprendizado e promover uma compreensao mais
holistica do mundo digital.

A programagao no ensino béasico nao é apenas uma adigao curricular, mas uma
necessidade imperativa para preparar os alunos para as demandas de um futuro

digital. Ao ensinar programagao, estamos nao apenas educando os futuros cientistas
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da computacao, mas estamos formando cidadaos capazes de entender e moldar a

tecnologia de maneiras que beneficiem a sociedade como um todo.
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