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‘Aquele que tentou e nao conseguiu é superior

aquele que nada tentou.’

(Arquimedes de Siracusa)



Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar e explorar as 15 proposigoes do
Livro dos Lemas, do filésofo e mateméatico grego Arquimedes, incluindo suas demons-
tragoes. Trata-se de uma pesquisa qualitativa e exploratoria que visa a uma melhor
compreensao do tema através da leitura de obras publicadas anteriormente por autores
que também pesquisaram e escreveram sobre esse tema. Dai segue também que em
relagao aos métodos trata-se de uma pesquisa bibliografica. Além do carater explorato-
rio, ela destina-se a produzir material pedagbgico para professores da educacao basica
interessados em estudar o tema ou compartilhar com seus alunos. As 15 proposigoes
se constituem em um conjunto de lemas que em suas demonstracoes estao envolvi-
dos varios topicos de Geometria Plana que fazem parte do curriculo do ensino bésico.
Arquimedes de Siracusa é considerado um grande génio da antiguidade, que deixou
uma imensa e importante obra, com valiosas contribuigoes para a Fisica, Engenharia e,
principalmente, para a Mateméatica. Nesse sentido, trazemos também nesta pesquisa
um estudo da histéria deste matemaéatico com um breve relato sobre sua vida e obra,
inserindo assim o tema estudado em seu contexto historico. Para concluir, propomos
uma atividade de construgao de algumas das figuras geométricas dos 15 lemas, que
podem ser aplicadas por professores de Matematica do ensino basico em suas aulas.

Palavras-chave: Geometria; Ensino; Matematica Grega; Demonstragoes.



Abstract

This work’s main objective is to present and explore the 15 propositions of the Book
of Lemmas, by the Greek philosopher Archimedes, including his predictions. This
is qualitative and exploratory research that aims to better understand the topic by
reading previously published works by authors who also researched and wrote about
this topic. It also follows that in relation to methods this is a bibliographical research.
In addition to the exploratory nature, it is intended to produce pedagogical material for
specific basic education teachers to study the topic or share with their students. The
15 propositions are presented in a set of lemmas that in their projections are involved
in various Plane Geometry topics that are part of the basic education curriculum.
Archimedes of Syracuse is considered a great genius of antiquity, who left an immense
and important work, with valuable contributions to Physics, Engineering and, mainly,
Mathematics. In this sense, we also bring research and a study of the history of
this mathematics with a brief account of his life and work, thus inserting the topic
studied in its historical context. To conclude, we propose an activity to construct some
of the geometric figures of the 15 lemmas, which can be applied by primary school
Mathematics teachers in their classes.

Keywords: Geometry; Teaching; Greek Mathematics; Demonstrations.
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1 INTRODUCAO

Para todo profissional do ensino de Matemaética ou mesmo para todo estudante
que admira essa disciplina, a Histéria da Matematica desvela o desenvolvimento de
muitas descobertas que fazem parte da construcao desse conhecimento até os dias de

hoje. O teérico D’Ambrosio afirma que:

As ideias matematicas comparecem em toda a evolucdo da huma-
nidade, definindo estratégias de acgao para lidar com o ambiente,
criando e desenhando instrumentos para esse fim, e buscando ex-
plicagoes sobre os fatos e fendmenos da natureza e para a propria
existéncia. Em todos os momentos da histéria e em todas as civili-
zacoes, as ideias matemaéticas estao presentes em todas as formas de
fazer e de saber. (D’Ambrosio,1999, p. 97)

E interessante a busca pelo entendimento de como os povos antigos conseguiam
realizar tantos feitos e descobrir tantas coisas importantes em épocas onde nao exis-
tiam os instrumentos e os recursos que existem atualmente. Através da Historia da
Matematica podemos buscar entendimento de como foi o inicio e de como foram evo-
luindo os conceitos e teorias que formam a base do conhecimento matemético. Ao nos
aprofundarmos nos estudos sobre os grandes matemaéticos da antiguidade e de outros
periodos historicos que contribuiram para o desenvolvimento dessa ciéncia, buscamos a
compreensao nao apenas dos trabalhos produzidos por eles, mas também da influéncia
que esses matematicos exerceram no decorrer da histéria ao longo dos séculos até os
dias atuais.

A Matemética é uma disciplina com uma historia fascinante, em que os conceitos
sao apresentados com rigor e profundidade, com justificativas e provas dos resultados
encontrados. Entre as grandes contribuicoes deixadas pelos mateméaticos do passado
estao as 15 proposigoes de geometria plana que tratam de resultados sobre circulos e
suas tangentes e também da quadratura de figuras idénticas as linulas de Hipocrates.

Essas proposicoes foram publicadas por Arquimedes em seu livro dos lemas e sao
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resultados que retratam a riqueza e elegancia do pensamento geométrico antigo, tendo
se tornado base para muitos resultados da geometria nos séculos subsequentes e também
um legado para as novas geragoes, dada a sua beleza e rigor matematico.

Observando esse contexto historico e ciente da relevancia de tais conhecimentos,
propomos aqui um trabalho de resgate dessa importante pagina da Historia da Mate-
méatica. Nesse sentido, esta pesquisa tem como objetivo apresentar e explorar as 15
proposicoes com suas demonstragoes, fazendo uma fundamentagao historica através de
revisao bibliografica sobre Arquimedes de Siracusa, o matemético grego que as desen-
volveu. Também tencionamos elaborar materiais pedagogicos pertinentes que possam
ser utilizados pelos professores do ensino médio que buscam recursos pedagogicos para
dar mais significado as suas aulas, tornando-as assim mais atrativas e dinamicas. O
material que aqui nos referimos configura-se como requisito de produto educacional,
visto ser um material pedagbgico voltado para professores da educacao bésica, oriundo
de uma pesquisa de mestrado profissional, a saber, o Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional (Profmat), polo Urca.

Em relacao & metodologia utilizada, consideramos que essa é uma pesquisa do
tipo qualitativa e exploratéria, por se tratar de uma investigagao bibliografica visando
a uma melhor compreensao do tema pesquisado através da leitura de obras publicadas
por autores que anteriormente se dedicaram ao estudo do assunto em questao. De
acordo com Gongalves,

A pesquisa exploratoria é aquela que se caracteriza pelo desenvolvi-
mento e esclarecimento de ideias, com objetivo de oferecer uma visao
panoramica, uma primeira aproximagao a um determinado fenémeno
que é pouco explorado. Esse tipo de pesquisa também é denominado
"pesquisa de base", pois oferece dados elementares que dao suporte
para a realiza¢do de estudos mais aprofundados sobre o tema (Gon-
galves, 2001, p. 65)

Nesse sentido, entendemos ser a pesquisa exploratéria o tipo mais apropriado
para o desenvolvimento desse trabalho, pois tencionamos fazer uma investigacao que

visa a explorar o tema para mostrar uma abordagem diferente sobre ele, colocando
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mais informagoes e buscando, quando possivel, introduzir uma visao do assunto de
acordo com a nossa perspectiva, baseando-se sempre em dados que sao comprovados
cientificamente ou demonstrados matematicamente.

As quinze proposi¢oes do livro dos lemas de Arquimedes nao aparecem direta-
mente no curriculo do ensino basico, porém se constituem em um conjunto de resulta-
dos que envolvem muitos conceitos e teoremas da Geometria Plana, como por exemplo,
congruéncia e semelhanca de triangulos, paralelismo e o teorema de Tales, as relagoes
métricas no triangulo retangulo e o teorema de Pitagoras, o calculo de areas de figuras
planas etc., que compoem o curriculo desta etapa de ensino.

Assim, este trabalho justifica-se pela necessidade de enriquecimento das aulas
de Matematica dos professores do ensino basico, mostrando problemas interessantes
onde os conteudos ensinados possam ser aplicados, despertando, assim, a curiosidade

dos estudantes, pensamento que vai ao encontro do que diz os PCNs. [2].

Numa outra direcao, as habilidades de visualizacao, desenho, argu-
mentagao légica e de aplicagao na busca de solugdes para problemas
podem ser desenvolvidas com um trabalho adequado de Geometria,
para que o aluno possa usar as formas e propriedades geométricas na
representacao e visualizagdo de partes do mundo que o cerca. (Bra-
sil, 1998, p. 44).

Assim, considerando que as quinze proposicoes do livro dos lemas de Arquimedes
sao um conjunto de teoremas belissimos da Geometria Plana, com formas geométricas
intrigantes e cheias de propriedades interessantes e curiosas, resolvemos desenvolver esta
pesquisa na intencao de produzir material pedagogico que possa servir como suporte
para professores de Matematica do ensino médio que tenham interesse em enriquecer
as suas aulas.

Desta forma, o texto deste trabalho esta organizado em seis capitulos como
descrito a seguir:

Neste Capitulo [I] fazemos a introducao do trabalho.

No Capitulo [2], apresentaremos a contextualizagao historica do assunto com um
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breve relato sobre a vida e obra do mateméatico Arquimedes e também inserindo o tema
pesquisado em seu contexto historico.

No Capitulo[3] vamos apresentar alguns resultados preliminares para as demons-
tragoes das 15 proposicoes do livro dos lemas de Arquimedes.

No Capitulo [4] traremos os enunciados e as demonstragoes das quinze proposi-
¢oes do livro dos lemas de Arquimedes.

No Capitulo B, elaboramos um guia didatico com sugestoes de atividades in-
teressantes de construcoes geométricas que possam servir de suporte ao professor nas
aulas de Geometria do ensino médio. Esse guia didatico traz sugestoes de atividades
com suas solugoes que podem ser aplicadas pelo professor em sala de aula.

No Capitulo [6] escrevemos as consideragoes finais do nosso trabalho, onde des-
tacamos a importancia desta pesquisa com seus resultados qualitativos e implicacoes

para o ensino de Matematica na educagao basica.
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2 CONTEXTUALIZACAO HISTORICA

Na Grécia Antiga, no periodo helenistico, houve um notavel desenvolvimento
no pensamento humano, que ja vinha se modificando nos periodos anteriores em razao
da sistematizacao do conhecimento, onde a crenca em explicacoes mitologicas para os
fenomenos naturais foi dando lugar a um tipo de explicacao cuja anélise baseava-se na
construcao de uma racionalidade meramente humana, dando origem a Filosofia. Nesse
sentido, a Matematica foi deixando de ter uma conotagao apenas pratica, para ser vista
de um modo mais contemplativo, o que fez com que ela tivesse avangos significativos
em sua formulagao durante o periodo. Foram feitas grandes descobertas e surgiram
personalidades que se destacaram com seus trabalhos e contribui¢oes que se tornaram
fundamentais a uma posterior evolu¢ao nao s6 da Matematica, mas também da Fisica,
Engenharia, Astronomia etc. Dentre os grandes génios, filosofos e matematicos que se
destacaram nesse periodo, temos Arquimedes de Siracusa.

Neste capitulo faremos um breve relato sobre a vida e obra deste grande fil6sofo.
Também vamos estudar o contexto historico das 15 proposigoes sobre geometria plana

publicadas no livro dos Lemas de Arquimedes.

2.1 Breve relato sobre a vida e obra de Arquimedes

Nascido por volta de 287 a. C., em Siracusa, uma importante cidade grega da
Sicilia, atual Itélia, Arquimedes é considerado um grande génio das ciéncias da anti-
guidade cléssica, a ele sendo atribuidas grandes descobertas que possibilitaram poste-
riormente uma revolucao cientifica. Tais descobertas contribuiram de forma notéavel
para as areas de Matematica, Fisica e Engenharia. De acordo com Soares,

Sabemos que Arquimedes nasceu em Siracusa, na época uma impor-
tante cidade estado grega na Sicilia. O historiador bizantino Joao
Tzetzes (c.1110 — 1180 d.C.) da-nos a conhecer alguns dados biogra-

ficos de Arquimedes, nomeadamente indica que o matemaético teria
vivido cerca de setenta e cinco anos e teria sido morto em 212 a. C.,
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durante a Segunda Guerra Ptnica, no cerco de Siracusa. E deste
modo que se conclui ser 287 a. C. o ano provavel de nascimento.
(Soares, 2014, p. 4)

Nao existem muitos detalhes e informagoes da vida pessoal ou da familia e
amigos de Arquimedes. Sabe-se que seu pai era um astréonomo nao muito conhecido
da época, chamado Fidias. Segundo Soares (2014, p. 4 ), “Arquimedes, numa das suas
obras, ao se referir a razao entre os didmetros do Sol e da Lua, afirma ter sido seu pai,
o astronomo Fidias, a calculé-la”.

Através de relatos de historiadores gregos antigos ainda, é conhecido que Arqui-
medes era amigo ou parente do Rei de Siracusa Hierao II e de seu filho Gelon 1. Ainda

segundo Soares,

Nao sao conhecidas outras relagoes familiares proximas, sendo ex-
cepgao o relato de Plutarco (c. 46 - 120 d.C.), historiador de origem
grega, na sua obra Vida de Marcelo. Plutarco escreveu sobre alguns
acontecimentos politicos e culturais de Siracusa, informando-nos ser
Arquimedes parente e amigo do Rei Herao II e de seu filho Gelon.
(Soares 2014, p. 4 ).

Da relacao de Arquimedes com o Rei Hierao II, surgiu a histéria mais famosa
envolvendo este grande génio, a histéria do problema da coroa de ouro, que de acordo
com Martins (2000, p. 117) “o autor mais antigo dessa historia foi Marcus Vitruvius
Pollio, um arquiteto romano do século I a.C., em sua obra De Architecturai”. Entéao,
conforme a traducao de Martins diz a lenda que, o Rei Hierao II encomendou a cria-
¢ao de uma coroa de ouro, porém desconfiava que o ourives tinha adulterado o ouro,
trocando parte dele por prata. Com a suspeita o atormentando o rei pediu para que
Arquimedes investigasse e descobrisse se a coroa era feita totalmente de ouro puro ou
se tinha alguma parte composta por outro elemento, a prata, por exemplo, sem causar
danos & peca. Apos raciocinar por algum tempo sobre o problema, Arquimedes encon-
trou a solucao que surgiu quando ele estava tomando banho. Ele notou que ao entrar

na banheira, o nivel da agua subia, dai veio a ideia, e Arquimedes concluiu que poderia
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medir o volume da coroa imergindo-a em agua depois compara-lo com o volume do
ouro puro com peso igual.

Conta a historia que Arquimedes ficou tao feliz com a descoberta que saiu gri-
tando nu pelas ruas de Siracusa "Eureka!" ("descobri"ou "encontrei"em grego): Martins
relata que

Quanto a Arquimedes, ele certamente fez descobertas admiraveis em
muitos dominios, mas aquela que vou expor testemunha, entre mui-
tas outras, um engenho extremo. Hieron de Siracusa, tendo chegado
ao poder real, decidiu colocar em um templo, por causa de seus su-
cessos, uma coroa de ouro que havia prometido aos deuses imortais.

Ofereceu assim um prémio pela execugao do trabalho, e forneceu
ao vencedor a quantidade de ouro necessaria devidamente pesada.
Este, depois do tempo previsto submeteu seu trabalho, finalmente
manufaturado, & aprovagao do rei, e com uma balanga fez uma prova
do peso da coroa. Quando Hieron soube através de uma dentncia
que certa quantidade de ouro havia sido retirada e substituida pelo
equivalente em prata, incorporada ao objeto votivo, furioso por haver
sido enganado, mas nao encontrando nenhum modo de evidenciar a
fraude, pediu a Arquimedes que refletisse sobre isso. E o acaso fez
com que ele fosse se banhar com sua preocupac¢do em mente, e ao
descer a banheira, notou que & medida que 14 entrava, escorria para
fora uma quantidade de agua igual ao volume do seu corpo. Isso
lhe revelou o modo de resolver o problema: sem demora, ele saltou
cheio de alegria para fora da banheira e completamente nu, tomou o
caminho de sua casa, manifestando em voz alta para todos que havia
encontrado o que procurava. Pois em sua corrida ele nao cessava de
gritar, em grego: Eureca [“Encontrei, Encontreil”]. (Martins, 2000,
p. 117).

Essa histéria nao é comprovada como verdadeira, é considerada por muitos
estudiosos como uma lenda nao como um fato historico, no entanto, ela tenta construir
a ideia de que Arquimedes foi um grande génio e de como ele foi engenhoso em suas
ideias e inventos. Também mostra o seu dominio sobre os principios da hidrostatica e
da densidade.

Sobre a vida académica de Arquimedes, sabe-se que provavelmente estudou em
Alexandria, onde aprendeu as bases da Geometria da época que era fundamentada na

obra Os Elementos, de Euclides. Soares afirma que:
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E dado como certo que estudou em Alexandria, considerado um im-
portante centro de Cultura helenistica no Egito. Contactou com
discipulos de Euclides, foi ai contemporaneo do mateméatico e bibli-
otecario Eratostenes de Cirene (276 a.C. — 194 a.C.), do matematico
e astronomo Conon de Samos (c. 280. a.C. - ¢. 220 a.C.)e do
mateméatico Dositeu (c. século IIT a.C.). Siracusa para se dedicar
inteiramente & matemética e onde tera escrito a maior parte das suas
obras. No entanto, tera mantido ligagoes pessoais com Conon, por
quem tinha elevada consideracao e aproveitava para lhe enviar os
trabalhos antes de os publicar. Correspondia-se também com Era-
tostenes, a quem enviou um dos seus tratados, e com Dositeu, um
discipulo de Conon, depois da morte deste. (Soares, 2014, p. 4) .

Com base nesta afirmacao, podemos dizer que Arquimedes teve uma relagao
estreita com os mais importantes cientistas de sua época e estudou no principal centro
académico, cultural e cientifico que existia nesse tempo, a biblioteca de Alexandria.

Apos esse periodo em que esteve estudando em Alexandria ele retornou para
sua cidade natal, onde continuou os seus trabalhos dedicando-se principalmente & Ma-
temética. Sua relagdo com os amigos cientistas em Alexandria foi mantida através de
cartas onde ele enviava seus trabalhos para que os colegas pudessem avalid-los antes
que ele os publicasse. De acordo com Magnaghi e Assis (2019, p. 22 ) "muitas das
cartas de Arquimedes foram enderecadas a cientistas que trabalharam em Alexandria:
Conon de Samos, Dositeu de Pelisium e Eratostenes". Ainda de acordo com Magnaghi

e Assis,

Talvez este seja um dos principais motivos pelos quais muitas das
obras de Arquimedes chegaram até nos, pois era na biblioteca de
Alexandria, anexa ao famoso templo dedicado as Musas, Museu, que
os tratados considerados importantes eram muitas vezes copiados e
as coOpias eram conservadas até em um lugar diferente. Arquime-
des devia conhecer bem a importancia e o funcionamento da bibli-
oteca de Alexandria. Quando escreve a Eratostenes em O Método,

44

ele comenta: “... entendo que alguns dos meus contemporaneos ou
sucessores encontrarao, por meio do método demonstrado, outros te-
oremas que ainda nao me ocorreram”. Ou seja, ele acreditava que
seus trabalhos fossem destinados a posteridade. (Magnaghi e Assis,

2019, p. 22 e 23).

De acordo com relatos de historiadores gregos antigos como Plutarco (45 d. C
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— 125 d. C), a morte de Arquimedes ocorreu em 212 a. C, durante o cerco de Siracusa
na Segunda Guerra Punica, por forcas romanas. De acordo com a historia, mesmo o
cerco a cidade acontecendo, Arquimedes nao parou os trabalhos e estava profundamente
envolvido em seus estudos. No entanto, sobre como ocorreu a morte de Arquimedes

sao apresentadas varias versoes. Mohnsam, afirma que,

Atualmente, acreditamos que Arquimedes morreu em 212 a.C. na
guerra Punica, durante o saque a Siracusa. Sobre a morte de Arqui-
medes existem diversas versoes. De acordo com o relato dado por
Plutarco, Arquimedes estava contemplando um diagrama matema-
tico quando a cidade foi capturada. Um soldado romano o encontrou
e ordenou que fosse se apresentar perante ao General Marcelo, mas
ele se recusou, dizendo que ele tinha de terminar de trabalhar no
problema ("ndo perturbe meus circulos"ou "Ei camarada, afaste-se
de meu diagrama"). O soldado ficou furioso com isso e atravessou o
corpo dele com uma espada. (Mohnsam, 2014, p. 20).

Com base nesse relato de Mohnsam, entendemos que em certo momento Ar-
quimedes foi abordado por um soldado romano que deu ordens para ele se render.
Nao dando atencao as ordens do soldado, Arquimedes teria dito a famosa frase "Nao
perturbe meus circulos", enquanto desenhava na areia trabalhando em um problema
geométrico. Assim, considerando um desacato por parte de Arquimedes, o soldado
acabou dando fim & vida deste grande génio, mesmo com a ordem dada pelo general

romano Marco Claudio Marcelo para poupa-lo. Segundo Magnaghi e Assis

A conquista de Siracusa pelos romanos somente foi possivel em 212
a.C., ap6s um cerco que durou quase trés anos. O consul Marcelo,
que durante todo esse tempo de luta havia adquirido um grande
respeito pelo “velho homem”, ordenou que a vida de Arquimedes fosse
poupada. Apesar disso, segundo a tradigao, Arquimedes acabou
sendo morto por um soldado enquanto estava concentrado nas suas
figuras. (Magnaghi e Assis, 2019, p. 24).

Com a morte de Arquimedes, terminou a vida de um dos maiores pensadores e
matematicos da antiguidade. Vale ressaltar que as circunstancias exatas de como tudo

aconteceu podem ser de dificil comprovagao devido & natureza historica dos fatos e as
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diferentes versoes dos eventos ao longo do tempo. No entanto, a historia de Arquimedes
configura um importante capitulo da histéria da Filosofia, das ciéncias e da Matematica,
deixando um legado que serviu de estudo para a evolugao do conhecimento matemético

nos séculos posteriores & sua vida e obra.

2.2 Contexto histéorico onde estao inseridas as quinze proposi-
coes

As quinze proposicoes as quais nos referimos, objeto de estudo deste trabalho,
estao publicadas em uma das muitas obras atribuidas a Arquimedes e consistem em
teoremas belissimos de Geometria Plana que retratam a riqueza das ideias dos mate-
maticos, fisicos e pensadores gregos daquele periodo.

Essa obra onde essas quinze proposicoes estao publicadas, chamada O livro dos
lemas, foi atribuida a Arquimedes e chegou ao nosso conhecimento como um manuscrito
arabe que foi considerado uma traducao dos textos escritos por Arquimedes em sua
obra original. De acordo com Aaboe (2002, p. 109 ) "este livro foi preservado em uma
versao latina da versao drabe de Thabit ibn Qurrah” denominada Liber Assumptorum.
Segundo Heath (1981, p. 23 ), como o nome de Arquimedes é citado varias vezes em
seu texto, a obra em latim nao pode ser verdadeiramente a de Arquimedes. Acredita-
se que pode ser uma versao escrita por um outro autor, que se baseia numa obra de
Arquimedes, que se perdeu por algum motivo ao longo do tempo. Mohnsam, afirma

que

O Livro de Lemas ou Liber Assumptorum é um tratado sobre a natu-
reza dos circulos, onde tem quinze proposicoes. A copia mais antiga
conhecida do texto esté escrita em arabe. Segundo Thomas Little
Heath, em trabalhos de Arquimedes, argumenta que este livro nao
pode ter sido escrito por Arquimedes (obra apocrifa) na sua forma
atual, uma vez que ele cita o proprio Arquimedes, o que sugere que
foi modificado ou escrito por um outro autor. Talvez o "Lemas"seja
baseado em um uma obra mais antiga, agora perdida, escrita por
Arquimedes. (Mohnsam, 2014, p.27)
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No entanto, nao ha davidas que essas proposicoes publicadas no livro dos le-
mas fazem parte da obra de Arquimedes, onde ele mostra 15 teoremas que envolvem
principalmente os circulos e suas tangentes. Nas demonstracoes desses teoremas po-
demos notar o uso de resultados da Geometria Plana muito importantes que foram
desenvolvidos por outros grandes matematicos gregos anteriores a Arquimedes. Tam-
bém podemos contemplar nestas proposigoes figuras geométricas intrigantes, como o
“arbelos” que despertou a curiosidade desse grande matematico que foi Arquimedes de

Siracusa. Tais figuras estao repletas de propriedades curiosas e interessantes.
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3 ALGUNS RESULTADOS PRELIMINARES IMPORTANTES

Neste capitulo traremos os principais resultados preliminares para as demons-
tragoes das 15 proposicoes do livro dos lemas de Arquimedes.

Os resultados a seguir estao enunciados e demonstrados conforme a obra [3].

3.1 Congruéncia de triangulos

3.1.1 POSTULADO DO TRANSPORTE DE SEGMENTOS

Dados um segmento AB e uma semirreta de origem A’, existe sobre esta semir-

reta um tunico ponto B’ tal que A’B’ seja congruente a AB.
A

BI

Figura 3.1: Postulado do transporte de segmentos
Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

3.1.2 POSTULADO DO TRANSPORTE DE ANGULOS

Dados um angulo AOB e uma semirreta O’ A’ existe em cada um dos semiplanos
! A7 s : T s ! D/ ! AV A
que O’ A’ permite determinar, uma tinica semirreta O’ B" que forma com O’ A" um angulo

A’O'B’ congruente ao angulo AOB.

Figura 3.2: Postulado do transporte de angulos
Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9
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3.1.3 CONGRUENCIA DE TRIAGULOS

Defini¢ao: Um triangulo é congruente (simbolo = ) a outro quando é pos-
sivel estabelecer uma correspondéncia entre seus vértices de modo que: seus lados
sao ordenadamente congruentes aos lados do outro e seus angulos sao ordenadamente

congruentes aos angulos do outro.

B C B' c

Figura 3.3: Defini¢ao de congruéncia de tridgulos
Fonte: Livro Fundamentos de Matemética Elementar. Vol. 9

(

AB=A'B" /A=/A

AABC =AABC' <= { Ac = AC'" /B=/B

BC =B'C'" /C = /("

A definicao de congruéncia de tridngulos da todas as condigoes que devem ser
satisfeitas para que dois triangulos sejam congruentes. Essas condigoes (seis congruén-
cias: trés entre lados e trés entre angulos) sdo totais. Existem “condi¢oes minimas”
para que dois tridngulos sejam congruentes. Sao os chamados casos ou critérios de

congruéncia.

1° CASO: LADO, ANGULO, LADO (L. A. L.)

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes dois lados e o angulo com-
preendido, entao eles sao congruentes.

Admitiremos este resultado como um postulado. Ele indica que, se dois tridangu-
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los tém ordenadamente congruentes dois lados e o angulo compreendido, entao o lado

restante e os dois angulos restantes também sao ordenadamente congruentes.

B C B c

Figura 3.4: Casos de congruéncia de triangulos - L. A. L
Fonte: Livro Fundamentos de Mateméatica Elementar. Vol. 9

Esquema do 12 caso:

AB=A'B

JA= /A LAL AABC = AA'B'C'.

AC = A'C

2° CASO: ANGULO, LADO, ANGULO ( A. L. A.)

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado e os dois angulos a
ele adjacentes, entao esses triangulos sao congruentes.

Os angulos adjacentes ao lado BC sao ZB e ZC, e os adjacentes ao lado B'C’
sao /B' e (.

Figura 3.5: Casos de congruéncia de tridngulos - A. L. A.
Fonte: Livro Fundamentos de Mateméatica Elementar. Vol. 9
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Sejam AABC e ANA’B'C’ dois triangulos tais que:

/B= /B,
BC = B'(C’,
/C=/C".

Entao,

NABC = NA'B'C”

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

Demonstragao: Vamos provar que AB = A’B’ pois com isso recairemos no 1° caso.

T
Pelo postulado do transporte de segmentos, obtemos na semirreta B’A’ um ponto X,

tal que,
XB' = AB.
Assim,
.
BC = B'C'
/B = /B
BA = B'X/
\

Donde obtemos, pelo caso LAL, que:

/BCA = /B'C'X".

Da hipotese |3.1.3] vem,
/BCA = /B'C'A’.

De [3.1.5 segue que,
/BCA = /B'C'X
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e do postulado do transporte de angulos, aplicado ao dngulo /B e ao segmento B'C’,

decorre que A'B’ e C'X interceptam-se num tnico ponto,

X=A"
Dai, e de [3.1.4] decorre que:
A'B' = AB.
Entao:
(
AB=A'B’
/B= /B LA AABC = AABC.
BC = B'C'
\
Esquema do 29 caso:
/B = /B
LAL

BC =B == AABC= AABC.

/C= /2

Dai,

¢

AB=A'B

AABC = NA'B'C! = { /A = /A

AC = A C

32 CASO: LADO, LADO, LADO (L. L. L.)

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes os trés lados, entao esses

triangulos sao congruentes.
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I
A B A B'
Figura 3.6: Casos de congruéncia de triangulos - L. L. L.

Fonte: Livro Fundamentos de Mateméatica Elementar. Vol. 9

Sejam AABC e AA’B'C" dois triangulos tais que:

AB= A'B (3.1.6)
AC = A'C (3.1.7)
BC = B'C’ (3.1.8)

Entao:

AABC = AA'B'C'.

Demonstracgao: Pelo postulado do transporte de angulos e do transporte de

segmentos, obtemos um ponto X, tal que:

/XA'B' = ZCAB (3.1.9)
A’X = AC, (3.1.10)

estando X no semiplano oposto ao de C' em relacao a reta A'B’.
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A B

Figura 3.7: Casos de congruéncia de tridngulos - L. L. L. DEM 1

Fonte: Livro Fundamentos de Mateméatica Elementar. Vol. 9

CI

Figura 3.8: Casos de congruéncia de tridngulos - L. L. L. DEM 11

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

De[3.1.10] e 3.1.7], vem:

A'X = A'C (3.1.11)

Seja D o ponto de intersecao de C'X com a reta A'B’. Entéao

o [3.1.6, [3.1.9, [3.1.10| A" AABC = AA’B'X, como
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AABC = AA'B'X, (3.1.12)
segue que, [3.1.12| = B’X = BC;

. = BX=BC,

B'X = B'C’ (3.1.13)

e 3.1.11] = AA'C'X ¢é isosceles de base CX = LA'C'X = LZA'XC

ZACX = ZAXC (3.1.14)

e [3.1.13| = AB'C’X ¢ isosceles de base C'X = /B'C'X = ZB'XC,

/B'CX = /B'XC/ (3.1.15)

Por soma ou diferenga de [3.1.14] e [3.1.15| (conforme D seja interno ou nao ao

segmento A’B’), obtemos:

ZA'C'B = /A'XB, (3.1.16)

Além disso, temos:

BI1B.I.16,B.1.13 = AA'B'C'=AABX

Assim, por [3.1.12] segue que:

AA'B'C' = AA'B'X = AABC=AABC

Esquema do 32 caso:
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.

A =LA

JB = /B =% AABC=AABC

/C =0
\

Assim,

/A =LA

ANABC=AABC = { /B =B

/C =20

3.1.4 TEOREMA DO ANGULO EXTERNO

Dado um triangulo ABC' e sendo C'—X2 a semireta oposta a C@ , 0 angulo e =
ZACX é o angulo externo do triangulo ABC' adjacente ao angulo ZAC'B e nao adja-
cente aos angulos ZBAC ¢ ZABC.

[
L
L ]

Figura 3.9: Angulo externo

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

O angulo e ¢é o suplementar adjacente do angulo ZC'.

Teorema 1. Um dngulo externo de um tridngulo é maior que qualquer um dos dngulos

internos nao adjacentes.
Ou seja, se um triangulo AABC é tal que o angulo e = ZACX externo adjacente
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a ZACB Entao,

LACX > LBAC e LACX > ZABC

—
Demonstracao. Seja M o ponto médio de AC e seja P pertecente & semirreta BM, tal

que, BM = MP.

Figura 3.10: Angulo externo - DEM

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

Pelo caso LAL, ABAM = APCM, dai,

/ZBAM = /PCM (3.1.17)

Como P é interno ao angulo ACX, vem que:

/ACX > /PCM (3.1.18)

De[3.1.17 e [3.1.18] temos,

/ZACX > ZBAM

Analogamente, tomando o ponto médio de BC e usando angulos opostos pelo

vértice, concluimos que:

/ZACX > ZABM
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4° CASO: LADO, ANGULO, ANGULO OPOSTO (L. A. Ao.)

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado, um angulo adja-

cente e o angulo oposto a esse lado, entao esses triangulos sao congruentes.

Figura 3.11: 4° caso de congruéncia de tridAngulos

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

Sejam AABC e ANA’B'C’ dois triangulos, tais que:

BC = B'C’ (3.1.19)
/B= /B (3.1.20)
JA= LA (3.1.21)

Entao:

NABC = AA'B'C’

Demonstracao: Ha trés possibilidades para AB e A’B/
12) AB=A'B

22) AB < A'B/

32) AB > A'B/

Se a 1* se verifica, temos:

AB=AB, /B=/B, BC=pC 4

AABC = AA'B'C/
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—
Se a 2* se verificasse, tomando um ponto D na semirreta BA tal que BD = A’B’

(postulado do transporte de segmentos), terfamos:

BD=AB, /B=/B, BC=pBC 4

AABC = AA'B'C" = /D = /A,

daf, por [3.1.21] temos ZA = ZA’ o que é absurdo, de acordo com o teorema do angulo
externo no AADC. Logo, a 2% possibilidade nao se verifica. A 3* possibilidade também
nao se verifica, pelo mesmo motivo, com a diferenca de que D estaria entre A e B. Como
s6 pode ocorrer a 1* possibilidade, temos:

Esquema do 42 caso:

BC =B'C/
/B = /B A AABC = AABIC

A =LA

Assim,
AB = A'B
AABC = AA'B'C = S AC = A/CY

/C= /0

\

CASO ESPECIAL DO TRIANGLO RETANGULO
Se dois triangulos retangulos tém ordenadamente congruentes um cateto e a

hipotenusa, entao esses triangulos sao congruentes.
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Figura 3.12: Congruéncia de tridgulos retangulos

Fonte: Livro Fundamentos de Mateméatica Elementar. Vol. 9

Sejam AABC e AA’B'C" dois triangulos tais que:
LA =LA retos)

AB=A'B
BC = B'C’(hipotenusa ) (3.1.22)

Entao:

AABC = AA'B'C

- . . . 0
Demonstragao: Tomemos o ponto D na semirreta oposta & semirreta A’C’ tal que

A’D = AC (postulado do transporte de segmentos)

;

AB = A'B’

JA= A X AABC = AABD.

AC=AD

Implicando que,

BC = B'D (3.1.23)

/C = /D. (3.1.24)
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Assim,

13.1.23/e[3.1.22) =  B'C’ = B'D = AB'C'D (isosceles de base C'D ).

Dai,
C'D = £ZC' = £D.
Como,
/C" = /D. (3.1.25)
Entao,

1B.1.24le[3.1.25 = ZC = £C'.
Considerando agora os triangulos ABC e A'B’'C/, temos:

4
BC = B

LAAo

/C=/C = AABC = AA'B'C.

A =LA
\

3.2 Paralelismo

Defininigao (Retas paralelas): Duas retas sao paralelas (simbolo: //) quando sao

coincidentes (iguais) ou sdo coplanares e ndo tém nenhum ponto comum:

b

R

a=b=a/b

Figura 3.13: Retas paralelas - DEF.

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9
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aCa,bCa,anb=2= a//b

Observagao: « ¢ o plano que contem as retas a e b.
Sejam a e b duas retas distintas, paralelas ou nao, e t uma reta concorrente com

a e b: 1°) t é uma transversal de a e b;

t
a 1 /2

4 /3

Figura 3.14: Reta transversal

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

2°) dos oito angulos determinados por essas retas indicados na figura 14, chamam-

se angulos:

alternos: 1 e 7, /2 e /8, /3 e /5 /4 e /6
correspondentes: /1 e /b5, /2 e /6, /3 e [T, /4 e /8

colaterais: 1l e /8, /2 e LT, /3 e /6, Z4 e /5

1°) Com mais detalhes podemos ter:
Alternos internos: /3 e /b5, Z4 e /6

Alternos:
Alternos externos: Z1 e /7, /2 e /8

Colaterais internos: Z3 e Z6, Z4 e /5
Colaterais:

Colaterais externos: /1 e /8, /2 e /7

2°) A congruéncia de dois angulos alternos de um dos pares
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(por exemplo, /1 = £7 ) equivale a

a) a congruéncia dos angulos de todos os pares de dngulos alternos
42 e /8, L3 e /b5 /4 e /6
b) a congruéncia dos angulos de todos os pares de angulos correspondentes

/1 e /5 /2 e /6, /3 e /T, /4 e /8

¢) a suplementaridade dos dngulos de todos os pares de colaterais

L1448 = L2447 = £3+£6 = L4+25 = 180°

3.2.1 EXISTENCIA DA PARARELA

Se duas retas coplanares distintas e uma transversal determinam angulos alter-
nos (ou angulos correspondentes) congruentes, entao essas duas retas sao paralelas.

Se o = 3, entdo a//b.

ou

a=pf = a//b

Figura 3.15: Existéncia da paralela

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

Demonstragao: Se a e b nao fossem paralelas, teriamos um ponto P em comum e

anb={P}. Sendoant={A}ebnt={B} terfamos o triangulo ABP.
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Figura 3.16: Existéncia da paralela - DEM

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

Pelo teorema do angulo externo aplicado ao AABP, teriamos:

a> foupf > a,

o que ¢é absurdo, de acordo com a hipdtese. Logo, as retas a e b sao paralelas.

3.2.2 POSTULADO DE EUCLIDES

Por um ponto passa uma tunica reta paralela a uma reta dada.

Com base nesse axioma podemos provar o reciproco do teorema anterior. E o
que segue.

Se duas retas paralelas distintas interceptam uma transversal, entao os angulos

alternos (ou os angulos correspondentes) sdo congruentes.

Figura 3.17: Postulado das paralelas

Fonte: Livro Fundamentos de Mateméatica Elementar. Vol. 9
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Sea#b e a//b,entdoa=pf
ou

a#b, a//b = a=p

Demonstragao: Se a e § nao fossem congruentes, existiria uma reta x, distinta de
b, passando por P, {P} = bNt, tal que: o angulo entre x e t =/’ alterno de o e
f" = a. Pelo teorema da existéncia, « = ' = x//a.

Por P teriamos duas retas distintas, x e b, ambas paralelas a reta a, o que ¢

absurdo, pois contraria o postulado das paralelas.

Figura 3.18: Reciproca da existéncia da paralela

Fonte:Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

Logo, a é congruente a f3.

3.3 Angulo inscrito

Definigao: Angulo inscrito relativo a uma circunferéncia de centro O é um angulo que
tem o vértice na circunferéncia e os lados sao secantes a ela.
Na figura 3.19, ZAV B é angulo inscrito, arc AB é o arco correspondente ao arco

subentendido, ZAOB é o angulo central correspondente ao angulo inscrito ZAV B.
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Figura 3.19: Angulo inscrito - DEF.

Fonte:Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

3.3.1 MEDIDA DO ANGULO INSCRITO

Um angulo inscrito é metade do angulo central correspondente ou, de outra
maneira, a medida de um angulo inscrito ¢ metade da medida angular do arco corres-

pondente.

Demonstracao: Seja angulo ZAVB o angulo inscrito de medida o e ZAOB o angulo

central correspondente de medida 5. Vamos provar que:

_arc AB

Figura 3.20: Medida do angulo inscrito.

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

Temos trés casos a considerar:
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12 caso: O centro O estd em um dos lados do angulo.

Figura 3.21: Angulo inscrito - 1° caso.

Fonte: Livro Fundamentos de Mateméatica Elementar. Vol. 9

22 caso: O centro O ¢é interno ao angulo.

Figura 3.22: Angulo inscrito - 29 caso.

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

32 caso: O centro O ¢é externo ao angulo.
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Figura 3.23: Angulo inscrito - 3 caso.

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

No 19 caso:

OV = OA (raio) = AOVA isosceles = ZAVB = ZOAV = «a

£ é angulo externo no triangulo AOVA

=0=/A4+V=0F0=a+a= [=2a.

Logo,

™

E, considerando a medida angular do arco AB, temos § = arc AB, entao

arc AB
5

No 29 caso:

Sendo C ponto de intersecao de v—o> com a circunferéncia e, sendo ZAVC = ay,

/AOC =3y, ZCVB=ay e ZCOB = 3, temos o que segue:
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Caso 1: 1 = 20y
= 1+ P2 =2(g + ) = = 2a.
Caso 2: B3 = 2ap

Logo,

a=bB
2

E, considerando a medida angular do arco AB, temos 5 = arc AB, entao:

arc AB
2

o =

No 32 caso:
Sendo C ponto de intersegao de \m com a circunferéncia e, sendo /ZBVC = ay,

/BOC = 3,, ZAVC =ay e ZAOC = 35, temos o que segue:

Caso 1: 1 = 20y
= 01— =21 — ) = = 2a.

Caso 2: B3 = 2an

Logo,

|

E, considerando a medida angular do arco AB, temos 5 = arc AB, entao:

arc AB
2

3.4 Angulo de segmento ou angulo semi-inscrito

Definicao: Angulo de segmento ou dngulo semi-inscrito relativo a uma circunferéncia
¢ um angulo que tem o vértice na circunferéncia, um lado secante e o outro tangente a

circunferéncia.
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Figura 3.24: Angulo de segmento.

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

Na figura 3.24, o angulo formado entre a semirreta ¢ e o segmento AB de medida
a é o angulo de segmento, arcAB é o arco correspondente ou subtendido, ZAOB = 3

é o angulo central correspondente ao angulo semi-inscrito.

3.4.1 MEDIDA DO ANGULO DE SEGMENTO

Um angulo de segmento é metade do angulo central correspondente, ou a medida

de um angulo de segmento ¢ metade da medida angular do arco correspondente.

arc AB
2

a=—- ou o=
2

Demonstragao: Temos trés casos possiveis:
12 caso: O angulo de segmento ¢ agudo, ou seja, 0 < a < 90°. No triangulo

isosceles, de base AB, AOAB calculemos a medida do angulo ZA:

LA+ B+ =180°= LA+ LA+ 3 =180 = 2ZA =180° - B =

ZA =90° — g (3.4.1)

Como t é tangente a circunferéncia, temos,
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a+ ZA =90° =
/A =90° — a. (3.4.2)

De e decorre que:

o =

B
5"
Assim, considerando a medida angular do arco AB, segue que,

B arc AB
o= 5

22 caso: O angulo de segmento é reto, ou seja, « = 90°. Neste caso, o segmento
AB é um diametro, dai 5 = 180°, entao o resultado é valido.

32 caso: O angulo de segmento é obtuso, ou seja, 90° < a < 180°. Usando
o adjacente suplementar do dngulo de segmento, recai-se no 1° caso. Portanto, esta

demonstrado o resultado.

3.5 Teorema de Tales

Se duas retas sao transversais de um feixe de retas paralelas, entao a razao entre
dois segmentos quaisquer de uma delas é igual a razao entre os respectivos segmentos
correspondentes da outra. Ou seja:

Se AB e C'D sao dois segmentos de uma transversal e A’B’ e C' D’ os respectivos
correspondentes da outra, entao

AB A'B

D COD
Demonstragao:

12 caso: AB e CD sao comensuraveis.
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:D/ _________________ D'

Figura 3.25: Teorema de Tales - 1° caso

Fonte: Livro Fundamentos de Mateméatica Elementar. Vol. 9

Existe um segmento x que é submultiplo de AB e de CD. Dai, por divisao,

temos

+ p
. (3.5.1)

Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisao de AB e CD (vide figura 3.25) e

aplicando a propriedade anterior, novamente por divisao vem:

AB =px | . AB
= _P (3.5.2)
D q

C'D' = gx’

Comparando e , temos:

AB AB

Ch COD
29 caso: AB e CD sao incomensuraveis.

Nao existe segmento submiiltiplo comum de AB e CD.
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Figura 3.26: Teorema de Tales - 2° caso

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

Tomamos um segmento y submultiplo de CD (y cabe um certo niimero inteiro
n de vezes em CD), isto é:

CD=n-y.

Por serem AB e CD incomensuraveis, marcando sucessivamente y em AB, para um

certo nimero inteiro m de vezes acontece que:

m-y < AB < (m + 1)y.

Operando com as relagoes acima, vem:

(3.5.3)

my < AB < (m+ 1)y sm_AB _m+l
D - n CD n
ny = CD = ny

Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisao de AB e CD e aplicando a

propriedade anterior, vem:

C'D’ = ny’

my’ < A’B’ < (m+ 1)y’
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Operando com as relacoes acima, temos:

my’ < A’B’ < (m + 1)y’ . m A'B _ m+ 1
n

= — < = (3.5.4)
C'D! n

ny’ = C'D’ = ny’
Ora, y é um submailtiplo de CD que se pode variar; diminuindo y, aumentamos

n e nestas condigoes 7 e mT“ formam um par de classes contiguas que definem um

A'B’
oD

dnico nimero real, que é % pela expressao [3.5.3], e é

pela expressao |3.5.4, Como

esse numero € Unico, entao:

AB A
Ch (D’
Vale também a igualdade:
AB  CD
A/B/ - CID/

que permite concluir que:

A razao entre segmentos correspondentes é constante.

3.6 Semelhanca de triagulos

Definigao: Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, possuem os trés
angulos ordenadamente congruentes e os lados homoélogos proporcionais.

A

Figura 3.27: Semelhanca de tridngulos - DEF.

Fonte: Livro Fundamentos de Mateméatica Elementar. Vol. 9
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AABC ~AABC' &S /B=/B e & —b _

~ : semelhante.
Dois lados homologos (homo = mesmo, logos = lugar) sao tais que cada um
deles esta em um dos triangulos e ambos sao opostos a angulos congruentes.

3.6.1 RAZAO DE SEMELHANCA

Sendo k a razao entre os lados homologos, ou seja

k é chamado razao de semelhanca dos triangulos.
Se k =1, os triAngulos sao congruentes.
3.6.2 CASOS OU CRITERIOS DE SEMELHANCA

12 CASO: ANGULO, ANGULO (A. A.)
Se dois triangulos possuem dois angulos ordenadamente congruentes, entao eles
sao semelhantes. Ou seja:

Sejam os triangulos AABC e AA'B'C’, se

/A=/A,/B=/B,

entao,

NABC ~ A'B'C".

Demonstracgao: Vamos supor que os tridngulos nao sao congruentes e que AB = A'B’.

Seja D um ponto de AB tal que AD = A’B’ e o triangulo ADE com /D = /B’ e E no
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lado AC.

Figura 3.28: Semelhanca de triangulos - 1° caso.

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

/A=/N, AD=AB, /D=/B*%

AADE = AAB'CY =
/B=/B e /B =/D=
/B = /D= DbB//BC =
AABC ~ AADE =
AABC ~ AA'B'C.

22 CASO: LADO, ANGULO, LADO (L. A. L.)

Se dois lados de um triangulo sao proporcionais aos homologos de outro triangulo
e os angulos compreendidos sao congruentes, entao os triangulos sao semelhantes.
Demonstragao: A demonstracao é analoga a do 1° caso, usando-se o caso de con-
gruéncia LAL (em lugar de ALA) e o teorema fundamental.

O esquema deste caso é o que segue:
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B 3 C
Figura 3.29: Semelhanga de triangulos - 2° caso.

Fonte: Livro Fundamentos de Mateméatica Elementar. Vol. 9

b

C
g:g:k (§] lAElAlZ}

AABC ~ AA'B'C' =

S:k, <B=/B, /C=/C.
3° CASO: LADO LADO LADO (L. L. L)

Se dois triangulos tém os lados homoélogos proporcionais, entao eles sao seme-
lhantes.
Demonstracao: A demonstracao deste caso é andloga a do 1° caso, usando-se o caso
de congruéncia LLL (em lugar de ALA) e o teorema fundamental.

O esquema deste caso é o que segue:

A b

B
Figura 3.30: Semelhanca de triangulos - 3° caso.

Fonte: Livro Fundamentos de Matematica Elementar. Vol. 9

b

C
¢ b

a
— k =
a/

AABC ~ AA'B'C' =
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/A=/N, /B=/B, /C=/C.

3.7 Relagoes métricas no triangulo retangulo

Os resultados que seguem estao enunciados e demonstrados conforme [10]

Proposigao: Seja ABC um triangulo retangulo em A, com catetos AB = ¢, AC =be

hipotenusa BC' = a. Sendo H o pé da altura relativa a hipotenusa, CH = z, BH =y

e AH = h, temos:

Demonstragao:

(a) e (b) Como

/AHB = ZCAB e ZABH = ZCBA

os triangulos BAH e BCA sao semelhantes pelo caso A. A., com a correspondéncia de

vértices A <> C,H <> A, B < B. Assim,

Al

ou, ainda,

Portanto, ah = bc e ay = ¢

A relacdo ax = b? é provada de maneira anéloga.
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A & B

Figura 3.31: Relagbes métricas no tridngulo retangulo

Fonte: Livro Geometria, colegago PROFMAT.

(¢) Somando membro a membro as relagoes em (b), obtemos a igualdade a(x + y) =
b? + ¢2. Mas desde que x + vy = a, nada mais hé a fazer.
(d) Multiplicando membro a membro as duas relagoes do item (b), obtemos

a? - xy = (bc)? ou, ainda,

2
e (2

onde utilizamos o item (a) na tltima igualdade acima.

O item (c) da proposigao acima ¢é o famoso Teorema de Pitagoras.

3.8 Quadrilatero inscritivel

Definicao: Um quadrilatero é dito inscritivel em uma circunferéncia se, existe uma

circunferéncia que passa pelos seus quatro vértices.

Proposigao: Se um quadrilatero convexo ABC'D de lados AB, BC', C'D e DA, é ins-
critivel em uma circunferéncia, entao, uma qualquer das condigoes a seguir é satisfeita.
(a) ZBAD + £BCD = 180°
(b) ZBAC = ZBDC

Demonstragao:

(a) Suponhamos que ABCD seja inscritivel. Entao, pelo teorema do angulo
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inscrito, temos

2(£/BAD + ZBCD) = 360° = ZBCD + ZBAD = 180°

D

B

Figura 3.32: Quadrilatero inscrito

Fonte: Livro Geometria, colegago PROFMAT.

(b) Como ZBAC e ZBDC subtendem ao mesmo arco BC, entao,

/ZBAC = ZBDC.

Portanto, Se ABCD, entao, Z/ZBAD + ZBCD = 180° e Z/ZBAC = /BDC, ou

ainda,

ABCD é inscritivel = ZBAD + ZBCD =180° e /ZBAC = /ZBDC
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4 O0OS 15 LEMAS DE ARQUIMEDES

Neste capitulo iremos enunciar e fazer as demonstragoes das 15 proposi¢oes do

livro dos lemas de Arquimedes, que trataremos aqui como os 15 lemas de Arquimedes.

4.1 Lema 1l

Lema 4.1. Se dois circulos se tocam em A e tém didmetros paralelos em BD e EF,

entao os pontos A, D e F ou os pontos A, B e E estao sobre a mesma reta.

Demonstracao. Tem-se dois casos a considerar, no primeiro caso um circulo é interior
ao ouro, no segundo caso os dois circulos sao exteriores. Vamos demonstrar o primeiro
caso, a demonstracao do segundo caso é analoga.

Sejam O e C os centros dos circulos de diametros EF e BD respectivamente, OC

¢ a diferenca entre AO e AC. Trace DH paralelo a AO e tocando OF em H.

Figura 4.1: Lema 1-1

Fonte: Autoria propria

OCDH é um paralelogramo, entao,

OH = CD. (4.1.1)
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CD = AC, (4.1.2)

pois, sdo medidas do raio do circulo de diametro BD. De [f.1.T]e {.1.2], tem-se que,

OH = AC. (4.1.3)

Agora, veja que,

OF = A0, (4.1.4)

pois, OF e AO sao medidas do raio do circulo de diametro EF. Fazendo - ,

obtemos:
OF —OH =A0 - AC =
HF = CO.
Como, CO = DH, entéo,
HF = DH.

Figura 4.2: Lema 1 - II

Fonte: Autoria propria
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Portanto, o triangulo DHF ¢ is6sceles de base DF' e

/HDF = ZHFD.

Agora considerando que o triangulo CAD é isosceles de base AD, entéao,

ZCAD = ZADC,

dai, como AQO é paralelo a DH e CD é paralelo a OF, temos,

ZACD = ZDHF.

Portanto, nos triangulos isésceles CAD e DHF, temos que os angulos dos vértices

sao iguais, dai os angulos das bases também sao iguais, logo,

/CAD = /ADC = /DFH. (4.1.5)

Adicionando ZCDF em ambos os lados da igualdade [4.1.5] obtemos,

ZADC + ZCDF = ZCDF + ZDFH

como ZCDF e ZDFH sao angulos colaterais internos nas paralelas CD e OF, temos,

ZCDF + ZDFH = 180°,

dai,

ZADC + ZCDF = 180°,

segue que, os pontos A, D e F estao alinhados.

29



4.2 Lema 2

Lema 4.2. Seja AB o didmetro de um semicirculo e sejam as tangentes a ele em B e
em qualquer outro ponto D do semicirculo, que se encontram em T. Se tracarmos DE

perpendicularmente a AB, e se AT e DE se encontram em F, entio EF = FD.

» H

.

> g

E B

Figura 4.3: Lema 2 -1

Fonte: Autoria propria

Demonstrag¢ao. Sejam os prolongamentos de AD e BT que se encontram em H. O
angulo ADB no semicirculo é reto, portanto o dngulo BDH é também reto. Dai BH
também é didmetro de um circulo e como TB = TD, T é o centro deste circulo.

Portanto, HT = TB.

H
D
T
A E -B

Figura 4.4: Lema 2 - II

Fonte: Autoria propria
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Veja que, ED é paralelo a BH, dai o triangulo BAT é semelhante ao triangulo

EAF, pelo caso angulo angulo, pois, /ZBAT = ZEAF e ZABT = ZAEF. Assim, temos,

TB AB
EF EA

Pelo mesmo critério os triangulos BAH e EAD sao também semelhantes, dai,
AB BH
EA ED

De e obtemos,
TB BH
EF  ED

Agora como TB = TH, temos,

BH = 2TB

TB —
EF

E, como,
ED = EF + FD, (4.2.5)
entao,
EF = FD
como queriamos demonstrar. O
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4.3 Lema 3

Lema 4.3. Seja P um ponto qualquer de um semicirculo de didmetro AB, e seja

PN um segmento perpendicular a« AB. Tome D sobre AB tal que AN = ND. Se

arc PQ = arc AP, entio BQ = BD.

Figura 4.5: Lema 3 -1

Fonte: Autoria propria

Demonstracao. Trace os segmentos AP, PQ, DP e DQ. Como arc AP = arc PQ, temos,

AP = PQ. (4.3.1)

Nos triangulos AANP e ADNP, temos AN = ND, ZANP = /DNP e PN &
lado comum, logo pelo caso lado angulo lado (L.A.L.) estes triangulos sdo congruentes.
Segue que,

AP = PD. (4.3.2)

Agora por e temos,

PQ =PD
dai, o triangulo PDQ é iséscele de base DQ), logo,

/PQD = /PDQ
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Figura 4.6: Lema 3 - II

Fonte: Autoria propria

Como APQB é um quadrilatero inscrito em um circulo, temos,

/PAD + /PQB = 180°. (4.3.3)

Note que, o tridangulo ADP é isésceles de base AD, dai,

/PAD = /ADP. (4.3.4)

Como os angulo ADP e PDB sao suplementares, entao,

/ADP + /PDB = 180°. (4.3.5)
De e temos,

/PAD + /PDB = 180° (4.3.6)
e de[d.3.3], [4.3.4) ¢ [4.3.6], vem,

/ZADP + /PQB = ZADP + ZPDB =

/PQB = /PDB. (4.3.7)

Como
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/PQD = /PDQ
/PQD + /DQB = /PQB (4.3.8)
/PDQ + ZQDB = /PDQ.

Concluimos de [£.3.7 ¢ [£.3.8] que,

/DQB = /QDB,

logo, o triangulo BDQ é is6scele de base DQ e segue o que queriamos demonstrar

4.4 Lema 4

Lema 4.4. Se AB for o diametro de um semicirculo e N qualquer ponto de AB, e
se dois semicirculos forem descritos dentro do primeiro semicirculo tendo AN e BN
como didmetros, respectivamente, a figura incluida entre as semicircunferéncias dos
trés semicirculos € o que Arquimedes chamou um "Arbelo”; e sua drea € igual a drea
do circulo que tem PN como didmetro, onde PN € perpendicular a AB e encontra o

semicirculo original em P.

Figura 4.7: Lema 4

Fonte: Autoria propria
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Demonstracao. Temos,

AB = AN + BX,

elevando os dois lados desta igualdade ao quadrado, obtemos,
AB = AN+ BN) =

AB°=AN’ + BN +2.AN.BN (4.4.1)

Note que, AAPB é um triangulo retangulo em P, entao pelas relagoes métricas

no triangulo retangulo, temos,

PN’ = AN - BN, (4.4.2)

substituindo [4.4.2| em [4.4.1}, vem,

AB’ = AN 4+ BN + 2PN, (4.4.3)

multiplicando-se todos os termos da igulade por %, obtemos,

T =2 M =2 T === T2
—+AB"=—--AN +—--BN + —PN =
s s AN TR Y
Te—2 T —=2 T =2 T =2
—PN"=—-AB"——--AN — - .BN =
4 8 8 8
= 2
PN — — —
r(—) =2.a8°- 2. AN - 2. BN (4.4.4)
2 8 8 8
. —\2
Mas, % ¢ o raio do circulo de diametro PN, logo 7 - (%) é a area do circulo de
diametro PN.
Por outro lado, sejam ? o raio do semicirculo de diametro AB, @ o raio do

semicirculo de diametro AN e % o raio do semicirculo de didmetro NB. Entao,



- AN

e

oo L (ANY_
AN—27T 9 =

— 2
1 BN T ——2
=—-m-|— ) =—=-BN
Snp =50 ( 2 > 8 ’
onde, Sag,San € Snp sao as areas dos semicirculos de diametros AB, AN e BN, res-

pectivamente.

A area S, do arbelo, é dada por:
S = SAB — San — Sy =

™ =2 e T ===2
S=—--AB " ——--AN — - .BN 4.4.5
8 8 8 ( )

Portanto, de e 4.4.5, obtemos,

— 2
PN
s=n (7).

ou seja, a area do arbelo é igual a area do circulo de diametro PN, como queriamos

demonstrar. N

4.5 Lema 5

Lema 4.5. Seja AB o didgmetro de um semicirculo, C' qualquer ponto em AB, e CD
perpendicular a ele, e sejam descritos semicirculos dentro do primeiro semicirculo e
tendo AC e BC como didmetros. Entao, se dois circulos forem tracados tocando C'D
em lados diferentes e cada um tocando dos dois semicirculos, os circulos assim tracados

serao congruentes.
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A C B
Figura 4.8: Lema 5 -1

Fonte: Autoria propria

Demonstracao. Sejam E, F e G as intersecoes do circulo a esquerda do segmento CD
com o segmento CD, o semicirculo de didmetro AB e o semicirculo de diametro AC,
respectivamente.

Tracemos EH, diametro do circulo a esquerda do segmento CD, paralelamente
a AB. Tracemos também FH, AH, EF e BE. Como EH é paralelo & AB entao, pelo
lema 1, temos que os pontos A, F e H estao alinhados e os pontos, B, E e F também
estao alinhados. Pela mesma razao estao alinhados os pontos A, G e E e os pontos C,
G e H. Fagamos o prolongamento de AF encontrar CD em D e o prolongamento de
AE encontrar o semicirculo externo em I. Agora, tracemos BI e DI.

Como os angulos AFB e ACD sao retos, os segmentos CD e BF sao as alturas
relativas aos lados AB e AD, respectivamente, do tridngulo ABD que se encontram no
ponto E. Logo o ponto E ¢ o ponto de encontro das trés alturas deste triangulo e como,
Al passa pelo ponto E, Al é a altura relativa ao lado BD do tridngulo ABD. Portanto,
AT é perpendicular ao segmento BD, logo B, I e D estao alinhados.

/ZAGC e ZAIB sao angulos retos, entao CH é paralelo para BD. Dali, pelo

teorema de Tales, segue que,

(4.5.1)

Silks!
Sl
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O triangulo ACD ¢ semelhante ao triangulo HED, pois AC//HE.

Figura 4.9: Lema 5 - II

Fonte: Autoria propria

Assim, temos,

AD AC
H E
De 5.0 e [I52 vem,
AB AC
_ = == =
BC HE
AC-BC = AB-HE. (4.5.3)

Procedendo da mesma maneira, se d for o didmetro do outro circulo, podemos mostrar

que:

AC-BC=AB-d, (4.5.4)

dai, por [£.5.3] e [£.5.4] concluimos que:

e os circulos sao congruentes. O
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4.6 Lema 6

Lema 4.6. Seja AB o diametro de um semicirculo, dividido em C de modo que AC =
%@ (ou em qualquer propor¢ao). Descreva dois semicirculos dentro do primeiro com
AC' e CB como didmetros e suponha um circulo tra¢ado tocando todos os trés semicir-

culos. Se GH for o didmetro deste circulo, podemos encontrar uma relagao entre GH

e AB.

Demonstracao. Tome o diametro GH do circulo, paralelo a AB, e sejam D,E e F os
pontos em que o circulo toca os semicirculos de diametros AB, AC e BC, respectiva-
mente.

Trace os segmentos AG, GD, BH e DH. Pelo lema 1, os pontos A, G e D, estao
alinhados e os pontos B, H e D também estao alinhados. Também pelo lema 1, estao
alinhados os pontos A, E e H, os pontos B, F e GG, os pontos C,E e G e os pontos C, F
e H.

Seja I o ponto de encontro de AD com o semicirculo de didmetro AC e K o

ponto de encontro de BD com o semicirculo de didmetro BC.

Figura 4.10: Lema 6 - I

Fonte: Autoria propria

Trace os segmentos CI e CK que encontram AE e BF em L e M, respectivamente
e faca os prolongamentos de GL e HM encontrarem AB em N e P, respectivamente.

No triangulo AGC, temos que IC é perpendicular & AG e AE é perpendicular
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a CG, assim IC e AE sao as respectivas alturas relativas aos lados AG e CG deste
tridngulo e se encontram no ponto L. Sabe-se que as trés alturas de um tridngulo se
intersectam num mesmo ponto e, como GN passa por L, entao GN ¢é a altura relativa
ao lado AC do triangulo AGC e, portanto, é perpendicular a AC. De maneira anéloga,
podemos verificar que HP é perpendicular a BC.

Observe que, como os angulos em I, K e D sao retos, entao CK é paralelo a AD

e 1C pararelo a BD.

A N c P B
Figura 4.11: Lema 6 - II

Fonte: Autoria propria

Portanto, pelo Teorema de Tales, temos,

AC AL

BC HL
(§

AL AN

HL NP
de e vem,

AC AN

BC NP

novamente, pelo Teorema de Tales, temos,
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BC BM

AC GM
e

BM BP

GM NP
de [4.6.4] e [1.6.5], obtemos,

BC BP

AC NP
segue-se, das proporc¢oes e que,

AN NP

NP BP

Por isso, dizemos que AN, NP e BP estdo em proporcio continua. Agora, sendo AC =

CB, entao substituindo em , segue que,

[N [eN]

SBC AN
—_— = — i
B p
3
N = §NP, (4.6.8)
mas, por [£.6.7] ¢ [£.6.8] vem,
2
3
Sxp = NP
2
3
P=-BP =
2
NP 2 6
=== 4.6.9
BP 3 4 ( )
NP 6
= = 4610
BP 4 ( )

substituindo [4.6.9] em [4.6.8] encontramos,
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AN 9
P
Agora, veja que,
BP
BP
dai, somando-se as proporcoes 4.6.10, 4.6.11| e [4.6.12|, obtém-se,
AN NP BP9 6
BP BP BP 4 4
AN+NP+BP 9+46+4 N
BP 4
AB 19
BP 4 ( )

pois, AB = AN + PN + BP. Dai, dividindo-se [4.6.13| por |4.6.10, obtemos,

1.
4

como, GH = NP , segue que,
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6
H=—-AB.
G 19

Analogamente podemos encontrar GH a partir de qualquer outra razio dada

entre AC e BC.

De fato, se AC = k- BC, onde k = ¥, com a e b nimeros inteiros positivos,

entdo de [4.6.8] temos,

AN = %W. (4.6.14)
E da propor¢ao [4.6.9] vem,
NP = 2PB =
b
BP b b?
BE_b_ b 4.6.15
P a ab ( )
NP ab
— = 4.6.16
BP b2 ( )

substituindo [4.6.15] em [4.6.14] encontramos,

a

a a——
N=—-.-PB=—

b b R
BP ©?
_— = — =
AN  a?

AN  a?

BP b? ( )

Agora, veja que,
BP
BP

dai, somando-se as propor¢oes [4.6.16], [4.6.17] e [4.6.18], obtém-se,
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>
z
3
p—U
o
=
gl\’)
Q
S

P b2
AB  a®+ab+ 1
= 7 4.6.19
BP b? ( )
pois, AB = AN + NP + BP, dividindo-se [4.6.19| por [4.6.16| obtemos,
AB NP _a+ab+¥ ab
BP BP b? b2
AB BP  a®+ ab+ b* b?
— == _=
BP NP b? ab
AB  a’+ab+1?
— = =
NP ab
— ab S
NP=———--AB
aZ + ab + b2 ’
ou seja,
_ ab _
H=———--AB
G a? + ab + b?
O
4.7 Lema 7

Lema 4.7. Se circulos sao circunscritos e inscritos em um quadrado, o circulo cir-

cunscrito € o dobro do circulo inscrito.

Demonstracao. Sejam 11 e ro as medidas dos raios dos circulos inscrito e circunscrito

ao quadrado, respectivamente e sejam AB e AC as medidas do lado e da diagonal do
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quadrado, respectivamente. Desse modo, temos,

 AB
1'1—7
_AC
1‘2—7

Figura 4.12: Lema 7

Fonte: Autoria propria

Sabe-se que a area S de um circulo de raio r é dada por:

S=m-r°

Se S; e Sy sao as areas dos circulos inscrito e circunscrito ao quadrado, respec-

tivamente, entao,
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mas, como AC=AB- \/5, temos,

(AB-v2P _, BB

Sy =7 - y L

como queriamos demonstrar. O]

4.8 Lema 8

Lema 4.8. Se AB for qualquer corda de uma circunferéncia cujo centro é O, e se AB
for prolongada até C de modo que BC' seja igual ao raio; além disso, se CO encontra
o circulo em D e for prolongado para encontrar o circulo novamente em E, entao o

arco AE serd igual a trés vezes o arco BD.

Figura 4.13: Lema 8 - |

Fonte: Autoria propria

Demonstragao. Trace a corda EF paralela a AB, trace OB e OF'. Faga o prolongamento
de AB encontrar o prolongamento de OD no ponto C, de maneira que, BC seja igual

ao raio do circulo, trace OE e OA. Pelo teorema do angulo inscrito, temos,

/DOF = 2/0EF (4.8.1)
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e como AC e EF sao paralelas, segue que,

Z/OEF = Z/OCB, (4.8.2)

de FET] 52 vem,
/DOF = 2/0CB, (4.8.3)

o triangulo OCB é isosceles de base OC, logo,

/BOD = Z/OCB (4.8.4)

substituindo [4.8.4] em{4.8.3], obtemos,

/ZDOF = 2/BOD

Figura 4.14: Lema 8 - II

Fonte: Autoria propria

Note que, ZDOF + ZBOD = ZBOF, dai,

/BOF = 3/BOD,

ou seja,

arc BF = 3arcBD.
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Agora, pelo teorema do angulo externo no triangulo BCO, temos,

ZABO + ZBOD = /ZBCO =

ZABO = 2/B0OD

pois, ZBOD = ZBCO. Como ABO é um triangulo isosceles de base AB, temos,

Z0AB = ZABO

pelo teorema do adngulo externo no triangulo AOC, vem,

ZOAB + ZBCO = ZAOE =

Z0AB + ZBOD = ZAOE

Substituindo ZOAB por ZABO = 2/BOD, obtemos,

ZAOE =2/BOD + ZBOD = 3ZBOD

Figura 4.15: Lema 8 - III

Fonte: Autoria propria

Portanto,

arc BF = 3arc BD

como queriamos mostrar.
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4.9 Lema 9

Lema 4.9. Se em um circulo duas cordas AB e C'D que nao passam pelo centro se

cruzam formando dngulos retos, entao

arc AD 4+ arc BC = arc AC 4 arc BD.

Demonstracao. Seja O o ponto de encontro das cordas AB e CD. Trace o diametro EF

paralelo a AB tocando CD em H.

C

Figura 4.16: Lema 9 - I

Fonte: Autoria propria

Se I é o centro do circulo, entao os triangulos HID e HIC sao congruentes pelo
caso cateto hipotenusa, pois, ZCHI = ZDHI = 90°, HI é cateto comum e as hipotenusas

DI e CI sao ambas iguais ao raio do circulo. logo,

DH = CH,

dai,

arc ED = arc EC.
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C

Figura 4.17: Lema 9 - II

Fonte: Autoria propria

O diametro EF divide o circulo nos semicirculos EDF ¢ ECF . Como

arc ED = arc AE + arc AD = arc CE

e
arc CF 4 arc CE = 180°,
entao,
arc CF + arc AE + arc AD = 180°. (4.9.1)
Agora note que, a corda AB é paralela ao didmetro EF, por isso segue que,
arc AE = arc BF (4.9.2)
e
arc BC = arc CF + arc BF, (4.9.3)
de e vem,
arc BC = arc CF 4 arc AE. (4.9.4)
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Logo, substituindo [£.9.4 em [4.9.1] obtemos,

arc AD + arc BC = 180°.

Portanto, somando-se a parte restante da circunferéncia, obtemos um arco de
medida igual 180° , ou seja,

arc AC + arc BD = 180°.

Dai,
arc AD 4+ arc BC = arc AC + arc BD.

4.10 Lema 10

Lema 4.10. Suponha que TA e T' B sejam duas tangentes a um circulo, enquanto T'C
o corta em dois pontos. Seja BD a corda que passa por B paralelo a TC, e seja a
corda AD que encontra TC em E. Entao, se EH for tragado perpendicularmente a

BD, ela é a mediatriz de BD em H.

Demonstracao. Seja F a intersecao de AB com TC. Trace BE e trace EH perpendicular

a BD.

Figura 4.18: Lema 10 -1

Fonte: Autoria propria
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Como TC e BD sao paralelos, temos,

/ADB = /AET, (4.10.1)

pois, sao angulos correspondentes.

ADB e TAB sao angulos, respectivamente, inscrito e semi-inscrito em relagao

ao arco AB, logo,

Z/ADB = /TAB, (4.10.2)

de 4.10.1) e 4.10.2 vem,

/TAB = /TAF = ZAET. (4.10.3)

Mas, veja que, os triangulos AET e TAF sao semelhantes pelo critério angulo,
angulo, pois, por [4.10.3| ZAET = ZTAF e o dngulo em T é comum aos dois tridangulos.

Logo,

FT AT

— BETFT = AT,
AT ET

como AT = BT, segue que,

ETFT- BT = o1 _ BT
BT

além disso,
/ETB = /FTB,

entao, os triangulos EBT e BFT sdo semelhantes pelo caso lado, angulo, lado (L. A.

L.). Logo,
/TEB = /TBF. (4.10.4)

O triangulo TAB é isosceles de base AB, Dai,
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/ZTBA = /TBF = ZTAB (4.10.5)

das igualdades [£.10.4] e [£.10.5] vem,

/ZTBA = /TEB = ZTAB, (4.10.6)

mas,

/TEB = /EBD, (4.10.7)

pois, sao angulos alternos internos e pelas igualdades [£.10.6] e [£.10.7], temos,
/ZEBD = ZTAB. (4.10.8)

E das igualdades 4.10.2| e [4.10.8], obtemos,

/ZEBD = ZADB = Z/TAB = ZEDB.

Portanto,

ZEBD = ZEDB.

Figura 4.19: Lema 10 - II

Fonte: Autoria propria

Logo, o triangulo EBD ¢é isosceles de base BD e a altura EH é também mediana
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relativa ao lado BD, dai H é ponto médio de BD, segue que, EH ¢é a mediatriz de BD
e BH = HD. O

4.11 Lema 11

Lema 4.11. Se duas cordas AB e CD em um circulo se cruzam perpendicularmente
em um ponto O, sendo que O nao € o centro do circulo e, se d é o didmetro deste

circulo, entao

A0"+BO’ +CO° +DO’ = &,

Demonstracao. Seja CE o diametro do circulo, trace os segmentos AC, BC, AD e BE,

D E

Figura 4.20: Lema 11 -1

Fonte: Autoria propria

/CAO = ZCEB, pois sao angulos com abertura para o mesmo arco, e ZAOC =
ZEBC = 90° | dai, os triangulos AOC, EBC sao semelhantes pelo caso angulo, dngulo
e ZACO = ZACD = /BCE. Os arcos AD e BE estao subtendidos aos angulos ACD
e BCE, respectivamente, logo eles sao iguais. Dai, os segmentos AD e BE também sao
iguais.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo AOD, BOC, EBC, iremos obter,
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respectivamente,

AD’ = A0’ + DO,
BC =BO’ + CO’,

CE’ =BE’ + BC,

substituindo [4.11.2f em [4.11.3] obtemos,

AD = BE , entdo podemos reescrever a equacao [4.11.1| da seguinte forma:

BE = A0  + DO

D E

Figura 4.21: Lema 11 - II

Fonte: Autoria propria

Substituindo a igualdade na igualdade encontramos,

CE ' =AO + DO +BO  +CO",
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como CE = d, fica provado o resultado. O

4.12 Lema 12

Lema 4.12. Se AB for o didmetro de um semicirculo, e TP e T'Q) as tangentes a ele
a partir de qualquer ponto T, e tracando-se AQ e BP eles se encontram em R, entdo

TR ¢ perpendicular a AB.

Demonstracao. AB é diametro do semicirculo, entao ZAPB = 90°. Dai,

/ZPAB + ZPBA = 90°.

Figura 4.22: Lema 12 - I

Fonte: Autoria propria

Da mesma forma,

/AQB = 90° =
/PAB + /PBA = /AQB. (4.12.1)

Somando ZRBQ a ambos os membros da igualdade [4.12.1} obtemos,
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/PAB + /PBA + /RBQ = ZAQB + /RBQ, (4.12.2)

mas, Z/PRQ ¢ exterior no triangulo RBQ, entao, pelo teorema do angulo externo,

temos,

/PRQ = Z/AQB + /RBQ. (4.12.3)

Observe, também que

/ABQ = /PBA + /RBQ, (4.12.4)

substituindo [4.12.3| e 4.12.4] em [4.12.2}, obtemos,

/PAB + ZABQ = /PRQ (4.12.5)

PAB e TPR sao angulos, respectivamente, inscrito e semi-inscrito em relagao ao
arco PB, logo,
/PAB = ZTPR. (4.12.6)

Da mesma forma, QBA e TQR sao angulos, respectivamente, inscrito e semi-inscrito

em relacao ao arco AQ, logo,

/QBA = /TQR. (4.12.7)

Somando-se membro a membro as igualdades [4.12.6| e [4.12.7] obtemos,

/PAB + /QBA = /TPR + /TQR, (4.12.8)

como ZPRQ é angulo exterior no triangulo APR, entao,

/PRQ = /PAR + ZAPR. (4.12.9)

87



Somando-se, as igualdades [4.12.3| e |4.12.9, obtemos,

2/PRQ = /PAR + /APR + ZAQB + /QBR. (4.12.10)

Agora note que,

ZAPR = ZAPB = /PAB + ZPBA (4.12.11)

/AQB = Z/QAB + ZQBA, (4.12.12)

substituindo {L.12.11] e F.12.12 em [f.12.10], vem,

2/PRQ = ZPAR + ZPAB + /PBA + ZQAB + ZQBA + ZQBR =

9/PRQ = /PAB + /QAB + /PAR + Z/QBA + ZQBR + /PBA =
9/PRQ = /PAB + /PAB + ZQBA + /QBA =
2/PRQ = 2/PAB + 2/QBA =

/PRQ = /PAB + ZQBA. (4.12.13)

De [.12.8| e [£.12.13], segue que,

/TPR + ZTQR = ZPAB + ZQBA = ZPRQ. (4.12.14)
Prolongando-se PT até o ponto O, de modo que,

PT = 0Q = TO,

formando, assim o triangulo TQO, que é isésceles de base OQ, entao,
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/TOQ = £TQO, (4.12.15)

somando-se [£.12.14] e [£.12.15], obtem-se,

ZTO0Q + £ZPRQ = ZTPR + ZTQO + ZLTQR = ZTOQ + ZPRQ = ZTPR + ZOQR

pois, ZTQO + LTQR = ZOQR, como, LTPR = ZOPR e ZTOQ = ZPOQ), temos,

/POQ + /PRQ = ZOPR + ZOQR.

Portanto, o quadrilatero OPRQ é tal que a soma de seus pares de angulos opostos
sdo iguais, logo OPRQ é um quadrilatero inscritivel em um circulo e PT = TQ = TO,
logo cada um desses segmentos é raio do circulo e como TR também € raio do circulo,

concluimos com isso que,

PT =TR.

Logo, TPR ¢ um triangulo is6sceles de base PR, dai,

/TPR = /TRP. (4.12.16)
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Figura 4.23: Lema 12 - II

Fonte: Autoria propria

Como ZPAB = ZPAM, com M sendo o ponto de intersec¢ao do prolongamento

do segmento TR com o didmetro AB, entao pela igualdade [4.12.6] temos,

/TPR = /PAM, (4.12.17)

somando-se ZPRM aos dois lados da igualdade [4.12.17], obtem-se,

/TPR + /PRM = /PAM + /PRM. (4.12.18)

Mas, ZTRP e ZPRM sao angulos suplementares, ou seja,

Z/TRP + /PRM = 180° (4.12.19)

e pelas igualdades [.12.16] e [£.12.19] vem que,

Z/TPR + Z/PRM = 180°, (4.12.20)
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segue-se, das igualdades [4.12.18| e |4.12.20] que,

ZPAM + ZPRM = 180°.

Assim, no quadrilatero APRM ¢ inscritivel em um circulo. Portanto,

ZAPR 4+ ZAMR = 180°

e, como ZAPR = ZAPB = 90° , segue-se que ZAMR = 90° , isso significa que TR é

perpendicular a AB, como queriamos provar. O

4.13 Lema 13

Lema 4.13. Se o didmetro AB de um circulo encontra qualquer corda CD, nao didame-

tro, em E, e se AM e BN forem tracados perpendicularmente a CD, entao CN = DM.

Demonstragao. Seja O o centro do circulo, Trace o segmento BM, Trace OH perpen-

dicular a CD e prolongue-o para encontrar BM em K.

Figura 4.24: Lema 13

Fonte: Autoria propria
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O diametro que contém HO corta a corda CD perpendicularmente, entao,

CH = HD

e, como NB, HK e AM sao paralelos, pelo teorema de Tales, temos

=13
~|| &
ZE

Mas, BO = OA , dai, BK = KM.

Novamente, pelo teorema de Tales, temos,

BR_IN AN -
KM HM
Assim, como CH = HD, segue que, CN = DM. 0

4.14 Lema 14

Lema 4.14. Seja AC'B um semicirculo com AB como didgmetro e O como centro, mar-
camos D e E a partir de A e B, respectivamente, de forma que AD = BE ao longo de
AB. Tomamos AD e BE como sendo didgmetros de semicirculos internos, e DE como
sendo o didmetro um semicirculo externo ao semicirculo ACB. Tracamos uma per-
pendicular por O que determinard nos semicirculos com didmetros AB e DE o0s pontos
C e F, respectivamente. Agora, tomando CF como didmetro de um circulo, entdo a
drea entre os quatro semicirculos (“que Arquimedes chamou de ‘Salinon”, saleiro) serd

igual a drea do circulo com didmetro C'F.

92



F

Figura 4.25: Lema 14

Fonte: Autoria propria

Demonstracdo. Temos que, O é o ponto médio de DE, ou seja, DO = OE,

AE = AO +OE (4.14.1)

AD = A0 - DO = AO - OE (4.14.2)

Agora, iremos enunciar e demonstrar a proposi¢cao 10 do livro II dos Elementos
de Euclides que sera usada na continuacao da demonstragao do Lema 14.

Proposicao 10 do livro II dos Elementos de Euclides

Em linguagem algébrica, a proposi¢ao 10 do livro IT dos Elementos de Euclides

afirma que:

Proposigao: Seja um segmento de reta M N dividido ao meio no ponto P e seja N(@)

o prolongamento de M N até o ponto Q.
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Figura 4.26: Proposi¢ao 10 - Livro II Elementos de Euclides

Fonte: Autoria propria

Se m é a medida da metade de M N e n é a medida de PQ), entao:

(2m +n)? +n? =2(m? + (m +n)?))

e, fazendo m+n=a (x)em=1>0 (%) e, consequentemente, ao somarmos membro
a membro () com (xx) , em seguida subtrairmos membro a membro (k) de (x)
obteremos 2m +n =a + b e n = a — b, respectivamente. Dai essa relacao de Euclides

pode ser reescrita como:

(a+b)?+ (a—b)? = 2(a® +b*)
Provaremos, agora essa proposicao.

Demonstragao:

Tracemos o segmento PS de medida m e perpendicular a MN. Tracemos também
os segmentos MS e NS, formando assim os triangulos retangulos e isésceles MPS e NPS,
respectivamente. Agora, vamos desenhar o retangulo PQRS, tracando os segmentos RS
e QR paralelos a PQ e PS, respectivamente, em seguida facamos os prolongamentos de
NS e QR se encontrarem no ponto T, ja que os segmentos NS e QR nao sao paralelos

pois, ZNSR < 90° e, finalmente, tracemos o segmento MT.
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Figura 4.27: Proposi¢ao 10 - Livro II Elementos de Euclides - DEM.

Fonte: Autoria propria

Agora, como os tridngulos MPS e NPS sao triangulos retangulos e isosceles,

temos que,

ZMSP = /PMS = 45°
/ZNSP = /PNS = 45°
£ZMSP + ZNSP = 90° = ZMSN = ZMST.

Do fato que PQRS é um retangulo temos ZPQR = ZNQT = ZMQT = 90° , portanto

o triangulo MQT é retangulo em Q. Além disso, temos,

/PNS = ZQNT = 45°

dai,

ZQNT = /NTQ = 45°

e segue-se desse fato que NQT é um triangulo isosceles. Logo,

NQ=QT =n.



Temos as seguintes medidas:

m:m:m—i—n,
PS = MP =m,

ﬁ:m—i—n.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo MPS e em seguida no triangulo RST,

obeteremos,

MS® =PS° + MP~ =

M_S2:m2+m2:2m2

ST =RS’ +RT =
ST = (m+n)*+ (m+n)? = 2(m +n)>

Aplicando o teorema de Pitagoras, agora nos triangulos MST e MQT, encontramos
MT* =MS +ST" =
MT =2m?+2(m+n)® (I)
MT’ =MQ° + QT =
MT = (2m +n)2 +n2 (1)
das igualdades (I) e (II), segue o resultado
(2m + 1) + 02 = 2(m? + (m +1n)°)).
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Seguindo com a demonstracao do lema 14, aplicando a relacao
(a+Db)? + (a—b)? = 2(a® + b?)

que acabamos de provar, temos,

(AO + OE)? + (AO — OE)2 = 2(A0" + OF") (4.14.3)

substituindo as igualdades 4.14.1| e |4.14.2| na igualdade [4.14.3] vem,

(AE)? + (AD)? = 2(A0” + OE)). (4.14.4)

Note que,

— CO, (4.14.5)

3

pois, sao raios do semicirculo de didmetro AB e

OF = OFE, (4.14.6)

pois, sao raios do semicirculo de diametro DE. Somando [4.14.5] e [4.14.6] encontramos

AO+OF =CO + OE =
CF = AO + OF = CO + OE (4.14.7)
Aplicando novamente a relagao (a+ b)? 4+ (a — b)? = 2(a? 4+ b?), obtemos,
(AE + AD)? + (AE — AD)? = 2(AE’ + AD"), (4.14.8)
mas, como AD = BE , temos,
AE+ AD = AE + BE = AB (4.14.9)



AE — AD = DE. (4.14.10)

Substituindo 4.14.9| e [4.14.10] em [4.14.8], obtemos,

(AB)? + (DE)? = 2(AE” + AD). (4.14.11)

Substituindo, agora |4.14.4) em [4.14.11} temos,

(AB)2 + (DE)? = 2.2(A0” + OE)). (4.14.12)

E substituindo a igualdade na igualdade encontramos,

(CF)2 + (AD)? = 2(A0" + OE)), (4.14.13)

de I T4.12) e F14.13, vem,

(AB)? + (DE)? = 2(CF” + AD)? =

(AB)? + (DE)? = 2(CF") + 2(AD)% (4.14.14)

Como AD = BE, a igualdade {4.14.14| pode ser reescrita da seguinte forma,
(AB)? + (DE)? = 2(CF’) + (AD)? + (BE)? =

2(CF’) = (AB)? + (DE)* - (AD)* — (BE)? =

—_— ™

(DE)’ - < - (AD)” - < - (BE)’ =

r
8
2 —_— 2 —_ 2 —_— 2 —_ 2
CF 1 AB 1 DE 1 AD 1 BE
= - .. = .| == — .. == g == - (4.14.1

Agora, devemos observar que a expressao do segundo membro da igualdade

oo
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_\2
%) é a area do circulo de diametro

4.14.15| é equivalente a area do “salinon” e 7 - (

CF. Portanto, (area de salinon) = ( area do circulo cujo diametro é CF). O

4.15 Lema 15

Lema 4.15. Seja AB o didmetro de um circulo, AC' o lado de um pentdgono regular
inscrito, D o ponto médio do arco AC. trace CD e prolongue-o para encontrar o
prolongamento de BA em E |, trace AC e BD que se intersectam em F e trace F'M

perpendicular a AB. Entao EM = raio do circulo.

Demonstragao. Seja o ponto O o centro do circulo. Trace DA, DM, DO e CB. O arco
AC mede % de uma volta, pois AC é o lado de um pentégono regular inscrito em um

circulo. Entao,

arc AC = 72°.

Figura 4.28: Lema 15 -1

Fonte: Autoria propria

Como ZAOC esta subtendido ao carco AC, segue que,

/AOC = 72°,
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segue-se, pelo teorema do angulo inscrito, que,
1
/ZABC = 3 ZAOC = 36°.
Como OD ¢ a bissetriz do angulo AOC, entao,
1
ZAOD = 3 ZAOC = 36°.
Pelo teorema do angulo inscrito, temos também que,

/ABD = % . /AOD = 18°,

/DBC = /ABD = 18°,

pois, BD é bissetriz do angulo ABC.

Agora veja que, pelo caso lado angulo e angulo oposto L.A.A,, os tridngulos
FMB e FCB sao congruentes, pois, FB é lado comum, /FBM = /FBC = 18° e
/ZFMB = ZFCB = 90°, dai,

BM = BC.

Além disso, os triangulos DMB e DCB sao congruentes pelo caso lado angulo lado (L.

A. L.), pois, BM = BC, ZFBM = /FBC = 18° e BD & lado comum, entao,

/DMB = ZDCB

Note que, ZADB = 90° , dai, ZBAD + ZABD = 90°, pois sao angulos com-
plementares, como ZABD = 18°, entao ZBAD = 72°, mas, ABCD é um quadrilatero

inscrito em um circulo, por isso,

ZBAD + ZBCD = 180°.
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E como, ZBAD = 72°, entao,

/BCD = 108°,

dai,

/ZBMD = ZBCD = 108°. (4.15.1)

Mas, veja que,

/ZBAD + ZDAE = 180° = ZBAD + ZBCD =

/DAE = /BCD = 108’ (4.15.2)

ZBMD + ZAMD = 180° = ZDAE + ZDAM =

/BMD + ZAMD = /DAE + ZDAM. (4.15.3)

Substituindo as igualdades [4.15.1] e 4.15.2] em [4.15.3], obtemos,

/BCD + ZAMD = /BCD + ZDAM =

ZAMD = ZDAM.

Portanto, o triangulo ADM é is6sceles de base AM. Entao,

AD = DM.

No triangulo DMO, temos ZDOM = 36° e ZDMO = 108°. Sabe-se que a soma

dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°, dai,

/MDO = 36°,
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segue que, DMO é um triangulo isosceles de base DO e

OM = DM.

Novamente, como ABCD ¢é um quadrilatero inscrito em um circulo, EDA e ADC sao

angulos suplementares, logo,

Z/ADE + Z/ADC = ZADC + ZABC =
/ADE = ZABC,

segue-se que,

ZADE = ZDOM = ZMDO.

Assim, os triangulos ADE e MDO sao congruentes pelo caso dngulo lado angulo (A. L.

A.) pois, ZADE = Z/ZMDO, AD = DM e /DAE = ZDMO.

Figura 4.29: Lema 15 - II

Fonte: Autoria propria

Portanto,

AE = MO.

Dai, somando AM aos dois lados desta tultima igualdade, obtemos,
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AE + AM = MO + AM =
EM = AO

Ou seja, EM ¢é igual ao raio do circulo, como queriamos demonstrar.
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5 GUIA DIDATICO

5.1 Introducgao

Nesse capitulo faremos a elaboracao de um guia didatico com sugestao de ativi-
dades de construgoes geométricas no Geogebra, que é um software dinamico que agrega
Geometria, Algebra e demais areas da Matematica. Estas construcdes também podem
ser feitas utilizando simplesmente instrumentos de desenho geométrico como a régua e
0 CcOmpasso.

A partir dessas construgdes podemos explorar as propriedades importantes que
estao presentes nas figuras construidas, elaborando exercicios que podem ser utilizados

pelos professores da educagao basica.

5.2 Construcao 1

O ARBELO

Mostraremos aqui o passo a passo para a construcao do Arbelo, em seguida
trazemos um exercicio e sua solucao relacionados a esta figura.

1. Trace uma reta r;

2. Marque os pontos A e B na reta r;

3. Marque o ponto C entre os pontos A e B;

4. Construa o semicirculo de diametro AB;

5. Construa os semicirculos de didmetros AC e CB de maneira que estes estejam
do mesmo lado do semicirculo de didmetro AB em relagao ao segmento AB;

6. Trace a reta s perpendicular a r pelo ponto C;

7. Marque o ponto D de interseccao da reta s com o semicirculo de didmetro
AB;

8. Marque o ponto médio de CD em E;

9. Construa o circulo de centro E e diametro CD.
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A figura 5.1 mostra o resultado da Construgao 1:

Figura 5.1: Resultado da construgao 1

Fonte: Autoria propria

5.3 Exercicio 5.1

(a) Calcule a area do circulo de diametro CD sabendo que AC = 4 e BC = 3.

(b) Calcule a &area da regiao entre o semicirculo maior e os dois semicirculos
menores a qual Arquimedes chamou de “Arbelo”.

Solucgao:

(a) Temos que, CD é a altura relativa a hipotenusa do tridngulo retangulo ADB.

Assim, pelas relagoes métricas no triangulo retangulo, temos,

CD’=AC-BC=CD =4-3.

Dai, o raio do circulo de diametro CD ¢é igual a v/3. Portanto, a area deste circulo é

ACD =T " (\/5)2 :371'

(b) A area do arbelo é dada por

S = SaB — Sac — Sgc.
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Onde, SaB, Sac, Sgc sao as areas dos semicirculos de diametros AB, AC e CB, respec-

tivamente.

Como AB =7, AC =4 e BC = 3, temos

= ((-0-0)-

O exercicio 5.1 mostra que a area do circulo de didmetro CD é igual a area do

arbelo, com foi demostrado no lema 4.

5.4 Construgao 2

O METODO DA TRISSECCAO DE UM ANGULO

Mostraremos aqui o passo a passo para a construcao da solucao dada por Aqui-
medes para a triseccao de um angulo, em seguida trazemos um exercicio e sua solugao
relacionados a esta figura.

1. Construa um circulo com centro O;

2. Trace a reta r que passa pelo centro O desse circulo;

3. Marque os pontos A e D de interseccao da reta r com o circulo;

4. Marque um ponto B qualquer sobre o circulo, diferente de A e D;

5. Trace o segmento BO, formando assim o angulo AOB;

6. Marque um ponto C sobre o circulo e trace a reta s que passa por C e
intersecta a reta r;

7. Construa um circulo de centro C e raio CO;

8. Marque o ponto E de interseccao do circulo de centro C com a reta s;

9. Mova o ponto C até que o ponto E esteja sobre a reta r;

10. Podemos verificar que a medida do angulo CED é igual a terca parte da
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medida do angulo AOB .

A figura 5.2 mostra o resultado da Construgao 2:

Figura 5.2: Resultado da construgao 2

Fonte: Autoria propria

5.5 Exercicio 5.2

(a) Sabendo que a medida do angulo CED ¢ a o medida do angulo AOB
(b) Se a medida do angulo AOB é % radianos, qual a medida do angulo CED?
Solugao:

(a) Como OD = EC temos OCE é um triangulo isésceles de base OE, logo

ZEOC = ZOEC = a.

Note que, ZOCB é angulo externo no triangulo OCE, entao

Z0CB = ZEOC + ZOEC = 2a.

Mas, o triangulo BOC é isésceles de base BC.
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Figura 5.3: Solugao do exercicio 5.2 - a

Fonte: Autoria propria

Entao,

£Z0CB = ZBOC = 2a.

E, pela soma dos angulos internos de um triangulo, temos,

/ZBOC + Z0CB + Z0BC = 180° =

/BOC 4+ 2a + 2a = 180° =

/BOC = 180° — 200 — 2a = 180° — 4av. (1)

Agora, note que,

Z/AOB + /BOC + /EOC = 180° =
/AOB = 180° — ZBOC — ZEOC. (2)

Como ZEOC = a e de (1) e (2), obtemos

/AOB = 180° — (180° — 4a) =
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ZAOB = 3a

(b) Pelo item anterior, temos

ZAOB = 3ZCEB =
1
ZCEB = géAOB =

ZCEB =

wl =

wlx
I

©ol 3

Logo, ZCEB = 7.

5.6 Construcao 3

O SALINON

Aqui trazemos o passo a passo para a construcao de mais uma figura interessante
estudada por Aquimedes, o Salinon, em seguida trazemos um exercicio e sua solucao
relacionados a esta figura.

1. Desenhe um segmento de reta AB;

2. Marque os pontos D e E sobre AB, de maneira que AD = BE ;

3. Trace o semicirculo de diametro AB;

4. Trace o semicirculo de diametros AD e BE no mesmo lado do semicirculo de
diametro AB em relagdo ao segmento AB;

5. Trace o semicirculo de diametro DE no lado oposto ao semicirculo de didametro
AB em relacao ao segmento AB;

6. Desenhe a mediatriz do segmento AB;

7. Marque as interse¢oes da mediatriz do segmento AB com os semicirculos de
diametros AB e DE nos pontos C e F respectivamente;

8. Construa o circulo com diametro CF;
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A figura 5.4 mostra o resultado da Construgao 3:

C

F

Figura 5.4: Resultado da construcao 3

Fonte: Autoria propria

5.7 Exercicio 5.3

(a) A regiao limitada pelos quatro semicirculos foi chamada por Arquimedes de
“Salinon”. Sabendo que AB = 10 e AD = 3, qual a area dessa regiao?

(b) Qual a medida do raio e da area do circulo de didmetro CF?

Solucao

(a) Se S é a area do “Salinon” entdo, temos

S = SaB — Sap — SeB + Spe

Onde Sag, Sap, S € Spg sao, respectivamente, as areas dos semicirculos de
diametros, AB, AD, EB e DE.

Como, AB =10 e AD = 3 = EB, entdao DE = 10 — 3 — 3 = 4, logo

(-0 -0-0)-



(b) Note que,

AB DE 10 4
I N

OF — DE
¢ 2 2 2

logo, a area do circulo de diametro CF é dada por

Pelo Exercicio 5.3 podemos ver que a area do circulo de diametro CF ¢é igual a area do

Salinon, como foi mostrado no lema 14.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

No desenvolvimento deste trabalho tivemos a oportunidade de contemplar a
engenhosidade das ideias de um dos matematicos do passado, que deixou contribuigoes
muito importantes para o desenvolvimento da Matemética e também de outras areas
como a Fisica e a Engenharia, por exemplo. As ideias de Arquimedes de Siracusa,
certamente, estavam além de sua época, seus trabalhos sao um legado extraordinéario,
base para o avango das ciéncias, principalmente da Matematica.

O ensino de Matemaética necessita de algo que desperte a curiosidade dos estu-
dantes e torne o processo de ensino-aprendizagem mais dindmico e prazeroso, facili-
tando assim a tarefa dos professores no ensino basico. Nessa perspectiva, este trabalho
vem mostrar para os leitores que a Historia da Matematica é fascinante e ao explora-la
em suas aulas os professores conseguem ter um recurso que pode fazer com que os estu-
dantes vejam a Mateméatica como uma disciplina empolgante e tenham mais interesse
pelo estudo desta ciéncia.

As 15 proposicoes do livro dos lemas de Arquimedes se constituem em um
conjunto de teoremas que em suas demonstragoes ha uma gama de contetidos que
fazem parte da Geometria Plana que compoe o curriculo do ensino bésico e, com a
criatividade do professor, essas proposicoes podem vir a ser usadas como um recurso
capaz de despertar o interesse e a curiosidade dos alunos.

O professor também pode explorar em suas aulas as figuras geométricas envol-
vidas nas proposicoes, através de construcoes com o uso de instrumentos de desenho
geométrico e também com o uso de softwares computacionais como o Geogebra. Sao
figuras fascinantes, cheias de propriedades intrigantes que podem agucar nos jovens
estudantes do ensino basico, cada vez mais, a vontade de aprender e se aprofundar no
estudo da Matematica.

O material que elaboramos com o propésito de contribuir com o ensino de Ma-

tematica nos niveis fundamental e médio trata-se de uma proposta de atividades de
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construgoes geométricas com o uso do Geogebra ou com o uso de instrumentos de de-
senho geométrico. O guia didatico que propomos no Capitulo 5 deste trabalho deve
ser utilizado como um ponto de partida para que novas ideias possam surgir, sempre
com proposito de melhorar a metodologia do ensino de Matemaética, aliando a Historia
da Matemética, o uso das tecnologias e o uso de materiais concretos no processo de
ensino-aprendizagem.

Por fim, consideramos que ainda h& muito a ser explorado sobre o tema desta
pesquisa, esperamos que outros professores encontrem inspiragao na leitura deste tra-

balho e abordem o tema segundo uma outra perspectiva.
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