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Resumo

O objetivo desta dissertacao de mestrado é elaborar e aplicar uma sequéncia didatica sobre
probabilidade, com énfase em resolucdo de problemas contraintuitivos, para alunos do
terceiro ano do ensino médio em uma escola publica localizada na cidade de Recife-PE. A
abordagem pedagogica serd baseada em quatro intervencoes pedagogicas: “O Problema dos
Doces”, 7O Problema do Grao-Duque da Toscana”, “O Problema do Falso Positivo” e “A
Porta dos Desesperados”. Estas intervencoes serao conduzidas ao longo de oito aulas com
atividades praticas e discussoes em sala de aula. Cada intervencao abordara habilidades
especificas sobre o contetido de probabilidade que estao presentes no novo curriculo de
Pernambuco para o ensino médio. O projeto incluird a aplicagao de pré-teste e pos-teste
que servirao como ferramentas diagnésticas para o ensino de probabilidade. Ao final, a
dissertacao avaliara a eficicia da resolucao de problemas contraintuitivos no ensino de

probabilidade, destacando as contribuigoes especificas de cada intervencao.

Palavras-chave: Ensino; Probabilidade; Resolucao de problemas; Contraintuitivo.






Abstract

The objective of this master’s dissertation is to develop and implement a didactic sequence
on probability, with an emphasis on solving counterintuitive problems, for third-year high
school students in a school located in the city of Recife-PE. The pedagogical approach will
be based on four pedagogical interventions: "The Candy Problem", "The Problem of the
Grand Duke of Tuscany"', "The False Positive Problem", and "The Door of Desperates".
These interventions will be conducted over eight classes with practical activities and
classroom discussions. Each intervention will address specific skills regarding probability
content that are present in the new curriculum of Pernambuco for high school. The project
will include the application of pre-tests and post-tests that will serve as diagnostic tools for
probability teaching. In the end, the dissertation will evaluate the effectiveness of solving
counterintuitive problems in probability teaching, highlighting the specific contributions

of each intervention.

Keywords: Teaching; Probability; Problem solving; Counterintuitive
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Introducao

A probabilidade é uma ferramenta fundamental para lidar com incertezas e tomada
decisoes em diversas areas, como estatistica, ciéncias, finangas e até mesmo em situacoes
do nosso cotidiano. Ela nos permite quantificar e entender as chances de ocorréncia de
eventos, auxiliando na andlise de riscos, na previsao de resultados e no embasamento
de argumentos baseados em evidéncias. Além disso, o estudo da probabilidade nao se
limita apenas a sua aplicagao pratica; ele também desencadeia o desenvolvimento de
habilidades essenciais para o raciocinio légico e a resolucao de problemas. Ao imergir no
campo da probabilidade, os estudantes sao desafiados a adotar uma abordagem analitica,
considerar diferentes cendarios e avaliar a validade de argumentos. Desta forma, o ensino de
probabilidade pode oferecer um ambiente propicio para o desenvolvimento do pensamento

critico e da criatividade.

No Brasil, desde a década de 90, diversos documentos oficiais incorporam orienta-
¢oOes para inclusao da formagao Estatistica e Probabilidade como campo da Matematica
Escolar. A atual Base Nacional Comum Curricular contém recomendagoes para o ensino de
Estatistica e Probabilidade, em toda etapa do ensino béasico. Estes documentos orientam a
trabalhar situacoes contextualizadas, para que o aluno possa compreender bem os diversos
conceitos referentes a probabilidade. Desta maneira, devem ser propostas situagoes para
que auxiliem os alunos a perceberem que muitos dos acontecimentos do cotidiano sao de
natureza aleatéria e que podem ser modelados para nos fornecer diversas informagoes
relativas a sua probabilidade de ocorréncia. Os problemas abordados no ensino médio sobre
o tema de probabilidade muitas vezes desafiam a intuicao e exigem abordagens inovadoras
para sua resolucao, estimulando os alunos a construirem suposicoes, explorarem diferentes
estratégias e buscarem solucdes criativas. E neste sentido, que este projeto visa trabalhar
problemas contraintuitivos para o ensino de probabilidade para alunos do ensino médio.
A proposta é trabalhar com problemas que desafiem os alunos a pensar fora da caixa e
a desenvolver um entendimento mais profundo da matéria. Problemas contraintuitivos
sao situagdes que parecem ir contra a intuicao, mas que, quando analisados corretamente,
fornecem uma explicacao légica e matematica para o resultado. Esses problemas sao tteis
porque obrigam os alunos a repensar suas suposicoes sobre o mundo e a desenvolver um en-
tendimento mais critico sobre diversos contetidos da matematica. No entanto, é importante
utilizar problemas contraintuitivos de forma adequada e equilibrada, de modo a torna-los
desafiadores, mas nao tao dificeis que os alunos fiquem desencorajados para resolvé-los.
Além disso, deve-se garantir que os problemas estejam alinhados com as habilidades e

objetivos de aprendizagem dos alunos.

E considerando todos estes aspectos que esta dissertacio propds a elaboracao de
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uma sequéncia didatica trabalhando problemas contraintuitivos, selecionados especialmente
para cobrir os principais contetidos abordados no ensino médio referentes a probabilidade.
Ao final da dissertacao avaliaremos a eficacia da sequéncia didatica proposta através
da analise qualitativa de pré-teste e pos-teste aplicado aos alunos. Por fim, espera-se
que todas as abordagens citadas neste projeto venha a contribuir com o processo de

ensino-aprendizagem em relacao ao tema de probabilidade.
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1 Um breve histérico sobre proba-
bilidade

Segundo Maistrov e Kotz (2014) evolugao da teoria da probabilidade pode ser
delineada através de alguns periodos. O primeiro periodo, relacionado com a pré-histéria da
teoria da probabilidade, teve seu surgimento envolto na histéria antiga, testemunhando o
surgimento de problemas de probabilidade rudimentares, que foram inicialmente resolvidos
através de cdlculos basicos. A génese da teoria da probabilidade pode ser rastreada até
este periodo, embora metodologias especificas ainda nao tenham surgido. Figuras notaveis
como Cardano, Paccioli e Tartaglia contribuiram para esta fase, que concluiu por volta do

século XVI.

O segundo periodo tem relagdo com o surgimento da teoria da probabilidade como
ciéncia. Durante esta época, os conceitos fundamentais da teoria da probabilidade foram
refinados, com a introducao de nocoes-chave como expectativa matematica. Teoremas,
incluindo os teoremas de adi¢ao e multiplicagdo, foram formalizados. Nomes renomados
como Pascal, Fermat e Huygens marcaram o inicio desta fase, que se estendeu do meio do
século XVII ao inicio do século XVIII. A teoria da probabilidade comegou a encontrar

aplicagoes em demografia, seguros e estimativa de erros durante este periodo.

O terceiro periodo é relacionado com a expansao e formalizacdo da Probabilidade.
A obra seminal de James Bernoulli, Ars Conjectandi, marcou o inicio de uma nova fase na
teoria da probabilidade, inaugurando provas rigorosas de teoremas fundamentais como
a lei dos grandes nimeros. Este periodo, que se estende desde o inicio do século XVIII,
viu contribuigoes significativas de luminares como de Moivre, Laplace e Gauss. A teoria
da probabilidade encontrou aplicacoes mais amplas, especialmente em estatistica e nas

ciéncias naturais, abrindo caminho para diversos teoremas limitantes.

O quarto periodo foi marcado pela escola russa e avangos em probabilidade. Um
periodo subsequente, predominantemente associado & escola russa (Sao Petersburgo),
testemunhou avangos revolucionarios liderados por figuras como Chebyshev, Markov e
Lyapunov. Extensoes das leis dos grandes nimeros e teoremas do limite central para
diversas classes de variaveis aleatorias foram fundamentais durante esta era. A teoria da
probabilidade foi aplicada a varidveis aleatorias dependentes, facilitando sua integragao

em numerosas disciplinas cientificas, especialmente fisica e estatistica.

Por fim, temos o periodo da modernizacdo e axiomatizacdo dos conceitos de
probabilidade. A era contemporanea da teoria da probabilidade surgiu com a formulacao

de axiomas, impulsionada principalmente por aplicagoes praticas em diversos dominios
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cientificos. A axiomatizagao forneceu um arcaboucgo sistematico, alinhando a teoria da
probabilidade com a teoria dos conjuntos e outros ramos matematicos. Isso abriu caminho
para uma extensa pesquisa, que vai desde economia aplicada até cibernética. Contribuidores
notaveis para este periodo incluem Bernstein, von Mises e Borel. O estabelecimento dos
postulados de Kolmogorov na década de 1930 marcou a culminagao definitiva das bases

axiomaticas da teoria da probabilidade, recebendo amplo reconhecimento e aclamacao.

Segundo Gorroochurn (2016), Cardano liderou o caminho nos primeiros célculos de
probabilidade que surgiram na [talia no século XVI. Ele considerava a palavra “probabi-
lidade” como sinénimo de “chances”. Pela primeira vez, ele explicou a probabilidade de
um evento como sendo a razao entre o nimero de formas que o evento pode acontecer e o
niumero total de resultados possiveis. Ele percebia o total de desfechos possiveis como o
“circuito”. Atualmente, este termo é denominado como espaco amostral, sendo a totalidade
dos resultados possiveis de um experimento. Em seu livro, Gorroochurn (2016) cita algumas
defini¢oes do conceito de probabilidade dada por Cardano, Leibniz e Laplace:

A definicdo dada por Cardano (no Capitulo 14 do Liber): “Por-
tanto, existe uma regra geral, a saber, que devemos considerar todo o
circuito, e o nimero de lancamentos que representam quantas vezes o
resultado favoravel pode ocorrer, e comparar esse niimero com o restante
do circuito, e de acordo com essa proporcao devem ser feitas as apostas
mutuas para que possam competir em termos iguais.” (Gorrochurn, 2016,
p. 5, traducdo nossa).

A definicdo dada por Leibniz (1646—1716) em 1710 (Leibniz,
1969, p. 161): “Se uma situacdo pode levar a diferentes resultados
vantajosos que se excluem mutuamente, a estimativa da expectativa sera a
soma das vantagens possiveis para que ocorram esses resultados, dividida
pelo nimero total de resultados.” (Gorrochurn, 2016, p. 5, tradugao
nossa).

A defini¢do dada em 1774 por Laplace (1749-1827), com quem a
definicao formal da probabilidade cldssica geralmente é associada. Em seu
primeiro artigo sobre probabilidade, Laplace afirma: “A probabilidade de
um evento é a razao entre o numero de casos favoraveis a ele e o niimero
de casos possiveis, quando nao ha nada que nos faca acreditar que um
caso deva ocorrer em vez de qualquer outro, de modo que esses casos
sd0, para nds, igualmente possiveis.” (Gorrochurn, 2016, p. 5, tradugao
nossa).

Essas defini¢oes, moldadas pelo pensamento de grandes mentes ao longo da historia,
serviram para o desenvolvimento e aplicacdo da teoria da probabilidade nos tempos

modernos. Na proxima secao veremos algumas abordagens referentes ao conceito de
probabilidade.

1.1 O que é probabilidade?

A probabilidade é a area da matematica que tem como objeto de estudo os

fenémenos aleatérios. Segundo Magalhaes (2006), fendmenos ou experimentos aleatérios
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sao situagoes que envolvem incertezas, com o objetivo de se extrair informagoes a cerca
das possibilidades de ocorréncias desses fenomenos. Em outras palavras, um fenémeno ou
experimento ¢ dito aleatério se, quando repetido sucessivas vezes, sob as mesmas condigoes,
obtém-se resultados diferentes. E importante destacar que certas regularidades poderao
surgir ao se realizar o mesmo evento sucessivas vezes. E esta regularidade que torna possivel
construir um modelo probabilistico para o evento a ser trabalhado. Com o passar dos anos,
a probabilidade ganhou diversas abordagens conceituais, dentre elas, podemos destacar a

abordagem classica, frequentista e axiomatica.

A abordagem classica ¢ a maneira mais direta de se definir a probabilidade de um
certo evento A. Segundo Coutinho (1994), na obra publicada em 1663, Liber de ludo alea
(Livro dos jogos de azar), do matemético Jérome Cardan, estao presentes as primeiras
citacoes sobre os estudos da probabilidade. Em 29 de Julho de 1654 , Blaise Pascal, ilustre
filosofo, fisico e matematico, enviou uma carta ao matematico Fermat descrevendo uma

maneira de se obter a probabilidade de sucesso de um evento sera:

Total de casos favordveis

Total de casos possiveis

H& duas restrigoes dos casos possiveis para abordagem cléssica:

1. Todos os casos possiveis devem ser equiprovaveis, ou seja, devem possuir a mesma

probabilidade.

2. Devera haver um numero finito de casos possiveis.

Seja ) um conjunto finito. Pode-se formalizar a definicao classica da seguinte

maneira: se A C (2, temos

B Numero de elementos de A

P(A)

"~ Nadmero de elementos de €

Exemplo 1.1. (IFSP-Subsequente 2014) Sandra comprou uma caixa de balas sortidas.
Na caixa, havia 8 balas de sabor menta, 6 balas de sabor morango, 6 balas de sabor
caramelo e 4 balas de sabor tangerina. A probabilidade de Sandra escolher na caixa, ao

acaso, uma bala de tangerina é:

b)

| =
[
@)
SN—
o]
oL
SN—
=~ =
©)
SN—
Wl

a)
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Solucao.

Na caixa ha 8 + 6 + 6 + 4 = 24 balas, das quais 4 sao de tangerina. Sendo assim,

a probabilidade procurada ¢é de

Resposta letra B.

Exemplo 1.2. (Portal da Matematica - OBMEP) Uma urna contem cinco cartoes,
numerados de 1 a 5. Retira-se sucessivamente, ao acaso, os cinco cartoes da urna e alinha-os,
da esquerda para a direita, pela ordem de saida, de maneira a formar um numero de cinco

algarismos. Qual e a probabilidade de esse niimero ser divisivel por 47

Solucao.

O total de niimeros distintos que podem ser formados é 5! = 120. Para que um numero
seja divisivel por 4, seus dois tltimos algarismos devem formar um ntimero divisivel por
4. Assim, com os algarismos de 1 a 5, temos as possibilidades 12, 24, 32, 52 que sao
divisiveis por 4. Fixados os dois tltimos algarismos, temos 3! nimeros distintos. Assim,

a probabilidade solicitada é

Apés a introdugao da defini¢ao classica, uma nova abordagem ganhou espago, a
frequentista. Também chamada de abordagem experimental, nesta abordagem é considerado
um evento que possa ser repetido, sempre nas mesmas condi¢oes, durante uma quantidade
“grande” de vezes. Tome {2 como o espago de resultados do experimento. Seja A um evento
cuja probabilidade se deseje calcular. Neste caso o experimento sera repetido varias vezes,

estimando-se a probabilidade de A pela sua frequéncia relativa de ocorréncia, ou seja:

Numero de ocorréncias de A

Numero total de repeticoes

Seja neste caso ) o espago dos resultados (finito ou nao) de um fenémeno aleatério
e seja A um evento de 2. Sdo realizadas n repeticoes independentes do experimento,

sempre nas mesmas condi¢oes. Entao a frequéncia relativa do evento A sera dada por:

Nuamero de ocorréncias de A Numero de ocorréncias de A

Numero total de repeticoes n

A vantagem em trabalhar com a abordagem frequentista é que, diferente da abordagem
classica, nao ha necessidade de explicitar que todos os casos possiveis devem ter a mesma
probabilidade, nem a necessidade que haja uma quantidade finita de caso possiveis.
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Exemplos classicos de frequéncia relativa se estabilizando préximo a um
nimero ocorreram com o lancamento de uma moeda honesta: sdo os
experimentos histéricos feitos pelo cientista francés Georges Louis Leclerc
— Conde de Buffon (1707 — 1788); pelo estatistico inglés Karl Pearson
(1857-1936) e pelo matemético inglés John Edmund Kerrich (1903-1985).
(Obmep-Impa, 2024, Online)

Segundo Shalabh, Heumann e Kiichenhoff (2008), Buffon langou uma moeda honesta 4040

4843 ~ 00,5069, ou
seja, aproximadamente 50,69% de caras. J& Pearson lancou uma moeda honesta 24000

. . 12012
vezes e obteve 12012 caras, resultando em uma frequéncia relativa de ——— = 0, 5005,

000
que nos da 50,05% de caras, um valor bem préximo ao resultado tedrico de 50% de chance

vezes e obteve 2048 caras; o que resulta em uma frequéncia relativa de

de sair cara no langcamento de uma moeda honesta.

Como o nome ja sugere, a abordagem axiomatica trata a probabilidade por meio
de axiomas e postulados. O matematico russo, Andrei Kolmogorov, foi responsavel por
axiomatizar a teoria das probabilidade. Kolmogorov e Bharucha-Reid (2018) afirmaram
que a teoria das probabilidades poderia ser axiomatizada, de forma analoga a geometria e

a algebra.

Considerando P(A) como a probabilidade de ocorrer o evento A, e considerando
2 como sendo o espaco amostral, ou seja, o conjunto de todos os resultados possiveis. A

probabilidade de ocorrer o evento A devera obedecer os seguintes axiomas:

1. Axioma 1: 0 < P(A) <1
2. Axioma 2: P(Q2) =1

3. Axioma 3: Se AN B =, entdo P(AU B) = P(A) + P(B)

A partir destes axiomas, é possivel provar diversos teoremas e corolarios de grande

importancia no campo da teoria da probabilidade.

1.2 Probabilidade Condicional e o Teorema de Bayes

Sendo A e B dois eventos de um espago amostral €2, temos que P(B|A) indica a

probabilidade do evento B ocorrer, dado que A ocorreu.

Visualmente a diferenca entre P(B) e P(B|A) é simples de se notar. Na figura 1
temos que ao calcular P(B) descobrimos a probabilidade de estarmos em B, representado
na cor azul, em relagao ao espago amostral €2, representado na cor bege. Porém, na figura
2, ao calcularmos a P(B|A) descobrimos a probabilidade de estarmos em B, sabendo que

estamos no espacgo reduzido de A.
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Figura 1 — Visualizagao utilizando o diagrama de Venn para representar P(B)

Q

Fonte: Elaboracgao do préprio autor

Figura 2 — Visualizagao utilizando o diagrama de Venn para representar P(B|A)

Q

Fonte: Elaboragao do préprio autor

O calculo da probabilidade condicional é dado pela férmula:

P(ANB)

P(B]A) = =5

com P(A) #0

Na equagao acima, P(A N B) é a probabilidade de ocorréncia de ambos os eventos,
e P(A) é o evento que sabemos que ocorreu. Note que P(A) é diferente de zero, pois uma
vez que A ocorreu, sua probabilidade nao é nula. Abaixo veremos exemplos de questao

que aborda probabilidade condicional:

Exemplo 1.3. (Portal da Matemética - OBMEP) Um grupo musical com homens e

mulheres foi classificado conforme a tabela abaixo.

Violao | Trompete
Homens | 10 6
Mulheres | 7 9

Escolhe-se ao acaso um desses integrantes. Sabendo-se que o escolhido toca trompete,
qual a probabilidade de ser mulher?
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Solucgao. Seja T o evento que ocorre se a pessoa escolhida toca trompete e M se a

escolhida for mulher. Temos que

6+9 15
p(T) =12 _2
32 32
e que
9
P(I'NM)=—.
( ) =35
e portanto
P(I'nM 9 3
P(M]T):gz—:f

P(T 15 5

Exemplo 1.4. (Portal da Mateméatica - OBMEP) Sabe-se que 80% dos pénaltis
marcados a favor do Brasil sao cobrados por jogadores que jogam no Flamengo. A
probabilidade de um pénalti ser convertido é de 40% se for um jogador do Flamengo e

70% caso contrario. Um pénalti a favor do Brasil acabou de ser marcado.

a) Qual a probabilidade do pénalti ser cobrado por um jogador do Flamengo e ser

convertido?
b) Qual a probabilidade do pénalti ser convertido?
c) O pénalti foi desperdigado, qual a probabilidade de que o cobrador tenha sido um

jogador do Flamengo?

Solucao.

a) Deseja-se o resultado de P(F'NC') que ¢é igual a

P(FNC)=P(F)-P(C|F)=0,8-0,4=0,32.

b) Deseja-se o resultado de P(F N C)+ P(FNC) que é igual a

P(FNC)+P(FNC)=P(F)-P(C|F)+ P(F)-P(C|F)
=0,8-0,44+0,2-0,7
=0,32-0,14
=0, 46.

¢) Por definigao,
P(F|C)=——=—
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Sendo assim, podemos fazer

P(C)=0,8-0,6+0,2-0,3=0,54

P(FNC)=0,8-0,6=0,48.

Por fim, chegamos a
0,48

0,54

P(F|C) = S

O Teorema de Bayes mostra a relagdo entre uma probabilidade condicional e a sua

inversa. Em sua forma simples, o Teorema de Bayes é dado pela equacao abaixo:

B | A) P(A)
P(B)

Pl B =2

Onde P(A) e P(B) sao as probabilidades de ocorréncia de A e B, respectivamente. P(A | B)
é a probabilidade de ocorréncia de A dado que B ocorreu. P(B | A) é a probabilidades de

ocorréncia de B dado que A ocorreu.

Exemplo 1.5. (Portal da Matemética - OBMEP) H4 trés moedas, duas delas normais
e uma defeituosa, pois possui duas caras. Escolhe-se, ao acaso, uma dessas moedas, a qual

é lancada trés vezes.

a) Qual é a probabilidade de serem obtidas trés caras?

b) Obtiveram-se trés caras. Qual a probabilidade de ter sido lancada a moeda defeituosa.

Solucgao.

a) Primeiro note que hd duas maneiras de se obter 3 caras (KKK).

Caso 1: ao escolher a moeda, pegamos a defeituosa. Isso acontece com probabilidade

1
3

Caso 2: ao escolher a moeda, pegamos uma normal; essa escolha é satisfeita

e, uma vez escolhida a moeda, todos os resultados obtidos serao caras (K).

com probabilidade % e, depois disso, temos probabilidade (%)3 para que os trés

lancamentos resultem em cara. Assim, a probabilidade desejada é:

s, 2 (1)3_1+1_5
3 3 \2) 3 2 12

b) Aqui estamos restringindo o espago de probabilidade, pois ja sabemos que foram

obtidas 3 caras. Ou seja, queremos calcular a probabilidade P(D |“3caras”), onde
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D é o evento “escolher a moeda defeituosa” e “3caras” é o evento de se obter trés

caras. Pelo Teorema de Bayes temos que

P(“3caras” | D) - P(D)
P(“3caras")

P(D | “3caras") =

—_

b3
-5 5
12

1.3 O ensino de Estatistica e Probabilidade no Brasil

O ensino de estatistica e probabilidade tem ganhado cada vez mais espago no
curriculo da educacgado basica no Brasil. Nao é de hoje que ha uma preocupacao sobre
a necessidade de se aprender estatistica e probabilidade nas escolas. Na década de 80
ja havia a discussao sobre o ensino de Probabilidade e Estatistica ser tratado na escola,
para ajudar nas tomadas de decisdes inerentes as situagoes da vida social e econémica
dos estudantes (Meneghetti; Batistela; Bicudo, 2011, p. 813). Segundo Lopes (2008), as
propostas curriculares de matematica, em todo mundo, dedicam atencao especial ao tema
de probabilidade e estatistica, enfatizando que o estudo destas areas sao imprescindiveis
para que as pessoas possam analisar indices de custo de vida, realizar sondagens, escolher

amostras e tomar decisoes em varias situacoes do cotidiano.

Desde a implementacao dos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) em 1998,
hoje ja em desuso por nao receber atualizagoes, que professores e pesquisadores associados
a area de educacao estatistica, discutiam a necessidade de incluir o tema de estatistica e
probabilidade na base curricular do ensino fundamental e médio.

A principal finalidade é a de que o aluno compreenda que muitos dos
acontecimentos do cotidiano sao de natureza aleatéria e que se podem
identificar possiveis resultados desses acontecimentos e até estimar o grau
da possibilidade acerca do resultado de um deles. As nogoes de acaso
e incerteza, que se manifestam intuitivamente, podem ser exploradas
na escola, em situagoes em que o aluno realiza experimentos e observa
eventos (em espagos equiprovaveis) (Brasil, 1997, p. 40).

Em abril de 2017, o Ministério da Educacao e da Cultura (MEC) entregou a versao
final da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), documento este que viria a ser um
documento normativo que define o conjunto de aprendizagens essenciais que todos os
alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacao Basica. Neste
documento, ¢ possivel observar uma preocupagao com ensino de probabilidade desde os
anos iniciais.



30

Capitulo 1. Um breve histérico sobre probabilidade

No que concerne ao estudo de nogoes de probabilidade, a finalidade,
no Ensino Fundamental — Anos Iniciais, é promover a compreensao
de que nem todos os fenémenos sdo deterministicos. [...] No Ensino
Fundamental — Anos Finais, o estudo deve ser ampliado e aprofundado,
por meio de atividades nas quais os alunos fagam experimentos aleatérios
e simulagbes para confrontar os resultados obtidos com a probabilidade
tedrica — probabilidade frequentista (Brasil, 2017, p. 230).

Visando adequacao as mudangas determinadas pela Lei 13.415/2017, que promoveu

a Reforma do Ensino Médio, o estado de Pernambuco elaborou seu préprio documento
norteador, o Curriculo de Pernambuco - Ensino Médio. Diferentemente da BNCC e PCN,
no atual curriculo de matematica de pernambuco ha poucas mencoes sobre a importancia
de trabalhar o conteido de probabilidade nas séries finais do ensino fundamental ou ensino

médio.

A construcao da ideia de probabilidade deve apoiar-se em situacoes
elaboradas de tal forma que o estudante possa experimentar e realizar
simulagoes. Dessa maneira, em etapas posteriores, o estudante podera
estabelecer o modelo matematico que permite determinar a probabilidade
de ocorréncia de um evento (Pernambuco, 2021, p. 381).

Para o ensino médio, a orientacao do curriculo é trabalhar os conteidos de pro-

babilidade apenas no terceiro ano do ensino médio. A figura abaixo mostra os conteidos

cobrados a cerca do tema de probabilidade no novo curriculo de pernambuco:

Figura 3 — Habilidades previstas no novo curriculo de Pernambuco

MATEMATICA

32 ANO

HABILIDADES ESPECIFICAS DO COMPONENTE

OBJETOS DO
CONHECIMENTO

(EM13MAT106PE12) Identificar e interpretar situacoes do cotidiano,
envolvendo riscos probabilisticos em que é necessario fazer escolhas

como, por exemplo, usar este ou aquele método contraceptivo, optar por
um tratamento médico em detrimento de outro, como nos demais campos
de conhecimento.

Riscos probabilisticos

(EMI13MAT311PE27) Identificar e descrever o espago amostral de
eventos aleatorios, realizando contagem das possibilidades para resolver
e elaborar situagoesproblema que envolvam o caleulo da probabilidade

Probahilidade: espaco
amostral e contagem

(EM13MAT312PE28) Resolver e elaborar situagdesproblema que
envolvam o cilculo de probabilidade (simples, da unido, da intersecdo,
condicional) de eventos em experimentos aleatérios sucessivos.

Probabilidade: calculos
simples, da unido, da
intersecao, condicional.

(EM13MAT511PES1) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos
de espagos amostrais, discretos ou nio, e de eventos, equiprovaveis
ol ndo, e investigar implicacoes no cdleulo de probabilidades

Probabilidade: espacos
amostrais discretos ou
nao; eventos equiprovaveis
Ol nAao.

formacao do cidadao deveria ser prioritario em documentos norteadores, pois este contetdo

reflete diretamente na vida social de todo cidadao. Além disso, é importante destacar que

Fonte: Pernambuco, 2021

Reconhecer o papel de destaque que o ensino de probabilidade e estatistica tem na
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o ensino de probabilidade e estatistica na educacao basica, reflete diretamente na educacao
de nivel superior. Segundo Ara (2006, p. 103), alunos que ingressam em cursos superiores
apresentam dificuldades nas disciplinas que envolvem probabilidade e estatistica. A falta de
problemas concretos que auxiliem os alunos a desenvolver intui¢do de fenomenos aleatorios,
influencia diretamente na co-relagdo entre a matematica formal do ensino superior e a
interpretagdo de problemas reais. Ainda segundo Ara (2006, p. 69), os préprios livros
didaticos de cursos introdutérios a probabilidade e estatistica acabam priorizando o rigor
matematico e técnicas computacionais, sem nenhuma preocupagao com o contexto com a

realidade dos alunos.
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2 Resolucao de problemas e analise

de erros

O tema da resolucao de problemas tem sido extensamente debatido nos ultimos anos.
Muitos alunos percebem a mateméatica como uma disciplina pronta e fechada, sem espaco
para exploragao ou questionamento, levando-os a abordar a Matematica apenas como
uma tarefa de responder a questoes formuladas pelos professores, sem oportunidade de
reflexdo mais profunda. Isso impede que eles transcendam o contexto escolar e enxerguem a
disciplina como parte integrante de seu cotidiano. Além disso, o préprio termo “problema”
é muitas vezes associado a situacoes equivocadas pelos professores de matematica. Pozo
afirma que

Ensinar a resolver problema néo consiste somente em dotar os alunos de
habilidades e estratégias eficazes, mas também em criar neles o hébito e
atitude de enfrentar a aprendizagem como um problema para o qual deve
ser encontrada uma resposta. Nao é uma questao de somente ensinar a
resolver problemas, mas também de ensinar a propor problemas para
si mesmo, a transformar a realidade em um problema que mereca ser
questionado e estudado [...] O verdadeiro objetivo final da aprendizagem
da solucdo de problemas é fazer com que o aluno adquira o hébito de
propor-se problemas e de resolvé-los como forma de aprender (Pozo, 1998,

p. 14).

Diante disso, precisamos entender o que é de fato considerado um problema na educacao
matematica. Vianna (2002) examina quatro abordagens distintas para compreender o
conceito de problema. Em uma perspectiva inicial, um sujeito se depara com um problema
quando enfrenta uma questdo para a qual ndo possui resposta ou quando se depara
com uma situagao insolivel pelos conhecimentos ja adquiridos. Na segunda perspectiva,
caracteriza-se um problema quando um sujeito possui uma questao a ser resolvida, deseja
obter uma resposta para essa questao e nao dispde de uma resposta prévia para a indagagao.
A terceira visao de problema descreve a situagao em que um sujeito é desafiado a realizar
uma tarefa sem um método de resolugao predefinido, sendo considerado um problema
apenas se a realizagao da tarefa for desejada pelo sujeito. Por fim, Vianna (2002) define
problema como toda situacao que demanda do sujeito a construcao de uma resposta ou
acao que resulte em um efeito especifico, sendo a nocao de problema destituida de sentido
se o sujeito puder aplicar um sistema de respostas ja totalmente estabelecido. Notemos
que em todos os quatro recortes tem um elemento em comum, a motivagao em resolver
o problema. Buscar resposta saindo de sua zona de conforto é necessario para que se
caracterize um problema. Vianna (2002) aborda ainda que é neste aspecto que se deve ter
cuidado com questoes, por exemplo, de olimpiadas de matematica. Tais problemas sao

significativos para aqueles alunos que realmente se aprofundam nos conceitos matematicos,
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do contrario sera apenas uma questao dificil que nao desperta o desejo de resolucao no

aluno.

Outro ponto importante que ha de se notar, é a distin¢ao entre problema e exercicio.
Segundo Pozo (1998), os problemas sao atividades diferentes dos exercicios, nos quais os
alunos dispoem de algoritmos que auxiliam a obtencao do resultado, enquanto em um
problema este fato ndo acontece. Sempre que a atividade proposta for baseada no uso
de habilidades automatizadas e rotineiras, como consequéncia de uma pratica continua,
estaremos diante de um exercicio. J4& um problema é uma situagao nova para o aluno,
ou diferente do que ja foi aprendido, requirindo a utilizagao de técnicas e conceitos ja

aprendidos.

2.1 As diferentes abordagens sobre resolucao de pro-

blemas

O reconhecimento do papel da resolucao de problemas como metodologia de ensino
da matematica, leva-nos a refletir sobre a metodologia que os professores estao utilizando
para resolver problemas em sala de aula. Nao existe uma maneira tinica de se trabalhar
com resolucao de problemas em sala de aula. O professor deve ser criativo ao apresentar
situagoes do qual o aluno nao disponha de um caminho pré-determinado, mas que o
estimule a pensar e desperte seu interesse na busca da solugao do problema. Além disso
ao professor cabe a pressupor os conhecimentos prévios e maturidade dos alunos para
realizacao de intervencgoes coerente ao problema a ser proposto. Dito isto, precisamos
ter a clareza de que ha diferentes abordagens sobre resolucao de problemas, afinal, os
professores devem adotar uma abordagem de ensino baseada em resolucao de problema
como objetivo final de aprendizagem ou como um meio para atingir os objetivos referentes
a um determinado conteido? Neste contexto, Schroeder e Lester (1989) destacam trés
abordagens sobre resolucao de problemas: Ensinar para resolugao de problemas, ensinar

sobre resolver problema e ensinar através de resolucao de problemas.

2.1.1 Ensinar para resolver problemas

No contexto escolar, embora seja fundamental que o aluno adquira conhecimento
matematico de forma conceitual, aprender a usar matematica é, tdo importante quanto
aprender os conceitos matematicos. Para o professor que utiliza a abordagem de ensinar
para resolver problemas, a preocupacgao é que os alunos tornem-se aptos a utilizar e aplicar
corretamente os conceitos vistos anteriormente em diversos problemas propostos. O risco
desta abordagem, é de que a resolugao de problema seja vista apenas como uma simples
atividade que os alunos resolvam depois ver um determinado contetido. Os PCN faz uma
critica a este tipo de abordagem:
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Essa préatica de ensino tem se mostrado ineficaz, pois a reproducgao
correta pode ser apenas uma simples indicacao de que o aluno aprendeu
a reproduzir alguns procedimentos mecanicos, mas nao apreendeu o
contetido e nao sabe utilizd-lo em outros contextos (Brasil, 1997, p. 37).

Allevato e Onuchic (2009) afirma que, muitos entenderam que a resolugao de problemas
fundamentada na aplica¢ao e no dominio de procedimentos e estratégias, so seria alcangada
por meio de repeticao. Neste tipo de ensino, o aluno é submetido a uma listas com diversos
problemas semelhantes, onde o aluno treina uma determinada técnica para chegar a solugao.
O foco neste tipo de ensino, estd na fixacao da técnica para atacar o problema, caso o aluno
obtivesse sucesso em repetir os procedimentos realizados pelo professor, era concluido que

o aluno aprendeu o contetdo.

2.1.2 Ensinar sobre resolucao de problemas

George Polya (1887-1985) natural de Budapeste, na Hungria, contribuiu nas mais
diversas areas da Matematica, incluindo combinatoéria, séries, teoria dos ntimeros e teoria
das probabilidades. Polya é o autor do livrto A Arte de Resolver Problemas (Polya, 1978),

que busca compreender os elementos envolvidos na resolugao de problemas.

Ao se deparar com um determinado problema, Polya destaca que

Ao procurarmos a solu¢do, podemos variar continuamente o nosso ponto
de vista, a nossa maneira de encarar o problema. Temos de mudar de
posi¢do de quando em quando. E provével que no principio a nossa
concepc¢ao do problema seja muito incompleta; a nossa perspectiva é
outra depois de feito algum progresso; ela é ainda mais diferente quando
estamos quase a chegar a solugao (Polya, 1978).

Desta maneira, para amenizar todas inquietacoes citadas acima, Polya organiza o
processo de resolugao de problema em quatro partes: compreensao do problema, estabele-

cimento de um plano, execucao do plano e o retrospecto.

A primeira etapa da resolucao de problema é a fase de compreensao do problema.
Torna-se quase impossivel a resolu¢ao de um problema se o mesmo nao foi compreendido
de forma clara pelos alunos, e isto se estende para qualquer area do conhecimento. O
simples fato do aluno nao entender o que esta sendo proposto pelo problema afetara todas
as outras etapas. Para ajudar na compreensao do problema o aluno pode fazer uso de
desenhos e esbocgos que o ajudem a visualizar o problema. Além disso, o uso de uma
notacao adequada e a organizagao das ideias contribui para uma maior compreensao do
problema (Polya, 1978, p. 4).

A segunda etapa é o estabelecimento de um plano que pode ser uma ideia que
surge espontaneamente ou até ideias que requiram mais tempo e cuidado na elaboracao.

Quando a ideia surge repentinamente nao ha muito a ser feito, basta apenas ter cuidado com
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distracoes que podem surgir, mas se nao tivemos esta sorte temos que criar mecanismos,
propiciando ideias que irao facilitar no estabelecimento do plano. Sobre isto, Polya aborda
que “Esta ideia pode surgir gradualmente ou, entao, apds tentativas infrutiferas e um
periodo de hesitacao, aparecer repentinamente, num lampejo, como uma ideia brilhante”
(Polya, 1978, p. 5).

O surgimento de uma ideia é, muitas vezes, dificil se nao temos muita familiaridade
do assunto que envolve o problema. As ideias surgem mais facilmente quando os alunos
ja tem uma base sélida, seja por experiéncias em problemas passados ou conhecimento
prévio do assunto. Tais experiéncias dao um leque maior de ferramentas matematicas para

a formulagdao de um plano.

A terceira etapa, execugao do plano, tem como objetivo executar a estratégia para
atacar o problema. Embora a formulacao de um plano nao seja uma tarefa relativamente
simples, apds formulé-la, a execucao da mesma se torna algo facil de se realizar. O cuidado
nesta etapa é a verificacdo de cada etapa do plano inicial. Cabe ao professor auxiliar
os alunos a em cada passo da execucao, inclusive corrigindo erros cometidos em passos
anteriores (Polya, 1978, p. 9).

Na tltima etapa, o retrospecto, é feita uma revisao de cada etapa relacionado
ao problema. E neste momento que buscamos aprender com o problema, seja procurando
obstaculos nas etapas anteriores, ou ainda buscando maneiras de aprimora-lo para o
uso em sala de aula. Polya (1978) aborda que nenhum problema é tao vazio que nao
possamos buscar outras maneiras de ataca-lo, explorando conceitos novos para enriquecer
as experiéncias dos alunos, ou ainda buscar rela¢ées do problema em questao com outros

vistos em momentos anteriores.

Schroeder e Lester (1989) afirmam que o professor que ensina sobre resoluc¢ao
de problema, real¢a o modelo proposto por Polya ou alguma variacao do mesmo. Desta
maneira a resolucao de problemas passa a ser encarado como procedimentos destinados a

resolver um problema por meio de regras que busquem chegar rapidamente a solucao.

2.1.3 Ensinar através da resolucao de problemas

Embora seja evidente o impulso que o livro de Polya (1978), A Arte de Resolver
Problemas, proporcionou para a area de resolucao de problemas, surgiram alguns questio-
namento sobre o ensinar sob a 6tica de resolucao de problemas Polya. Allevato e Onuchic
afirmam que:
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Ao ensinar matemadtica para resolver problemas, o professor se concentra
na maneira como a Matematica é ensinada e o que dela pode ser aplicada
na resolucao de problemas rotineiros e ndo rotineiros. Nessa visao, a
proposta essencial para aprender Matematica era a de ser capaz de usé-la.
[...] em 1989, comegam a discutir as perspectivas didético-pedagdgicas
da Resolucao de Problemas. Ela passa a ser pensada, entao, como uma
metodologia de ensino, como um ponto de partida e um meio de se
ensinar matematica. Essa forma de ensinar Mateméatica passa a ser vista
como um modelo “Pés Polya” (Allevato; Onuchic, 2009, p. 37).

E importante destacar que, ensinar Matemdtica para resolver problemas e ensinar Ma-
tematica através de resolucao de problemas sdo assuntos distintos. As inquietacoes dos
pesquisadores dos anos 90 era de que a resolucao de problemas é visto como um recurso
para resolver problemas, nao se atentando ao ensino e ao impacto das estratégias utilizadas

na resolucao dos problemas matematicos. Soares e Pinto destacam que

Porém nao basta apenas ensinar a resolver problemas, mas incentivar
que o aluno também proponha situac¢oes problema, partindo da realidade
que o cerca, que merecam dedicagao e estudo. Incentivar o habito pela
problematizacao e a busca de respostas de suas préprias indagagoes e
questionamentos, como forma de aprender (Soares; Pinto, 2001, p. 2).

A resolugao de problema visto como metodologia do ensino coloca o aluno como o
foco do aprender. O professor age como um facilitador, incentivando e mediando os alunos

a desenvolverem ferramentas para a busca de uma solucao.

Quando um aluno se confronta com uma situagao problema, este busca utilizar-se de
conhecimentos anteriores para achar uma solugdo. Schroeder e Lester (1989) afirmam que,
nesta abordagem, os problemas nao sao vistos apenas como um propésito para aprender
matematica, mas também como um caminho importante para fazer isso. Neste sentido,
entendemos que ensinar através de resolucao de problemas é um meio importantissimo para
consolidar todo o processo envolvido no ensino-aprendizagem da matematica. Segundo
Allevato e Onuchic (2009), ensinar Matematica através da Resolugao de Problemas nao
significa, simplesmente, apresentar um problema, e esperar que o aluno sozinho encontre
as ferramentas necessarias para a solucao. Cabe ao educador proporcionar um ambiente
favoravel, no qual o aluno se sinta motivado e estimulado a envolver-se nas atividades
propostas. Embora na teoria os trés modos de abordar a Resolu¢ao de Problemas possam
ser separados, na pratica, Schroeder e Lester (1989) afirmam que muitas vezes, eles se

encontram e podem acontecer de varias maneiras entre eles.

A atividade proposta neste trabalho de conclusao de curso estd fundamentada nesta
ultima abordagem, oferecendo ao aluno um ambiente que seja propicio ao aprendizado e
com as ferramentas adequadas para que o aluno tenha um entendimento mais abrangente

do problema proposto.
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2.2 Analise de erros

Diagnosticar e analisar erros de uma produgao escrita ¢ um procedimento que, meto-
dologicamente, se fundamenta na analise do contetido abordado. Em educacao matematica,
os documentos passiveis a analise de erros, sao geralmente, respostas a questionarios, testes
ou relatos de experiéncia. Dessa forma, as respostas escritas de estudantes a questoes de
Matematica podem ser objeto de uma andlise aprofundada e sisteméatica. Cury e Bisognin
(2009) destacam algumas etapas que auxiliarao na elaboragao da andlise dos erros:

[...]primeiramente fazemos uma leitura “flutuante” de todo o material,
para avaliar as respostas. A seguir, as separamos em “totalmente corretas”,
“parcialmente corretas” e “incorretas”, fazendo a contagem do nimero de
respostas de cada tipo. Algumas vezes, dependendo do tipo de questao
e de resposta, encontramos apenas duas classes, respostas corretas ou
incorretas. Nessa primeira fase, j4 empregamos algum tipo de notacgao
para separar aquelas respostas sobre as quais nos debrucaremos, o corpus
da pesquisa (Cury; Bisognin, 2009, p. 2-3).

A leitura flutuante que os autores se referem é feita na pré-andlise do material
colhido. Nesta fase é feita a leitura geral das producoes que se deseja analisar. Posterior-
mente é realizada a fase de exploracao do material, separando as questoes que plenamente
atenderam as expectativas desejadas, parcialmente atenderam as expectativas e as incorre-
tas. Sempre contabilizando cada segmento da divisdo a fim de obter dados quantitativos
referente as produgoes. Ainda nesta fase é feito um aprofundamento da anélise, agrupando
as respostas em categorias. Estas categorias tem por objetivo fornecer, por condensagao,
uma representacao simplificada dos dados brutos. Por tltimo, os mesmos autores destacam

que,

[...] na fase do tratamento dos resultados, as categorias sdo apresentadas
por meio de quadros com indicacéo de frequéncias e porcentagens ou com
a produgao de um “texto sintese” que resuma cada uma, incluindo-se,
também, exemplos dos erros cometidos. A partir dessa compreensao
mais aprofundada, pode-se utilizar os resultados da investigagdo com fins
tedricos ou préticos (Cury; Bisognin, 2009, p. 5).

Na tultima fase da andlise dos erros, ¢é realizada uma interpretagao, baseada nos critérios
adotados, das respostas dos alunos. Sempre que possivel, deve-se anexar no corpo da
analise, os fragmentos das respostas dos alunos, principalmente, as que mais se destacaram
para uma possivel andlise. Os fragmentos sao acompanhados de um texto explicando os
motivos e razoes pelo qual o autor se fundamenta sua anélise. Interpretar os dados é a
tarefa mais dificil nesta fase. Cury e Bisognin destacam que “A interpretacao dos dados da
investigagao é feita a partir das categorias apresentadas e exemplificadas.|...] Inicialmente
Y

analisamos as respostas e posteriormente buscamos uma possivel explicagao para os erros’
(Cury; Bisognin, 2009, p. 4).

Ha diversos fatores que podem influenciar uma reposta ser analisada como errada.

Ao interpretar um resultado o avaliador deve levar em consideracao os principais fatores que
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levaram o aluno a errar um determinado problema, seja por erro de calculo, interpretacao

incorreta ou incompreensao dos conceitos envolvidos no problema.

Por fim, ao analisar os erros, os professores tém a oportunidade de ajustar suas
estratégias de ensino, adaptando-as as necessidades especificas de cada aluno. Identificar
padroes comuns de equivocos também permite a criacao de abordagens pedagogicas mais
eficazes, visando superar obstaculos recorrentes e promover um ambiente de aprendizagem
mais inclusivo, onde os alunos se sentem encorajados a abordar desafios matematicos
sem o receio do julgamento, fomentando a confianca e a autenticidade no processo de

aprendizado.
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3 A sequéncia didatica

Neste capitulo, exploraremos o conceito de sequéncia didatica e sua importancia
para as atividades pedagogicas, abordando seus critérios gerais e detalhando o processo
envolvido na elaboracao de uma sequéncia didatica voltada para o ensino de probabilidade
através de problemas contraintuitivos. De acordo com Zabala, sequéncia didatica é “um
conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacao de certos
objetivos educacionais, que tem um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores

como pelos alunos” (Zabala, 2015, p. 18).

Em uma sequéncia didatica as atividades sao interconectadas, formando uma cadeia
de eventos que segue uma ordem especifica para atingir metas ou objetivos no ambito
da educacao. Esses objetivos podem incluir a compreensao de determinados conceitos ou
o desenvolvimento de habilidades. Os procedimentos de uma sequéncia didatica devem
estar fundamentadas na boa relacdo entre professor-aluno, nos objetivos que se propoe
a aula, e nos tipos de atividades seguidos do acompanhamento dos resultados. Para
Guimaraes e Giordan (2011) é importante que as atividades desenvolvidas adéquem-se
as caracteristicas cognitivas dos estudantes, respeitando as competéncias e habilidades
dos alunos, de forma que leve a motivacao para a aprendizagem sem que haja prejuizo ao
contetudo a ser trabalhado. Os fatores que interferem no processo ensino-aprendizagem
devem ser identificados previamente na elaboragao da sequéncia didatica, afim de que

minimizem-se as dificuldades no desenvolver das atividades.

Nessa fase é essencial que se retorne ao inicio e reveja a elaboragao
da Sequéncia Didética, ndo apenas para melhorar sua estrutura, mas
principalmente a fim de reelaborar saberes profissionais do professor na
construgdo e aplicacdo de estratégias de ensino (Guimaraes; Giordan,
2011, p.11).

Para a elaboracgao da sequéncia didatica é necessario que o professor tenha bem
fundamentado a organizagao dos contetidos para cada etapa da atividade bem como os
objetivos que se deseja alcangar em cada fase. Zabala (2015) organizou oito perguntas que

podem auxiliar o professor na elaboracao da sequéncia didatica:
1. H4 atividades que nos permitam fazer uma sondagem dos conhecimentos prévios
que cada aluno tem em relagdo aos novos contetidos de aprendizagem?

2. Os contetudos sao propostos de forma significativa e funcionais, de modo que haja

diferentes formas de resolver o problema?

3. Existe atividade que induz o nivel de desenvolvimento da cada estudante?
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4. Existem atividades que representem um desafio alcangavel para o aluno?
5. Existem atividades que promovam algum tipo de conflito conceitual estudantes?

6. Existem atividades que motivem os alunos em relacao a aprendizagem de novos

conteudos?
7. O autoconhecimento do aluno é valorizado para solu¢ao do problema?

8. A atividade ajuda os alunos a adquirir habilidades relacionadas com o desenvolver

de estratégias para solucionar problemas?

Essas questoes sao projetadas para auxiliar os educadores na reflexao e planejamento,
abrangendo desde a avaliagao inicial do conhecimento prévio dos alunos até a promocao
de desafios alcancaveis, a motivacao constante para a aprendizagem e o desenvolvimento
de habilidades praticas. Ao incorporar essas perguntas no desenvolvimento de sequéncias
didaticas, buscamos criar um ambiente de aprendizado significativo, adaptado as necessi-
dades individuais dos alunos e promovendo o desenvolvimento pleno de suas habilidades

cognitivas.

3.1 Montando a sequéncia didatica

A sequéncia didatica planejada tem com objetivo desenvolver estratégias para o
ensino de probabilidade por meio da utilizagao de problemas contraintuitivos e posterior-
mente avaliar a eficicia das estratégias utilizadas nesse processo. Segundo Huete e Bravo
(2006), a construgao do conhecimento serd realizada a partir da variedade de atividades e
experiéncias que possibilitem mais facilmente a aprendizagem, provoquem a generalizagoes
e a formalizacdo dos conceitos. E nesse sentido, que o objetivo desta sequéncia visa a
promocao um aprendizado mais significativo a cerca do tema de probabilidade. Assim,
levando em consideragao também as questoes apresentadas por Zabala (2015) que elabo-
ramos uma sequéncia dividida em trés momentos: Um pré-teste, intervencoes didaticas
e um pos-teste. O publico alvo desta sequéncia foram duas turmas do terceiro ano do
ensino médio de uma escola publica localizada em Recife-PE. Abaixo temos um resumo de
todas as etapas da sequéncia didatica contendo a objetivos, procedimentos metodologicos

e duracao das de cada atividade.

| O Problema dos Doces

Objetivos

» Compreender o conceito probabilidade (abordagem experimental e classica)
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o Aplicar o conceito de probabilidade na resolu¢gdo do "Problema dos Doces

o Explorar diferentes maneiras de se obter a quantidade de elementos de um espago

amostral

Duracao

Duas aulas (1 hora e 40 minutos)

Materiais Necessarios

e Urna contendo duas bolas vermelhas e duas bolas amarelas

e Folha com as instrugoes do problema e anotacoes gerais

Primeiro momento

Relembrando o conceito de probabilidade e introdug¢ao ao problema (25 minu-
tos)

Nesta etapa faremos um momento introdutoério do contetido, relembrando o conceito de
probabilidade, espago amostral e evento. Alguns exemplos introdutorios serao explorados
para melhor entendimento do contetido. Apds este momento inicial, formaremos grupos
com os alunos para entao apresenta-los o Problema dos Doces: “Hebe possui um cesto com
quatro doces, sendo dois vermelhos e dois amarelos. Marta pega, sem olhar, dois doces.

Qual a probabilidade de Marta pegar um doce vermelho e um amarelo?”

Segundo momento

Discussdo do Problema (10 minutos)

Neste ponto sera distribuido aos alunos a ficha contendo os comandos e perguntas do pro-
blema. Na ficha, primeiramente eles responderao quanto eles acham que é a probabilidade
de Marta sortear um doce de cada cor. Apds responderem, daremos inicio a um breve

momento de discussao sobre o que cada grupo colocou como resposta.

Terceiro momento

Busca de uma solugio para o problema (30 min)

Sera distribuidas embalagens que simbolizard a urna e discos vermelhos e amarelos de
material emborrachado para representar os doces. Entao, por vez, cada aluno do grupo ira
sortear dois discos e anotar os resultados obtidos na ficha distribuida no momento anterior.
Apo6s um aluno finalizar sua vez, os discos serdao retornados a embalagem e embaralhados
para que outro aluno do grupo possa sortear dois discos, repetindo o processo 30 vezes.
Apoés todos os alunos realizarem o experimento, as respostas serao socializadas e reunidas

em uma Unica amostragem.
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Quarto momento

Encontrando uma solugao e discussao final. (35 min)

Nesta etapa encontraremos uma solugao baseada nas amostras colhidas dos alunos. Aqui os
alunos serao questionados sobre a resposta inicial que eles achavam e a resposta encontrada
através da experimentacao. Posteriormente, abordaremos a diferenca entre a probabilidade
tedrica e a probabilidade experimenta. Possiveis duvidas serao esclarecidas nesta etapa.
Para reforcar a solugdo do problema, encontraremos outros caminho para obtencao do
resultado da probabilidade do problema proposto. Finalizaremos a intervencao propondo

exercicios do livro didatico.

O Problema do Grao-Duque da Toscana

Objetivos
Aprofundar o conceito de espaco amostral e eventos; Compreender o conceito de eventos

equiprovaveis e nao equiprovaveis.

Duracao

Duas aulas (1 hora e 40 minutos)

Materiais Necessarios

« Dados coloridos (trés dados por grupo)

o Folha com as instrugoes do problema e anotagoes gerais.

Primeiro momento

Resolugao de um problema mais simples (20 min)

Primeiramente iremos abordar um problema mais simples: Qual a probabilidade de ao
lancar dois dados honestos, obtermos soma 3, soma 6 e soma 11 nas faces superiores. Este

problema ira ajudar a compreender melhor os detalhes do problema original.

Segundo momento

Introdugao ao problema original (20 min)

Neste momento formaremos grupos e distribuiremos uma ficha com a introducao do
problema do Grao-Duque da Toscana que em resumo, questiona do porqué ao langar 3
dados simultaneos e verificar a soma das faces, é mais provavel obter soma 10 que obter
soma 9, visto que ambos possuem a mesma quantidade de distribuicao de somas. Aqui,
os alunos serao desafiados a encontrar as seis maneiras de decompor a soma dos 10 e 9
pontos. Apds perceberem que de fato tem a mesma quantidade de somas, iniciaremos uma

discussao se de fato somar 10 tem é mais provavel de ocorrer que soma 9.
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Terceiro momento

Busca de uma solugio para o problema (30 min)

Neste momento, iremos para a segunda parte da ficha de exercicios em que os alunos serao
questionados sobre as possiveis permutagoes dos dados em cada uma das seis decomposi-
¢oes encontradas no item anterior. Havera uma tabela para ser preenchida pelos grupos e

verificar se, desta maneira, terd alguma discrepancia nos dois eventos.

Quarto momento

Fechamento da atividade (30 min)

Aqui faremos o encerramento da atividade, revisando os célculos e introduzindo conceitos
novos como eventos e espacos equiprovaveis. Por fim, selecionaremos questoes do livro

didatico para praticarmos com os alunos.

| O Problema do Falso Positivo |

Objetivos
Compreender e aplicar diferentes métodos de resolugao de problemas ligado a probabilidade,

em especial utilizando o método da arvore de possibilidades ou diagrama de arvore.

Duracao

Duas aulas (1 hora e 40 minutos)

Materiais Necessarios

Projetor para apresentacao de imagens e slides

Primeiro momento

Apresentagao do problema e discussio inicial (15 min)

Inicialmente sera apresentado o seguinte problema: “Um por cento das mulheres de 40
anos tem cancer de mama. A chance de uma maquina de mamografia diagnosticar correta-
mente o cancer de mama é de 80%. Essa mesma maquina tem 9,6% de chance de dar um
falso positivo. Suponha que uma mulher de 40 anos faca uma mamografia regular e seja
diagnosticada com cancer de mama. Qual é a probabilidade de ela ter cancer de mama?”
Apéds apresenté-lo, uma discussao inicial serd realizada para esclarecer conceitos como
falso-positivo e falso-negativo, a importancia da interpretagao de resultados de testes na

area médica e o que os alunos acham que teremos como resposta para o problema.
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Segundo momento

Visualizando o problema com ajuda de diagramas (30 min)

Nesta etapa utilizaremos um ntmero fixo de mil mulheres para extraimos as informa-
¢Oes necessarias para o calculo da probabilidade. Deste modo, nos permitira utilizar um
diagrama com viés mais visual do problema. Ao final deste momento, levaremos uma

discussao sobre a resposta encontrada com a resposta da intuicao inicial deles.

Terceiro momento

Entendo a arvore de possibilidades(30 min)

Sera apresentado aos alunos o método de resolugao de problemas chamado arvore de possi-
bilidades ou diagrama de arvore. Aqui utilizaremos os dados do problema para avangarmos
com a explicagao do método, explicando o significado de cada ramo obtido, bem como a
maneira de se calcular a probabilidade de cada ramo ou conjunto de ramos. Aqui nova-

mente explicitaremos a resposta do problema confrontando com a intui¢ao inicial dos alunos.

Quarto momento

Encerramento da intervengao (25 min)

Neste ultimo momentos, abriremos o espago para tirar dividas e realizar comentarios
finais sobre o método aprendido. Por fim, selecionaremos exercicios do livro didatico com

énfase na resolugdo do método do diagrama de arvores.

A Porta dos Desesperados

Objetivos

o Compreender conceitos de probabilidade condicional

« Discutir e concluir sobre a estratégia mais vantajosa: trocar ou manter a escolha de

porta.

Duracao

Duas aulas (1 hora e 40 minutos)
Materiais Necessarios

« Datashow e tela para apresentacao.
» Software de simulacao do Problema dos Bodes.

 Prémios simbdlicos para os participantes (pode ser algo como adesivos ou doces).
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Primeiro momento

Apresentagdo do problema e contexto histérico (10 min)

Neste momento apresentaremos o problema da Porta dos Desesperados, evidenciando o
contexto histérico que gerou a polémica na década de 80. Eis o problema: “Suponha que
vocé estd em um programa de televisao. Foi dado a vocé escolher uma entre trés portas.
Atras de uma porta estd um carro e atras de cada outra porta, bodes. Vocé escolhe uma
porta, digamos porta #1, e o apresentador, que sabe o que esta atras das portas, abre
outra porta, digamos porta #3, revelando uma cabra. Ele diz para vocé: “Vocé quer mudar
para porta #2?” E vantagem mudar a sua escolha de portas?”. No final da apresentacio
do problema, levantaremos uma discussao sobre o que eles acham que é melhor, trocar,

manter ou tanto faz.

Segundo momento

Simulando o programa de auditério (40 min)

Nesta etapa faremos uma simulagao do programa de auditério com o uso de um software
que nos ajudara com a dinamica do problema. Cada aluno participara como participante
do programa e o professor fara o papel do apresentador, toda resposta serd mantida para

uma anélise postuma.

Terceiro momento

Analisando os dados obtidos na simulacao (30 min)

Os dados obtidos serdao agrupados em uma tabela de modo a introduzirmos o conceito de
probabilidade condicional. Estes dados também serao usados para buscarmos uma solucao
(abordagem frequentista) do problema. Por fim questionaremos se a resposta obtida ap6s

a simulagao é consistente com a resposta que eles tinham intuitivamente do problema.

Quarto momento

Finalizacao da intervencao (20 min)

Neste momento serda mostrado uma solugao baseado na abordagem cléssica da probabilidade
e faremos uma comparagdo com o resultado obtido na abordagem frequentista (simula-
¢ao do programa). Por fim, selecionaremos exercicios do livro didatico para praticarmos

questoes sobre probabilidade condicional.

No decorrer das proximas segoes, exploraremos de maneira mais abrangente a
implementacao das intervengoes acima, oferecendo uma analise aprofundada do processo.
Detalharemos também as experiéncias, resultados obtidos e licoes aprendidas, proporcio-
nando uma visao ampla do desenvolvimento e execu¢ao da sequéncia didatica, incluindo

as aplicacoes do pré-teste e pos-teste.
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3.2 Elaboracao e aplicacao do pré-teste

A primeira parte da sequéncia é a aplicagdo de um pré-teste contendo oito questoes
acerca do tema de probabilidade. O pré-teste atua como uma ferramenta diagnostica,
permitindo ao educador avaliar o nivel de conhecimento prévio dos alunos em relagao
aos conteudo de probabilidade. Gil (2015) destaca que a avaliacao diagndstica envolve a
analise das habilidades dos estudantes em relagdo aos temas a serem tratados. Ela busca
identificar tanto o interesse quanto as dificuldades dos alunos, orientando de maneira
detalhada e explicativa a selecao dos contetdos a serem abordados, garantindo assim uma
instrucao apropriada. A identificagao prévia das dificuldades possibilita uma adaptacao
mais precisa da sequéncia didatica as necessidades especificas de cada turma. Deste modo,
o professor pode ajustar o planejamento para incluir estratégias que abordem diretamente
os pontos criticos observados no pré-teste. A estrutura do pré-teste levou em consideracao
as habilidades e contetdos, também chamado de objetos do conhecimento, presentes no
curriculo de matematica de Pernambuco, de modo que cada questao estava correlacionado

com algum dos contetidos presente na figura 3 da secao 1.3.

As questoes do teste eram abertas em sua maioria, deste modo é possivel investigar
as causas subjacentes as dificuldades de aprendizagem apresentadas pelos alunos apés a

correcao da mesma. Abaixo temos a transcrigdo do pré-teste:

1. Identifique quais dos itens a seguir apresentam experimentos (ou fenémenos)

aleatdrios. (nesta questao é permitido marcar mais de uma alternativa).

(a) Duzentos bilhetes idénticos, diferenciando-se apenas pela numeracao, foram coloca-

dos em uma urna para que um deles fosse sorteado.

(b) Aquecer a dgua pura no nivel do mar e verificar a que temperatura ela entrard em

ebuli¢ao.

(c) Contagem da quantidade de artefatos defeituosos em um intervalo de duas horas

na linha de producao de uma fabrica.

(d) Registrar o tempo em que um relégio em bom funcionamento demora para que o

ponteiro maior complete uma volta.
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2. Trés moedas idénticas sao lancadas ao mesmo tempo, em seguida é verificado

qual face de cada uma delas ficou voltada para cima: cara ou coroa.
(a) Escreva o espago amostral desse experimento.

(b) Determine o Evento A correspondente a obter exatamente duas caras nesse experi-

mento.

(¢) Determine o Evento B, de obter apenas uma coroa.

3. Em uma gincana, os participantes foram numerados de 1 até 25, conforme
a ordem de inscricdo. Um participante sera sorteado para iniciar as provas da
gincana. Para fazer esse sorteio, o nimero de cada participante foi escrito em
pedacos de papel idénticos, que foram colocados em uma caixa para que um
deles fosse retirado aleatoriamente. Qual é a probabilidade de ser sorteado

um participante de nimero:
(a) 137
(b) par?
(c) Multiplo de 87

(d) Maior que 257

4. Em uma urna foram depositados 10 bolas em que cada uma recebeu uma
etiqueta diferente com as letras A, B, C, D, E, F, G, H, I e J. Sabendo
que duas bolas foram retiradas ao acaso, sucessivamente e sem reposicao,

determine a probabilidade de sair uma vogal e uma consoante.

5. Em uma urna ha 10 bolas idénticas quanto ao tamanho e ao material de
fabricacao; mas 4 delas sao vermelhas e 6 sao azuis. Retira-se uma primeira

bola e, sem reposigao, retira-se uma segunda bola. Qual a probabilidade de

ambas serem azuis?

6. Vocé conhece o termo diagrama de arvore ou arvore de possibilidades? Crie
um diagrama de possibilidades que Ilustra o seguinte caso: "Suponha que 5%
das bagagens contenham itens proibidos, Se uma bagagem contém um item

proibido, ha uma chance de 98%, de alarme disparar. Se uma bagagem nao

contém um item proibido, hd uma chance de 8% de o alarme disparar”
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7. Consideremos um dado que tenha em suas faces dois niimeros 1, trés
nimeros 3 e um nimero 5, de acordo com a planificagado mostrada na préxima
figura. Supondo que este dado seja balanceado e o lancamento nao favoreca
qualquer uma das faces, lancado o dado, quais as probabilidades de conse-

guirmos:
(a) Evento A: Uma face com 1 ?
(b) Evento B: Uma face com 37
(¢) Evento C: Uma face com 57

(d) Podemos dizer que os eventos A, B e C sdo equiprovaveis? Isto é, possuem mesma

probabilidade de acontecer? Justifique.

8. O gerente de uma loja de roupas montou uma banca de liquidagao
com mil camisetas de dois modelos, com precos abaixo do preco de custo.
Lamentavelmente, entre essas camisetas, algumas estdao com defeito de

fabrica, conforme mostra a tabela a seguir.

CAMISETAS | BOAS | DEFEITUOSAS | TOTAL
Tipol 018 82 600
Tipo2 315 85 400
TOTAL 833 167 1000

Uma camiseta é retirada da banca ao caso; com base nos dados da

tabela, calcular:
(a) A probabilidade de a camiseta retirada da banca ser do Tipo 1.

(b) A probabilidade de ela ter defeito, sabendo que a camiseta retirada da banca é do
Tipo 2.

(c) A probabilidade de a camiseta retirada da banca ter defeito, dado que ela é do
Tipo 1.

A aplicagao do pré-teste se deu de forma tranquila para ambas as turmas, sendo 30 alunos
na turma A e 29 alunos na turma B. As poucas duvidas que surgiram eram referentes a
conceitos que era abordado no préprio teste, porém foi explicado que nao era possivel tirar
duvidas deste tipo no momento da aplicacao. Posteriormente o pré-teste foi corrigido, de
maneira a sondar alguns pontos criticos que seriam trabalhados nas quatro intervengoes,

as quais detalharemos na proxima secao.
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3.3 Primeira Intervencao: O Problema do Doces

A primeira intervencao, chamada de O Problema dos Doces, foi pensada a partir do
artigo Pitfalls and surprises in probability: The battle against counterintuition (Knudtzon,
2019). Neste artigo 33 professores de matemética da Noruega que ensinavam em séries
equivalentes aos anos finais do fundamental e ensino médio deveriam responder a um
problema: Hebe possui um cesto com quatro doces, sendo dois vermelhos e dois
amarelos. Marta pega, sem olhar, dois doces. Qual a probabilidade de Marta
pegar um doce vermelho e um amarelo? Surpreendentemente apenas dois professores
responderam corretamente, e dos que erraram, a maioria acreditava que a resposta era
50% de chance de sair doces de cores diferentes, inclusive justificando com célculos este
valor. Diante do exposto, podemos notar que ha algum viés contraintuitivo no problema
que levou os professores de matematica a cometerem equivocos na resposta. Foi entdo que
surgiu a oportunidade de utilizar este problema, relativamente simples, como motivador
para o entendimento de conceitos de probabilidade como evento aleatério, probabilidade
experimental, probabilidade tedrica e espaco amostral. A proposta da intervencao era
de formar grupos com os alunos e buscarmos uma solugao para o problema levantado
inicialmente. Primeiramente, fizemos um levantamento das possiveis resposta para o
problema. Assim, cada aluno deu um palpite do que eles achavam que seria a resposta.
Nesta etapa da intervengao abrimos um debate para alguns alunos explanarem a légica
por tras de seus palpites. Todas as possiveis respostas foram anotadas em uma folha
distribuida para os grupos. A maioria dos alunos em ambas as turmas responderam que a

solucao para o problema seria 50% de chance de sair doces vermelho e amarelo.

Figura 4 — Palpites iniciais feito por um dos grupos da turma A
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

A figura 4 mostra os palpites feito por um dos grupos. Um dos alunos justificou
a probabilidade % como sendo os casos favoraveis dos quatro possiveis, amarelo-amarelo
(AA), vermelho-vermelho (VV), amarelo-vermelho (AV) ou vermelho-amarelo (VA), outros
justificaram o palpite 50% por uma questao de simetria. Posteriormente cada grupo recebeu

uma urna com dois discos vermelhos e dois discos amarelos. A proposta entao foi realizar
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uma simulacao das retiradas dos "doces", anotando as cores em uma tabela. Cada grupo

realizou o experimento trinta vezes, sempre revezando o participantes em cada sorteio.

Figura 5 — Simulagao das retiradas dos doces

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Apds todos os grupos concluirem as 30 rodadas, foi feito uma pausa para explicarmos

alguns conceitos envolvidos até o momento da atividade. Usando o exemplo do problema,

foi discutido a nogao de evento aleatorio. Em seguida, reunimos todas as informagcoes

registradas pelos grupos em uma s6 amostra e comegamos um debate sobre probabilidade

experimental e probabilidade tedrica. As informacoes coletadas pelos alunos da turma A e

B podem ser vistas na tabela 1.

Tabela 1 — Resultados obtidos pelas turmas A e B no Problema dos Doces

32 ano A 32 ano B

GRUPO VV AA AV ou VA GRUPO VV AA AV ou VA

#1 8 5 17 #1 7 5 18
#2 3 5 22 #2 2 5 23
#3 8 5 17 #3 8 3 19
#4 5 6 19 #4 4 9 17
#5 4 5 21 #5 5 4 21
#6 7 2 21 #6 4 9 17
H#7 5 4 21 H#7 7 7 16
TOTAL 40 32 138 TOTAL 37 42 131

Fonte: Elaboragdo do préprio autor.
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Ainda nesta etapa, na turma A, surgiu um questionamento sobre o tamanho da
amostra, pois o aluno havia lido em algum lugar que o tamanho da amostra coletada
deveria ser muito grande. Em vez de dar uma resposta direta, questionei-os se aquelas 210
amostras seria bom para extrairmos informagoes, porém nao houve um consenso entao
foi decidido que mais para frente retomariamos este dilema. A partir dos registros foi
calculado a probabilidade experimental. Feito o cédlculo, foi questionado aos alunos se
houve alguma discrepancia entre a probabilidade calculada e a probabilidade do palpite de
cada um. Por exemplo, na turma A, a probabilidade experimental de obtermos duas cores
distintas foi de %, que nos d4 aproximadamente 65%. Alguns alunos responderam que nao
estava tao distante os ntimeros, pois eles haviam dito 50%. Nesta momento, retomamos a
discussao sobre o tamanho da amostra, explicando que os resultados de um experimento
nem sempre correspondem aos resultados tedricos, mas devem se aproximar depois de um
grande numero de tentativas. Para concluir esta etapa, os alunos foram instigados sobre o
fato de que a resposta correta realmente é préoxima de 65% e nao de 50% como a maioria
havia pensado. A finalizacdo da intervencao se deu explicando um pouco mais sobre o
calculo da probabilidade tedrica e espaco amostral, além de calcularmos a probabilidade
real do problema utilizando uma nocao béasica de combinatoéria para encontramos o espaco
amostral das retiradas dos doces. Na proxima secao abordaremos o segundo problema

proposto, chamado de O problema do Grao-Duque da Toscana.

3.4 Segunda Intervencao: O Problema do Grao-Duque

da Toscana

A segunda intervengao foi baseada, segundo Hombas (2012), em um problema
que data do século 17 conhecido como Problema do Grao-Duque da toscana. Galileo
Galilei (1564-1642) embora tenha sido inicialmente destinado a estudar medicina na
Universidade de Pisa, acabou sendo eleito para a catedra de matematica em 1589, aos
25 anos, gragas ao patrocinio de Ferdinando dei Medici, Grao-Duque da Toscana. Em
um de seus artigos Sopra le Scoperte dei Dadi (Consideragdes sobre o jogo dos dados),
Galileo Galilei abordou também o tema das probabilidades. Nesse trabalho, ele analisa a
problemética do jogo Passediz, frequentemente praticado nas cortes da época. Neste jogo
nao ha limite de participantes. Um dos jogadores é eleito o banqueiro da rodada, sendo
este o responsavel por lancar trés dados. Se a soma das faces voltadas para cima for maior
que 10, o banqueiro ganha a aposta; caso contrario, a aposta ¢ aumentada e outro jogador
assume como banqueiro. No entanto, o Grao-Duque pediu a Galileo que explicasse por
que, embora houvesse um ntmero igual de combinacoes para os totais 9 e 10 ao langar
trés dados honestos, a experiéncia indicava que a probabilidade de obter um total de 9 era

menor do que a de obter um total de 10.
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Foi baseado neste contexto histérico, que o problema do Grao-Duque da Toscana
foi adaptado para ser trabalhado em sala de aula. Os contetidos previstos a serem abordado
neste problema envolvem, além de espaco amostral e seus eventos, o conceito de eventos
equiprovaveis e nao equiprovaveis previsto no novo curriculo do ensino médio. Inicialmente,
em grupos, foi proposto aos alunos um problema similar ao Problema do Grao-Duque,
porém com apenas dois dados. O objetivo foi de encontrar as probabilidades de se obter
soma 11, soma 3 e soma 6 no langcamento de dois dados. Para auxiliar os alunos, listamos
todos os 36 elementos do espago amostral utilizando uma tabela e, apds analisar os eventos,
chegamos a conclusao que a probabilidade de somar 11 era igual a probabilidade de somar
3 no lancamento de dois dados, e ambas eram diferentes da probabilidade de somar 6. Logo
apos este momento, foram distribuidas fichas aos grupos com o enunciado do problema e

algumas perguntas:

Diz a histéria que, no século XVI, um jogo era popular na corte italiana, em
que se lancavam trés dados e anotavam a soma dos pontos resultantes. O
Grao-Duque da Toscana, um jogador frequente, notou que era muito mais
comum obter 10 pontos do que 9 pontos. Isso o intrigou, ja que ele acreditava
que tanto 10 pontos quanto 9 pontos poderiam ser obtidos de igual maneira,

através de seis combinacoes diferentes.

Quais sao as seis maneiras de decompor os 10 pontos? E os 9 pontos?

Apos a leitura do enunciado, foi questionado aos alunos se de fato o Grao-Duque tinha
razao, ou seja, sera que soma 10 e soma 9, possuem seis maneiras de decompor a soma?
Levou um tempo para os alunos encontrarem as seis maneiras de decompor cada soma,
apenas dois grupos em cada turma nao conseguiram encontrar todas as seis maneiras.
Um dos grupos na turma A encontrou sete maneiras de se obter soma 10, posteriormente
eles viram que um dos casos ja havia sido contado antes. A figura 6 mostra um exemplo
feito por uma aluno da turma B, em que é listado todas as seis decomposi¢oes das somas
9 e 10. Até este momento, nossa conclusao era que, de fato, o Grao-Duque havia certa
razao em dizer que o total de decomposi¢oes eram iguais. Neste momento os alunos foram
questionados sobre que eles achavam a respeito do motivo de somar 10 ser mais provavel
de acontecer que somar 9 no langamento de trés dados. No momento do debate alguns
alunos levantaram hipoteses favoraveis sobre a resolucao deste enigma. Alguns apontaram
que deveriamos levar em consideracao as permutacoes das parcelas, pois poderia sair a

mesma soma, porém em diferentes dados.
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Figura 6 — Exemplo das decomposi¢oes distintas de somar 9 e somar 10
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Fonte: Elaboragao do préprio autor

Aproveitando as ideias dos alunos, foi dado prosseguimento com a intervencao,
assim, foi pedido para que os alunos encontrem uma explicacao para o problema levando em
consideragao as permutagoes dos resultados nos dados. Para isso, eles deveriam preencher
uma tabela com todas as possibilidades que poderiam surgir nos dados referente a cada

decomposicao encontrada na etapa anterior, como mostra a figura 7

Figura 7 — Preenchimento da tabela feita por um dos grupos
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Nesta ultima etapa, explicamos que ha, de fato, seis formas distintas de se obter
uma soma igual a 9 e 10 pontos, conforme se pode observar na seguinte figura 6. Porém,
nem todos os resultados apresentados tem igual probabilidade de acontecer, uma vez que
hé 6 formas distintas de sair {1,3,6}, bem como de todas as situagbes nas quais os trés
dados tem pontuagao distinta, pois se considerarmos os resultados do dado 1, dado 2 e
dado 3 ordenados teremos as possibilidades (1, 3, 6), (1, 6, 3), (3, 1, 6), (3, 6, 1), (6, 1, 3)
e (6, 3, 1); enquanto para o resultado {2, 2, 5} (e todos os resultados nos quais dois dados
obtém a mesma pontuagao) s6 ha 3 formas (2, 2, 5), (2, 5, 2) e (5, 2, 2); e para o resultado
{3, 3, 3} uma tinica forma. Assim sendo, dos 6 = 216 resultados distintos do lancamento
dos trés dados ha 25 que favorecem a soma ser igual a 9 e ha 27 que favorecem a soma ser

igual a 10 e como mostra na figura 7 logo:

P(“Soma9”") = 22156 < P(“Somal0") = 22176
Apés esclarecer todas as duvidas dos alunos, foi destacado que uma interpretacao clara do
espaco amostral é essencial para calcular essas probabilidades de maneira precisa. Por fim,
foi selecionado problemas similares do livro didatico Multiversos Matemética: Estatistica

e probabilidade (Souza, 2020) para melhor compreensao dos conceitos estudado neste dia.

3.5 Terceira Intervencao: O Problema do Falso-Positivo

A terceira intervencao abordara um problema que foi adaptado de um artigo da
BBC NEWS do jornalista Kremer (2014), o qual questionava se os médicos compreendiam
de fato conceitos relacionados a probabilidade em seus exames. O problema, aqui chamado
de O Problema do Fualso Positivo, traz o seguinte questionamento: Um por cento das
mulheres de 40 anos, em todo o mundo, tem cidncer de mama. A chance de
uma maquina de mamografia diagnosticar corretamente o cincer de mama é
de 80%. Essa mesma maquina tem 9,6% de chance de dar um falso positivo.
Suponha que uma mulher de 40 anos fagca uma mamografia regular e seja
diagnosticada pela maquina com resultado positivo para cidncer de mama.
Qual é a probabilidade desta mulher ter cancer de mama? A proposta para esta
intervengao era de trabalhar maneiras de resolucao de problemas ligado a probabilidade,
em especial a resolugao de problemas utilizando a arvore de possibilidades ou diagrama de
arvore. Apds apresentar o problema e abordar algumas defini¢bes como falso-positivo e
falso-negativo, foi questionado aos alunos qual seria o intervalo que eles achavam que seria

a resposta correta: menor que 10%, entre 10% e 30%, entre 30% e 60% ou maior que 60%.

Quase a totalidade dos alunos em ambas as turmas responderam que a resposta
seria um nimero maior que 60%. A explicacdo mais comum para eles acharem que a
resposta seria maior que 60% era que “A mdquina detecta o cincer 80% das vezes, entdo

a probabilidade deve ser de 80%, ou talvez 70%, dada a taza de falsos positivos.” Entao foi
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revelado os alunos que a resposta correta para o problema seria um nimero menor que 10%,
em torno de 7,8%. Para melhor ilustrar a situacdo, optamos por uma abordagem mais
visual, como citam Micallef, Dragicevic e Fekete (2012) em seu artigo, utilizando imagens
representativas, além de escolher um ntimero inicial de 1000 mulheres e arredondarmos a
taxa de falso positivo para 10% em vez de 9,6%. Para tal, supomos que 1.000 mulheres
de 40 anos foram selecionadas aleatoriamente para exames de mamografia, este nimero
esta representado nas bolas de cores azuis e vermelhas na figura 8. Dessas 1000 mulheres,
1%, ou dez delas, terdo cdncer da mama e as restantes 990 nao, representado nas cores
vermelhas e azuis, respectivamente. Das dez mulheres com cdncer de mama, 80%, ou oito
mulheres, serdo diagnosticadas corretamente. Das 990 mulheres sem cancer da mama, 10%
terdao um falso positivo, ou seja, 99 mulheres. Utilizamos o circulo preto na figura 8 para
ilustrar a mulheres que foram diagnosticadas com cancer de mama pela maquina que
foram num total de 107. Assim, concluimos que nas condigoes apresentadas a resposta

seria de oito em cada 107 mulheres, isto é %, ou cerca de 7,5%.

Figura 8 — Ilustracao utilizado na terceira intervencao
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Fonte: Elaboracao do préprio autor

Utilizando esta abordagem visual, os alunos puderam compreender melhor os
detalhes deste problema, alguns questionaram se sempre era possivel utilizar um ntmero
aleatorio, por exemplo as 1000 mulheres mencionadas acima, para resultar problemas. Foi
explicado que nem sempre isto é possivel, mas caso o problema deixe em aberto, esta
seria uma boa estratégia a ser utilizada, desde que o tamanho da amostra escolhida seja

conveniente e facilite os calculos. Para dar continuidade com a intervencao, foi abordado
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também o método das arvores de possibilidades ou diagrama de arvores. A maioria dos

alunos ndo demonstraram conhecer este método. Comecamos este método pelas informacoes

iniciais, em que 1%.0 das mulheres de 40 anos apresentavam cancer de mama, segundo o

problema. Em seguida, foi questionado qual era a probabilidade de uma mulher de 40 anos
nao apresentar a doenca, e sem muitas dificuldades, responderam 99% ou %. O processo
de construgao da arvore continuou, detalhando cada ramificacao e o significado de cada

galho ao final da construcao, como mostra a figura

Figura 9 — Arvore de possibilidades utilizada na explica¢do do problema original
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Observando o diagrama os alunos perceberam que na primeira e terceira ramificacao
a maquina detecta a doenga, porém apenas na primeira ramificacdo que a pessoa testada
tem realmente a doenga. Um ponto a ser destacado é que, o problema em si explora conceitos
de probabilidade condicional, visto que estamos interessado em saber a probabilidade de
uma mulher de 40 anos ter a doenga dado que a maquina diagnosticou com a doenga. A
explicacdo de probabilidade condicional, neste momento, foi bastante superficial, pois este
conteido sera abordado com maior detalhes no problema da segao 3.6. Ao final chegamos

no seguinte calculo:

180
1007100 o7

1,80 , 99 0

100100 T 100100

Ao final da intervencao foi utilizado questoes do préprio livro didatico utilizando o

método das arvores de possibilidades em suas resolugoes.
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3.6 Quarta Intervencao: A Porta dos Desesperados

Também conhecido como o Problema de Monty Hall ou Problema dos Dois Bodes,
a quarta e ultima intervencao, chamada de A Porta dos Desesperados, foi baseada em
um situacao real ocorrida nos Estados Unidos que gerou, a época, uma polémica devido
a uma simples pergunta relacionada ao contetido de probabilidade. Assim, para melhor
motivar os alunos com o problema, resolvemos abordar primeiramente o contexto historico

do mesmo.

3.6.1 A histéria por tras do Problema dos Dois Bodes

Embora haja referéncias ao problema desde 1975, como citado no artigo de Selvin
(1975), foi somente em Setembro de 1990 que o problema se tornou polémico. Marilyn Vos
Savant, nascida em 1946 em St. Louis, Missouri, Estados Unidos, era uma colunista na
revista Parade e autora de diversos livros. Trabalhava também como executiva em uma
empresa que fabrica coragoes artificiais de uso permanente e temporario em pacientes
que apresentam casos de deficiéncias cardiacas. Foi listada no periodo de 1986 e 1989,
no Guinness Book of World Records, o Livro dos Recordes, como detentora do mais alto
quociente de inteligéncia (QI) no mundo, desde entdo o Guinness Book of World Records

nao mais reconhece esta categoria por ser dificil de quantificar.

Figura 10 — Marilyn Vos Savant, colunista da revista Parade

MARILYN vos SAVANT
~oluhnist Parade Magazin:

Fonte: Crockett, Zachary, 2015.

Marylin Savant era colunista da revista Parade e escrevia o Ask Marylin, uma
coluna de pergunta e respostas na qual diversas pessoas enviavam perguntas com temas

diversos, como rela¢oes pessoais, matematica, filosofia, politica, religiao, entre outros.

Em Setembro de 1990, Marylin respondeu em sua coluna, Ask Marilyn, na revista
Parade, uma inofensiva pergunta feita por um de seus leitores, Craig Whitaker, residente

em Columbia, Maryland, Estados Unidos.
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Suponha que vocé estd em um programa de televisao. Foi dado a vocé escolher
uma entre trés portas. Atrdas de uma porta estd um carro e atrds de cada outra
porta, bodes. Vocé escolhe uma porta, digamos porta #1, e o apresentador, que
sabe o que esta atrds das portas, abre outra porta, digamos porta #3, revelando
uma cabra. Ele diz para vocé: "Vocé quer mudar para porta #22'E vantagem

mudar a sua escolha de portas?

A resposta dada por Marylin Vos Savant ao leitor Craig Whitaker na revista Parade,
acendeu um debate que tomou enorme proporcoes. Marilyn Savant afirmou que sim, era
melhor trocar de porta. Esta resposta foi o estopim para o editorial da revista Parade
recebesse em sua caixa postal diversas cartas, cerca de 10000, segundo matéria publicada
no The New York Times pelo jornalista Tierney (1991). A maioria, incluindo cerca de 1000
doutores, descordavam da resposta de Marylin sobre a pergunta dada ao leitor. Abaixo é
transcrito algumas destas cartas:

Como vocé aparenta ir direto ao ponto, irei fazer o mesmo. Vocé errou!
Deixe me explicar. Se uma porta é mostrada para ser a perdedora, aquela
informacdo muda a probabilidade da escolha restante, nenhuma delas
tem motivo para ser algo diferente de 1/2. Como matemaético profissional,
eu estou muito preocupado com a falta de habilidades do publico geral.
Por favor, ajude confessando seu erro e, em um momento futuro, seja
mais cuidadosa. Robert Sachs, Ph.D. - George Mason University
(Crockett, 2015, v. 19).

Vocé errou, e errou feio! Como vocé aparenta ter dificuldade em assimilar
o principio basico aqui, irei explicar. Depois do apresentador revelar o
bode, vocé agora tem 1/2 de chance de estar correta. Se vocé mudar a
sua escolha ou ndo mudar a sua escolha de porta, as chances continuam
as mesmas. J4 existe analfabetismo matematico suficiente neste pais, e
nés nao queremos que a pessoa com maior Q.I. do mundo propague mais
analfabetismo. Vergonha! Scott Smith, Ph.D. - Universidade da
Flérida (Crockett, 2015, v. 19).

Sua resposta para a pergunta estd errada, mas se serve de consolagao,
muitos de meus colegas académicos também se atrapalharam com esse
problema. Associacdo de Faculdades da Califérnia (Crockett, 2015,
v. 19).

Apés explicar o embate entre a colunista e os professores das universidades, foi exposto
um video com um trecho do quadro da A porta dos Desesperados, exibido pelo Sistema
Brasileiro de Televisao. Este programa de auditério, apresentado pelo ator e humorista
Sérgio Malandro, era bastante similar ao programa que deu origem ao problema nos Estados
Unidos. A escolha de trabalhar A Porta dos Desesperados como cenario do problema
principal foi bastante conveniente. Embora os estudantes nao tenham vivido a época em
que se passava o quadro, os professores da escola e responsaveis pelos alunos viveram
aquele momento, isto tras um sentimento de proximidade maior com o problema, além de
que encontrar uma solugdo para o problema pesquisando por A Porta dos Desesperados é

relativamente mais dificil que encontrar solugao para o O Problema dos Dois Bodes.
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Figura 11 — Imagem captada do video reproduzido durante a apresentacao do problema

Apés essa parte introdutéria, levantamos um debate sobre o que eles achavam da
pergunta principal do problema. A maioria dos alunos acreditavam que os professores e
pesquisadores das universidades tinham mais razao que Marilyn, ou seja, como s6 havia
duas portas ao final, a chance era de 50%, assim nao faria diferenca trocar ou manter a

escolha.

3.6.2 A simulagao do problema

Apbs a parte introdutoria, em que abordamos o enunciado e contexto historico
do problema, resolvemos fazer uma simulagdo em sala de aula com as mesmas condig¢oes
enunciadas no problema. Todos os alunos de ambas as turmas participaram, e pra agilizar
a dindmica da simulacao, foi criado uma planilha utilizando o software Microsoft Excel.
Como premiacao simbolica, os alunos que ao final das escolhas acertassem onde estava o
prémio, ganhariam chocolates e doces. A figura 12 mostra como estava organizada planilha

da simulagao.
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Figura 12 — Modelo de planilha eletronica utilizada durante a atividade

Rodada | Porta Escolhida | Prémio | Eliminara porta | Trocou? |Ganhou? trocar ganha | Ndo trocar ganha

#1
#2
#3
#
#5
#6
#7
#3
#9
#10
#11
#12
#13
#14
#15
#16
#17
#18
#19
#20

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Abaixo temos o significado de cada coluna da planilha eletronica, figura 12, utilizada

na intervencao:

"Rodada": Esta coluna serviu como referéncia para ordenar o quantitativo de

rodadas em cada turma.

"Prémio": Nesta coluna estava escondido em qual porta estava o prémio. A informa-
¢ao da célula nao era visivel para os alunos e so era revelada ao final de cada rodada.
E importante destacar a escolha de qual porta estaria o prémio foi determinada por

uma fungdo do Microsoft Fxcel que gerava ntmeros aleatérios (1, 2 ou 3).

"Porta Escolhida": Era a porta que o participante da vez escolhia inicialmente.
Esta coluna era preenchida com numeros 1, 2 ou 3, dependendo da escolha do

participante.

"Eliminar porta": Esta coluna significa qual porta foi elimina pelo apresentador. A
funcao de eliminar a porta apods a escolha do participante foi pré-programada para
que seguisse o mesmo critério do problema original, ou seja, nao era possivel eliminar
a porta que tinha o prémio, nem eliminar a porta que o participante escolheu. Esta

coluna era preenchida com nimeros 1, 2 ou 3, a depender dos critérios ja mencionados.

"Trocou?": Esta parte da planilha foi usada para saber se o participante escolheu
trocar de porta ou manter a escolha inicial. Caso o participante escolhesse trocar,
apos uma porta ser eliminada, esta coluna era preenchida com um “sim”, do contrario,

era preenchida com um “nao”.
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o "Ganhou?": Esta coluna indicava se o participante ganhou ou nao ganhou o prémio.
No caso de sucesso, esta coluna era preenchida com um "sim", em caso de fracasso,

era preenchida com um "nao".

As duas ultimas colunas eram preenchidas automaticamente por meio de uma func¢ao no
Microsoft Excel. A finalidade destas colunas é de simplificar a visualizagdo dos resultados

pelos alunos.

« "Trocar ganha": Caso o participante trocasse de porta e ganhasse o prémio, era

exibido um "sim", do contrario nada era exibido.

o "Nao trocar ganha": Andalogo ao item anterior, caso o participante nao trocasse

de porta e ganhasse o prémio, era exibido um "sim", do contrario nada era exibido.

Na etapa do preenchimento, alguns alunos tentavam encontrar alguma légica na
distribuicao dos prémios, apesar de ter sido dito que elas foram aleatoriamente escolhidas
pelo préprio programa. No inicio foi percebido uma tendéncia em manter a escolha da
porta, porém ao se aproximar do final, os alunos foram lentamente mudando a opiniao
e escolhendo trocar de porta no momento apropriado. O resultado da simulacgao foi

apresentado aos alunos em uma planilha, como pode ser observado na figura 13.

Figura 13 — Resultados da simulacao em ambas as turmas

Quantos trocaram 23 Quantos trocaram 17

Quantos ndo trocaram 21 Quantos ndo trocaram 14

Quantos ganharam trocando 17 Quantos ganharam trocando 12

Quantos ganharam ndo trocando 9 Quantos ganharam ndo trocando 4
Turma A Turma B

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

A partir da construcao desta planilha, o conteiido de probabilidade condicional
foi trabalhado com os alunos. Primeiramente era feita a seguinte pergunta: De acordo
com a tabela que vocés ajudaram a preencher, figura 13, e supondo que na turma A houve
44 participantes, dos quais 23 escolheram trocar de porta e 21 escolheram ndo trocar de
porta. Se o nome de todos os 44 participantes fossem colocados em uma urna, qual a a
probabilidade de sortear alguém que ganhou o jogo ¢ Alguns alunos perceberam que, na
tabela, deveriamos somar o total de pessoas que ganharam trocando com o total de pessoas
que ganharam mantendo a escolha das portas e dividindo pelo total de participantes.
Logo ap6s os alunos demonstrarem confianga nesse entendimento, era perguntado qual a

probabilidade de alguém sorteado ter ganho o prémio, sabendo que ela trocou de porta ?
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Esta pergunta chave dava inicio a explicagdo do contetido de probabilidade condicional. Os
alunos notaram que a pergunta nao mais interessava aquelas pessoas que nao trocaram de
porta, assim o espaco amostral da pergunta anterior nao era o mesmo desta nova pergunta.
Em seguida foi apresentado um conceito formal de probabilidade condicional e maneiras de
calcular a mesma, seja por féormula ou restringindo o espago amostral a condi¢ao fornecida.
Por fim, voltamos ao problema original perguntando que, de acordo com os ntmeros
apresentados na tabela, é melhor trocar, manter ou tanto faz? Boa parte dos alunos que
responderam “tanto faz” anteriormente, perceberam que, pelos niimeros da simulagao
em sala, ganhar o prémio dado que trocou de porta apresentava é—g ~ 74% de chance de

ganhar, enquanto ganhar o prémio dado que manteve a escolha inicial da porta tinha

9
21

porta. Entao foi questionado aos alunos que serd que a nossa amostra pequena demais

~ 43% de chance de ganhar, assim por esses dados, era muito mais vantajoso trocar de

para obtermos uma conclusao definitiva? Alguns alunos ainda nao tinham se convencido
de que era melhor trocar de porta, assim como os doutores do problema original, foi entao
que utilizamos uma maneira mais simples para verificarmos que, de fato, o resultado da
simulagao que eles fizeram eram condizente com o original, como mostrado na tabela

baixo:

Tabela 2 — Resultados possiveis caso o participante escolha porta #1

Porta #1 Porta #2 Porta #3 Apresentador elimina a porta Resultado ao trocar

Carro Bode Bode Porta #2 ou #3 Perde
Bode Carro Bode Porta #3 Ganha
Bode Bode Carro Porta #2 Ganha

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Na tabela 2 é possivel visualizar a solu¢ao do problema. Supondo que o participante
tenha escolhido a porta #1 (os demais casos é andlogo), ap6s trocar de porta, o iinico caso
que ha fracasso é se, e somente se, sua escolha inicial for da porta que contém o prémio
(carro). Nos demais casos, ao escolher uma porta que contém um bode, o apresentador
serd forcado a eliminar uma porta que contém o outro bode, restando apenas uma porta
com carro. Sendo assim, a probabilidade de sucesso ao trocar de porta serda de 2/3. Apds
mostrar esta solugao aos alunos, os mesmos questionaram do porqué os pesquisadores e
professores da universidades nao enxergarem esta solugao. Foi entao mencionado que se
tratava de um problema contraintuitivo para a maioria das pessoas, porém, com um pouco

de matematica a real solucao se torna evidente.

Para finalizar, uma lista com diversas questoes sobre probabilidade condicional foi
entregue aos alunos para que eles pudessem praticar nas aulas reservadas para estudo. De

todos os problemas apresentados, este foi o problema que mais motivou os alunos. De fato
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o problema é bastante rico em contexto, seja pela parte histérica ou pela dinamica de

programa de auditério, isto permitiu um engajamento maior por parte dos alunos.

3.7 Elaboracao e aplicacao do pés-teste

A ultima etapa da sequéncia didética consistiu na aplicacao de um pods-teste, abran-
gendo 31 alunos na turma A e 30 alunos na turma B. A aplicacdo do pds-teste se deu
aproximadamente um més apds a ultima intervencao ser realizada. Este instrumento foi
desenhado para avaliar o progresso e o entendimento adquirido pelos estudantes apos a
implementagao da sequéncia didatica abordando problemas contraintuitivos sobre probabi-
lidade. Assim como o pré-teste, o pos-teste desempenha um papel crucial como ferramenta
diagnoéstica. Ele permite ao educador mensurar o impacto das intervencoes realizadas
durante a sequéncia de ensino, identificando areas em que os alunos demonstraram melhora
e aquelas que ainda requerem atencao adicional. A estrutura do pos-teste foi elaborada,
mantendo correlagoes diretas com as habilidades e conteidos previamente abordados
no pré-teste e nas intervengoes. Cada questao foi formulada considerando os objetos do
conhecimento presentes no curriculo de matemética de Pernambuco, assegurando uma

avaliacao alinhada aos objetivos educacionais estabelecidos.

Figura 14 — Aluno respondendo o pés-teste na turma B

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

1. Classifique os itens abaixo em experimento aleatério ou experimento nao
aleatdrio (deterministico). JUSTIFIQUE cada resposta.

(a) Contagem da quantidade de acidentes automobilisticos em um intervalo de 1 dia

em uma determinada avenida.

(b) O dia da semana em que vocé fard aniversario no ano de 2030
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2. Uma moeda e um dado honesto sao lancados ao mesmo tempo, em seguida

é verificado qual face de cada uma delas ficou voltada para cima.
(a) Escreva o espago amostral desse experimento.

(b) Determine o Evento A correspondente a obter um nimero maior ou igual a 5 no

dado.

(¢) ¢) Determine o Evento B, de obter uma coroa na moeda e um niimero par no dado.

3. Em uma gincana, os participantes foram numerados de 1 até 25, conforme
a ordem de inscrigao. Um participante sera sorteado para iniciar as provas da
gincana. Para fazer esse sorteio, o nimero de cada participante foi escrito em
pedacos de papel idénticos, que foram colocados em uma caixa para que um
deles fosse retirado aleatoriamente. Qual é a probabilidade de ser sorteado

um participante de niimero:
(a) Par ?
(b) Miltiplo de 57
(c) Par e multiplo de 57

(d) Par ou multiplo de 57

4. Em uma festa infantil, foram misturados, em uma caixa, 12 brindes para
meninos e 15 para meninas. Dois brindes sao retirados, sucessivamente e sem
reposicao, da caixa. Qual é a probabilidade de que um seja para menino e

outro para menina?

5. Uma urna contém 10 etiquetas identificadas pelas letras A, B, C, D, E,
F, G, H, I e J. Duas delas sao retiradas ao acaso, sucessivamente. Qual a

probabilidade de sairem duas vogais, se a extracgao é feita com reposicao?

6. Crie uma arvore de possibilidades que ilustra o seguinte caso: "Suponha
que 5% das bagagens contenham itens proibidos, Se uma bagagem contém um
item proibido, hd uma chance de 98%, de alarme disparar. Se uma bagagem

nao contém um item proibido, hd uma chance de 8% de o alarme disparar”
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7. Responda os seguintes itens:

(a) Qual é a probabilidade de que a soma dos resultados obtidos ao se langar dois

dados equilibrados e idénticos seja 37

(b) Qual é a probabilidade de que a soma dos resultados obtidos ao se lancar dois

dados equilibrados e idénticos seja 77

(¢) Podemos afirmar que o evento "lancar dois dados equilibrados e idénticos e somar
os pontos da duas faces voltadas para cima'seja um espacgo equiprovavel? Justifique

usando os argumentos dos itens (a) e (b).

8. Para verificar a reducao de efeitos colaterais de um novo tratamento,
pesquisadores ministraram a dois grupos distintos de voluntarios o tratamento
convencional e o novo tratamento. Os resultados obtidos estao descritos na

tabela a seguir:

Apresentou Efeitos Colaterais?
SIM NAO
TRATAMENTO 54 4
CONVENCIONAL
NOVO
51 34
TRATAMENTO

(a) Qual a probabilidade de um voluntario, escolhido aleatoriamente dentre os partici-

pantes dessa pesquisa, ter apresentado efeitos colaterais?

(b) Qual a probabilidade de um voluntario ter sido submetido ao novo tratamento,

dado que ele apresentou efeitos colaterais? (a) e (b).

A aplicagdo do pos-teste ocorreu sem problemas ou intervencgoes. A corregao deste

instrumento, bem como a comparagao com o pré-teste sera analisada no préximo capitulo.
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4 Analise dos resultados

Para avaliar a eficacia da sequéncia didatica os alunos passaram por um pré-teste
e pos-teste no qual foram abordados os conteidos de probabilidade no ensino médio.
Refor¢amos ainda que as turmas selecionadas para a aplicagao da sequéncia didatica nao
estavam inseridas na nova matriz curricular de Pernambuco que prevé o contetudo de
probabilidade exclusivamente para turmas do terceiro ano, assim, de acordo com a matriz
antiga, as turmas selecionadas ja tiveram contato com o conteiido de probabilidade de
forma diluida nos anos anteriores. Tanto o pré quanto o o pés-teste foram realizados através
de oito questoes com objetivo de avaliar, em cada questao, uma determinada habilidade
prevista na nova matriz curricular curricular referente ao conteiido de probabilidade. Nas

secoes 4.1 e 4.2 analisaremos o pré-teste e o pos-teste, respectivamente.

4.1 Analisando o Pré-Teste

No total, 59 alunos responderam o pré-teste, sendo 30 alunos da turma A e 29

alunos da turma B.

1. Identifique quais dos itens a seguir apresentam experimentos (ou fenémenos)

aleatdrios. (nesta questao é permitido marcar mais de uma alternativa).

(a) Duzentos bilhetes idénticos, diferenciando-se apenas pela numeragao, foram coloca-

dos em uma urna para que um deles fosse sorteado.

(b) Aquecer a dgua pura no nivel do mar e verificar a que temperatura ela entrard em

ebuli¢ao.

(¢) Contagem da quantidade de artefatos defeituosos em um intervalo de duas horas

na linha de produgao de uma fabrica.

(d) Registrar o tempo em que um relégio em bom funcionamento demora para que o

ponteiro maior complete uma volta.

A primeira questao foi extraida do livro Multiversos Matematica: Estatistica e Probabi-
lidade do autor Souza (2020), no qual os alunos deveriam responder quais dos eventos
listados nas alternativas representavam um experimento aleatério. Ao se abordar o con-
teudo de probabilidade é fundamental apresentar a nocao de eventos ditos aleatorios e
eventos deterministicos. A probabilidade é a medida da incerteza associada a eventos.
Fendomenos aleatérios sao essenciais para entender a base tedrica da probabilidade, pois

muitos eventos na vida real sao incertos e nao podem ser previstos com certeza absoluta.
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Para fins de correcao, considerou-se como resposta correta aquela em que o aluno assi-
nalou apenas as duas alternativas corretas, no caso letra A e C. Foi classificada como
parcialmente correta a resposta em que o aluno assinalou apenas uma das duas opgoes
corretas, letra A ou C. E por fim, uma questao foi considerada errada se o aluno assinalou
alguma alternativa incorreta. Na turma A, seis alunos marcaram acertaram integralmente
a questao, e outros doze alunos acertaram parcialmente a questao, e os 12 alunos restantes,
erraram a questao. Na turma B apenas dois alunos acertaram integralmente a questao,
outros seis alunos acertaram parcialmente e os 21 restantes erraram a questao. De forma
geral, o resultado nao foi satisfatorio, os alunos demonstraram nao saber com clareza o
significado de experimento aleatério, principalmente na turma B onde apenas dois alunos
acertaram a primeira questao. Tais conceitos envolvendo aleatoriedade nao sao exclusivos
do ensino médio. Segundo a BNCC (2017), os alunos nos anos finais do ensino fundamental
ja deveriam desenvolver habilidades para o entendimento de que nem todos os fenémenos

sao deterministicos, ha eventos que sao influenciados pela aleatoriedade e incerteza.

Tabela 3 — Total de erros e acertos da questao 1 pré-teste

Pré-teste Pré-teste
Questao 1 - Turma A Questao 1 - Turma B
Acertou integralmente 6 Acertou integralmente 2
Acertou parcialmente 12 Acertou parcialmente 6
Errou 12 Errou 21

Fonte: Elaboracdo do préprio autor.

2. Trés moedas idénticas sao lancadas ao mesmo tempo, em seguida é verificado

qual face de cada uma delas ficou voltada para cima: cara ou coroa.
(a) Escreva o espago amostral desse experimento.

(b) Determine o Evento A correspondente a obter exatamente duas caras nesse experi-

mento.

(¢) Determine o Evento B, de obter apenas uma coroa.

A segunda questao aborda o conceito de espaco amostral e eventos em um langamento
de trés moedas. Nesta questao nao havia necessidade de cdlculos, apenas descrever o que
se pedia em cada item. O entendimento do espago amostral e eventos é essencial para
a resolugao de problemas, principalmente problemas mais complexos que envolvem, por
exemplo, retiradas sucessivas ou necessidade de utilizagao de andlise combinatoria para
calcular a quantidade de elementos. De forma geral, nesta questao, o resultado nao foi
satisfatério em nenhuma das turmas. Na turma A dois alunos demonstraram um minimo

de conhecimento a cerca do que foi pedido, os demais alunos erraram ou deixaram em
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branco. Na turma B trés alunos apresentaram respostas corretas ou respostas minimamente
condizentes com o que havia sido pedido na questao. Os demais erraram ou deixaram em

branco.

Tabela 4 — Total de erros e acertos da questao 2 pré-teste

Pré-teste Pré-teste
Questao 2 - Turma A Questao 2 - Turma B
Acertos 2 Acertos 3
Erros 28 Erros 26

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Na figura 15, embora o aluno nao tenha respondido corretamente o que foi pedido,

demonstrou saber minimamente a ideia de espaco amostral, faltando apenas os eventos

KKK e CCC.

Figura 15 — Resposta referente a segunda questao aluno turma B

2, Trés moedas idénticas sdo lancadas a0 mesmo tempo, em seguida é verificado qual face de cada uma
delas ficou voltada para cima: cara (K) ou coroa {C).
a) Escreva ? espaco qmc:stra] desse experimento.
I [(J '_' .-J [/ i) ] o
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b) Deterp‘nine o Evento A correspondente a obter exatamente duas caras nesse experimento.

[ 1 1/ {
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¢) c)Determine o Evento B, de obter apenas uma coroa.

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Na figura 16, o estudante representou o espago amostral e os eventos pedidos
corretamente, porém usando uma representacao nao convencional para a cara e coroa e

dos elementos do conjunto representado entre chaves.
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Figura 16 — Resposta referente a segunda questao aluno turma A

2 Trés moedas idénticas sdo langadas ac mesmo empao, em seguida & verificado qual face de cada uma
delas ficou voltada para cima: cara (K) ou coroa (C}. @ = corda
a) Escreva o espago amostral desse experimento. O = covoos
5 & TE o

" = 8 possilili s

a

b) Determine o Evento A correspondente a obter exatamente duas caras nesse experimento.

o=y
& 3 possibilickaacs
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c) c)Determine o Evento B, de obter apenas uma coroa.
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

3. Em uma gincana, os participantes foram numerados de 1 até 25, conforme
a ordem de inscricdo. Um participante sera sorteado para iniciar as provas da
gincana. Para fazer esse sorteio, o nimero de cada participante foi escrito em
pedacos de papel idénticos, que foram colocados em uma caixa para que um
deles fosse retirado aleatoriamente. Qual é a probabilidade de ser sorteado

um participante de niimero:
(a) 137
(b) par?
(c) Multiplo de 87

(d) Maior que 257

A questao 3 foi retirada do livro Multiversos Matemaética: Estatistica e probabilidade
(Souza, 2020), com propdsito de averiguar se os alunos conseguem realizar o célculo simples
de probabilidade. Na turma A, onze alunos responderam corretamente todos os itens da
questao 3, outros seis alunos demonstraram algum conhecimento ou tentativa de calcular
corretamente, porém com sérios problemas de conceito ou execucgao, e 13 alunos erraram
grosseiramente seus calculos ou deixaram em branco. Na turma B dez alunos acertaram
todos os itens e outros trés tiveram um resultado satisfatério, com poucos erros em suas
respostas. Os demais, dezesseis alunos, nao tiveram sucesso em suas respostas ou deixaram

em branco.
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Tabela 5 — Total de erros e acertos da questao 3 pré-teste

Pré-teste Pré-teste
Questao 3 - Turma A Questao 3 - Turma B
Acertos 11 Acertos 10
Erros 19 Erros 19

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Na figura 17 vemos um dos erros mais comum referente ao item a) da questao 3.
Neste item é perguntado qual a probabilidade do sorteio sair o nimero 13, ou seja, uma
unica possibilidade dentre as 25. Os alunos entenderam que havia 13 possibilidades nas 25

opgoes disponiveis.

Figura 17 — Alternativa respondida de forma errada por um aluno da turma B

3. Em uma gincana, os participantes foram numerados de 1 até 25, conforme a ordem de i?scrigﬁo. Um
participante serd sorteado para iniciar as provas da gincana. Para fazer esse sorteio, 0 numer? de
cada participante foi escrito em pedacos de papel idénticos, que foram colocados em uma caixa para
que um deles fosse retirado aleatoriamente. Qual é a probabilidade de ser sorteado um participante

de niimero:
137 L O
" 15~ 0538 7o

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Nas figuras 18 e 19, vemos um erro que foi observado em pelo menos 5 alunos. Os
alunos nao levaram em consideracao de que no espaco amostral dado, ndo ha uma mesma
quantidade de niimero pares e impares, ou seja, nao ha a simetria justificada por exemplo

na figura 18.

Figura 18 — Item a) e b) respondidos de forma errada por um aluno da turma B

3. Em uma gincana, os participantes foram numerados de 1 até 25, conforme a ordem de inscricdo. Um
participante serd sorteado para iniciar as provas da gincana. Para fazer esse sorteio, o nimero de
cada participante foi escrito em pedacos de papel idénticos, que foram colocados em uma caixa para
que um deles fosse retirado aleatoriamente. Qual é a probabilidade de ser sorteado um participante
de nimero:

TG g i

b) par?

Se7. WM¢W _emwi“ea'ﬁft

Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Figura 19 — Item b) respondido de forma errada por um aluno da turma A

3. Em uma gincana, s participantes foram numerados de 1 até 25, conforme a ordem de inscrigdo. Um
participante serd sorteado para iniciar as provas da gincana. Para fazer esse sorteio, o niimero de
cada participante foi escrito em pedagos de papel idénticos, que foram colocados em uma caixa para
que um deles fosse retirado aleatoriamente. Qual € a probabilidade de ser sorteado um participante
de ndmero:

a) 132 |
s

b) par? |

——

2

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Na figura 20 vemos um erro de conceitual grave. Probabilidade é um ntmero real
que varia entre 0 e 1, ndo pode jamais haver uma fracdo que resulta em um ntimero maior

que 1.

Figura 20 — Alternativas respondidas de forma errada por um aluno da turma A

3. Em uma gincana, os participantes fofam numerados de 1 até 25, conforme a ordem de inscricdo. Um
participante serd sorteado para iniciar as provas da gincana. Para fazer esse sorteio, 0 niimero de
cada participante foi escrito em pedacos de papel idénticos, que foram colocados em uma caixa para
gue um deles fosse retirado aleatoriamente. Qual € a probabilidade de ser sorteado um participante

de numero:
ay 137 ==
a5 . 9
b
b) par?

S ..

Ax
¢) miltiplo de 8?

A1
6

d) maior do que 257

0, Pl Ao nox o @22

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Observe que na figura 21, embora a maioria dos alunos optaram representacao %,

por exemplo, outros alunos optaram por escrever na forma que estd escrita no item a) , 1
em 25. Porém, muitos alunos cometeram o mesmo erro de apenas escrever o quantitativo
dos elementos do evento pedido, ou descrever os elementos do evento, como nos itens b) e

c), respectivamente, da figura 21.
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Figura 21 — Alguns equivocos na representacao da probabilidade

3. Em uma gincana, os participantes foram numerados de 1 até 25, conforme a ordefn de irlrscri;a:. Um
participante serd sorteado para iniciar as provas da gincana. Para fazer esse sorteio, 0 ““merf’ e .
cada participante foi escrito em pedacos de papel idénticos, que foram colocados em uma ca.lx_a p :
que um deles fosse retirado aleatoriamente. Qual & a probabilidade de ser sorteado um participante

de niimero:
a) 137 4 em 28
b) par? iz

c) miltiplo de 8?

8,15,e4 »

d) maiordoque 25?7 ©

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Analisando de forma geral a questao 3 do pré-teste nos dar um norte de como
devemos abordar os principais equivocos encontrados pelos alunos para uma melhor

compreensao do conteuido de probabilidade

4. Em uma urna foram depositados 10 bolas em que cada uma recebeu uma
etiqueta diferente com as letras A, B, C, D, E, F, G, H, I e J. Sabendo
que duas bolas foram retiradas ao acaso, sucessivamente e sem reposicao,

determine a probabilidade de sair uma vogal e uma consoante.

A questao 4 aborda o calculo de probabilidade por meio de retiradas sucessivas sem repo-
sicdo. Nas duas turmas o resultado foi bastante insatisfatério, porém ha uma justificativa
para tal. O contetido previsto para a questao 4 é abordado apenas no terceiro ano, segundo
a matriz curricular antiga, logo tal resultado ja era esperado. Na turma A apenas um
aluno respondeu corretamente a questao 4 e outro aluno cometeu um pequeno equivoco
na hora de modelar o problema, como mostra a figuras 22 e 23. Na turma B nao houve

acertos.
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Tabela 6 — Total de erros e acertos da questao 4 pré-teste
Pré-teste Pré-teste
Questao 4 - Turma A Questao 4 - Turma B
Acertos 1 Acertos 0
Erros 29 Erros 29
Fonte: Elaboracdo do préprio autor.
Figura 22 — Resolugao correta apresentado pelo aluno da turma A
4. Em uma urna foram depositados 10 bolas em que cada uma recebeu uma etiqueta diferente com as
letras A, B, C, D, E, F, G, H, | e . Sabendo que duas bolas foram retiradas ao acaso, sucessivamente e
sem reposicdo, determine a probabilidade de sair uma vogal e uma consoante. FRD
(9 conseantex conseante )@ g q _, qo-srokal RZY;
X 6 -la2 e az \
o - B
@ vogaix voga i "€
3.2 =[e) \_i"’.—'f“.".}"*c\l
L‘H2-+(ﬁ‘:l18 Ny ou CX(, / Q {‘]2!"_.0_4__!_".;—’ 3
901t L5 15
Fonte: Elaboragao do préprio autor.
Figura 23 — Resolugdo com um pequeno equivoco por parte do aluno turma A
i as
4. Em uma urna foram depositados 10 bolas em que cada uma recebeu uma etiqueta SN w0

letras A, B, C, D, E, F, G, H, | e ). Sabendo que duas bolas foram retiradas ao acasg, sucessivamente e

sem reposicao, determine a probabilidade de sair uma vogal e uma consoante.

=54

TO"cj_

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Na figura 22 o aluno apresentou uma resolucao bastante elaborada, calculando

o todas as possibilidade de retirada de duas bolas, posteriormente retirando do total

aquelas boas que nao interessava ao problema, no caso de bolas com duas vogais e bolas

com duas consoantes. Na figura 23 é possivel chegar a conclusao que o aluno demonstrou

conhecimento na tentativa de solu¢do ao quebrar o problema em dois casos, todavia, um

equivoco se ao somar as probabilidades, pois estavamos interessados na probabilidade da

intersecao de dois eventos independentes, logo haveria de ser uma multiplicagao.
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Na figura 24 o aluno apresentou uma solugao que nao condiz com o que foi pedido
no problema, pois o aluno resolveu a questao como se fosse pedido a retirada de duas
vogais sem reposicao. Podemos atribuir este equivoco a uma falta de atencao na leitura do

problema.

Figura 24 — Resolucao equivocada de um aluno da turma B devido a falta de atencao

4, Em uma urna foram depositados 10 bolas em que cada uma recebeu uma etiqueta diferente com as
letrasA, B, C, D, E, F, G, H, | eJ. Sabendo que duas bolas foram retiradas ao acaso, sucessivamente e
sem reposi¢do, determine a probabilidade de sair uma vogal e uma consoante.

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

5. Em uma urna h4 10 bolas idénticas quanto ao tamanho e ao material de
fabricagcao; mas 4 delas sao vermelhas e 6 sao azuis. Retira-se uma primeira
bola e, sem reposicao, retira-se uma segunda bola. Qual a probabilidade de

ambas serem azuis?

A questao 5 foi retirada do clube da OBMEP e segue a mesma ideia da questao
4, calculo de probabilidade de eventos sucessivos. Novamente era esperado que os alunos
apresentassem alguma dificuldades em resolvé-la. Apenas dois alunos da turma B apresen-
taram a solugdo correta, os demais, 27 alunos, erraram ou nao responderam a questao.
Na turma A nao houve acertos, porém 3 alunos demonstraram algum conhecimento para

resolver a questao, cometendo alguns erros pontuais.

Tabela 7 — Total de erros e acertos da questao 5 pré-teste

Pré-teste Pré-teste
Questao 5 - Turma A Questao 5 - Turma B
Acertos 0 Acertos 2
Erros 30 Erros 27

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Na figura 25 vemos uma solugdo parecida com a figura 22, porém seja possivel

realizar da mesma forma, no primeiro passo quando o aluno faz o total de bolas Vermelhas
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(V) e Amarelas (A) faz-se necessario multiplicar por 2 o resultado encontrado pois para

este caso temos AV ou VA.

Figura 25 — Resolugao equivocada da questao 5 por um aluno da turma A

5. Em uma urna ha 10 bolas idénticas quanto a0 tamanho 2 a0 material de fabricag8o; mas 4 delas s3o
vermelhas e 6 sdo azuis.

Retira-se uma primeira bola e, sem reposicdo, retira-se uma segunda bola.
Qual a probabilidade de ambas serem azuis?

@;UxA

b.a=24
@"‘-)"A‘\/
4.3z 12

@AxA: . 3=t—~12._.—-b-.5\‘v A
(®) 102 = Qo —siotal

L__—B-R -«..._2_,-:2 ___D__l_

Qo o 102 5

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Na figura 26 vemos uma tentativa de solucao acompanhada de um erros conceituais
e erros na execucao do calculo em si. Assim como na figura 23 foi realizada a soma em vez

de multiplicar, ainda assim a soma das fracgoes foi feita de forma totalmente equivocada.

Figura 26 — Outra resolucao equivocada da questdao 5 por um aluno da turma A

5. Em uma urna hd 10 bolas idénticas quanto ao tamanho e 20 material de fabricagiio; mas 4 delas sio
vermelhas e 6 sdo azuis.

Retira-se uma primeira bola e, sem reposi¢do, retira-se uma segunda bola.
Qual a probabilidade de ambas serem azuis?

;éﬁ __E’_),.—bbg ,ﬂr-O.J’Z/
6 ] 0980

S 1
- zoa[)l?,

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

6. Vocé conhece o termo diagrama de arvore ou arvore de possibilidades? Crie
um diagrama de possibilidades que Ilustra o seguinte caso: "Suponha que 5%
das bagagens contenham itens proibidos, Se uma bagagem contém um item

proibido, h4 uma chance de 98%, de alarme disparar. Se uma bagagem nao

contém um item proibido, hd uma chance de 8% de o alarme disparar”
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Na questao 6 os alunos os alunos deveriam testar seus conhecimentos sobre um dos
métodos de resolucao de problema conhecido como arvore das possibilidades ou diagrama
de arvore. Em probabilidade, um diagrama de arvore pode ser usado para representar um
espaco de probabilidade, auxiliando os alunos a visualizarem as ramifica¢gdes do problema
de forma mais clara e organizada. Além disso, esta questao traz uma aplicacdo pratica de
conceitos probabilisticos em um contexto realista, no qual os alunos podem relacionar-se
facilmente, como a seguranga em aeroportos e rodoviarias. A maioria dos alunos, tanto na
turma A quanto na turma B, responderam que nao conheciam ou nao sabiam construir um
diagrama de arvores para o problema proposto. Na turma A quatro alunos demonstraram
saber construir o diagrama, enquanto na turma B apenas dois alunos construiram com
sucesso um diagrama que representava a situagao proposta na questao 6, incluindo as

respectivas probabilidades nas ramificagoes das arvores.

Tabela 8 — Total de erros e acertos da questao 6 pré-teste

Pré-teste Pré-teste
Questao 6 - Turma A Questao 6 - Turma B
Acertos 4 Acertos 2
Erros 26 Erros 27

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Figura 27 — Construcao do diagrama da questao 6 apresentado por um aluno da turma A

6. Vocé conhece o termo diagrama de drvore ou drvore de possibilidades? Cric um diagrama de
possibilidades que llustra o seguinte caso: "Suponha que 5% das bagagens contenham'itens proibidos,
Se uma bagagem contém um item proibido, hd uma chance de 98%, de alarme disparar. Se uma
bagagem ndo contém um item proibido, h& uma chance de 8% de o alarme disparar”

alarme now dispor (27)

ens pvow"ﬂldﬁb C5%) —0p alarm? dispore cagl)

bqgageﬁg L olavme dispara (Az7)

P Sem jkens PYC)@bidO&:(qbz)_____“ R

Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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7. Consideremos um dado que tenha em suas faces dois niimeros 1, trés
nimeros 3 e um nimero 5, de acordo com a planificagado mostrada na préxima
figura. Supondo que este dado seja balanceado e o lancamento nao favoreca
qualquer uma das faces, lancado o dado, quais as probabilidades de conse-

guirmos:
(a) Evento A: Uma face com 1 ?
(b) Evento B: Uma face com 37
(¢) Evento C: Uma face com 57

(d) Podemos dizer que os eventos A, B e C sdo equiprovaveis? Isto é, possuem mesma

probabilidade de acontecer? Justifique.

Na sétima questao os alunos precisavam calcular a probabilidade dos itens a), b)
e ¢) em seguida deduzir se esses eventos tinham a mesma probabilidade de ocorréncia
ou nao. No geral o resultado nao foi tao satisfatério, na turma A apenas doze alunos
responderam corretamente os itens pedidos e 18 alunos responderam erradamente ou nao
responderam a questao. Na turma B 10 alunos responderam corretamente todos os itens

contra 19 alunos que nao souberam ou responderam errado os itens.

Tabela 9 — Total de erros e acertos da questao 7 pré-teste

Pré-teste Pré-teste
Questao 7 - Turma A Questao 7 - Turma B
Acertos 12 Acertos 10
Erros 18 Erros 19

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Dentre as justificativas mais comuns estao as que foram apresentadas na figura
28. Os alunos perceberam de forma objetiva que um dos lados apresentavam uma maior

probabilidade de ocorrer, mesmo sem fazer nenhum calculo.

Figura 28 — Exemplo de justificativa comum da questdao 7 por um aluno da turma B

d) Podemos dizer que os eventos A, B e C sdo equiprovaveis? Isto é, possuem mesma probabilidade de
acontecer? Justifique

Fonte: Elaboracdo do préprio autor.
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8. O gerente de uma loja de roupas montou uma banca de liquidacao
com mil camisetas de dois modelos, com precos abaixo do preco de custo.
Lamentavelmente, entre essas camisetas, algumas estao com defeito de

fabrica, conforme mostra a tabela a seguir.

CAMISETAS | BOAS | DEFEITUOSAS | TOTAL
Tipol 518 82 600
Tipo2 315 85 400
TOTAL 833 167 1000

Uma camiseta é retirada da banca ao caso; com base nos dados da

tabela, calcular:
(a) A probabilidade de a camiseta retirada da banca ser do Tipo 1.

(b) A probabilidade de ela ter defeito, sabendo que a camiseta retirada da banca é do
Tipo 2.

(c) A probabilidade de a camiseta retirada da banca ter defeito, dado que ela é do
Tipo 1.

A oitava questao abordou um problema simples sobre probabilidade condicional.
Na turma A quatro alunos responderam adequadamente os itens a), b) e c), outros 26
alunos desta turma responderam errado ou deixaram a questao em branco. Na turma B o
resultado foi semelhante, com cinco alunos acertando todos os trés itens e 24 alunos com
respostas erradas ou em branco. O conteiido de probabilidade condicional estava previsto
na antiga matriz curricular na grade dos estudantes do terceiro ano, entao resultados

abaixo do esperado ja era previsto para os alunos que responderam este esta questao.

Tabela 10 — Total de erros e acertos da questao 8 pré-teste

Pré-teste Pré-teste
Questao 8 - Turma A Questao 8 - Turma B
Acertos 4 Acertos H
Erros 26 Erros 24

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Na figura 29 é possivel visualizarmos um dos erros frequentes dos alunos que
responderam esta questdo. No item a), b) e ¢) hé erros tanto na quantidade de elementos

do evento a pedido quanto na escolha do espaco amostral.
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Figura 29 — Exemplo de erro comum na questao 8 feito por um aluno da turma B

Uma camiseta & retirada da banca ao caso; com base nos dados da tabela, calcular:
a} A probabilidade de a camiseta retirada da banca ser do Tipo 1.

g

b) A probabilidade de ela ter defeito, sabendo que a camiseta retirada da banca & do Tipo 2

.

c) Aprobabilidade de a camiseta retirada da banca ter defeito, dado que ela é do Tipo 1.

7D

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

A anélise do pré-teste transcorreu de acordo com as expectativas, permitindo uma
coleta de dados para uma comparacao com o resultado do pds-teste, discutido na proxima

secao, além de contribuir para ajustes pontuais no desenvolver da sequéncia didatica.

4.2 Analisando o Pés-Teste

De forma analoga ao pré-teste, o pos-teste foi elaborado com oito questoes seguindo
um padrao de conteidos parecidos com o teste da etapa anterior. Fizeram o pods-teste
31 alunos da turma A e 31 alunos da turma B, sendo sua aplicacao realizada um més
apos a finalizacao da quarta intervencao. De modo geral o resultado apresentou melhoras

significativas em relacao ao primeiro teste.

1. Classifique os itens abaixo em experimento aleatério ou experimento nao
aleatério (deterministico). JUSTIFIQUE cada resposta.

(a) Contagem da quantidade de acidentes automobilisticos em um intervalo de 1 dia

em uma determinada avenida.

(b) O dia da semana em que vocé fard aniversario no ano de 2030

Na primeira questao os alunos deveriam responder se determinados eventos eram aleatorios
ou deterministicos, bem como elaborar uma justificativa para tal resposta. Na turma A

vinte e sete alunos apresentaram um raciocinio correto para a questao, outros quatro
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alunos responderam errado ou nao justificaram suas respostas. Na turma B vinte e quatro
alunos acertaram a questao, apresentando as justificativas esperadas para a questao, e
outros seis alunos nao justificaram corretamente a questao, e apenas uma aluno deixou em

branco.

Tabela 11 — Total de erros e acertos da questao 1 pos-teste

Poés-teste Po6s-teste
Questao 1 - Turma A Questao 1 - Turma B
Acertos 27 Acertos 24
Erros 4 Erros 7

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Em relagao ao pré-teste houve uma melhora dos alunos em relagao ao entendimento
do conceito de evento aleatorio. Ressaltamos que a habilidade identificar eventos aleatorios
e deterministicos foi trabalhada na intervencao do Problema dos Doces. Os detalhes de
como foi trabalhado esta habilidade dentro do Problema dos Doces podem ser vistos
na secao 3.3. Na figura 30 temos um exemplo de justificativa em que o aluno utiliza o
preceito da incerteza para justificar o evento do item a), e no item b), o aluno justifica que
aquele evento ja é determinado pelo calendario. Estas foram as justificativas mais comuns

encontrada na correcao da questao 1.

Figura 30 — Exemplo de justificativa para a questao 1 do pos-teste feito por um aluno da
turma B

a) Contagem da guantidade de acidentes automobilisticos em um intervalo de 1 dia em uma

determinada avenida.

Abdloio , G T 3 ORoATads s ou moo 0dR% manfhi,

b) O dia da semana em que voca fara aniversario no ano de 2030

oo oldlee, e ng-b';_&’ Qifiaminth Mo Qurabrie -

Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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2. Uma moeda e um dado honesto sao lancados ao mesmo tempo, em seguida

é verificado qual face de cada uma delas ficou voltada para cima.

(a) Escreva o espaco amostral desse experimento.

(b) Determine o Evento A correspondente a obter um nimero maior ou igual a 5 no

dado.

(¢) ¢) Determine o Evento B, de obter uma coroa na moeda e um niimero par no dado.

A questao 2 aborda a habilidade de identificar e descrever o espaco amostral de eventos
aleatérios. Assim como no pré-teste os alunos deveriam descrever de forma organizada o
que se pedia em cada item.Na turma A, vinte alunos responderam a segunda questao corre-
tamente contra onze que erraram a questao. Na turma B vinte e sete alunos responderam

a questao corretamente, contra quatro que responderam erradamente.

Tabela 12 — Total de erros e acertos da questao 2 pos-teste

Poés-teste Pos-teste
Questao 2 - Turma A Questao 2 - Turma B
Acertos 20 Acertos 27
Erros 11 Erros 4

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Dentre os alunos que responderam corretamente, alguns nao utilizaram uma notacgao
convencional para representar conjuntos, como o uso de chaves por exemplo, mas utilizando

uma notagao prépria, como mostra as figuras 31 e 32:

Figura 31 — Exemplo de notagao propria para representar o espago amostral

r Uma moeda e um dado honesto sdo langados a0 mesmo '«empn,]I zn:l igguiga é verificado qual
face de cama uma delas ficou voltada para cima. C=uwna LRI

a) Escreva o espago amostral desse experimento. il
- A a L ‘.t, 1'\II~'~. = A0 b J
|

i i i ado.
b) Determine o Evento A correspondente a obter um nimero maior ou igual a 5 no da

“[_L?.:‘ll B
{e=5ab)

¥ no dado.
) ) Determinea Evento B, de obter uma coroa na moeda e um nimero par

K= }I'f-a,"’o

Fonte: Elaboracdo do préprio autor.
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Figura 32 — Exemplo de notacao propria para representar o espaco amostral

2. Uma moeda e um dado honesto sio langados ao mesmo tempo, em seguida é verificado qual
face de cama uma delas ficou voltada para cima.
a) Escreva o espago amostral desse experimento.

Wa1q'llarqr5;g
Coron. : {Fll3.'éfr Sré

b) Determine o Evento A correspondente a obter um nimero maior ou igual a 5 no dado.

Canar:5 €6
Coroa: 5 ¢

¢) c) Determine o Evento B, de obter uma coroana moeda e um ndmero par no dado.

(;Jroqza_,zi e 6

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Reforgcamos que este tipo de notacao nao é adequado matematicamente para
representar o conjunto do espago amostral de um determinado evento. Na finalizacao da
intervencao do problema do Grao-Duque da Toscana vimos maneiras de representacao do
espaco amostral, enfatizando a maneira de utilizar chaves como representacao de conjuntos.
Contudo, é possivel fazer uma conexao entre uma representacao formal e maneira que eles

responderam.

3. Em uma gincana, os participantes foram numerados de 1 até 25, conforme
a ordem de inscricdo. Um participante sera sorteado para iniciar as provas da
gincana. Para fazer esse sorteio, o nimero de cada participante foi escrito em
pedacgos de papel idénticos, que foram colocados em uma caixa para que um
deles fosse retirado aleatoriamente. Qual é a probabilidade de ser sorteado

um participante de niimero:
(a) Par ?
(b) Multiplo de 57
(¢) Par e multiplo de 57

(d) Par ou multiplo de 57

Na terceira questdo, cada alternativa pede a probabilidade de um evento especifico
ocorrer. Isso permite que os alunos pratiquem o calculo de probabilidades simples, utilizando
a razao entre o nimero de casos favoraveis e o niimero total de casos no espago amostral.
Similar a proposta do pré-teste, as alternativas a) e b) seguem com a mesma proposta
de averiguar o célculo da probabilidade de um evento simples. As alternativas c) e d)
envolvem eventos compostos, representando a interse¢ao (evento par e multiplo de 5) e
a unido (evento par ou multiplo de 5) de condigdes. Na turma A, vinte e seis tivera um

desempenho desejavel acertando pelo menos trés dos quatro itens em questao, contra cinco
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alunos que erraram duas ou mais questoes. Na turma B vinte e trés alunos tiveram um
desempenho desejavel na questao 3, contra oito alunos que nao responderam ou erraram

pelo menos duas questoes.

Tabela 13 — Total de erros e acertos da questao 3 pos-teste

Pés-teste Poés-teste
Questao 3 - Turma A Questao 3 - Turma B
Acertos 20 Acertos 27
Erros 11 Erros 4

Fonte: Elaboracdo do préprio autor.

Dentre os alunos com desempenho desejavel neste item, destaco que o item d) foi o
item com menor taxa de acerto. A totalidade dos alunos que erraram o item d) seguiram

o0 mesmo raciocinio das figuras 33 e 34.

Figura 33 — Exemplo de erro comum para o item d) da questao 3 do pés-teste

d) Par ou multiplo de 57

£ "

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 34 — Exemplo de erro comum para o item d) da questao 3 do pos-teste

4
d) Par ou multiplo de 5? 124+ Kois __'fi_i ]
/2 e 5 )
25 2o g:hm‘fi",ﬁlﬂf‘-g\

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Nas figuras 33 e 34 os alunos cometeram um equivoco na interpretagao da alternativa
d) da questao. A alternativa d) afirma "par ou multiplo de 5". Na tentativa de calcular a
probabilidade desse evento, alguns alunos somaram as probabilidades de ser par % com
a probabilidade de ser multiplo de 5 % No entanto, esse método estd incorreto porque
a soma dessas probabilidades incluiu duas vezes os participantes que sao tanto pares
quanto multiplos de 5. Para evitar essa duplicacao, é necessario subtrair a probabilidade
de ser simultaneamente par e miltiplo de 5 (interse¢ao dos eventos) % que consta no

alternativa c). Acredito que este resultado seja devido a pouca énfase na interpretagao
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correta da probabilidade da uniao de eventos. Durante a exposi¢ao da terceira intervencao,
sobre o método do diagrama de arvores, foram abordados topicos de intersecao e uniao
de eventos. E possivel nio ter ficado claro que a probabilidade da unido inclui a soma
das probabilidades dos eventos individuais, mas é necessario subtrair a probabilidade da

intersecao, caso haja, para evitar as redundancias encontradas na correcao do pos-teste.

4. Em uma festa infantil, foram misturados, em uma caixa, 12 brindes para
meninos e 15 para meninas. Dois brindes sao retirados, sucessivamente e sem

reposicao, da caixa. Qual é a probabilidade de que um seja para menino e

outro para menina?

A questao 4 do pds-teste aborda o calculo de probabilidade por meio de retiradas
sucessivas e sem reposi¢cao. Podemos também olhar o contetido desta questao como um
problema de probabilidade condicional, ja que estariamos interessados na probabilidade de
retirar um brinde para menino apés ja ter sido retirado um brinde para menina, ou vice-
versa. Na turma A, quinze alunos apresentaram no calculo uma fundamentacao adequada ao
problema, enquanto outros dezesseis nao erraram, deixaram em branco ou nao apresentaram
uma solucao final para o problema. Na turma B treze alunos apresentaram uma solugao

adequada ao problema e dezoito alunos nao responderam a questao adequadamente.

Tabela 14 — Total de erros e acertos da questao 4 pos-teste

Pés-teste Pés-teste
Questao 4 - Turma A Questao 4 - Turma B
Acertos 15 Acertos 13
Erros 16 Erros 18

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

A maioria dos alunos em ambas as turmas optaram por resolver a questao utilizando
o método do diagrama de arvore trabalhado na terceira intervencao. Embora a motivacao
inicial da elaboracao deste problema nao fosse utilizar a arvore de possibilidades, este fato
¢é algo bastante positivo, pois mostra que os alunos conseguem associar o que é pedido no

problema com a utilizagao do método.

Na figura 35 percebemos uma solugao que foi considerada errada em varias correcoes.
O motivo foi que o aluno nao concluiu o raciocinio, apenas elaborou o diagrama e nao

extraiu nenhuma informacao que viesse a resolver o problema.
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Figura 35 — Questao 4 sem a finalizagdo do problema

PrODADMUAUS e yurs s == ¢ .
\ S M
\ . o o
TP g/ ‘.'l’i'- :

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Outro erro comum, mostrado na figura 36, onde o aluno resolveu apenas a pro-
babilidade de sortear menino na primeira retirada e menina na segunda, sem reposicao,
porém esqueceu de calcular a probabilidade de retirar uma menina no primeiro sorteio e

um menino no segundo sorteio.

Figura 36 — Erro encontrado na questao 4

TTT T M que win e para MENIn e outro para menina?

g ks

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

5. Uma urna contém 10 etiquetas identificadas pelas letras A, B, C, D, E,

F, G, H, I e J. Duas delas sao retiradas ao acaso, sucessivamente. Qual a

probabilidade de sairem duas vogais, se a extracao é feita com reposicao?

A questao 5 foi semelhante a questao anterior, porém a diferenca é que ha reposicao dos
elementos apds a primeira retirada. No contexto da probabilidade, a reposicao significa
que, apos cada extracao, a etiqueta é devolvida a urna antes da préxima retirada. Isso
influencia diretamente as probabilidades dos eventos subsequentes. Ao analisar a retirada
de duas vogais sucessivas, os alunos sao desafiados a compreender a interagao entre eventos
independentes e a aplicar a multiplicacado de probabilidades. Na turma A tivemos dezessete
acertos contra 14 erros, nesta turma os alunos que acertaram a questao optaram por
calcular diretamente a probabilidade, multiplicando diretamente a quantidade de vogal
na primeira retirada com a probabilidade de retirada da segunda vogal, observando a
reposi¢ao. Na turma B tivemos um niimero de acertos menor, com treze acertos e dezoito

questoes erradas.



4.2. Analisando o Pds-Teste 89

Tabela 15 — Total de erros e acertos da questao 5 pos-teste

Pés-teste Poés-teste
Questao 5 - Turma A Questao 5 - Turma B
Acertos 17 Acertos 13
Erros 14 Erros 18

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Nesta turma, por algum motivo, calcularam utilizando o diagrama, porém, um erro
frequente foi de considerar a retirada sem reposicao. Atribuo este erro a falta de atencao

na leitura do comando do problema como mostra a figura 37.

Figura 37 — Erro encontrado na questao 5

| LI ORES S Aaaseny e - =

feita com reposicdo?

i O exeboh) {idodi du raoastem

21
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Na figura 38 é mostrado uma solugao bastante diferenciada em relagao as demais.
Nesta solugao, o aluno optou por transcrever todo o espago amostral do problema. Ao
listar todos os elementos do espaco amostral, o aluno pode visualizar claramente cada
combinacao e identificar as que atendem a condigdo de sairem duas vogais sucessivas. Essa
abordagem é especialmente util quando o espaco amostral é pequeno e a andlise manual
¢é viavel. No entanto, é importante observar que, em situagdes com um espac¢o amostral
muito grande, como o espago amostral do problema em questao, essa abordagem pode se
tornar trabalhoso ou impraticavel. Em casos mais complexos, entender padroes, utilizar

formulas e aplicar conceitos de combinacoes e permutagoes pode ser mais eficiente.
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Figura 38 — Solucao listando todo o espaco amostral da questao 5

Fonte: Elaboracdo do préprio autor.

6. Crie uma arvore de possibilidades que ilustra o seguinte caso: "Suponha
que 5% das bagagens contenham itens proibidos, Se uma bagagem contém um

item proibido, ha uma chance de 98%, de alarme disparar. Se uma bagagem

nao contém um item proibido, hd uma chance de 8% de o alarme disparar”

Novamente, foi proposta a questao da construcao de uma arvore de possibilidades
a partir das informagoes citadas no texto. Ao criar uma arvore de possibilidades, os
alunos sdo desafiados a visualizar e organizar as diferentes ramificagoes do problema,
facilitando a compreensao das probabilidades condicionais envolvidas. A questao também
introduz a ideia de eventos independentes e condicionais, pois as probabilidades de alarme
disparar dependem da presenca ou auséncia de itens proibidos. Para resumir, houve um
aumento significativo de acertos em relagdo ao pré-teste, o que era esperado, pois os alunos
participaram de uma intervenc¢ao, chamada de O Problema do Falso-Positivo, que tinha
como um dos objetivos estudar o método da arvores de possibilidades. Na turma A dezenove
alunos, construiram um diagrama com as ramificagoes e as respectivas probabilidades
em cada uma delas, e doze alunos deixaram e branco ou nao colocaram as informagoes
completas no diagrama. Na turma B dezessete alunos construiram um diagrama de

possibilidades adequado contra quatorze alunos que nao responderam adequadamente.

Tabela 16 — Total de erros e acertos da questao 6 pos-teste

Pés-teste Poés-teste
Questao 6 - Turma A Questao 6 - Turma B
Acertos 19 Acertos 17
Erros 12 Erros 14

Fonte: Elaboracdo do préprio autor.
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Figura 39 — Solucao incorreta da questao 6

alarme disparar. Se uma bagagem n&o co _Eém um item proibido, Na UMa CNance Qe o7 UL U aiaiin
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Na figura 39 vemos uma soluc¢ao incorreta do problema pois nao apresenta infor-

macoes claras do que se trata cada galho, nem as respectivas probabilidades das mesmas.

7. Responda os seguintes itens:

(a) Qual é a probabilidade de que a soma dos resultados obtidos ao se langar dois

dados equilibrados e idénticos seja 37

(b) Qual é a probabilidade de que a soma dos resultados obtidos ao se lancar dois

dados equilibrados e idénticos seja 77

(¢) Podemos afirmar que o evento "lancar dois dados equilibrados e idénticos e somar

os pontos da duas faces voltadas para cima'seja um espago equiprovavel? Justifique

usando os argumentos dos itens (a) e (b).

A questao 7 tem relacao direta com a a intervencao chamada de Problema do Grao-Duque
da Toscana, nela os alunos sao desafiados a encontrar uma solug¢do encontrar as probabili-
dade pedidas nos itens a) e b), seja explorando o espago amostral ou pela regra da adigdo.
O item c) adiciona uma camada de complexidade, introduzindo a discussao sobre espagos
equiprovaveis. Ao avaliar se o evento “lancar dois dados equilibrados e idénticos e somar
os pontos das duas faces voltadas para cima” é equiprovavel, os alunos sao desafiados a
considerar as probabilidades calculadas nos itens (a) e (b). A justificativa exigida estimula
a reflexdo sobre a igualdade de probabilidades associadas a diferentes resultados, uma
habilidade crucial no entendimento mais profundo da probabilidade. Em resumo, na turma
A dezesseis alunos acertaram a questao contra quinze que erraram ou deixaram em branco.
Na turma B quinze alunos acertaram a questao contra dezesseis que erraram ou deixaram

embranco.
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Tabela 17 — Total de erros e acertos da questao 7 pos-teste

Poés-teste Poés-teste
Questao 7 - Turma A Questao 7 - Turma B
Acertos 16 Acertos 15
Erros 15 Erros 16

Fonte: Elaboracdo do préprio autor.

Um dos erros que chamaram atencio na turma B foi que muitos usaram o espaco
amostral do langamento de dois dados com 12 elementos em vez de 36 elementos. Acredito
que este erro seja um equivoco em pensar que o total de elementos do espago amostral

seria 6 + 6 = 12, em vez de 6 - 6 = 36, como mostra a figura 40.

Figura 40 — Solucao incorreta da questao 6

b) Qualéa probabilidade de que a soma dos resultados obtidos ao se langar dois dados equilibrados
e idénticos seja 77
Tut c
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Na figura 41 vemos um erro peculiar na justificativa do item ¢). Embora o aluno
tenha acertado os itens a) e b) perceba que a ideia de eventos equiprovaveis nao ficou muito

bem fixada pelo aluno, pois o aluno atribuiu a baixa probabilidade do item a) ou b), % e

3% respectivamente, ao fato de nao serem equiprovaveis. Talvez o aluno tenha se equivocado

com outra palavra, por exemplo o conceito de improvavel, em vez de equiprovavel.

Figura 41 — Solugao incorreta do item c¢) da questao 7

c) Podemos afirmar que o evento “lancar dois dados equilibrados e idénticos e somar os pontos da
duas faces voltadas para cima" seja um espago equiprovavel? justifique usando os argumentos

dos itens (a) e (b).
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Fonte: Elaboragdo do préprio autor.

Um dos métodos bastante utilizado pelo alunos é mostrado na figura 42. Os alunos
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construiram uma tabela para facilitar a visualiza¢do do espaco amostral e dos eventos

pretendidos.

Figura 42 — Exemplo de resolugdo do item a) e b) da questao 7

e idénticos seja 3¢

r\") A

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

8. Para verificar a reducao de efeitos colaterais de um novo tratamento,
pesquisadores ministraram a dois grupos distintos de voluntarios o tratamento
convencional e o novo tratamento. Os resultados obtidos estao descritos na

tabela a seguir:

Apresentou Efeitos Colaterais?
SIM NAO
TRATAMENTO " m
CONVENCIONAL
NOVO
51 34
TRATAMENTO

(a) Qual a probabilidade de um voluntario, escolhido aleatoriamente dentre os partici-

pantes dessa pesquisa, ter apresentado efeitos colaterais?

(b) Qual a probabilidade de um voluntario ter sido submetido ao novo tratamento,

dado que ele apresentou efeitos colaterais? (a) e (b).

Assim como no pré-teste, a ultima questao é relacionado ao calculo da probabilidade
condicional. No item (a), os alunos sao desafiados a calcular a probabilidade simples, porém
requer um certo nivel de interpretagao. Neste item é pedido a probabilidade do participante
escolhido ao acaso apresente efeitos colaterais. Isso envolve a compreensao da defini¢ao
bésica de probabilidade como o nimero de casos favoraveis dividido pelo niimero total
de casos possiveis. No item b), a questao explora probabilidade condicional, introduzindo
a ideia de eventos dependentes. Os alunos precisam ter conhecimento de probabilidade
condicional, seja utilizando férmula ou simplesmente adequando corretamente o espago
amostral ao problema. Esta questao apresentou um elevado niimero de acertos. Na turma
A quinze alunos acertaram as duas questoes, nove acertaram pelo menos um dos itens

e apenas sete alunos erradas os dois itens. Na turma B, onze alunos acertaram as duas
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alternativas, enquanto doze alunos acertaram parcialmente e oito alunos erraram ou nao

responderam o que foi pedido.

Tabela 18 — Total de erros e acertos da questao 8 pds-teste

Pés-teste Pés-teste
Questao 8 - Turma A Questao 8 - Turma B
Acertou integralmente 15 Acertou integralmente 11
Acertou parcialmente 9 Acertou parcialmente 12
Errou 7 Errou 8

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Na figura 43 é possivel ver que apesar do aluno ter acertado a alternativa a), foi

cometido um equivoco na escolha do espago amostral do item b).

Figura 43 — Exemplo de erro encontrado na corre¢do da questao 8 do pds-teste

a) Qual a probabilidade de um voluntirio, escolhido aleatoriamente dentre os participantes dessa

pesquisa, ter apresentado efeitos colaterais?

!
1

- 3

b) Qual a probabilidade de um voluntério ter sido submetido ao novo tratamento, dado que ele
apresentou efeitos colaterais?

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Em suma, o comparativo entre o pré-teste e do pés-teste revela avancgos significativos,
indicando melhorias tangiveis no processo de ensino de probabilidade. Esse progresso
destaca o impacto positivo das estratégias pedagdgicas implementadas ao longo da sequéncia
didatica. Na proxima se¢ao aprofundaremos ainda mais o comparativo referente a estes

dois instrumentos diagnosticos.

4.3 Consideracoes sobre a analise dos resultados

Ao longo do processo educacional, é crucial avaliar nao apenas o desempenho
quantitativo dos alunos, mas também compreender a profundidade e qualidade de sua
aprendizagem. Conforme apontado por Trivinos (2009), a pesquisa qualitativa é uma

abordagem que procura obter dados significativos relacionados a percepcao dentro do
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contexto analisado, investigando fendmenos e resultados. Seu enfoque esta na compreensao
dos comportamentos individuais, visando entender as agoes dos sujeitos, analisando e
registrando suas formas de aprendizagem. A pesquisa qualitativa observa o desenvolvimento
e o nivel de conhecimento de cada estudante. Em termos de ntimeros é bastante simples
verificar a melhoria dos resultados do pds-teste em comparacdo com o pré-teste, porém,
precisamos fazer uma analise mais profunda sobre a real contribuicao deste trabalho com
a aprendizagem dos alunos, explorando nao apenas se eles acertaram ou erraram, mas
também as estratégias utilizadas, os raciocinios empregados, a clareza nas justificativas

das respostas e a empolgacao dos alunos em participar das etapas de ensino-aprendizagem.

Primeiramente, é importante relembrarmos que alguns contetdos, principalmente
os introdutérios, ja foram trabalhados em etapas anteriores durante o ensino fundamental
e médio. A habilidade relacionada a compreensio de eventos aleatérios e a habilidade de
identificar o espaco amostral de um evento sao naturalmente visto na parte introdutéria
de probabilidade, sendo este tultimo imprescindivel para um bom desenvolvimento na
aprendizagem de probabilidade. O pré-teste nos mostrou que estes dois conteidos fun-
damentais nao estavam, naquele momento, em niveis adequados de aprendizagem. Um
dos fatores que podem ter contribuido para este resultado nestas duas habilidades podem
ser relacionados com uma falta de revisao e refor¢o continuo desses conceitos ao longo
do tempo. Taille et al. (1997) citam que ha erros que vém do esquecimento, que vém
de dificuldades e outros que decorrem da ignorancia do tema. Assim, é aceitavel que os
alunos tenham esquecido parte do contetido ou nao internalizado completamente o material
abordado anteriormente, porém durante a intervencao parte dos alunos revelaram nao se
lembrarem de absolutamente nada do tema, o que nos leva a um problema na abordagem
didatica utilizada anteriormente. A maneira como o contetido foi apresentado pode ter
influenciado a compreensao dos alunos. Se a abordagem didatica nao foi eficaz em tornar os
conceitos claros e acessiveis, isso pode resultar em um menor desempenho, como verificado
no pré-teste. Diante disso, foi crucial revisitar esses conceitos durantes as intervencoes,
proporcionando aos alunos a oportunidade de reforcar seus conhecimentos e preencher
eventuais lacunas identificadas. A compreensao sélida desses fundamentos é essencial para
construir uma base robusta e promover um avanco consistente nas complexidades que

serao abordadas no decorrer do contetudo.

A habilidade de calcular a probabilidade de um evento simples demonstrou uma
melhoria em relacao ao pré-teste, mais que o dobro dos alunos acertaram este tipo de
questao no pos-teste. As habilidades de calcular a probabilidade da intersecdo de eventos,
probabilidade da unido de eventos e da probabilidade condicional foi considerada novidade
para a grande parte dos alunos, visto que estes contetidos fazem parte da atual grade
curricular que eles estavam cursando. Assim, uma comparacao do pré-teste com o pds-
teste nao é de todo modo justo, pois ja era esperado uma melhoria nestas habilidades.

Dentre estas trés habilidades, o calculo da probabilidade condicional obteve um grau de
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compreensao maior entre os alunos, seguidos do calculo da probabilidade da intersecao
de eventos e, por ltimo, o calculo da probabilidade da uniao de eventos. Neste tltimo,
muitos alunos demonstraram ignorar o fato de que a uniao de evento nem sempre basta
somar as probabilidades, é preciso verificar se ha interse¢do entre os eventos para dar
prosseguimento ao calculo. Por fim, sobre a habilidade de resolver problemas utilizando o
método das arvores de possibilidade, esta se demonstrou eficaz pois os alunos tenderam
a utiliza-la em questoes que nao havia a necessidade de utilizagdo da mesma, como foi
o caso das questoes 4 e 5 do pos-teste, porém é importante destacar que houve muitas
questoes sem a devida conclusao do problema, ou seja apenas a armagao da arvore, bem
como falta de organizacao dos dados na arvore. A tabela abaixo mostra a evolugao dos

acertos no pré-teste e pos-teste, considerando todas as turmas em conjunto.

Tabela 19 — Evolucao dos acertos das questoes do pré-teste e pos-teste

Pré-teste Pos-teste

Questao 1 44% 82%
Questao 2 17% 75%
Questao 3 35% 75%
Questao 4 1% 45%
Questao 5 3% 48%
Questao 6 10% 58%
Questao 7 37% 82%
Questao 8 15% 75%

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Para concluir, ao considerar a evolucao dos acertos no pré e pés-teste, é evidente o
impacto positivo das intervencoes pedagogicas na aprendizagem dos alunos, ressaltando a
importancia continua de ajustes e aprimoramentos na abordagem didatica para promover

um aprendizado mais eficaz e abrangente.
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Conclusao

Abordar problemas contraintuitivos em sala de aula mostrou-se uma poderosa
ferramenta didatica para a aprendizagem do contetido de probabilidade. Embora, problemas
contraintuitivos desafiem a intui¢do dos alunos, os mesmos nao demonstraram desinteresse
ou descrenca quando confrontados com resposta fora do senso comum. Durante a elaboracao
da sequéncia, havia um sentimento de que os alunos pudessem resistir a mudar suas
perspectivas iniciais, porém, estes problemas estimularam questionamentos e a discussao
do conteudo em sala de aula, levando os alunos a compartilharem perspectivas diferentes e

debaterem sobre as solucoes propostas.

A escolha dos problemas também foi um ponto chave para a boa fluidez da
sequéncia didatica. Os problemas contraintuitivos utilizados na sequéncia foram de facil
compreensao para os alunos, afinal problemas muito dificeis, além de nao estarem alinhados
adequadamente com os objetivos do curriculo da educacao bésica, poderiam levar a
frustracao excessiva dos alunos, especialmente se eles nao tém as habilidades necessarias
para abordar o desafio. Isso pode afetar negativamente a confianca dos alunos em suas

habilidades matematicas.

Um dos pontos fortes observados com a aplicacdo da sequéncia foi que os alunos
aprendem a analisar, avaliar e revisar suas proprias ideias, promovendo uma abordagem
mais reflexiva do contetido trabalhado e gerando impacto positivo na vida do estudante,
tendo em vista que as técnicas aprendidas podem ser utilizadas em outros campos da
matematica, bem como em outras matérias. Trabalhar problemas com certa referéncia a
situagoes reais e aplicando conceitos probabilisticos em situagoes praticas, fortaleceu a
relevancia da aprendizagem para suas vidas cotidianas. Outro fator que contribuiu para
o bom andamento da sequéncia didatica foi a aplicacdo do pré-teste como instrumento
comparativo e diagnostico. Como instrumento comparativo, junto com o pds-teste, nos
deu uma margem da eficacia da sequéncia didatica. Como instrumento diagnostica, nos
ofereceu dados valiosos sobre o nivel de compreensao dos alunos, habilidades individuais e
as lacunas no conhecimento. Identificar essas lacunas possibilitou uma abordagem mais

personalizada das intervencgoes, buscando atender as necessidades coletivas dos alunos.

A constatacgdo de que problemas contraintuitivos desencadearam discussoes valiosas
e incentivaram uma reflexao critica entre os alunos refor¢cou nossa convic¢ao de que métodos
pedagdgicos atrativos tém o potencial de transformar positivamente o ambiente educacional.
A conducao deste trabalho também permitiu ao mestrando aprimorar habilidades em
planejamento e implementacao de estratégias didaticas, bem como a analise de dados

educacionais. Concluimos entdo que a execucao desta pesquisa e a implementacao desta
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sequéncia didatica foram fundamentais para o meu desenvolvimento como mestrando e,
olhando para o futuro, o mestrando vislumbra a aplicacao e adaptagao continua desses

métodos em minha pratica como educador.

Por fim, como sugestao de trabalhos subsequentes, propomos a criacao de um
catalogo abrangente de problemas contraintuitivos voltados especificamente para o ensino
de probabilidade. Este catalogo seria uma ferramenta valiosa para educadores, oferecendo
uma variedade de cenarios desafiadores que estimulam os alunos a pensarem de maneiras
novas e criativas. Além disso, o catalogo poderia ser organizado de forma a atender
a diferentes niveis de habilidade e idade, tornando-se 1util tanto para estudantes do
ensino fundamental quanto para aqueles do ensino médio e superior. Com isso, esperamos
que esse catalogo contribua significativamente para aprimorar a qualidade do ensino de

probabilidade e estimular o interesse dos alunos por essa area fundamental da matematica.
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