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Resumo

Esta dissertacao apresenta um estudo aprofundado sobre a geometria inversiva, uma
area da matematica com forte apelo tedrico e pratico. Inicia-se com a definicado formal
e propriedades bésicas da inversao, abordando as transformacgoes fundamentais, como a
inversao de retas e circunferéncias, acompanhadas de casos especificos que ilustram sua

aplicacao.

No ambito pratico, explora-se o uso da geometria inversiva na resolucao de problemas
complexos, com destaque para olimpiadas de matematica, onde sua aplicabilidade se

mostra particularmente eficiente.

Além disso, propoe-se uma sequéncia didatica estruturada em quatro aulas, voltada para a
introducao e adaptacao do tema ao contexto do ensino médio. Essa abordagem busca tornar
acessiveis conceitos avancados, promovendo o desenvolvimento do raciocinio geométrico e

a ampliacao do repertério matematico dos alunos.

Palavras-chave: Geometria euclidiana. Geometria inversiva. Inversao Geométrica. Retas.

Circulos. Aplicagoes. Didatica. Vestibulares. Ensino médio.



Abstract

This dissertation provides an in-depth study of inversive geometry, a mathematical field
with significant theoretical and practical appeal. It begins with the formal definition and
fundamental properties of inversion, addressing key transformations such as the inversion

of lines and circles, complemented by specific cases illustrating their applications.

On a practical level, the study explores the use of inversive geometry in solving com-
plex problems, with a focus on mathematics olympiads, where its applicability proves

particularly effective.

Additionally, a four-lesson didactic sequence is proposed, aimed at introducing and adapting
the topic to the high school context. This approach seeks to make advanced concepts

accessible, fostering geometric reasoning and broadening students’ mathematical repertoire.

Keywords: Euclidean geometry. Inversive geometry. Lines. Circle. Applications. Didactic.

Entrance exames. High school
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Introducao

O ensino da geometria acompanha toda a vida escolar do aluno do ensino bésico,
desde seu primeiro contato, conhecendo figuras concretas até o ensino dos conceitos
elementares da geometria euclidiana, passando para a geometria analitica. No entanto o
conhecimento de geometria que os estudantes obtém no ensino basico se limita apenas a
geometria euclidiana estabelecida no curriculo escolar e nada se trabalha com esses alunos

sobre outros topicos importantes desta geometria.

Uma dessas areas de conhecimento é a geometria inversiva que, ao se pensar no
contexto historico é um estudo recente visto que data do século XIX, criada pelo matematico
suigo Jacob Steiner (1796 - 1863). Esse trabalho serviu como base para a resolucao de
problemas que até entdo nao poderiam ser resolvidos com os resultados conhecidos. Um
desses problemas é o conhecido problema dos trés circulos de Apolonio que propoe encontrar
um circulo tangente a trés outros circulos, podendo estes ser degenerados em retas (circulo
de raio infinito) ou pontos (circulo de raio zero), veja [Bibliografia]. Para outros mostrou-se
uma ferramenta eficaz para resolver problemas de olimpiadas matemaéticas e resultados
conhecidos da geometria como por exemplo o teorema de Ptolomeu que estabelece a

relacao entre os quatro lados e duas diagonais de um quadrilatero ciclico.

Desse modo, de acordo com OLIVEIRA P.M.(2007, p.76)

"as bases da geometria inversiva, tem apresentado novas perspectivas sobre
0 que ¢é a geometria, combatendo mesmo preceitos firmados de defini¢oes

estanques que limitam a capacidade de explorar o conhecimento."

Diante do exposto por se tratar de um assunto que esta fora da base curricu-
lar obrigatéria e por se tratar de um conceito elementar no campo da Matematica e,
simultaneamente, possibilitar uma abordagem didatica acessivel, a geometria inversiva
configura-se como uma temadtica propicia ao aprofundamento dos estudos geométricos,
tanto do ponto de vista tedrico quanto pedagogico, fazendo com que o aluno desperte
seu interesse para novas descobertas no ramo da matematica, assim como a geometria
inversiva tem um importancia na preparacao de alunos que tem interesse em participar de
olimpiadas de matematica no Brasil e pelo mundo, como também alunos que tem objetivo
em serem aprovados em concursos de academias militares brasileiras, que cobram um nivel

de conhecimento bem além do que ¢é ensinado no curriculo bésico.

Esta dissertacao tem como principal objetivo auxiliar professores de ensino médio
que tem interesse em trabalhar o contetido da geometria inversiva nas suas aulas, propor-

cionando um maior acesso ao conhecimento historicamente produzido aos seus discentes.
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Especificamente iremos fazer uma introducao de conteuidos da geometria euclidiana plana
necessarios para o aprendizado da geometria inversiva, como: semelhanca de triangulos,
relagbes métricas no triangulo retadngulo, angulos na circunferéncia e o teorema das cordas
e ponto poténcia. Em seguida daremos inicio ao estudo da geometria inversiva, trazendo
sua definicao e propriedades basicas, seguindo com a inversao de retas e circunferéncias,
seus casos e suas propriedades. O trabalho segue com as aplicagoes, sendo cinco aplicagoes
retiradas de olimpiadas nacionais e internacionais e do concurso do I'TA. Finalizaremos
esta dissertacao trazendo um modelo de aula, voltado para alunos do ensino médio, mos-
trando como trabalhar a geometria inversiva, utilizando recursos como régua e compasso,
GeoGebra, sugestoes de aplicagoes e um modelo de exercicio avaliativo para ser aplicado

com os alunos.

Desta forma, nosso estudo esta dividido em trés partes. Na primeira, temos a

fundamentacgao tedrica, na segunda as aplicacoes e a terceira parte a sequéncia didatica.



15

1 Conceitos Basicos de Geometria

FEuclidiana Plana

A geometria plana oferece um terreno fértil para a investigacao de propriedades
fundamentais das figuras, especialmente dos triangulos e das circunferéncias. Neste capitulo,
exploramos conceitos interligados que desempenham papéis centrais tanto na resolucao de

problemas geométricos quanto na formulagao de teoremas mais avancados.

Iniciaremos com a semelhanca de triangulos, uma ferramenta poderosa que estabe-
lece uma correspondéncia proporcional entre lados e angulos de triangulos semelhantes.
Analisaremos os critérios que garantem essa relagao e discutiremos como aplica-los em

contextos variados.

Em seguida, mergulharemos nas relacoes métricas no triangulo retangulo, desta-
cando a interagao entre os lados e as alturas desse triangulo especial. Esses resultados,
além de fornecerem ideias sobre as propriedades do triangulo retangulo, sdo amplamente

utilizados em problemas praticos e teodricos.

Por fim, abordaremos o conceito de poténcia de ponto, que conecta propriedades
métricas dos triangulos com as relagoes estabelecidas pelas circunferéncias. Nesse contexto,
o teorema das cordas sera tratado como um caso particular, oferecendo um elo elegante

entre retas e circulos.

Esses topicos foram cuidadosamente selecionados de acordo com [6] , [2] e [1] para
fornecer uma base tedrica robusta, necessaria para o estudo da geometria inversiva. A
partir desse entendimento, poderemos abordar suas propriedades com confianca e aplica-las
em contextos praticos, expandindo nossa compreensao das transformacgoes geométricas e

de suas aplicagdes em diversas areas do conhecimento.

1.1 Semelhanca de Triangulos

Definigao 1.1. Dizemos que dois triangulos sao semelhantes quando existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre os vértices de um e outro triangulo, de modo que os angulos
em vértices correspondentes sejam iguais e a razao entre os comprimentos de lados corres-

pondentes seja constantes.

Na pratica dois triangulos semelhantes sao ampliacdo ou reducao um do outro,

translacao e reflexao um do outro.

Observe na figuras 1, os tridngulos ABC e A’B’'C’ sao semelhantes, e seus vértices
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A

B C B/ Cl
Figura 1 — Semelhanca de Triangulos
Ae A, Be B e C e (' sao correspondentes. Desta forma os angulos correspondentes de

cada vértice nao congruente A = A’, B = B’ e C' = (', e existe uma razao de semelhanca

k entre os lados correspondentes de modo que

AB  BC AC__k
AB  BC  AC

e k é um real positivo.

Escrevemos AABC ~ AA'B'C’ para denotarmos que os triangulos ABC' e A’B'C’

sao semelhantes com a correspondéncia de vértices A <> A', B <+ B e C + (.

Veremos a seguir trés proposicoes que estabelecem as condigoes suficientes para
que dois triangulos sejam semelhantes, essas proposi¢oes também sao conhecidas como
casos de semelhanga de triangulos. Suas demonstragdes sao consequéncias do teorema de

Tales e fica a cargo do leitor.

Proposicao 1.2. Sejam AABC e ANA'B'C’ triangulos no plano, tais que

AB BC AC

AB ~ BC  AC
Entao AABC ~ NA'B'C’, com a correspondéncia de vértices A<+ A', B+ B' ¢ C + C".
Em particular, A= A’, B=DB eC=C" Esse caso de semelhanga é conhecido como caso

Lado - Lado - Lado (L.L.L.).

Proposicao 1.3. Sejam AABC e NA'B'C’ triangulos no plano, tais que
AB BC

AB  BC
Entao NABC ~ NA'B'C', com a correspondéncia de vértices A <> A', B« B e C « C'.

Em particular A = A", C =C" e X}g, = k. Fsse caso de semelhanga é conhecido como

caso Lado - Angulo - Lado (L.A.L.).

e B =05

Proposicao 1.4. Sejam AABC e NA'B'C’ triangulos do plano , tais que
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A
AI
ke kb
e b
ka C BI a C”

B

Figura 2 — Caso L.L.L.

A
A.’
ke
C
B ka O Bl a C”

Figura 3 — Caso L.A.L

Entao AABC ~ AA'B'C’, com a correspondéncia de vértices A <+ A", B <> B' e C < C".

Em Particular

AB BC AC

A3 BC AC

Esse caso de semelhanca é conhecido como caso Angulo - Angulo (A.A.).

A

Figura 4 — Caso A.A.

As proposigoes 1.2; 1.3 e 1.4 estdo demonstradas em [1].
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1.2 Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo

Como consequéncia dos casos de semelhanca, vistos na se¢ao anterior, estabelecemos

as seguintes proposicoes.

Proposicao 1.5. Em todo triangulo retangulo, a altura do vértice do angulo reto é a

média geométrica entre as projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.

B D c

Figura 5 — Tridngulo retangulo

AD> = BD-DC

Proposicao 1.6. Em todo triangulo retangulo, o quadrado do comprimento do cateto é
tgual ao produto entre o comprimento de sua projecao sobre a hipotenusa e o comprimento

da hipotenusa.

AB° = BD - BC

ou

AC? =CD-BC

Teorema 1.7 (Pitadgoras). Em todo tridngulo retingulo, o quadrado do comprimento da

hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

BC® = AB° + AC”

As proposigoes 1.5 e 1.6 e o teorema 1.7 estdo demonstrados em [1].
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1.3 Angulos na Circunferéncia

Definicao 1.8 (4ngulo central). O dngulo central relativo a uma circunferéncia é o dngulo

—_——
que tem o vértice no centro da circunferéncia. Dizemos que AB é o arco compreendido
por ZAOB

B
Figura 6 — Angulo Central

Definicao 1.9. A medida de um arco de circunferéncia é igual & medida do dngulo central

correspondente.

m(@) =«

Defini¢ao 1.10 (dngulo inscrito). O angulo inscrito relativo a uma circunferéncia é um

angulo que tem o vértice na circunferéncia e os lados sao secantes a ela.

B

Figura 7 — Angulo inscrito

Na figura ZAPB ¢é o angulo inscrito que compreende o arco AB

Teorema 1.11. Todo angulo inscrito em um circulo tem a metade da medida do arco

correspondente.
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Definicao 1.12 (dngulo excéntrico interno). Se duas cordas se cortam em um ponto
interior a uma circunferéncia, distinto do centro, entao qualquer um dos angulos que elas

formam é chamado angulo excéntrico interno.

Figura 8 — Angulo excéntrico interno

Teorema 1.13. A medida do angulo excéntrico interior é dado por

m(AC) +m(BD)
90 = 2
Definigao 1.14 (4ngulo excéntrico externo). Se com origem num ponto exterior a

uma circunferéncia tracamos duas semirretas, ambas secantes a circunferéncia, ou ambas
tangentes ou uma secante e a outra tangente, entao estas semirretas formam um angulo

que é chamado angulo excéntrico externo.

Figura 9 — Angulo excéntrico externo

Teorema 1.15. A medida do angulo excéntrico externo é dado por

B m(ﬁ)) - m(@)
N 2

As demonstragoes dos teoremas 1.11; 1.13 e 1.15 estao em 2]
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1.4 O Teorema das Cordas e Poténcia de Pontos

Nesta secao, serao apresentadas duas proposicoes fundamentais relacionadas a
poténcia de um ponto, conceitos que desempenham um papel crucial na demonstragao de

teoremas significativos da geometria inversiva.

Definigao 1.16. Seja C uma circunferéncia de centro O e raio r, e seja P um ponto qualquer
do plano de C. Definimos a poténcia de um ponto P em relacdo a uma circunferéncia de
centro O e raio r por

PoteyP = PiO2 —rZ

Proposicao 1.17. Sejam A, B,C, D e P, pontos distintos no plano e seja P o ponto do

plano tal que:

i) P € a intersecio dos segmentos AB e CD.

it) P pertence d intersecao do prolongamento dos segmentos.

entao

PA-PB=PC-PD

A proposicao 1.17 pode ser dividida em dois casos. No primeiro caso o ponto P é
interior a circunferéncia que contém o quadrilatero A, B, C, D inscrito. No segundo caso o
ponto P é exterior interior a circunferéncia que contém o quadrilatero A, B, C, D inscrito

(Ver figura 10 e 11).

Figura 10 — Caso 1
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Figura 11 — Caso 2

Proposicao 1.18. Se A, B,C e P sdo pontos distintos no plano, com A, B e P colineares

e A, B e C ndo colineares, entao

PA.PB=PC°

se e somente se o circulo circunscrito ao triangulo ABC' for tangente a reta ﬁ(% em C'.

C

Figura 12 — Caso da tangente

As demonstragoes das proposigoes 1.17 e 1.18 sdo encontradas em [2]
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2 Geometria Inversiva

A geometria inversiva ¢ um fascinante ramo da matematica que estuda transforma-
¢oes baseadas na inversao em circunferéncias. Surgida como uma abordagem aprofundada
da geometria euclidiana, ela permite analisar figuras geométricas sob uma nova perspec-
tiva, superando certas limitac¢oes classicas e revelando conexdes mais profundas entre os

elementos do plano.

Embora o conceito de inversao em si nao tenha sido formalmente utilizado na
Antiguidade, muitos fundamentos da geometria que a embasa podem ser tracados até os
gregos. Matematicos como Euclides e Apolonio de Perga estabeleceram nog¢oes fundamentais
sobre circunferéncias, tangéncias e construgoes geométricas que mais tarde se tornariam

centrais para a geometria inversiva.

O surgimento da geometria inversiva como um campo especifico ocorre no século
XIX, durante um periodo de intensa expansao dos horizontes matematicos, quando os
fundamentos da geometria euclidiana comecaram a ser desafiados . A inversao em circulos
foi introduzida formalmente por Jules Antoine Lissajous em 1831, mas foi Jacob Steiner
(1796-1863) quem primeiro a utilizou de maneira sistemética para resolver problemas
geométricos complexos, percebendo seu potencial como ferramenta de simplificacao e

generalizacao.

Contudo, foi com o matematico alemao August Ferdinand Mébius (1790-1868) que
a geometria inversiva ganhou maior profundidade. M6bius introduziu conceitos ligados a
transformacao e a dualidade no plano, influenciando profundamente o campo. Paralela-
mente, Joseph Liouville e Bernhard Riemann também contribuiram para o entendimento

das transformagoes conformes e da relacao entre geometria e analise complexa.

A geometria inversiva consolidou-se como uma teoria poderosa com os trabalhos
de William Thomson (Lord Kelvin) e Joseph Liouville, principalmente motivados por
aplicagoes fisicas. A inversao mostrou-se extremamente util na solugdo de problemas de
potencial na fisica matematica, como a eletrostatica e a hidrodindmica, em que simetrias

e preservacao de angulos desempenham papéis fundamentais.

Esse legado deixado por Steiner nos possibilitou nao so resolvermos esses problemas,

como pavimentou as bases do que conhecemos hoje como Geometria Inversiva.

Este capitulo se dedica a exploragao detalhada da geometria inversiva, partindo de
suas defini¢coes fundamentais até a andalise de suas propriedades mais marcantes, Além
disso, abordaremos exemplos que ilustram como essa teoria pode ser aplicada para resolver

problemas classicos e modernos da mateméatica, enriquecendo o campo da geometria e
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Figura 13 — Jacob Steiner

suas aplicagoes. Nos fundamentaremos teoricamente para desenvolver esse capitulo em [8],

4], 9 e [7] .

2.1 Definicao e Construcgao

Definigao 2.1. Dada uma circunferéncia C de centro O e raio r, C = C(O, r), uma inversao
respeito de C’ é a transformacao que faz corresponder, a cada ponto P do plano, diferente

de O, o ponto P’ que se encontra na semirreta (ﬁ’ e que satisfaz

@)

N
S
T
||

ﬁl\.’J

Construgao 2.2 (geométrica da inversao). Seja P um ponto interior de C = C(O,r),
distinto de O. Seja T um dos pontos da interseciao de C com a perpendicular a semirreta

O?, que passa por P. Entao, P' € a intersecao da semirreta O¢ com a reta tangente a
C(O,r) emT.

Figura 14 — Inversao respeito de C(O, )
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Com efeito, temos que os tridngulos AOPT e AOT P’ sao semelhantes, por serem

retangulos com um angulo em comum, portanto

op OT
OT OF

Isto é, OP - OP" = r2.

Reciprocamente, se P’ é um ponto exterior a C, entdo sua inversdo em relacao a
C é (P') = P. De fato, considere uma reta tangente a C passando por P’ e denote por
T tal ponto de tangéncia. O ponto (P’)" serda o pé da perpendicular baixada de T" para a

semirreta OP’. Dal, pela construcao acima, obtemos (P')" = P.

Observamos que, segundo esta transformacao, a inversao respeito a circunferéncia
C =C(O,r), os pontos da regiao interior de C tem imagem um ponto da regido exterior C
e reciprocamente. Os pontos da circunferéncia permanecem invariante, isto é, sao pontos
fixos pela transformacao. Ainda, estd transformacao é uma bijecao sobre o plano menos o

centro da circunferéncia, ponto O.

Considerando a inversao em relacao a um circulo C de centro O, e que P’ é o inverso

de P e logicamente P é o inverso de P’, temos as seguintes propriedades:

Propriedade 2.3. As inversoes sao involutivas. Ou seja, a composi¢ao de inversoes é a

aplicacao identidade, isto é, ¢p o ¢ = Id

2.2 Propriedade Fundamental

Propriedade 2.4 (fundamental). Se A, B e o centro de inversdo O nao sao colineares,
e sejam A’, B’ os respectivos inversos de A e B com relacao a circunferéncia C de centro
O e raio r, entdo os tridngulos AOAB e AOB’'A’ sao semelhantes e os pontos A, B, B' e

A’ sao conciclicos.

Demonstracao. Considere a circunferéncia C de centro O e raio r, temos que pela definicao

de inversio:

OA-OA =r?
e
OB -OB' = r?
Logo, temos que:
OA OB
A-OA =0B -0B =5 — = — 2.1
OA-O OB-0OB = 50 — OF (2.1)

observe que nos triangulos AOAB e AOB’'A’ os angulos ZAOB e Z/B'OA’ sao congruentes

e os lados OA e OB’ sao proporcionais assim como OB e OA’ também sao proporcionais
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por 2.1. Desta forma, pela proposigao 1.3, os tridngulos AOAB e AOB’ A’ sao semelhantes.

Figura 15 — Tridngulos semelhantes

Observe que os angulos LZAA'B" e ZABB' sdo suplementares, logo os vértices

A, B, B’ ¢ A estao inscritos em uma mesma circunferéncia.
L]

Definigao 2.5 (Razao dupla generalizada). Dados quatro pontos arbitrarios A, B, C, D

do plano, definimos a razao dupla generalizada por:

AC - BC
AD-BD

Propriedade 2.6. As inversoes conservam a razao dupla generalizada.

[AB,CD] =

Demonstragio. Consideramos a inversao de centro O e raio r, e denotemos por A, B', C', D’

respectivamente as transformacoes dos pontos A, B, C, D. Teremos

AC AC OA AC OD
AD OA AD 0OC AD

Pela propriedade 2.4

Mas igualmente

BC DBC 0D
BD OC' BD’

e portanto
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AC-BD AC" OD' OC'" BD _AC-BD

AB,CD] = = . . . —
4B, CD) AD-BC OoC" A'D' B'C'" OD  AD'-B(C

— [A/B,, OID/]

2.3 A inversao de retas

Nesta secao, exploraremos um dos conceitos centrais da geometria inversiva: a
inversao de retas. Mostraremos o resultado de inverter uma reta em relacdo a uma

circunferéncia e quais as consequéncias desta transformacao.

Analisaremos também os principais casos de inversao envolvendo retas, um aspecto

fundamental da geometria inversiva.

A inversao geométrica, definida como uma transformacao que mapeia pontos em
relacdo a um circulo fixo, apresenta propriedades notaveis, como a preservagao de angulos
e a capacidade de transformar retas e circunferéncias de maneira especifica. No caso
particular das retas, a inversao revela uma simetria intrigante: dependendo de sua relacao
com o circulo inversor, uma reta pode ser mapeada em outra reta ou em uma circunferéncia.

Esta sec¢ao foi fundamentado teoricamente por [8] e [4].

Proposigao 2.7 (Inversao de reta que passa pelo centro de inversdo). A inversdio
de uma reta que passa pelo centro de inversao € fizra. Ou seja, se £ € uma reta que passa
pelo centro de O da inversdo, entao ({ —{0}) =€ — {0}

Demonstracao. De fato, se P € £, P # O, entao a semirreta O? esta contida em ¢ e como
P e O—}%, segue que P’ € (. Convencionando-se que "o infinito" do plano, denotado pelo
simbolo oo, pertence a toda reta. Teremos, o inverso de O é o oo (O’ = c0). Come esta

convencao, temos que ¢ = (. n

Teorema 2.8 (Inversao de reta). O inverso de uma reta que nao passa pelo centro de
inversao, € uma circunferéncia que passa pelo centro de inversao. Adicionalmente, a reta

tangente a inversao da reta no centro da circunferéncia de inversao € paralela a reta.

Demonstragio. A seguir vamos a inverter a reta ¢ em relagao a circunferéncia C(O,r), tal

inversdao a denotaremos por ¢'.

Por outro lado, quando a reta ¢ nao passa pelo centro de inversao, é transformada
em uma circunferéncia com didmetro OP’, sendo P a projegao ortogonal de O sobre { e

P’ o inverso de P.
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Figura 16 — Inversao da reta ¢ que nao passa pelo centro da inversao

Com efeito, se consideramos qualquer outro ponto () da reta ¢, diferente de P, com

inverso (', teremos

or _0g
0Q OP

OP-OP =1*=0Q - 0Q =

Esta ultima relagao, junto com ZP'OQ" = ZQOP, fornece que os tridangulos OPQ e OQ' P’
sao semelhantes. Dai, o angulo OQ'P’ é reto, pois é congruente ao angulo reto OPQ,
resultando que )" esta na circunferéncia de didmetro OP’. Ainda, sendo OP" didmetro
de ¢/ com P a projecao ortogonal de O sobre ¢, segue que a reta tangente a ¢ em O é

paralela a £. n

Casos de inversao 2.9 (de retas).

1. Reta exterior a circunferéncia de inversao

Neste primeiro caso, a inversao da reta a exterior a circunferéncia de inversao C e
raio r é uma circunferéncia C’ interior a circunferéncia C que passa pelo centro de

inversdo O e nao intersecta a reta a.

Figura 17 — Reta exterior a circunferéncia

2. Reta tangente a circunferéncia de inversao

Tomando o caso em que a reta a é tangente a circunferéncia de inversao C e raio r

em A, a inversdo da reta a é uma circunferéncia C’ tangente internamente a C em A.
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Figura 18 — Reta tangente a circunferéncia

3. Reta secante a circunferéncia de inversao

Dado a reta a secante a circunferéncia C de raio r nos pontos A e B, a inversao de a

com relacao a C é uma circunferéncia C’ secante a C e a a em A e B.

Figura 19 — Reta secante a circunferéncia

4. Inversao de reta que passa pelo centro de inversao

O inverso de uma reta que passa pelo centro de inversao é a prépria reta.

Figura 20 — Inversao da reta que passa pelo centro de inversao
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2.4 Inversao de Circunferéncias

A secao mostra o resultado de inverter uma circunferéncia que nao passa pelo centro
de inversdo e seus resultados. Demonstraremos o teorema de inversdo de circunferéncia e

faremos uma analise dos principais casos de inversao.

A inversao, enquanto transformacao geométrica, desempenha um papel fundamental
na compreensao de como figuras sao mapeadas e alteradas em relagao a um circulo fixo,
chamado circulo de inversao. Especificamente, a andlise sera direcionada aos efeitos dessa
transformacao sobre circunferéncias, abrangendo diferentes configuragoes geométricas que
destacam propriedades essenciais da inversao, como preservacao do angulo entre curvas e

a transformacao de figuras em seus correspondentes inversivos.

Este estudo nao apenas exemplifica a aplicagao das propriedades tedricas da
inversao, mas também ilustra como tais transformacoes podem ser utilizadas para resolver
problemas geométricos de forma elegante e simplificada. Casos como circunferéncias
concéntricas ao circulo de inversao, circunferéncias externas ou tangentes, e situagées em
que a circunferéncia de inversao passa pelo centro de outras figuras serao discutidos em
detalhe.

A anadlise destes casos permitira consolidar a compreensao da inversao como uma
ferramenta poderosa e versatil no estudo das relagoes geométricas, estabelecendo pontes
entre a geometria euclidiana classica e técnicas mais avancadas de manipulacao de figuras
geométricas. Esta se¢ao, portanto, assume uma posicao central na investigagdo da geometria
inversiva, oferecendo uma base sélida para aplicagoes futuras e aprofundamentos teéricos.

A base tedrica para construcao desta secao estd em [4], [5] e [3].

Teorema 2.10 ( Inversado de circunferéncia). O inverso de uma circunferéncia que
nao passa pelo centro de inversao é também uma circunferéncia que nao passa pelo centro

de inversao. Adicionalmente, os centros das trés circunferéncias envolvidas sao colineares.

Demonstragio. Consideremos a inversao relativa a circunferéncia C(O,r). Seja I' uma
circunferéncia que nao passa por O e seja AB um diametro de I' tal que a reta 1@ passa
pelo centro da inversao. Os pontos A" e B’ denotam os inversos de A e B, respectivamente.
Sejam P € I' e P’ seu inverso. Pela Proposicao 2.4, obtemos ZOBP = ZOP'B’ e
ZOAP = ZOP'A’. Portanto,

/ABP = /0OP'B" ¢ /BAP=/PP'A.

Dai, segue que ZA'P'B’' = ZAPB = 90°. Isto fornece que P’ estd sobre circunferéncia de
didmetro A’B’. Finalmente, como os pontos O, A, B, A’ e B’ sao colineares, segue que 0s

centros das trés circunferéncias envolvidas sao colineares. O



Capitulo 2. Geometria Inversiva 31

Figura 21 — Inversao da circunferéncia I’

Casos de inversao 2.11 (de Circunferéncia).

1. Inversao de Circunferéncias Exteriores Seja a circunferéncia A de centro O e
raio r, e seja ¢ uma circunferéncia que é exterior a A. A inversa de ¢ com relagao a

A € uma circunferéncia ¢ que é interior a A e nao passa pelo centro de inversao.

Figura 22 — Inversao de circunferéncias exteriores

2. Inversao de Circunferéncias Secantes

Seja a circunferéncia A de centro O e raio r, e seja ¢ uma circunferéncia que nao
passa pelo centro O e é secante a A nos pontos A e B. A inversa de ¢ com relacao a

A € uma circunferéncia ¢ que também passa pelos pontos secantes entre \ e ¢ que

sao A e B, como mostra a figura.

Figura 23 — Inversao de circunferéncias Secantes
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3. Inversao de Circunferéncias Ortogonais

As Circunferéncias ortogonais estao intimamente relacionadas com a inversao, motivo

pelo qual dedicamos uma seg¢ao para o seu estudo.

Definicao 2.12. Duas circunferéncias secantes sao ortogonais quando se cortam
formando angulo reto, ou seja, quando suas tangentes (aos raios) em um dos pontos

de interseccao sao perpendiculares.

Note que a condigao de ortogonalidade das circunferéncias secantes C(A,r) e C(B, s)

equivale a AB° = r2 4 2.

Proposicao 2.13. A inversao de uma circunferéncia ortogonal a circunferéncia de

inversao é invariante.

Demonstragio. Sejam C(A,r) e C(B, s) circunferéncias ortogonais e seja 7' um dos
pontos da interse¢ao dessas circunferéncias. Se P e P’ sdo os pontos de intersegao de
uma reta que passa por A com a circunferéncia C(B, s), a potencia do ponto A em

relagdo a circunferéncia C(B, s), fornece a relagao:

AP . AP = AT =12

Figura 24 — Inversdo em circunferéncias ortogonais

Isto é, o ponto P’ é o ponto inverso de P respeito a inversao definida pela circunfe-
réncia C(A, 7). O

4. Inversao de Circunferéncias Tangentes

Seja a circunferéncia A de centro O e raio r, e seja ¢ uma circunferéncia que nao

passa pelo centro O e é tangente exteriormente a A no pontos A. A inversa de ¢ com
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Figura 25 — Inversao de circunferéncias tangentes

relacdo a A é uma circunferéncia ¢ que é tangente a A\ internamente no ponto A e

tangente a ¢ externamente em A, como mostra a figura.

Como as inversoes sao involutivas, se a circunferéncia ¢ for tangente interna no ponto
A com relagdo a A, entdo a inversa de ¢ com relacdo a A serd uma circunferéncia ¢
tangente a A em A exteriormente e tangente a ¢ em A também exteriormente, como

vemos na figura.

Propriedade 2.14. Sejam P e P’ pontos inversos em relacio a C, e seja C uma circunfe-

réncia qualquer que passe por P e P’. Entéo, C e C sdo ortogonais.

Demonstracao. Considere uma circunferéncia C de centro O e raio r. Tomemos ao acaso

um ponto P # O que nao esteja sobre a circunferéncia.

Seja C uma circunferéncia qualquer que passe por P e P’. Entao O é exterior a C,
pois se fosse interior, estaria no interior do segmento PP’, e consequentemente entre P e
P/

o~

Cy

Figura 26 — Circunferéncias ortogonais
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Seja Q um dos pontos de intersecao das circunferéncias, logo

0Q* = 0P -OP

Por outro lado, OP - OP’ é a potencia de O com relacio a C, portanto

OP.0OP =0T

onde T' é o ponto de intersecao da tangente a C que passa por O com C. Pelas relacoes
acima, temos que T' € C e portanto o raio OT de C coincide com a tangente a C que passa

por O. Segue portanto que as circunferéncias sao ortogonais. O

2.5 A Inversio e os Angulos

A seguir, usando a ideia intuitiva que, a tangente a uma curva, quando existe,
¢é a posicao limite das secantes, vamos mostrar inicialmente que as inversoes preservam
angulos de objetos que se intersectam, sendo um desses objetos uma reta que passa pelo
centro da inversao. Também mostraremos que a inversao preserva o angulo de duas retas

que se intersetam e que nao passam pelo centro da inversao

Definigao 2.15. O angulo entre duas curvas que se intersectam ¢ o menor angulo formado
pelas retas tangentes (quando existem) no ponto de interse¢do. As curvas sao ortogonais,
quando esse angulo é reto. As curvas sdo tangentes, quando as retas tangentes no ponto

de intersecao coincidem.

Em particular, temos

Definicao 2.16. Por angulo entre duas circunferéncias que se intersetam entendemos
que é o menor angulo formado pelas tangentes a cada uma delas em um dos pontos de

intersecao.

Ny \
Py h

o VR . Vg - ,.

Figura 27 — Angulo entre duas circunferéncias

Sabe-se que duas circunferéncias ou nao se intersetam ou tém um ponto em comum

ou tém dois pontos em comum. Nesse tltimo caso, a definicdo de angulo que acabamos
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de dar nao depende de qual dos dois pontos comuns se considere. Se elas tém apenas um

ponto em comum, sao chamadas de circunferéncias tangentes, e seu angulo é zero.

Note que inversoes de curvas tangentes, sao tangentes. Isto segue pelo fato das

inversoes serem bijetivas.

Proposicao 2.17. As inversoes preservam angulos de objetos que se intersectam sendo

um desses objetos uma reta que passa pelo centro da inversao.

Prova. Sem perda de generalidade, podemos supor que o outro objeto é uma circunferéncia.
Seja C tal circunferéncia e C’ sua inversao. Sejam A € C e A’ € C’ seu inverso. A reta r que
passa por A e pelo centro da inversao ¢é fixa. Assim, é suficiente provar que o dngulo entre
a reta r e C no ponto A é o mesmo que o angulo entre r e C’' no ponto A’. Seja P € C um
ponto arbitrario e seja P’ € C’ seu inverso. Na figura abaixo a inversao é em relagao a

circunferéncia I.

Figura 28 — Conservagao dos angulos entre dois objetos, sendo um deles uma reta que
passa pelo centro da inversao

Note que, quando P tende ao ponto A ao longo de C, a posicao limite da reta secante jﬁ
sera a reta tangente a C em A, assim como, a posi¢ao limite da reta secante W sera a
reta tangente a C’ no ponto A’. Assim, o angulo entre r e C no ponto A e o angulo entre r
e C' no ponto A’ sao, respectivamente:

zliir,lq (m— ZOAP) e Ili_I)r}q ZOA'P
Pela Proposi¢ao 2.4, temos

/OP'A' = ZOAP. (2.2)

Ainda, pelo teorema do angulo externo, temos que
/PP'A'=/P'OA" + ZOA'P'. (2.3)

E claro que,

lim ZP'OA =0, (2.4)
—
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segue usando as relagoes acima,

(2.2

Z(r,¢) = lim (7 — Z0AP) % lim (r — LOP'A))
P—A P—A
= lim (£PP'A) % lim (LP'OA' + LOA'P))
P—A P—A

(24)

=" lim LOA'P' = £(r,C"),
P—A
0 que mostra a proposicao ]

Finalizamos esta secao mostrando que as inversoes preservam angulos entre retas

Teorema 2.18 (Inversao preserva o angulo entre retas). Sejam p e v duas retas
que intersectam-se no ponto P, que formam um angulo « e que nao passam pelo centro
da inversdo relativa a circunferéncia C(O,r). Sejam P’, u' e v' os inversos de P, pu e v

respectivamente. Entao, o angulo entre p' e v/ em P € a.

f ~
z “

Figura 29 — Conservagao dos angulos entre retas

Demonstragcio. Como as retas j e v nao passam por O, pelo Teorema 2.8, suas inversoes
i e V' sdo circunferéncias que passam por O. Sejam ¢, e £, as retas tangentes a p’ e v/ no
ponto O. Novamente, pelo Teorema 2.8, obtemos que /,, e ¢, sao paralelas, respectivamente
a p e v. Logo, o angulo formado por ¢, e ¢, é a. Considere as retas ¢ e (* tangentes a v/
e ¢/ em P’ respectivamente. Sejam {M} =0 N{, e {N} =¢"N{,. Como os tridngulos

ON P’ e OM P’ sao isosceles de base OP’, o angulo entre as retas ¢# e (¥ também é . [J
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3 Aplicacoes da geometria inversiva

Neste capitulo, exploraremos as aplicagoes praticas das transformagoes por inversao.
Vamos utilizar o conhecimento tedérico sobre inversdes para resolver problemas classicos da
matematica, buscando resultados que contribuam significativamente para o aprofundamento

da nossa compreensao.

3.1 O Teorema de Ptolomeu e Suas Aplicacoes

Teorema 3.1 (Ptolomeu). O produto das diagonais de um quadrildtero inscrito em uma

circunferéncia € igual a soma dos produtos dos lados opostos.

Podemos compreender melhor o teorema de Ptolomeu, observando a figura 30 e

sua representacao através da férmula.

Figura 30 — Teorema de Ptolomeu

AC-BD =AB-CD+ AD - BC

Demonstragdo. Queremos demonstrar que se ABC'D é um quadrilatero inscrito, entao

AC-BD =AB-CD+ AD - BC

Para demonstrarmos esse teorema, utilizaremos a inversao de pontos conciclicos

por uma circunferéncia.
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Dado o quadrilatero ABC'D inscrito, por D tracamos uma circunferéncia C de raio

r. Iremos fazer a inversao do ponto A, B e C com relacao a C, obtendo desta forma A’, B’

e C" de modo que pelo teorema de inversao de reta, podemos garantir que A’, B’ e C’ sdo

colineares, pois estdo na mesma circunferéncia que passa pelo centro de inversao. (Ver

figura 31)

Figura 31 — Demonstracao Teorema de Ptolomeu

Pela defini¢ao de inversao temos que:

AD-AD=BD-BD=CD-C'D =1?

e desta forma podemos concluir que:

AD BD BD CD
B'D AD’ C'D B'D

AD CD
CO'D A'D

Pela proposicao 2.4 os tridngulos AADB e AB'DA’ sdo semelhantes, os tridngulos
ABDC e AC'DB’' sao semelhantes e os tridngulos AADC e AC'DA’ também sao

semelhantes, entao temos que;

iB BD
= — A,B/:

5 AD

BC BD

= _ == BT —

50 cop D¢

iD D
= = AC' =

D AD

AB-A'D
BD

BC-C'D
BD
AC-C'D

AD

(3.1)
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Como

A'C' = A'B' + B'C"

e substituindo por 3.1, 3.2 e 3.3, respectivamente em A’C’, A’B’ e B'C" temos:

AC-C'D  AB-A'D BC-C'D

D BD | BD
AC.OD AB-AD+BC.-CD .
¢ _ +BC-C'D  Bp.AD)
D BD

AC-BD-CD=AB-AD-AD+AD-BC-C'D (xCD)

AC-BD-(C'D-CD)=AB-(AD-AD)-CD+AC-BC-(C'D-CD)

Como C'D-CD =1r?e A’D - AD = r?, entdo

C-BD-r*=AB-r*-CD+ AC-BC-r* (+1%)

AC-BD =AB-CD + AC - BC

]

Exercicio 3.2 (ITA - 1995). O comprimento da diagonal de um pentdgono regular de

lado medindo 1 unidade ¢ igual a raiz positiva de:

(a) 224+ 2 —-2=0
(b) 22 —x—2=0
(c) 22 —224+1=0
(d) 22 4+2-1=0

() 22— —1=0

Solugdo: Inicialmente vamos tragar o pentagono regular ABC'DFE de lado 1 unidade

e inscrito em uma circunferéncia C. Neste pentagono tragamos as diagonais AC', AD e CF,

como mostra a figura 32.

Como,

AC=AD=CFE=x

Podemos considerar o quadrilaitero ACDFE inscrito em C e aplicar o teorema de Ptolmeu

para determinarmos o valor x das diagonais. Desta forma:

AD-CE =AEFE-CD+ AC - DE

r-x=1-14+x-1
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D 1 C

Figura 32 — Pentagono Inscrito

=14z

2—r—1=0

Resposta: Letra FE
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3.2 Aplicacao 2

Exercicio 3.3. Observe a figura abaixo. Dada a circunferéncia C; de didmetro AB medindo
8 unidades seja a circunferéncia Co que tangencia internamente C; no ponto O e tangencia
AB em P, de raio 2 unidades de medida, calcule o raio da circunferéncia C3 que tangencia

C; internamente e Cy externamente e tangencia AB.

0

Figura 33 — Figura da aplicacao 2

Solugdo: Queremos calcular o valor do raio da circunferéncia Cs, para isso tomaremos
como referéncia a circunferéncia C que esta centrada em O e passa pelos pontos A e B.
A inversa da circunferéncia C; com relacao a C é a reta C'y que passa por A e B, pois
pelo teorema da inversao de retas, como o circulo passa pelo centro de inversao, entao
sua inversa ¢ uma reta. Analogamente, invertemos a circunferéncia Co com relagao a C e

obtemos a reta C’5 que tangencia C; em P’, como mostra a figura 34.

Observe que pela defini¢cao de inversao, temos que:
OP-OP =12,

sendo OP =4 e OP' = 8 e r o raio de C, logo podemos calcular o raio r:

Prosseguindo com a resolugao, determinaremos a inversa de C3 com relagao a C,

que sera a circunferéncia C’s - pois pelo teorema de inversao de circunferéncias, a inversa
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C 0O
O
C
’ C
A&ﬁ
Pl

!

1
/
Cy

Figura 34 — Inversao dos circulos

de uma circunferéncia que nao passa pelo centro de inversao é uma circunferéncia que
também nao passa pelo centro de inversao - que tangencia as retas C'; e C'y, pois C3

tangencia C; e Cy, como mostra a figura 35.
C (@)
Ch
C o
A P
@
P’ (o

2

Figura 35 — Solugao da aplicagao 2

Unindo os pontos O, T e T" que sdo colineares e os pontos O, Q) e @', também
colineares, obtemos os tridngulos AOQT e AOT'Q’ semelhantes pela propriedade 2.4.

Queremos determinar a distancia Q7" que é o raio de C3. Para isso faremos:

or _ QT
o T (3.4)

Para isso temos que: Q"T" = 2, e precisamos determinar OT e OQ)'. Portanto, inicialmente,

seja X a projecao de ' em OP’, calcularemos a distancia ()’.X, utilizando o teorema de
Pitagoras, no tridngulo AP X Q'

PO’ =PX + QX

62 =2+ QX"
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C 0
&
C T
’ N T O
) 2

! / ! '

03

P ci

Figura 36 — Continuacao da solucao da aplicacao 2

32=0X"

Para calcular O, consideramos o triangulo retangulo AOXQ’, e aplicamos o

teorema de Pitagoras.

0Q” =0X" +Q'X°
0Q"” = 6%+ 32
0Q"” = 36 + 32

0Q' =68 = 2V/17

Para calcular OT’, consideramos o tridngulo retangulo AOPT’, e aplicamos o

teorema de Pitagoras. Note que PT" = )’ X.

OT” = OP* + QX"
OT"” = 42 + 32
OT"” = 16 + 32

OT =48 =43

Aplicando a defini¢ao de inversao, temos que:

OT -OT' =r?

32 8

OT - 4V3 = (4V2)?
=15~V
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Por 3.4, temos que:

3.3 Aplicacao 3 - Problema de Olimpiada Brasileira
de Matematica - Nivel 2

Exercicio 3.4 (OBM - Nivel 2 - 2019). Seja ABC um triangulo acutangulo inscrito em
um circulo I' de centro O. Seja D o pé da altura relativa ao vértice A. Sejam E e F' pontos
sobre I' tais que AE = AD = AF. Sejam P e () os pontos de intersecao da reta E)? com

os lados AB e AC, respectivamente. Seja X o segundo ponto de intersecao de I' com o

circulo circunscrito ao tridngulo APQ). Mostre que as retas ﬁ e A(3 encontram-se em

um ponto que esta sobe I'.

-
-

2|

Figura 37 — Aplicagdo 3 - OBM - Nivel 2 - 2019

Solugao: Note que a reta /ﬁ encontra I' em um ponto R, sendo o segmento AR o
didmetro de I'. Queremos mostrar que a reta ﬁ também intersecta a circunferéncia I"
em R. Como AR é didmetro de I', basta mostrar que ZAXR ¢é reto.

Ainda, se R € %, /ZAXR = ZAXD. Assim, para mostrar que ZAXR é reto,

bastard mostrar que ZAXD é reto.
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Figura 38 — Aplicacao 3 - Solucao

Tome a circunferéncia C que passa pelos pontos E, D e F e esta centrada em A,
como a circunferéncia de inversao. Sabemos que a inversao da reta ﬁ é uma circunferéncia
que "passa'pelo centro da inversao. Logo, tal inversao é a circunferéncia AEF', pois E e
F sdo pontos fixos dessa inversao. Logo, (I' — {A}) = EF. Agora o inverso de B € T’
é um ponto em ﬁ N j@, dai B’ = P. Analogamente, ¢/ = (). Com isso temos que a
inversao de R é a circunferéncia APQ. Como D € % NC, o ponto D' = D pertence a
circunferéncia APQ. Ainda, AD | BC e BC tangente a circunferéncia de AP(Q, segue
que AD é didametro da circunferéncia AP(Q e, portanto, ZAX D = 90°, pois X é um ponto

da circunferéncia APQ).

3.4 Aplicacao 4

Lema 3.5. Na figura abaizo, os pontos BCC'B’ sdo conciclicos. Se AD € bissetriz de
/BAC e TM ¢ bissetriz de Z/DTF, entao ZTMA ¢ reto.

Figura 39 — Lema 3.5
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Demonstracao. Pelas hipdteses e os teoremas 1.13 e 1.15, temos

Bl - FB' [C-CF

ZBAD = S5 =2 = S = /DAC, (3.5)
CI-GB IC'-D

sprM = ¢ 5 GB _1¢ 5 S _  urE (3.6)
FG+HI FB +BG+HC+CI

J2E1) e e e S A A (3.7)

2 2

GH+I1F GB+BH+IC +C'F

/GMH = ; _ oot JQF i (3.8)

De 3.7 e 3.8, obtemos:
FB—-BH BG-1C" HC-C'F CI-GB
+ - +
2 2 2 2
=—/BAD — Z/MTF + £ZDAC + ZDTM =0

LGMF — /GMH =

Onde na segunda igualdade usamos as equacoes 3.5 e 3.6 e a terceira igualdade
segue pois o segmento AD ¢ bissetriz de ZBAC e T'M ¢ bissetriz de ZDTF'. m

Exercicio 3.6 (Roménia, 1997). Dado um triangulo ABC' e um ponto D sobre BC.
Considere duas circunferéncias tangentes exteriormente a BC' no mesmo ponto M e cada
uma delas tangente a circunferéncia circunscrita do triangulo ABC' e ao lado BC, a
primeira sobre o segmento BD e a outra sobre o segmento DC'. Demonstrar que AD é a

bissetriz do angulo A.

Figura 40 — Aplicacao 4

Solugao: Seja T o ponto de intersecao da reta que une os centros das circunferéncias

com a reta %( % Consideremos a inversao em relagao a circunferéncia de centro A e raio
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AM, que denotaremos por C. Como as duas circunferéncias pequenas sao ortogonais a C em
M, sdo fixas pela inversao. Sendo a circunferéncia I' = (ABC) tangente as circunferéncias

pequenas, sua inversao é reta tangente a tais circunferéncias que nao é a reta E(%

Figura 41 — Aplicacao 4 - Solugao

O inverso do ponto B € I' é o ponto B’ € I" N AB. Analogamente, C" € I" N AC
Assim, os pontos BC'C’' B’ sdo conciclicos. O lema 3.5, fornece que as bissetrizes de ZBT B’
e /BAC sao perpendiculares. Mas, TM é a bissetriz de Z/BTB e AM 1 TM, o que

implica que AD ¢ a bissetriz do angulo A.

3.5 Aplicacao 5

Exercicio 3.7 (IMO-1986). A circunferéncia inscrita no triangulo ABC' ¢ tangente aos
lados BC', CA e AB em D, E e F, respectivamente. X, Y e Z sdo pontos médios de FF’,
FD e DE, respectivamente. Provar que os centros do circulo inscrito e das circunferéncias

circunscritas de XY Z e ABC sao colineares.

Figura 42 — Aplicacao 5
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Solucao: Sejam O, I e J os centros dos circulos circunscritos aos triangulos ABC,
DEF e XY Z, respectivamente. Considere a inversao relativa a circunferéncia inscrita ao

triangulo ABC', ou seja, a circunferéncia de centro [ e raio I E, que denotaremos por C.

Como AF = AE e FX = XF, o segmento AX ¢ altura(e bissetriz relativa ao
vértice A) do AAFE. Ainda, sendo IE 1 AE, segue que X E é altura do AIEA e logo, o
inverso de A é X. Analogamente, o inverso de B é Y e o inverso de C' é Z, ou seja, B' =Y
e C'" = Z. Segue dai, que o inverso da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC, que

denotamos por I', é a circunferéncia circunscrita ao triangulo XY 7

Figura 43 — Aplicagao 5 - solucao

Como o centro de uma circunferéncia é colinear com o centro de sua inversa e o
centro da inversao, concluimos que O (centro de I'), J (centro da inversao) e I (centro de

') sdo colineares.
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Sequéncia didatica

Neste capitulo, apresentaremos uma sequéncia didatica estruturada para quatro

aulas, com o objetivo de introduzir aos alunos do ensino médio — especialmente aqueles

interessados em participar de olimpiadas de matematica e concursos militares — os

conceitos fundamentais da geometria inversiva.

A proposta consiste em um planejamento de ensino voltado a professores que

desejam explorar esse tema com seus estudantes, oferecendo sugestoes metodoldgicas,

estratégias para o uso de softwares,como o GeoGebra, atividades de construcao com régua

e compasso, além de exercicios e instrumentos avaliativos. O desenvolvimento de cada

aula serd detalhado ao longo da sequéncia, proporcionando uma abordagem completa e

integrada das atividades.

4.1

12 Aula: Conceitos basicos de geometria inversiva

Turma: 3° ano do ensino médio
Tema especifico: Introducio a geometria Inversiva

Habilidades prioritarias: (EM13MAT512)! Investigar propriedades de figuras
geométricas, questionando suas conjecturas por meio da busca de contraexemplos,
para refuta-las ou reconhecer a necessidade de sua demonstracao para validagao,

como os teoremas relativos aos quadrilateros e triangulos;

Objeto do conhecimento: Teorema de Thales; Semelhanca de triangulos; Relagoes

métricas no triangulo retangulo; Poténcia de ponto e Geometria inversiva

Objetivos: Resgatar o conhecimento historico referente a geometria euclidiana;
apresentar o conceito basico da geometria inversiva; experimentar a inversao da

geometria; identificar as propriedades geométricas

Metodologias e Recursos: No primeiro momento da aula, apds a realizacao da
chamada, iniciaremos com um conversa provocativa afim de introduzir os conceitos
basicos de geometria inversiva, nao obstante, sera feito um resgate dos contetidos
previamente aprendidos sobre a geometria euclidiana. No segundo momento, ocorrera
a construcao de inversao com régua e compasso, utilizando um circulo, uma reta
que passa pelo centro do circulo e um ponto contido nessa reta que nao é o centro

da circunferéncia ( esse ponto deverd estar no interior do circulo, pois facilitara

1 Cédigo da BNCC
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a construcao e aprendizado dos estudantes. Posteriormente, serd apresentado aos
estudantes com o software do GeoGebra a inversao com o ponto no exterior),

preparando assim, os discentes para conhecer os diversos casos de inversao.

Os recursos utilizados para a aula serdo: laptop; projetor; software(GeoGebra);

internet; régua; compasso; quadro; pinceis marcadores; apagador.

Avaliacao/verificagdo de aprendizagem: A avaliacao serd formativa e ocorrerd
com a realizagdo da atividade proposta pelo professor (construgao da inversao do

ponto utilizando o circulo como referéncia).

4.1.1 Construcgao do inverso de um ponto

Passo 1:

Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

Passo 6:

Passo 7:

Construir uma circunferéncia C de raio arbitrario R.

Trace uma reta r que passe pelo centro da circunferéncia construida.
Marque um ponto P na reta no interior da circunferéncia C.

Trace uma perpendicular ¢ a reta r passando por P.

Marque um ponto ) onde a perpendicular ¢ intersecta a circunferéncia C (Observe
que essa perpendicular intersecta a circunferéncia em dois pontos, fica a cargo do

leitor escolher um desses pontos).
Trace a reta s tangente a circunferéncia C em @)

O ponto P’ de intersecao entre a reta r e a tangente s é o inverso do ponto P com

relacdo a C

Observe na figura 44 o resultado desta construcao por meio de régua e compasso.

Q

o P p'\
S

Figura 44 — Construgdo por meio de régua e compasso

A demonstracao desta construcao foi feita na secao 2.1.

Podemos construir o inverso de um ponto de outra forma, utilizando apenas a

régua. A seguir veremos o passo a passo desta construcao.
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Passo 1:
Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

passo 6:

Construir uma circunferéncia C de raio arbitrario R.
Trace uma reta r que passe pelo centro da circunferéncia construida.

Trace uma perpendicular t a reta r passando pelo centro O. Essa perpendicular ¢

intersecta a circunferéncia C em dois pontos T} e T5.
Na reta » marque um ponto P arbitrariamente.

Por T, (Fica a cargo do leitor escolher 77 ou T3), trace uma reta s que passe por P

e intersecte a circunferéncia C em um ponto Q).

Pelo outro ponto T; tracamos uma reta ¢ passando pelo ponto @) e intersectando a

reta r em P’. Esse ponto P’ é o inverso de P com relacgao a C.

O resultado desta construgao estd na figura 45.

4.2

t

c

T

Figura 45 — Construcao do inverso de um ponto

Fica a cargo do leitor fazer a demonstracao desta construcao.

22 Aula: Construcao do inverso de uma reta e um

circulo

Turma: 3° ano do ensino médio
Tema especifico: Anédlise de propriedades e teoremas

Habilidades prioritarias: (EM13MAT512) Investigar propriedades de figuras
geométricas, questionando suas conjecturas por meio da busca de contraexemplos,
para refuta-las ou reconhecer a necessidade de sua demonstracao para validagao,

como os teoremas relativos aos quadrildteros e triangulos;
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Objeto do conhecimento: Teorema de Thales; Semelhanca de tridngulos; Relagoes

métricas no tridngulo retangulo; Poténcia de ponto e Geometria inversiva.

Objetivos: Sistematizar as experimentacoes da geometria inversiva no GeoGebra;
experimentar a inversao da geometria; identificar os elementos constitutivos da

geometria inversiva.

Metodologias e recursos: Neste segundo encontro iniciaremos a aula com o resgate
dos conceitos trabalhados na aula anterior e aprofundando em seguida para os casos
de inversao de retas e circunferéncias analisando os teoremas e as propriedades
envolvidas em cada caso. utilizaremos o GeoGebra como plataforma de auxilio para
entendimento pratico sobre os procedimentos adotados em cada caso de inversao. Em
seguida os alunos terao tempo para explorar a plataforma do GeoGebra e tirarem

suas proprias conclusoes sobre cada caso de inversao.
Os recursos utilizados para a aula serao: laptop; projetor; software(GeoGebra);

internet; régua; compasso; quadro; pinceis marcadores; apagador.

Avaliacao/verificagdo de aprendizagem: A avaliacdo serd formativa e ocorrerd
com a realizacao da atividade proposta pelo professor (construcao da inversao de

retas e circunferéncias utilizando o GeoGebra).

4.2.1 Construcao da inversao de uma reta no GeoGebra:

GeoGebra @ Geometia ~ ATRIBUIR

8 < | e
Aige! Reta Poligono | Circulo dados|
Centro e Um

& Editar

A .

cionat Exibir Exibir
Objetos  Esconder  Esconder

* L2 ]

Apagar  Mover Janela Copiar Estilo

Visual
Construgdes
2 <
Ponto Médio Reta Mediatriz

ouCentro  Perpendicular

== 4 L

Reta Paralela  Bissetriz R’emTangmno

Figura 46 — 1° passo: Construa uma circunferéncia de raio qualquer.



Capitulo 4. Sequéncia diddtica 53

= GeaGebra @ Geometia ~ ATRIBUIR

> L oY

Algebra Reta Poligono ~ Circulo dados

- Centro e Um

e Editar

Feramentas | .. .
L AA
Selecionar _Exibir / Exibir /
Objetos  Esconder  Esconder A C

& 4 L

Apagar MoverJane\a Gopiar Estilo

Visual
Construcdes
y
A X
Ponto Médio Reta Mediatriz
ouCentro  Perpendicular
= £ L
RetaParalela  Bissetriz  Reta Tangemo

~—

Figura 47 — 2° passo: Construa uma reta que passa pelo centro da circunferéncia.

GeaGebra @ Geometria ~ ATRIBUIR

8 e > ®
Algebra Reta Poligono ~ Circulo dados
- Centro e Um
@& Editar
Femamentas | ..
L AA %
Selecionar _Exibir / Exibir /
Objetos  Esconder  Esconder
* % )
Apagar  Mover Janela Copiar Estilo
de Visual
Construgdes
. \ \
R
PontoMédio  Reta Mediatriz

ou Centro  Perpendicular

= < L

RetaParalela  Bissetriz  Reta Tangente

~

Figura 48 — 32 passo: Construa uma reta exterior a circunferéncia que passa pela reta
anteriormente construida.

Je LaY
g o a S
Elpse  Conicapor  Parabola
Algebra Cinco Pontos
e
@ h
Hipérbole
sramentas
Transformar
A D

P N

Translagéo porGirar em Torno Reflexdo em
um Vetor deum Ponto  Relagéo a

Reflexao em  Homotetia | Inverséo
Relagéo a um
Midia
m e £

Inserir Texto
Imagem °
Outras

Figura 49 — 4° passo: Clique na reta em seguida no botao inversao e posteriormente clique
na circunferéncia, o circulo interior é a inversao da reta.

4.2.2 Construcao da inversao do circulo no GeoGebra:

Os passos iniciais para a construgao da inversao do circulo no GeoGebra sao iguais

aos dois primeiros passos da construcao da reta. Desta forma nao serd necessario
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repetir esses topicos. Partiremos para os passos finais que sdo o 3° e o 4°.

Ferramentas Basicas [
Agebra Rk - -
Mover Ponto Segmento

&
[ > ®

Reta Poligono | Girculo dados
Centro e Um
Editar e
L]
H AA 5
Selecionar _Exibir / Exioir /
Objetos  Esconder  Esconder

o ki ]

Apagar  Mover Janela Copiar Estilo
de

8
9

Visual
Construcdes
. 3 %
PontoMédio  Reta Mediatriz

ou Centro  Perpendicular

Figura 50 — Ap6s concluir os passos 12 e 2°, construa outro circulo com qualquer medida
de raio.

Il

AU
-
g Hipérbole

Transformar

- . .

& o~ b N

Feramentas ' Translagdo porGirar em Tomo Reflexao em
um Vetor  deumPonto  Relagdo a

: m m |
Reflexioem  Homotetia | Inverséo U
Relagdo a um
Midia
E,
.} ABC
Inserir Texto
Imagem
Outras
7’ v alb

Caneta  FungdoaMio Relagio
Livre

Figura 51 — Apéds construir o circulo, clique no mesmo e posteriormente clique no botao
de inversao. O circulo inverso ird aparecer.
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Podemos mostrar como a posi¢ao do circulo que sera invertido com relacao ao circulo

que contém o centro de inversao altera o circulo inverso. Mostraremos o caso do

circulo tangente e do circulo secante.

= GeoGebra @ Geometia - ATRIBUIR
Ferramentas Basicas (3}
N A -
Mover Ponto Segmento
Ferramentas ~ . ®
Reta Poligono ~ Girculo dados
Centro e Um A
o P ©
Editar &
oA .
Selecionar Exibir Exibir /
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Figura 52 — Circunferéncias tangentes
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Figura 53 — Circunferéncias secantes

4.3 32 Aula: Aplicacoes de problemas de olimpiadas

de matematica

Turma: 3° ano do ensino médio

Tema especifico: Aplicagoes de problemas de olimpiadas de matematica

Habilidades prioritarias: (EM13MAT512) Investigar propriedades de figuras

geométricas, questionando suas conjecturas por meio da busca de contraexemplos,

para refuta-las ou reconhecer a necessidade de sua demonstracao para validagao,

como os teoremas relativos aos quadrilateros e triangulos;
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Objeto do conhecimento: Teorema de Thales; Semelhanca de tridngulos; Relagoes

métricas no tridngulo retangulo; Poténcia de ponto e Geometria inversiva.

Objetivos: Sistematizar as experimentacoes da geometria inversiva no GeoGebra;
experimentar a inversao da geometria; identificar os elementos constitutivos da

geometria inversiva.

Metodologias e recursos: Neste terceiro encontro daremos inicio a aula relem-
brando aos alunos os principais teoremas, propriedades e defini¢oes aprendidos na
aula anterior como a definicao de inversao, os teoremas de inversao de retas e circun-
feréncias e suas respectivas propriedades, necessarios para a resolu¢ao dos problemas

que serao propostos para resolucao.

Apos esse momento inicial de retomada, prosseguiremos como as aplicagoes, inicia-
remos com o teorema de Ptolomeu, enunciando esse teorema e em seguida demos-
traremos esse teorema para os alunos, utilizando os conceitos de inversao, como é
mostrado no teorema 2.8 desta dissertacao. Em seguida aplicaremos esse teorema em
uma questao retirada da prova do ITA, no exercicio 3.2. A proposta desta dinamica é
utilizar o teorema Ptolomeu para aplicar no exercicio 3.2, o professor devera ceder aos
alunos um tempo para que possam fazer o exercicio e se houver diavida ao termino

desse tempo, o professor resolver o exercicio.

Terminada a primeira aplicagdo, iniciaremos a aplicacao 2, que esté localizada neste
trabalho como exercicio 3.3. Esta aplicacao exigira mais dos alunos, e é recomendado
ao professor que resolva conjuntamente com os alunos, utilizando o GeoGebra como
uma ferramenta de fundamental auxilio para melhor entendimento dos passos que

serao dados para essa resolucgao.

Finalizaremos essa aula com a aplicacao 3 que esta mostrada no exercicio 3.4. Uma
questao de olimpiadas, retirada da OBM - nivel 2, que se resolvida utilizando a
geometria inversiva, traz um solugdo mais simples. O professor, pode optar em mostrar
a solucao utilizando geometria euclidiana também, para comparar os resultados
junto aos alunos. Nesta aplicagdo também é recomendado o uso do GeoGebra, ou
a utilizagao de régua e compasso para um melhor entendimento da resolucao por

parte dos alunos.

Os recursos utilizados para a aula serdao: laptop; projetor; software(GeoGebra);

internet; régua; compasso; quadro; pinceis marcadores; apagador.

Avaliagao/verificagdo de aprendizagem: Nesta aula iremos avaliar a capacidade
de entendimento dos alunos sobre as aplicacoes e a habilidade de resolucao dessas

aplicacoes, assim como a participacao do aluno durante a resolucao das aplicagoes.
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4.4 42 Aula: Atividade avaliativa

Turma: 3° ano do ensino médio
Tema especifico: Atividade avaliativa

Habilidades prioritarias: (EM13MAT512) Investigar propriedades de figuras
geométricas, questionando suas conjecturas por meio da busca de contraexemplos,
para refuta-las ou reconhecer a necessidade de sua demonstracao para validagao,

como os teoremas relativos aos quadrildteros e triangulos;

Objeto do conhecimento: Teorema de Thales; Semelhanga de triangulos; Relagoes

métricas no tridngulo retangulo; Poténcia de ponto e Geometria inversiva.

Objetivos: Sistematizar as experimentacoes da geometria inversiva no GeoGebra;
experimentar a inversao da geometria; identificar os elementos constitutivos da

geometria inversiva.

Metodologias e recursos: Para esta tltima aula aplicaremos uma atividade em
forma de lista de exercicios, com objetivo de avaliar o aprendizado individual de
cada aluno. Cada discente disponibilizara de todo o periodo da aula para executar
as atividades propostas nesta lista, respondendo as atividades em uma folha a
parte que serd disponibilizada pelo professor. Os alunos contarao com o auxilio de
materiais como régua e compasso além de acesso a computadores para utilizacao
do software GeoGebra. Segue a lista com a atividades propostas para avaliacao
do aprendizado dos alunos. Os critérios a serem observados pelo professor para a
correcao sao: respostas corretas e bem fundamentadas, clareza na resolucao dos

calculos e justificativas, organizagdo e apresentacao.



Atividade de Geometria Inversiva

Nome:

Turma:
Data: / /

Instrugles:
Leia atentamente as questdes e resolva-as com clareza. Justifique suas respostas
quando solicitado.

Parte 1: Revisdo de conceitos basicos

1. Um triangulo retangulo tem catetos medindo 6 cm e 8 cm.
a) Determine o comprimento da hipotenusa.
b) Calcule a altura relativa a hipotenusa e o raio da circunferéncia circunscrita
ao triangulo.

2. Nocirculo de centro O e raio 5 cm, um ponto P fora do circulo estd a 13 cm de
0. Uma reta tangente ao circulo passa por P. Determine o comprimento da
tangente.

3. Considere um ponto P em relacdo a uma circunferéncia de centro O. Explique
como a poténcia de P em relacdo a circunferéncia é definida.

Parte 2: Inversdao geométrica

4. Seja uma inversao com centro O eraior.
a) Qual é a imagem de uma reta que ndo passa por O?
b) Qual é a imagem de uma circunferéncia que ndo passa por O?

5. Considere uma inversdao com raio r=4 cm e centro O. A imagem do ponto A,
situadoa8cmde O, é A'. Determine a distancia de A’ a O.

6. Determine utilizando régua e compasso o inverso do ponto P com relagao a
circunferéncia C de centro O da figura abaixo.

C



7. Determine utilizando apenas régua o inverso do ponto P com relagao a
circunferéncia C na figura abaixo.

C




60

Conclusao

Ao abordar um contetido que nao esta presente no curriculo das escolas, trazemos um
grande desafio de motivar os alunos na aprendizagem desse conhecimento. Optamos neste
trabalho trazer para alunos do ensino basico uma proposta de estudo de uma geometria
nao euclidiana, e o maior desafio dessa abordagem é fazer com que esse conhecimento seja
acessivel a esse aluno e que o mesmo possa ter condi¢oes de aprender e se interessar em

conhecer outras geometrias que nao sao estudadas no ensino bésico no Brasil.

A escolha da geometria inversiva como foco deste estudo mostrou-se relevante
nao apenas pela sua beleza tedrica, mas também por sua aplicabilidade em problemas
geométricos e sua conexao com outros tépicos do curriculo escolar, como semelhanca de
triangulos, angulos na circunferéncia e relagoes métricas. A parte tedrica do trabalho
desempenhou um papel fundamental ao construir uma base solida para a compreensao
do conceito de inversao, suas propriedades e suas implicagoes, permitindo que o leitor

reconheca a elegancia e a profundidade dessa drea da matematica.

Além disso, as aplicagoes desenvolvidas ao longo do trabalho demonstraram como a
geometria inversiva pode ser uma ferramenta poderosa para resolver problemas complexos,
incluindo aqueles encontrados em olimpiadas de matematica e vestibulares militares. Essas
aplicagoes foram essenciais para ilustrar que o estudo de geometrias nao euclidianas nao se
restringe ao campo teérico, mas pode também oferecer solugoes praticas e criativas para

desafios reais.

Um ponto de destaque foi a sequéncia didatica elaborada para adaptar esse tema
ao ensino médio. Dividida em quatro aulas, ela permitiu que os alunos revisassem concei-
tos fundamentais da geometria euclidiana, fossem introduzidos a inversao geométrica e
explorassem suas propriedades, além de aplicarem esse conhecimento em situagoes praticas.
O uso do software GeoGebra foi um recurso estratégico, pois proporcionou aos alunos
uma experiéncia visual e interativa, facilitando a compreensao de conceitos abstratos e

estimulando o interesse pelo tema.

Por fim, a aplicacdo de um exercicio avaliativo para consolidar o aprendizado,
permitindo nao apenas verificar o nivel de compreensao dos alunos, mas também reforcar

a importancia de conectar teoria e pratica no processo de ensino e aprendizagem.

Concluimos que a abordagem proposta neste trabalho nao apenas enriquece o
ensino de matematica, mas também estimula a curiosidade e o pensamento critico dos
alunos. Esperamos que essa iniciativa inspire educadores a explorar novos caminhos no
ensino de geometria, promovendo um ensino mais inclusivo e desafiador, que va além dos

limites do curriculo tradicional.



61

Referéncias

[1] Barbosa, J. L. M. Geometria euclidiana plana. SBM, 1985.

2] Dolce, O., and Pompeo, J. N. Fundamentos de matemdtica elementar, 9: geometria
plana. Atual, 1993.

[3] Duran, F. Transformagdes de mébius e inversdes. Master’s thesis, Universidade
Estadual Paulista Julio de Mesquita Filho, 2013.

[4] Mesquita, R. R. Geometria Inversiva. Editora Ciéncia Moderna, 2022.

[5] Munaretto, A. C. C., and Siqueira, P. H. Solugao do problema de apolénio utilizando
geometria inversiva. In Graphica Rio 2011 (2011).

[6] Neto, A. C. M. Geometria. SBM Rio de Janeiro, Brasil, 2022.

[7] Oliveira, P. M. Notas sobre o Ensino da Geometria: Serd o infinito um ponto? Educagao
e Matematica n.95, 2007.

[8] Reventés Tarrida, A. Geometria inversiva. Gaceta de la Real Sociedad Matemdatica

Espanola 6 (2003), 39-79.

[9] Vilumbrares, L. U. Geometria inversiva.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de abreviaturas e siglas
	Sumário
	Introdução
	Conceitos Básicos de Geometria Euclidiana Plana
	Semelhança de Triângulos
	Relações Métricas no Triângulo Retângulo
	Ângulos na Circunferência
	O Teorema das Cordas e Potência de Pontos

	Geometria Inversiva 
	Definição e Construção
	Propriedade Fundamental
	A inversão de retas
	Inversão de Circunferências
	A Inversão e os Ângulos

	Aplicações da geometria inversiva
	O Teorema de Ptolomeu e Suas Aplicações
	Aplicação 2
	Aplicação 3 - Problema de Olimpíada Brasileira de Matemática - Nível 2
	Aplicação 4
	Aplicação 5

	Sequência didática
	1ª Aula: Conceitos básicos de geometria inversiva
	Construção do inverso de um ponto

	2ª Aula: Construção do inverso de uma reta e um círculo
	Construção da inversão de uma reta no GeoGebra:
	Construção da inversão do círculo no GeoGebra:

	3ª Aula: Aplicações de problemas de olimpíadas de matemática
	4ª Aula: Atividade avaliativa

	Conclusão
	Referências

