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Resumo

A teoria dos grafos modela diversos problemas do cotidiano. Utilizando essa importante ferramenta
matematica, nos capitulos iniciais apresentamos conceitos e definicdes importantes que serdo
necessarios para o entendimento e resolucio do problema da galeria de arte. A prova desse teorema
€ concluida de forma clara e completa e algumas de suas ideias sdo usadas de maneira didédtica para

se trabalhar esse problema no ensino bdsico.

Palavras chaves: Grafos; ensino.






Abstract

Graph theory models many everyday problems. Using this important mathematical tool, in the initial
chapters we present important concepts and definitions that will be necessary for understanding and
solving the art gallery problem. The proof of this theorem is concluded clearly and completely and

some of its ideas are used in a didactic way to work on this problem in elementary school.

keywords: Graphs; teaching.
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Introducao

Na ocasido de uma conferéncia em Stanford, em agosto de 1973, Victor Klee questionou ao
talentoso jovem matematico tcheco Vaclav Chvatal (Universidade de Montreal) sobre um problema
de guardar as pinturas em uma galeria de arte (HONSBERGER, 1976). Pela maneira como as
salas podem se distribuir, com nichos e cantos, ter a visdo de cada ponto da galeria € um problema
geométrico interessante. A questdo € entdo determinar o nimero minimo de guardas necessarios
para vigiar toda galeria. Os guardas devem permanecer fixos, mas podem olhar em todo seu redor.
As paredes da galeria sdo consideradas retas. Em pouco tempo, Chvatal resolveu o problema
(CHVATAL, 1975). Ele mostrou que se a galeria tiver n paredes (ou seja, se a planta for um poligono
simples) entdo, independente da sua forma, o nimero minimo de guardas necessdrios nunca sera

superior a |n/3](parte inteira de n/3).

Trés anos depois, 0 matemdtico americano Steven Fisk apresentou uma outra demonstragao
bastante elegante desse teorema (FISK, 1978). Essa demonstracdo, bastante visual, se baseia nos

conceitos de triangulacdo de poligonos e coloragdo de vértices de um grafo.

O problema da galeria de arte faz parte das raizes da geometria computacional, um campo que
combina geometria com ideias de matemadtica discreta e otimizagdo, buscando algoritmos eficientes
para resolver problemas geométricos. Algumas aplicacdes préticas da geometria computacional

incluem: computacgdo grafica, design computacional, robdtica e geoprocessamento.

Esse trabalho tem como objetivo estudar o problema da galeria de arte e extrair dele alguns
fatos que possam ser apresentadas em sala de aula, visando nio sé a compreensdo do problema por
parte dos alunos mas também o entendimento, mesmo que parcial e informal, de algumas ideias
bastante visuais que aparecem na demonstracao e que levam a um algoritmo para a solucao dada

pelo teorema.

No primeiro capitulo apresentamos de maneira formal o problema da galeria de arte e enun-

ciamos o Teorema da galeria de arte de Chvatal (Teorema 4.1.1). No segundo capitulo introduzimos
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alguns conceitos iniciais de grafos e apresentamos alguns exemplos para uma familiarizagdo com
esses conceitos. No terceiro capitulo apresentamos de maneira suscinta € com alguns exemplos o
conceito de coloragdo de grafos, que serd usado na demonstragcao do teorema da galeria de arte de
Chvital. No quarto capitulo apresentamos a demonstra¢io dada por Fisk (FISK, 1978) do Teorema
da galeira de arte de Chvatal.

No quinto capitulo fazemos o relato das aulas praticas sobre grafos e o problema da galeira
de arte desenvolvido na Escola Estadual de Piscamba localizada em Piscamba (distrito de Jequeri),

com uma turma do 8° ano e uma turma do 9° ano.
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CAPITULO 1

O Problema da Galeria de Arte

Nesse capitulo trataremos da formaliza¢do do problema da galeria de arte e ao final enuncia-
mos o teorema principal do trabalho, o Teorema da galeria de arte de Chvétal (Teorema 4.1.1). As
referéncias usadas aqui foram (AIGNER M.; ZIEGLER, 2002),(O’ROURKE, 1987) e (SOARES,

2017).

Inicialmente vamos dar algumas defini¢des envolvendo poligonos. Dados dois pontos A e B

do plano, denotaremos por AB o segmento de reta que une A e B.

Definicao 1.0.1. Sejam n > 3 um niimero natural e Ay, As, ... A, pontos distintos do plano. Dizemos
que a colecdo de n segmentos Ay As, AsAs... A, _1A,, A, Ay € um poligono simples se quaisquer

dois segmentos ndo consecutivos ndo se interceptam e quaisquer dois segmentos consecutivos se

interceptam apenas no seu vértice comum. Aqui convencionamos que A, A1 e A1 Ay sdo consecutivos.

Denotaremos um poligono como acima simplesmente por P = Ay, Ay, ... A, descrevendo seus

pontos.

Figura 1 — Exemplo de um poligono simples.
Fonte: Préprio Autor
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Como s6 iremos tratar com poligonos simples, a partir daqui vamos nos referir a eles apenas

como poligonos.

Precisamos destacar alguns elementos do poligono. Os pontos A;, As, ... A, serdo chama-

dos vértices do poligono e os segmentos A; Ay, AsAs... A, _1A,, A, A; serdao chamados lados do

poligono.

Um vértice A de um poligono € dito convexo (resp.concavo) se o angulo interior do poligono

no vértice A for menor (resp. maior) que 180°, como na figura 2.

>

Figura 2 — O vértice A € convexo e o vértice B € concavo
Fonte: Proprio Autor

Sem causar ambiguidade, as vezes vamos nos referir ao poligono ndo somente como um
conjunto de vértices e lados mas também considerando a regido interior do poligono, limitada por
esses lados. Quando tratamos um poligono desse modo e queremos diferenciar a regido interior do
poligono com seu conjunto de lados, vamos nos referir a esse tltimo como bordo de P e usaremos

a notacdo JP.

Considerando o poligono com a regido interior, dizemos que um poligono é convexo se
dados quaisquer dois pontos no poligono, o segmento de reta que une esses dois pontos esta contido

no poligono.

Também dizemos que um ponto x € P cobre (ou enxerga) um ponto y € P se o segmento
Ty C P. Observe que se x cobre y, o segmento T pode tocar 0 P em um ou mais pontos, isto é, a
linha de visdo ndo € bloqueada pelo contato rasante com o bordo, como mostrado no exemplo da

figura 3.

Dizemos que um subconjunto S C P cobre P,seV y € P existe z € S tal que 7y C P,

isto é, se y € um ponto de P entdo existe um ponto z em S que enxerga y.
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T Y

Figura 3 — O ponto y € coberto pelo ponto x.
Fonte: Préprio Autor

Retornando ao nosso problema, a Galeria de arte € representada por um poligono P de n
lados. Um guarda como na figura 4, pode inspecionar 360° sobre sua posicao fixa, isto €, um guarda

€ um ponto x do poligono cujo campo de visdo € o subconjunto de P coberto pelo ponto .

<,

/ \ \
Figura 4 — Exemplo de galeria.
Fonte: (BERG M.; KREVELD, 2000).

Claramente se o poligono é convexo, um ponto qualquer do poligono cobre todo o poligono,
isto €, necessitamos apenas de um guarda posicionado em qualquer lugar da galeria. Mas, em geral,

as paredes do museu podem ter a forma de qualquer poligono. Nessa situag¢do a questdo é colocada:
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Qual o nimero minimo de guardas necessdrios para vigiar um museu com n paredes? Ou seja,
queremos como uma funcio de n, o menor nimero de cameras suficientes para cobrir qualquer

poligono de n lados.

Formalmente temos o seguinte: Seja g(P) o menor nimero de pontos necessarios para
cobrir o poligono P, g(P) = ming{|S| : S cobre P}, onde S é um subconjunto de P e |S| é a
cardinalidade de S. Seja P,, um poligono com n lados. Definimos G(n) = mazxp, {g(F,)}, i.e,

mdaximo valor de g(P,) sobre todos os poligonos de n lados.

O menor nimero de cameras suficientes para cobrir qualquer poligono de n lados é dado
por GG(n), o qual queremos calcular. Vamos abordar isso da seguinte forma: G(n) guardas sdo

ocasionalmente necessdrios e sempre suficientes para cobrir qualquer poligono de n lados.

Vamos inicialmente tratar a necessidade e explorar alguns casos com n pequeno para

conseguir uma cota inferior para G(n).

Observe na figura 5. Um tridngulo necessita de um guarda logo G(3) = 1. Um quadrilatero,
mesmo ndo convexo, também pode ser coberto por um tnico guarda, logo G(4) = 1. Paran = 5
existem somente 3 “formas” distintas de pentdgonos, dependendo do niimero de vértices coOncavos

ser 0, 1 ou 2, mas ainda assim um guarda € suficiente.

A

S X

- QM N

Figura 5 — Casos iniciais.
Fonte: Préprio Autor

=
Il
~
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Ainda na figura 5, para n = 6, existem duas formas que necessitam de dois guardas, logo
G(6) > 2. A segunda forma do caso n = 6 pode ser generalizada para um pente de k£ pontas e
n = 3k lados que necessita de k guardas para ser coberto (figura 6)(CHVATAL, 1975). De fato,
observe que o vértice 1 s6 pode ser observado por um guarda colocado no tridngulo sombreado
contendo o vértice 1, e da mesma forma para o outros vértices 2, 3, ...k. Como todos esses tridngulos

sdo disjuntos, concluimos que pelo menos k guardas sdo necessarios.

® ® ® ®
1 2 3 k

Figura 6 — Pente.
Fonte: Préprio Autor

Observe na figura 7 que alterando ligeiramente um lado do poligono podemos produzir um
novo poligono de n = 3k + 1 ou n = 3k + 2 lados que continua necessitando de k = |n/3| guardas
para ser coberto. Logo, concluimos que para qualquer natural n, existe um poligono de n lados que

necessita de |n/3] guardas para ser coberto, i.é, G(n) > [n/3].

1 2 3 k 1 2 3 k

Figura 7 — Pente alterado.
Fonte: Préprio Autor

A prova que |n/3] é suficiente serd dada no capitulo 4 no Teorema 4.1.1.
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CAPITULO

Conceitos Basicos

2.1 Nocoes sobre Grafos

Esse capitulo traz algumas defini¢des usadas em Teoria dos Grafos, e que serdo muito
importantes para o entendimento desse trabalho. As relacdes com vérios exemplos cldssicos também
€ explorada, mostrando que os conceitos da Teoria dos Grafos ajudam a resoluc@o de problemas
aparentemente dificeis de maneira mais intuitiva. Para esse capitulo nos baseamos nas referéncias
(FEOFILOFF P.; KOHAYAKAWA, 2011) e JURKIEWICZ, 2009).

Um grafo é uma ferramenta visual, matemdtica e algoritmica que € muito util para resolver
um grande nimero de problemas. Mais especificamente, um grafo ilustra as ligagdes ou as relacdes

entre objetos.

Por exemplo, quando observamos uma representacio gréfica de algumas cidades (figura 8) e

as rodovias que as interligam, estamos diante de um grafo.

b C

a

~

e

Figura 8 — Cidades e estradas.
Fonte: Préprio Autor

As cidades sdo representadas por pontos, pontos estes que chamamos de vértices. As rodovias

que interligam essas cidades sdo chamadas de arestas.
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Desenhar um grafo geralmente é a melhor maneira para nés imaginarmos e trabalharmos
com o que estamos lidando. O grafo nos faz enxergar relacdes complexas de maneira muito mais
facil.

Para continuar com o nosso exemplo, podemos ver instantaneamente pelo grafo que para
ir da cidade a para a cidade c, € preciso passar pela cidade b, e que nao ha nenhuma outra rota
possivel. Vemos assim que grafos geralmente fornecem uma ferramenta conveniente para organizar

informacdes.

2.2 Grafos

Para qualquer conjunto V', denotaremos por V(2 o conjunto de todos os pares nao-ordenados
n(n—1)
2

V2 serdo identificados com os subconjuntos de V' que tém cardinalidade 2. Assim, cada elemento

de elementos de V. Se V tem n elementos entio V' tem (g) = elementos. Os elementos de

de V) terd a forma {v, w}, sendo v e w dois elementos distintos de V.

Definicio 2.2.1. Um grafo G é um par (V, A) em que V é um conjunto arbitrdrio e A é um

subconjunto de V). Os elementos de V' sdo chamados vértices e os de A sdo chamados arestas.

Neste texto vamos nos restringir a grafos em que o conjunto de vértices € finito. Uma aresta
como {v,w} serd denotada simplesmente por vw ou por wv. Diremos que a aresta vw incide em v
e em w € que v € w sao as pontas da aresta. Se vw € uma aresta, diremos que os vértices v € w sao

vizinhos ou adjacentes.

De acordo com nossa defini¢do, um grafo ndo pode ter duas arestas diferentes com o mesmo
par de pontas (ou seja, ndo pode ter arestas “paralelas’”). Também ndo pode ter uma aresta com

pontas coincidentes (ou seja, ndo pode ter “lacos”). Grafos desse tipo sdo ditos grafos simples.

Exemplo 2.2.1. Na figura 9, temos um grafo cujos vértices sdo a, b, ¢, d, e, f, g, h e cujas arestas

sdo ab, ac, bd, cd, ce, ef, fg.

Figura 9 — Vértices e arestas.
Fonte: Préprio Autor
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Se denotarmos o grafo por GG, o conjunto dos seus vértices serd denotado por V(G) e o
conjunto das suas arestas por A(G). O nimero de vértices de G € denotado por n(G) e o nimero de

arestas por m(G); portanto,

onde | X| representa a cardinalidade de X.

Definicao 2.2.2. O grau de um vértice v de um grafo G é o niimero de arestas que incidem em v.

Ou de forma andloga, o niimero de vértices adjacentes a ele. O grau de um vértice v é denotado por
d(v).

Observando o grafo da figura 10 de vértices a, b, ¢, d, e e f. Temos que o vertice a tem grau

1, os vértices d e f tem grau 2, o vértice ¢ tem grau 3 e os vértices b e e tem grau 4.

S

Figura 10 — Grau de um vértice.
Fonte: Préprio Autor

O grau minimo de um grafo G sera denotado por §(G) := min{d(v) : v € V(G)} e o grau
maximo por A(G) := max{d(v) : v € V(G)}. No exemplo apresentado anteriormente, o grau

minimo é 6 = 1 e o grau maximo é A = 4.

Definicao 2.2.3. Dizemos que um subgrafo de um grafo G é qualquer grafo H tal que V(H) C
V(G)e A(H) C A(G).
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Figura 11 — Subgrafo.
Fonte: Proprio Autor

Na figura 11, podemos observar que conjunto de vértices de H estd contido no conjunto de
vértices de GG e o conjunto de arestas H estd contido no conjunto de arestas de G. Logo H é um
subgrafo de G.

2.3 Primeiro resultado

No exemplo anterior podemos observar que a soma dos graus de um grafo € o dobro do

numero de arestas. Vamos formalizar essa ideia logo abaixo através de um teorema.

Teorema 2.3.1. Para todo grafo G

Isto é: "A soma dos graus dos vértices de um grafo é sempre o dobro do niimero de arestas."

Demonstragcdo. Podemos contabilizar o nimero de arestas da seguinte maneira: para cada vértice,
seu grau conta o nimero de arestas que saem dele, logo somando os graus de todos os vértices temos
todas as arestas contabilizadas, mas cada aresta foi contabilizada duas vezes, uma para cada vértice

incidente a ela. Logo > d(v) = 2m.
veV (Q)

Corolario 2.3.1. Todo grafo G possui um niimero par de vértices de grau impar

Demonstragdo. Se tivéssemos um nimero impar de vértices de grau impar a soma dos graus seria

impar. Mas a soma dos graus € o dobro do niimero de arestas e, portanto € um ndmero par.
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2.4 Alguns exemplos de grafos

Exemplo 2.4.1. Um grafo regular é um grafo onde todos os vértices tem o mesmo grau. Um grafo é

dito k-regular se todos os seus vértices tem grau k.
L] L]
) . \ v
®

grafo O-regular grafo 1-regular grafo 2-regular ~ grafo 3-regular

Figura 12 — Grafos regulares.
Fonte: Préprio Autor

Exemplo 2.4.2. Um grafo completo G ¢ um grafo simples em que todo vértice é adjacente a todos

os outros vértices. O grafo completo de n vértices é frequentemente denotado por KK,

K, K, Ky Ky Ky

Figura 13 — Grafos de K, Ky, K3, Ky e K.
Fonte: Préprio Autor

Exemplo 2.4.3. Um caminho com n vértices é um grafo da forma T,, = (V, A) onde o conjunto de
vértices € V = {v1,vq,...,u,} e A = {v;v;11 : 1 <0 < n} éoconjunto de arestas. Os vértices v e

v, Sdo os extremos do caminho.

Um ciclo com n vértices é um grafo da forma C,, = (V, A) onde V- = {vy,vq,...,0,} é 0

conjunto de vértices e A = {v;v;41 : 1 <i<n}U{v,v1}, comn> 3.
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Figura 14 — Um caminho e um ciclo.
Fonte: Préprio Autor

O comprimento de um caminho ou ciclo é o niimero de arestas do grafo. E claro que um
caminho de comprimento k tem k + 1 vértices e um ciclo de comprimento k tem k vértices. Um

caminho ou ciclo é par se tem comprimento par, e impar se tem comprimento impar.

Exemplo 2.4.4. Um grafo bipartido é um grafo em que o conjunto V de vértices pode ser particio-
nado em dois subconjuntos disjuntos V e V5 tal que toda aresta de G tem uma extremidade em V e

outra em V5.

,
‘/2

Figura 15 — Grafo bipartido.
Fonte: Préprio Autor

Um grafo bipartido completo é um grafo bipartido em que todos os vértices de V; sdo

adjacentes a todos os vértices de V5.
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Figura 16 — Grafo bipartido completo.
Fonte: Préprio Autor

Exemplo 2.4.5. A grade p—por—q é o grafo definido do seguinte modo: o conjunto de vértices é o
produto cartesiano {1,2 ,....p} x {1,2 ,...,q} e dois vértices (i,j) e (i, j') de V sdo adjacentes

sei=1ielj—j|=1lousej=jeli—il|=1L.

Figura 17 — Grade 3-por-5.
Fonte: Préprio Autor

Exemplo 2.4.6. Um cubo de dimensdo k, ou k-cubo, é o grafo definido da seguinte maneira: os
vértices do grafo sdo todas as sequéncias b,b,...b;, em que cada b; pertence a {0, 1}; dois vértices

sdo adjacentes se suas respectivas sequéncias diferem em exatamente uma posi¢do.
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Figura 18 — Grafos do 1-cubo, 2-cubo, 3-cubo.
Fonte: Préprio Autor

Podemos visualizar o k-cubo em R¥ associando a cada vértice by b...b, o ponto de R* de

coordenadas (b1, by, ..., b).

Exemplo 2.4.7. Seja V' o conjunto de todos os subconjuntos de {1,2,3,4,5} que tém exatamente 2
elementos distintos. Dizemos que dois elementos v e w de V sdo adjacentes, se v N w = (). Essa
relacdo de adjacéncia sobre V' define o grafo de Petersen. Na figura 19, representamos o grafo de

Petersen. O vértice nomeado 34, por exemplo, representa o conjunto {3,4}.

34

12 A 25

45 13

Figura 19 — Grafo de Petersen.
Fonte: Préprio Autor
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CAPITULO

Coloracao

Nesse capitulo vamos falar sobre coloragdo, considerando um grafo simples. Em geral,
realizar uma coloracao € atribuir rétulos a elementos de um grafo (vértices ou arestas), os quais
chamamos de “cores”. Tal processo € efetuado com base em algumas restricdes e € chamado de
uma coloragdo de vértices ou arestas. No caso de uma coloragdo prépria de vértices, dois vértices
adjacentes nao devem receber a mesma cor e, no caso de uma coloracdo de arestas, atribuimos uma

cor para cada aresta de modo que duas arestas adjacentes nio possuam a mesma cor.

3.1 Conjuntos independentes

Definicao 3.1.1. Um conjunto independente de um grafo G é um subconjunto de vértices no qual ndo
existam dois vértices adjacentes. Conjuntos independentes também sdo conhecidos como conjuntos

estaveis.

Um conjunto independente X é maximo se | X | > |Y| para todo conjunto independente Y.
A cardinalidade de um conjunto independente maximo de um grafo G é denotada por «(G). Vamos

nos referir a esse nimero como indice de independéncia do grafo.

Na figura 20, temos o grafo de Petersen onde os vértices em preto formam um conjunto
independente. Observe que se tomamos 5 vértices, pelo principio da casa dos pombos, devemos ter
ou 3 vértices localizados no “pentdgono externo” ou 3 vértices localizados na “estrela interna”. Em
qualquer dos casos anteriores, ocorrerd necessariamente dois vértices adjacentes. LLogo, como nao

podemos ter conjuntos independentes com 5 ou mais vértices, concluimos que nesse caso devemos
ter a(G) = 4.
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Figura 20 — Conjunto independente mdximo do grafo de Petersen.
Fonte: Préprio Autor

3.2 Coloracao de vértices

Como foi brevemente mencionado no inicio desse capitulo, uma colora¢do do conjunto de
vértices de um grafo € uma atribuicdo de cores aos vértices tal que vértices adjacentes recebem
cores diferentes. Naturalmente, poderiamos atribuir a cada vértice uma cor diferente, mas isso nao é
particularmente interessante nem relevante para aplicacdes em geral. O objetivo geralmente € tentar

usar o menor nimero possivel de cores.

Um exemplo que podemos pensar para aplicarmos a ideia de utilizar o menor nimero de cores
e fazer uma relacdo entre coloracao e independéncia € supor, por exemplo, que um grafo represente
a incompatibilidade de horarios entre professores que devem dar uma prova final. Os professores sao
representados por vértices e dois vértices = e y estardo ligados se representarem professores que tém
alunos em comum para ministrar a prova. Nesse contexto um conjunto independente representa um
conjunto de professores que podem aplicar a prova no mesmo horério. Para sabermos qual o menor
nimero de hordrios necessdrios para ministrar provas, devemos resolver o problema de particionar
o conjunto de vértices do grafo em subconjuntos independentes; cada conjunto corresponderd a
um horario de prova. Uma forma de resolver o problema € atribuir cores aos vértices de forma que
vértices adjacentes tenham necessariamente cores diferentes. O menor nimero de cores que se pode

utilizar serd a solug¢do do problema.

Outro exemplo em que podemos aplicar a ideia de colorag@o € o seguinte: uma certa industria
precisa manter armazenadas substincias quimicas e que substancias que reagem entre si devem ficar
em armazéns separados. Se imaginarmos que cada substdncia € um vértice do grafo, diremos que
dois vértices sao adjacentes se representam substancias que podem reagir entre si. Uma coloracdo
dos vértices desse grafo aloca cada substincia a um armazém de tal modo que substancias que

reagem entre si fiquem em armazéns diferentes.
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Definicio 3.2.1. Uma coloragdo dos vértices de um grafo G é uma particdo de V (G) em conjuntos
independentes. Se { X1, Xs, ..., Xy } € uma coloragdo dos vértices de G, diremos que cada X; é uma

cor da coloragdo e k é o niimero de cores.

Uma coloragdo de vértices ¢ minima se o nimero de cores € o menor possivel, ou seja, se
nao existe outra coloragdo com menos cores. O nimero cromatico de um grafo GG é o nimero de

cores em uma colora¢do minima dos vértices de GG. Esse niimero é denotado por x(G).

Se x(G) <k, diz-se que G admite uma k-colorag@o com k cores ou que G é k-colorivel.

Exemplo 3.2.1. Na figura 21, temos alguns exemplos de niimeros cromdticos para alguns grafos.

x(C5) =3 Y(Cg) = 2

Figura 21 — Exemplos de niimero cromatico.
Fonte: Préprio Autor

Exemplo 3.2.2. O Sudoku é um quebra-cabeca numérico no qual, em sua versdo mais comum,
devemos preencher uma grade com 9 linhas e 9 colunas totalizando 81 células subdivididas em nove
blocos 3 x 3 utilizando os algarismos de 1 a 9. Inicialmente, o quebra-cabega apresenta algumas de
suas células jd preenchidas denominadas de pistas. As células devem ser preenchidas obedecendo

0s seguintes Critérios:

(i) Ndo repetir elementos nas linhas (Condi¢do de linhas);
(ii) Ndo repetir elementos nas colunas (Condigdo de colunas);

(iii) Ndo repetir elementos em cada bloco (Condi¢do de blocos).

Podemos interpretar o Sudoku como um problema de coloragdo de vértices. Considere que
cada célula é um vértice do grafo. Dizemos que duas células sdo adjacentes (existe uma aresta
entre elas) se elas estdo na mesma linha, na mesma coluna ou no mesmo bloco. A resolucdo de um

Sudoku equivale a encontrar uma 9-coloragdo nesse grafo. Um exemplo pode ser visto na figura 22.
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Figura 22 — Sudoku 9x9.
Fonte: (CARVALHO, 2019)

Exemplo 3.2.3. Vamos retornar ao exemplo da grade p-por-q (exemplo 2.4.5) onde o conjunto de
vértices ¢V = {(i,7) : 1 < i < p, 1 < i < q}. Podemos particionar V' em dois subconjuntos
Vi={(i,j) eV :i+jéimpar}eVo={(i,j) €V i+ jépar}

Sejam (i,7) e (i',j') vértices adjacentes em V', por exemplo, i =i e j = j + 1 (os outros
casos sdo andlogos). Nesse caso devemos ter que i +j =i+ j -+ 1, ou seja, vértices adjacentes tem
paridade distinta na soma de suas coordenadas. Logo dois vértices quaisquer de V| ndo podem ser
adjacentes pois tem a mesma paridade na soma de suas coordenadas, analogamente dois vértices

em V5 ndo podem ser adjacentes.

Desse modo a grade p-por-q é um grafo bipartido, e logo podemos colorir os vértices de V;
com uma cor e os vértices de Vo com uma segunda cor, o que nos mostra que esse grafo é 2-colorivel.

De fato todo grafo bipartido é 2-colorivel.

Figura 23 — Grade 3-por-5 € 2-colorivel.
Fonte: Proprio Autor
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Exemplo 3.2.4. Para o k-cubo no exemplo 2.4.6, podemos usar um argumento andlogo ao do

exemplo anterior para mostrar que o grafo é 2-colorivel.

Recorde que dois vértices aias...ax e bibs...by, sdo adjacentes se as respectivas sequéncias

diferem em apenas uma coordenada. Como cada coordenada soé assume 0 ou 1 isso implica que
k k

Z a; e Z b; diferem de 1, ou seja, tem paridades diferentes. Logo, podemos particionar V' em dois
i=1 i=1
subconjuntos Vi e V5 onde

k k
Vi =A{biby..bp € V : sz‘ éimpar} e Vo ={biby..bp €V : sz‘ é par}
i=1 i=1
Desse modo, V| ndo possui vértices adjacentes e Vo também ndo possui vértices adjacentes. Portanto

o k-cubo é bipartido, logo 2-colorivel.

011

10 11 001 y 111

101

00 01 110

000
100

Figura 24 — k-cubo € 2-colorivel.
Fonte: Préprio Autor

Um primeiro resultado sobre uma cota superior para o nimero cromatico € o seguinte.

Teorema 3.2.1. Para todo grafo G, tem-se que x(G) < A +1

Demonstragdo. Consideremos um grafo (5, cujo conjunto de vértices vamos representar aqui por
V(G) = {1, 09, ...,u,}, € 0 conjunto de suas possiveis cores pelo conjunto dos ndimeros naturais N,

em que cada nimero n € N representa uma cor diferente.

Realizamos a coloragdo dos vértices de G da seguinte forma: colorimos v; com a cor 1, se
vo € adjacente a v; colorimos com a cor 2, sendo, colorimos com a cor 1. Prosseguimos colorindo
cada um de seus vértices v; com a cor representada pelo menor niimero n que ainda ndo foi usada

para colorir algum dos seus vizinhos dentre os vértices {vy, vo, ..., v;_1}.

Como cada vértice v; de GG possui grau menor ou igual a A(G), ou seja, cada vértice v;

possui no maximo A(G) vizinhos, temos que sempre haverd uma cor representada por um niimero
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n < A(G) + 1 disponivel para colorir cada vértice de GG. Desta forma, este processo cria uma
colorag¢do adequada para qualquer grafo GG, de forma que x(G) < A(G) + 1, como queriamos

demonstrar.

O
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CAPITULO

O Teorema da Galeria de Arte

4.1 Demonstragao do teorema

Nessa se¢ao apresentaremos a demonstracdo do Teorema da Galeria de Arte. Os resultados
aqui utilizados tem como referéncia (AIGNER M.; ZIEGLER, 2002), (O’ROURKE, 1987) e
(SOARES, 2017).

Inicialmente vamos introduzir alguns conceitos necessarios € uma sequéncia de resultados
que utilizaremos na demonstracdo do Teorema. A demonstrac¢do tem dois pontos-chaves, o primeiro
€ mostrar que todo poligono admite uma triangulag@o, que definiremos abaixo, e apds isso, mostrar
que o grafo obtido dessa triangulacdo € 3-colorivel. Vamos comecar provando que todo poligono

admite uma triangulacdo.

Definicao 4.1.1. Uma triangulacdo de um poligono é uma decomposicdo do poligono em um

conjunto de triangulos tais que:
i) os vértices dos triangulos caem sobre vértices do poligono;

ii) nenhum lado de um triangulo fica fora do poligono ou cruza outro lado.

Na figura 25 temos um exemplo de tridngula¢do de um poligono.

Figura 25 — Tridngulacdo de um poligono.
Fonte: Préprio Autor
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Observamos que um poligono pode ter diferentes triangulagdes como no caso do exemplo
da figura 26. O fato de as triangulagdes diferentes terem o mesmo numero de tridngulos ndo € mera

coincidéncia e também serd provado.

Figura 26 — Triangulacdes de um poligono de n = 7 lados.
Fonte: Préprio Autor

Para mostrar que todo poligono admite uma triangulacdo vamos precisar provar que todo
poligono possui uma diagonal, mas antes disso que todo poligono possui pelo menos um vértice

convexo.

Lema 4.1.1. Todo poligono possui pelo menos um vértice convexo.

Demonstragdo. Considerando o poligono no plano cartesiano seja v 0 vértice com menor coor-
denada y = yp do poligono. Se houver varios desses vértices, escolhemos o que possuir maior

coordenada x (figura 27). Considere a reta r de equacdo y = yo.

Se supormos que nenhum dos dois vértices adjacentes a v estd estritamente acima de v entao
esses dois vértices estdo na reta r e a esquerda de v na reta r (pela nossa escolha de v). Mas nesse
caso v e seus dois vértices adjacentes estariam sobre a reta r e teriamos dois lados sobrepostos,

contrariando a hipétese do poligono ser simples.

Logo, pelo menos um dos vértices adjacentes a v estd estritamente acima dele e portanto o

angulo interior do vértice v € estritamente menor que 180°.

]
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Figura 27 — Vértice convexo.
Fonte: Préprio Autor

A seguir vamos mostrar que todo poligono possui uma diagonal. Uma diagonal do poligono
¢ um segmento de reta ligando dois vértices ndo consecutivos e que nio cruza o bordo do poligono

como na figura 28.

hd —9

Figura 28 — Uma diagonal do poligono.
Fonte: Préprio Autor

Lema 4.1.2. Todo poligono simples de n > 3 vértices possui pelo menos uma diagonal.

Demonstragdo. Seja P um poligono com mais de 3 vértices. Pelo lema 4.1.1 existe um vértice
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convexo z. Considere os vértices y e z vizinhos a z. Se nenhum lado do poligono (exceto por Ty e

7TZ) interceptam o segmento Yz entdo ¥z € uma diagonal (figura 29).

X

Figura 29 — yz € uma diagonal.
Fonte: Proprio Autor

Caso contrario, denotando por Azyz o tridangulo de vértices x, y e z, terfamos pelo menos
um vértice do poligono dentro desse tridangulo, como na figura 30. Nesse caso, seja v um vértice do
poligono dentro do Azyz cuja distincia a reta que contem 7z seja a maior possivel. O segmento
70 ndo pode intersectar nenhum lado do poligono, pois isso implicaria na existéncia de um vértice
dentro do Azyz, mais distante da reta que contém 7z do que v, contrariando a escolha desse vértice.
Portanto, o segmento Zv estd contido, exceto por seus extremos, no interior do poligono, logo é uma
diagonal.

Figura 30 — xv € uma diagonal.
Fonte: Préprio Autor
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Agora podemos provar o seguinte Teorema.

Lema 4.1.3. Todo poligono de n lados pode ser particionado em n — 2 tridngulos pela adicdo de

n — 3 diagonais que ndo se intersectam, exceto possivelmente em vértices.

Demonstragcdo. Primeiramente vamos provar que uma triangulacdo existe. A prova sera feita por
indugdo sobre o numero de lados do poligono. Para n = 3 o poligono j4 € um tridngulo, logo o
resultado € vélido trivialmente. Suponha que o resultado € vélido para todo poligono com menos de
n lados e seja P um poligono com n lados. Pelo lema 4.1.2, P possui uma diagonal. Essa diagonal
divide o poligono em dois subpoligonos P, e P, com menos de n lados (figura 31). Pela hipdtese de

inducdo, P, e P, podem ser triangularizados, gerando uma triangulagao para P.

A prova de que todo poligono de n lados pode ser particionado em n — 2 triangulos por n — 3
diagonais também sera feita por induc@o. Para um poligono P seja ¢(P) o nimero de tridngulos em

alguma triangulagdo de P e d(P) o ndmero de diagonais dessa triangulagdo.

Para n = 3 o resultado € trivialmente valido. Supomos que o resultado seja valido para todo
poligono com £ lados, onde k£ < n. Seja P um poligono com n lados e considere uma triangulacao de
P. Fixe uma diagonal D dessa triangulacdo. Essa diagonal divide o poligono em dois subpoligonos
P, e P, com n; e ny lados, respectivamente, tais que n; < n e ny < n. Aqui observamos que

ni + ng = n + 2 pois a diagonal D que € lado de ambos os poligonos P; e P, ndo é lado de P.

Figura 31 — A diagonal em verde divide P em dois subpoligonos P; e P,
Fonte: Préprio Autor

Pela hipétese de indugdo sobre P; e P, temos: d(P;) = n1—3,t(P1) = n1—2,d(P;) = na—3

et(P;) =n; —2.Como P ¢é ajuncdo de P, e P, temos

d(P)=d(P)+d(P)+1=(n —3)+ (g —3)+1=n—-3
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HP) = t(P) + t(P) = (ny — 2) + (ng — 2) =n — 2

]

Vamos mostrar agora que o grafo obtido de uma triangulagdo do poligono P admite uma
3-coloragdo. Seja G = (V, A) o grafo associado a triangulac@o, ou seja, os vértices do grafo
correspondem aos vértices do poligono e as arestas do grafo correspondem aos lados do poligono

original mais as diagonais da triangulacao.

Como o grafo da triangulacdo de P € planar, ele admite uma 4-coloracdo pelo célebre
Teorema das Quatro Cores (APPEL K.; HAKEN, 1977). Mas de fato temos o seguinte resultado.

Lema 4.1.4. O grafo correspondente a uma triangulacdo de um poligono P admite uma 3-coloragao.

Demonstragcdo. A prova serd por inducao. Para n = 3 o resultado é 6bvio. Seja P um poligono
com n lados e supomos o resultado valido para poligonos com k lados, onde £ < n. Seja G o grafo
associado a uma triangulacao de P e D uma diagonal com vértices u e v (figura 32). Assim como
na prova da triangulacdo, a diagonal D que divide o grafo GG em dois subgrafos G; e G5 com menos
que n arestas onde ambos contém a diagonal D como aresta. Pela hipétese de indugdo G; e G
admitem uma 3-coloragdo. Fixando as cores de G; podemos se necessario trocar as cores de G5 de
modo a que os vértices u e v tenham cores idénticas para as coloragdes escolhidas para G e Gs.

Dessa maneira obtemos uma 3-colora¢@o para o grafo G como queriamos demonstrar.

U

Figura 32 — 3-coloracdo do grafo GG
Fonte: Préprio Autor
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]

Temos tudo pronto para finalizar a demonstragdo do Teorema galeria arte de Chvétal (Teo-

rema 4.1.1).

Teorema 4.1.1. (Teorema da galeria de arte de Chvdtal) Toda galeria com n paredes pode ser

vigiada por |n/3| guardas.

Demonstragdo. Como P € um poligono com n vértices, pelo teorema 4.1.4, o grafo associado a
triangulac@o possui uma 3-coloragdo, digamos n, vértices azuis, ne verdes e ns vermelhos com

ny < ng <ngeny+ ng+ ng =n.

Nesse caso devemos ter n; < |n/3], pois caso contrdrio terfamos n; > [n/3], ou seja
ny > |n/3]+1 donde também teriamos ny > |n/3|+1ens > [n/3]+1. Assim, como |a] > a—1
temos
n=nj +ny +ng > 3|n/3] +3>3<§—1> +3=n,

0 que € um absurdo.

Desse modo, como todo ponto de P pertence a algum tridngulo da triangulacdo e em cada
tridngulo existe um vértice azul, o conjunto com vértices azuis (de tamanho no maximo |[n/3])

cobre todo o poligono P. Logo, |n/3| guardas sdo suficientes para vigiar a galeria de arte.

]

Existem muitas variagdes do problema da galeria de arte. Por exemplo, podemos exigir
restricdes na posicao dos guardas, podemos permitir furos (obstdculos que bloqueiam a visdo
dos guardas) dentro do poligono, podemos também ter guardas mdveis, etc. Vamos citar alguns

exemplos.

No problema da fortaleza, vemos um poligono ndo como uma galeria de arte que necessite
ser protegida contra roubo por dentro, mas como uma fortaleza que precisa ser alertada para ataques
externos. O objetivo € colocar o nimero minimo de guardas ao longo das paredes da fortaleza para
que todo o exterior da da fortaleza seja vigiado pelos guardas. No problema do péatio da prisdo temos

que vigiar tanto o exterior quanto o interior do poligono.

No problema da galeria de arte ortogonal, os lados do poligono sdo verticais ou horizontais.
Esse problema € essencialmente pratico pois na vida real muitas galerias tem esse tipo de formato,
como na figura 33.

O teorema da galeria de arte ortogonal foi formulado e provado pela primeira vez por Kahn,
Klawe e Kleitman em 1980 (KAHN J.; KLAWE, 1983). O teorema afirma que |n/4] guardas sdo

ocasionalmente necessdrios e sempre suficientes para vigiar o interior da galeria de arte. Para o leitor
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interessado nessas e outras variantes do problema sugerimos (O’ROURKE, 1987) e (MICHAEL,
2009).
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Figura 33 — Planta de uma galeria.
Fonte: https://galeriacanizares.blogspot.com/p/blog-page7.html
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CAPITULO

Aplicacao no Ensino Basico

Este capitulo traz uma aplicacdo de grafos feita nos 8° e 9° ano do Ensino Fundamental
de uma escola estadual no distrito de Jequeri, interior de Minas Gerais. Inicialmente, tive como
objetivo, introduzir grafos nas turmas para apresentd-los a uma matematica moderna e dindmica em

forma de problemas que despertassem o interesse pelo estudo da disciplina.

Penso que € dever de todo professor de Matematica instigar os alunos a conhecerem,
pensarem e resolverem variados problemas matematicos, a fim de se obter um maior crescimento
intelectual e pensamento critico. Por este motivo a escolha de aplicar situagdes-problemas para os

alunos que envolvam o conceito de grafos.

Para trabalhar esses conceitos, foram escolhidas uma turma do 8° ano e uma turma do 9°

ano da Escola Estadual de Piscamba localizada em Piscamba (distrito de Jequert).

A aplicacdo das atividades foi realizada no Ensino Fundamental em niveis mais elevados,
pelo fato dos alunos ja possuem uma cultura matemdtica maior para resolverem e entenderem a
maneira com que os problemas foram abordados, mas nao ha que impeca o professor de elaborar

planos de aulas para diferentes niveis de ensino.

Em ambas as turmas, foi apresentado situagdes-problemas a serem resolvidas pelos alunos.
Tanto no 8° quanto no 9° ano, foi apresentado o problema da galeria de Arte de maneira mais

simplificada de forma que todos pudessem acompanhar e entender.

A seguir, temos o plano de aula usado nas duas turmas e suas atividades desenvolvidas.

5.1 Plano de aula - O problema da galeria de Arte

Turma: 8° e 9° ano do Ensino Fundamental

Duracao: 4 aulas
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5.1.1 Objetivo

Inserir de forma sucinta o conceito inicial de grafo e coloracdo, desenvolver o raciocinio
16gico, andlise e interpretagdo através do problema da galeria de arte, apresentando de forma clara e
didatica aos alunos do 8° e 9° anos do Ensino Fundamental uma matemética moderna e com um

conteddo diferente dos ja vistos anteriormente.

5.1.2 Ementa

Representacdo através de grafos.

* Poligonos convexos e ndo-convexos.

Coloragao.

* Andlise e interpretacdo do problema da galeria de arte.

5.1.3 Desenvolvimento

A atividade foi desenvolvida em 4 aulas, sendo aplicada em 2 dias, contendo 2 aulas por dia.
Pensamos que assim seria melhor, pois nas primeiras duas aulas apresentariamos a parte inicial sobre
grafos e suas definicoes e nas outras duas aulas focariamos ja nos problemas com eles ja refletindo
sobre o que tinha sido passado nas aulas anteriores. Além disso, para chegarmos a apresentacao do
que € o problema da galeria de arte, separamos todo o passo utilizado com os alunos em etapas,

acreditamos que assim ficard mais organizado e com um melhor entendimento do leitor.

1° - Inicialmente separamos a turma em pequenos grupos e entregamos para cada aluno dos
grupos duas folhas contendo atividades que seriam desenvolvidas na etapa 1. Foi disponibilizado
para o uso dos alunos lapis, borracha e régua. Dessa forma, introduzimos junto as turmas o conceito
de grafos, de maneira informal, baseada na ideia visual de grafos. Apresentamos exemplos simples e
explicamos que ¢ uma ferramenta matematica muita usada para representar situagdes-problemas
a serem resolvidas. Nessa primeira parte, seguimos a parte introdutéria do livro (JURKIEWICZ,
2009). Os vértices s@o geralmente representados por pontos ou circulos e as arestas sao linhas que
ligando os vértices. Na sequéncia, falamos de maneira bem sucinta sobre coloracdo de vértices,
conceito que serd usado na atividade proposta sobre o problema da galeria de arte. Em resumo,
dissemos que realizar uma coloragdo de vértices em um grafo, € atribuir rétulos a vértices do grafo,

os quais chamamos de cores, de modo que vértices adjacentes tenham cores diferentes.

2° - O problema da galeria de arte € um problema que oferece uma resposta matemaética
para a pergunta: qual € a quantidade minima de ciAmeras (ou guardas) necessdria para monitorar

inteiramente uma Galeria de Arte (poligono)? Essa é a forma mais comum de formular esse problema,
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mas ele se aplica a qualquer cendrio em que exista um ambiente delimitado por paredes e que precisa
ser monitorado por cameras de seguranca (ou guardas), em posi¢do fixa, mas podendo observar ao

seu redor.

Apresentamos em sala o exemplo abaixo onde com apenas uma camera, ndo € possivel a
visualizagdo total da regido interior do poligono. A ideia aqui € que o aluno observe, por exemplo,
que a regido retangular hachurada em cinza na imagem mais a esquerda da figura 34 sé pode ser
vista por uma camera que esteja posicionada no prolongamento desse retangulo, como por exemplo
a cdmera na imagem do meio da figura. Independendente do posicionamento dessa primeira camera,
ela ndo conseguiria observar alguns pontos que estejam na regido triangular hachurada na imagem do
meio da figura 34. Ou seja, mais guardas s@o necessdrios. Na imagem mais a direita da 34 podemos

ver o posicionamento de uma segunda camera que permite vigiar toda a galeria.

® Camera —— Parede Area visualizada pela cimera Area nao visualizada pela camera

Figura 34 — Exemplo apresentado para a turma.
Fonte: pt.wikipedia.org

3¢ - Para que pudessem aplicar o que tinham compreendido na etapa 2, entregamos para
cada aluno dos grupos quatro folhas contendo quatro exemplos de galeria (poligono). O objetivo
nessa atividade € tentar encontrar uma solu¢cao com menor nimero possivel de cameras utilizadas
para cobrir toda a drea da galeria. A etapa 3 se extendera até o final da atividade, os alunos ficardo

livres para as tentativas de resolu¢io do problema durante todo o processo.

Na figura 35, temos as fotos das 4 galerias entregue aos alunos.
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B

—

Figura 35 — As quatro galerias entregues aos alunos do 8° e 9° ano.
Fonte: Préprio Autor

4° - Em seguida, buscando tratar o problema com exemplos simples, trouxemos galerias que
sao poligonos convexos de 3 lados, 4 lados, 5 lados e 6 lados como os da figura 36. O objetivo era

que eles percebessem que sé € necessdrio uma camera para ver toda a regido.

Figura 36 — Poligonos convexos de 3 lados, 4 lados, 5 lados e 6 lados.
Fonte: Préprio Autor
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5° - Explicamos para as turmas que em geral, os poligonos ndo sdo convexos e abri o
questionamento sobre este mesmo problema para um poligono ndo-convexo como as galerias
apresentados na terceira atividade. Fizemos algumas perguntas para os alunos envolvendo poligonos

nao-convexos com nimero pequeno de lados.

Pergunta 1: Vocé consegue desenhar algum poligono de 4 lados que necessite de duas

cameras?

Pergunta 2: Vocé consegue desenhar algum poligono de 5 lados que necessite de duas

cameras?

Pergunta 3: Vocé consegue desenhar algum poligono de 6 lados que necessite de duas

cameras?

6° - Mudando um pouco o foco, foi colocada a seguinte questdo: Que tipo de poligono
simples uma camera consegue enxergar? O objetivo dessa etapa € tentar chegar a ideia, que a partir

de um ponto, uma cdmera pode ver um poligono convexo, ou uma regiao com formato por exemplo

/\

de estrela. Na figura 37 mostramos alguns exemplos.

Figura 37 — Poligono convexo e regido com formato de estrela.
Fonte: Préprio Autor

7° - Do ponto de vista da etapa anterior, sugerimos que uma estratégia interessante, seria
decompor um poligono maior em poligonos menores onde o problema se torna mais facil. Nesse
ponto, o intuito seria perceber que decompor o poligono em poligonos parecidos com uma estrela
ndo parece um caminho vidvel, mas particionar em poligonos convexos sim, € em cada poligono
convexo basta uma camera. Aqui voltamos para a terceira etapa e pedimos aos alunos que usassem a

estratégia de decompor o poligono em poligonos convexos.

8° - Aqui sugerimos aos alunos que facam a decomposicao usando tridngulos, que sao os
poligonos convexos com menor nimero de lados. Se uma camera € colocada em cada triangulo
conseguimos ver todo o poligono. Podemos nos perguntar se ainda ha possibilidade de diminuir o

nimero de cameras. A ideia é que eles tentem observar que colocando cidmeras num vértice comum
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a dois tridngulos, essa camera consegue ver ambos os tridngulos.

9° - Nessa etapa, como ¢ algo mais dificil de ser observado, ajudamos os alunos, pedindo
que rotulassem cada vértice de cada tridngulo formado com cores diferentes, de forma que vértices
adjacentes tivessem cores diferentes, para que ao final os alunos tentassem construir uma coloracao
usando trés cores (vértices vizinhos com cores diferentes) nos exemplos da primeira tarefa. E por

fim, verem que isso € algo possivel de ser feito nos exemplos usando apenas trés cores.

10° - Por fim, pedimos que observassem a cor menos utilizada nos vértices, onde essa seria
uma boa solug@o do problema (ndo necessariamente 6tima), pois as cameras ficariam localizadas

Jjustamente nesses vértices.

5.2 Analise dos resultados

O objetivo de inserir atividades de grafos nas salas regulares, como ja foi dito anteriormente,
foi de apresentar uma matemaética que nao € usualmente trabalhada com os alunos do ensino
fundamental e médio e que estimule o estudo desta ciéncia. Por isso, ndo foi aplicada uma avaliagdo
formal do contetido, somente foi combinado com os alunos que faria parte da nota de participacdo
e de entrega das atividades. Além disto, as aulas foram aplicadas na semana seguinte apds o
fechamento de bimestre e entre mudanca de contetido para ndo atrasar o curriculo programado
nessas séries. A seguir temos os registros, resultados e fotos das aplica¢do do plano de aula no 8° e

9° ano do ensino fundamental.

5.2.1 8°e 9°ano do Ensino Fundamental

Na apresentacdo dos resultados do 8° e 9° ano, iremos pontuar todos os resultados e
observagdes importantes da realizacdo em cada etapa, pensamos que assim ficard mais organizado e

com uma maior riqueza de detalhes.

O 8° e 9° ano sdo salas na qual boa parte dos alunos sdo participativos e realizam as atividades
propostas em sala de aula, no entanto, a maioria deles apresentam dificuldades na compreensao
dos contetidos matematicos do dia-a-dia e muitos deles ndo possuem tanto interesse com relacdo a

disciplina, sendo assim, a aplicacao desse trabalho com as turmas nao foi algo simples e facil.

Na primeira etapa, foi explicado a ambas as turmas o conceito de grafo de maneira bem
informal, pois nenhum aluno conhecia tal assunto. Todos os alunos conseguiram compreender
perfeitamente o que é um grafo e toda a sua representagdo, muitos conseguiram associar a situagoes
ja vistas e vividas por eles no dia a dia. Para maior compreensao, apresentamos os exemplos e
desafios da parte introdutéria do livro (JURKIEWICZ, 2009), um deles trabalhava a questao de

otimizacao, na qual pedia que cada vértice do grafo fosse visitado uma tnica vez sem repeticao
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e o outro era o problema cldssico das trés casas que necessitam de Luz, Gas e Telefone, em que
precisamos realizar a ligagdo dessas trés casas as trés companhias sem que houvesse cruzamento
entre as arestas. A maioria dos alunos conseguiram realizar o primeiro desafio, ja no segundo desafio,
todos conseguiram concluir que era impossivel concluir o segundo desafio por estarem todos no

mesmo plano.

Na sequéncia, explicamos sobre coloracdo, conceito esse que serd muito utilizado na realiza-
c¢do das atividades posteriores. Nessa parte, também ndo houve nenhuma dificuldade dos alunos na
sua compreensao, visto que esse tipo de conceito ja havia sido trabalhado em sala de aula dentro de
outros contetudos, além de corriqueiramente aparecer problemas sobre coloragdo em questdes da
OBMEP que ja trabalhei em sala, logo ndo era um assunto totalmente desconhecido por eles. Para
uma maior compreensao, apresentamos o grafo da grade 3-por-5 (2.4.5) e o grafo de Petersen (2.4.7).
O objetivo era tentar descobrir o0 menor nimero de cores necessdrias para colorir esses grafos sem
que vizinhos tivessem a mesma cor. A maioria dos alunos conseguiram realizar essa atividade de
forma satisfatéria em ambos os grafos, inicialmente eles usaram uma quantidade maior de cores
para colorir todos os vértices, mas na sequéncia, pedimos que tentassem ir diminuindo a quantidade

de cor até chegar no menor nimero possivel, resultado esse alcangcado por quase todos.

Na figura 38 temos fotos dos alunos resolvendo as atividades da etapa 1.

Figura 38 — Realizacdo das atividades da etapa 1.
Fonte: Préprio Autor
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Na segunda etapa, apresentamos e explicamos informalmente aos alunos sobre o problema
da galeria de arte que € o tema central deste trabalho. Para isso, os apresentamos o exemplo 34 onde
mostramos que com apenas uma camera nao € possivel visualizar completamente a regido interior
do poligono e que neste caso seriam necessdria duas cdmeras para se ver toda a regido interna. Todos

os alunos conseguiram compreender essa parte muito bem.

Na terceira etapa, para que eles pudessem aplicar o que haviam compreendido na etapa
anterior, entregamos quatro galerias na qual pedimos que tentassem encontrar uma solu¢ao com
menor nimero possivel de cameras de forma a cobrir toda a drea interna de cada galeria. Os alunos
buscaram vdrias alternativas para encontrar uma boa solu¢do como mudar as posi¢des das cameras
e acrescentar e retirar cameras constantemente. Apds algumas tentativas, a maioria dos alunos
conseguiu encontrar solugdes possiveis para resolver o problema, mas poucos encontraram a solugao

mais otimizada. Os exemplos tratados nessa etapa vao se estender por toda a atividade.

Para a quarta etapa, entregamos aos alunos poligono convexos simples de 3 lados, 4 lados,
5 lados e 6 lados. Para que pudessem perceber que para aqueles poligonos era necessario apenas
um Unico guarda para ver toda a regido. Todos os alunos que realizaram essa etapa conseguiram

perceber e resolver esse problema como esperavamos.

Na figura 39 temos fotos dos alunos tentando resolver as atividades da etapa 3 e 4.

Figura 39 — Realizacdo das atividades da etapa 3 e 4.
Fonte: Préprio Autor
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No intuito de deixar tudo mais claro, para a quinta etapa, explicamos que, em geral, poli-
£onos nao sao convexos como os exemplos vistos na etapa 3. Assim, abrimos um questionamento
envolvendo poligonos ndo-convexos com um nimero pequeno de lados. Pedimos que tentassem
desenhar algum poligono de 4 lados, 5 lados e 6 lados que necessite de duas cAmeras para conseguir
visualizar toda a regido interna. Apds algum tempo de tentativas, boa parte dos estudantes perce-
beram que ndo era possivel desenhar poligonos de 4 e 5 lados que necessitem de duas cameras. Ja
para um poligono de 6 lados, ap6s muitas tentativas, poucos alunos conseguiram exibir um poligono

adequado, porém nao foi uma tarefa fécil para eles.

Na sexta etapa, abrimos outro questionamento, perguntando o que eles conseguiam enxegar
a partir de um ponto (camera) que eles acrescentavam em cada poligono das etapas anteriores, ou
seja, queriamos ver se eles enxegavam algum padrdo ou algo familiar para eles. Houve bastante
participacdo para esse questionamento, porém nenhum aluno conseguiu perceber que a partir de um
ponto podemos enxegar um poligono convexo ou uma regido com um formato peculiar (como uma

estrela).

Na sétima etapa, com o intuito de otimizar as solucdes encontradas pelos alunos na etapa
3, perguntamos se eles conseguiam pensar em alguma estratégia para encontrar boas solugdes
para resolver qualquer tipo de poligono. Nesse ponto, nenhum aluno conseguiu exibir nenhuma
boa estratégia, entdo sugerimos que os poligonos apresentados fossem decompostos em poligonos
menores, tornando assim o problema mais simples. Ja nesse ponto, uma aluna ja sugeriu que fosse

decomposto em tridngulos, por ser o poligono mais simples e com o menor nimero de lados.

Na oitava etapa, seguindo a sugestao da aluna, pedimos que eles decompusessem cada um
dos poligonos da etapa 3 em tridngulos. Parecia algo simples de ser feito, porém percebemos muita
dificuldade dos alunos para realizarem essa etapa, pois muitos criaram novos vértices desnecessarios
dentro dos poligonos com o intuito de construir tridngulos mais regulares. Penso que os alunos tem a
percep¢do que, em geral, tridngulos sdo figuras de trés lados com os lados e angulos quase do mesmo
tamanho, assim eles tiveram muita dificuldade de construir tridangulos com lados bem irregulares e
com trés angulos bem diferentes. Porém, a medida que foram orientados, eles conseguiram finalizar,

até que eles finalizassem essa etapa de forma satisfatoria.

Na nona etapa, pedimos que eles rotulassem cada vértice de cada tridngulo formado ante-
riormente com cores diferentes, de forma que vértices adjacentes tivessem cores diferentes, para
que ao final os alunos tentassem construir uma coloracao usando trés cores (vértices vizinhos com
cores diferentes) nos exemplos da etapa 3. Uma dificuldade grande que eu percebi dos alunos nessa
etapa, foi que muitos ndo conseguiram construir uma coloragdo usando apenas trés cores, pois
coloriam individualmente cada um dos vértices de forma aleatdria respeitando apenas que vértices

adjancentes tivessem cores diferentes. Porém, ao fazer isso, dependendo da forma que vocé distribui
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essas cores serd necessdrio ao final usar mais do que trés cores no qual vai implicar em um resultado
que ndo obedece as restrigdes impostas ao problema. Pode parecer simples o que foi proposto, porém
percebi que os alunos tiveram dificuldade, uma razdo para isso pode ser o fato de que eles foram
acostumados a resolverem apenas problemas mecanicos e ndao problemas em que € necessario um

pensamento mais critico para se encontrar a solucgdo.

Na décima e ultima etapa, apds eles construirem com muita dificuldade a coloracdo usando
apenas trés cores, pedimos que observassem a cor menos utilizada nos vértices. A localizac¢do destas
cores menos utilizadas, seria o local onde as cimeras ficariam instaladas, encontrando entdo uma
boa solucdo e resolvendo o problema pedido. Explicamos para eles também, que dependendo do

poligono e da quantidade de lados, podemos, as vezes, ndo encontrar a solucdo mais otimizada

possivel, porém encontraremos boas solucoes.

r

Na figura 40 temos fotos dos alunos realizando as atividades da etapa 7, 8, 9 e 10.

Figura 40 — Realizacdo da etapa 7, 8, 9 e 10.
Fonte: Préprio Autor

Ap6s a aplicacdo de cada etapa, aproveitamos a oportunidade junto aos alunos para explicar
que muitos problemas em matemadtica sdo assim. SAo necessdrias estratégias para se encontrar
boas solu¢cdes. Expliquei também, que existem alguns problemas matematicos para os quais nao
foram encontradas solucdes, e que para afirmacdes serem consideradas verdadeiras em matematica

€ necessdrio que tenham sido provadas.
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Consideracoes Finais

Sabemos que o ensino da matematica, atualmente, ndo traz resultados satisfatorios. Boa
parte dos alunos estd cada dia mais desmotivada e o restante possui muita dificuldade em assimilar

os conteddos estudados em sala de aula.

Um dos provaveis motivos dessa deficiéncia é que as informacgdes chegam a eles cada vez
mais rapidamente, e este apelo do novo faz com que os fatores externos sejam muito mais atrativos

do que as aulas de Matematica.

Assim, o presente trabalho tem por principal objetivo a aplicacdo da teoria de grafos como
ferramenta facilitadora no processo de ensino-aprendizagem em matematica. Ao longo do tempo, foi
possivel observar através dos grafos as diversas formas de aplicabilidade envolvendo os contetidos

abordados em matematica.

Neste trabalho elaboramos um plano de aula que pode ser utilizado por professores que
trabalhem com alunos da educacdo bdsica, relativo ao problema da galeria de arte. Para isso,
nessa dissertacdo foi elaborado um texto que formaliza alguns conceitos tedricos utilizados para
o desenvolvimento da teoria apresentada, com uma aten¢ao especial voltada para o problema da

galeria de arte.

Concluimos que a inclusdo da teoria dos grafos seria uma alternativa de contetido a ser
trabalhado com os alunos da educagdo bdsica, pois podemos aplicar conhecimentos matematicos
adquiridos dentro de sala de aula na teoria dos grafos, além de ser uma porta de entrada para a

aprendizagem de novos conteudos.

Sugerimos ainda que, motivados pelo conteiido abordado neste trabalho, os professores,
alunos e demais leitores sigam estudando e pesquisando outras aplica¢des da Teoria dos Grafos,

tanto na prépria matematica quanto em outras areas do conhecimento.
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