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RESUMO

Este trabalho propde o uso da metodologia de Dinamica de Sistemas no Ensino Médio
como uma ferramenta para a compreensao intuitiva dos conceitos de derivada e integral.
Utilizando processos graficos de diferenciacao e integragao,conjecturamos que é possivel
propor uma sequéncia didatica inovadora para o ensino desses conceitos nesse nivel de
ensino. O objetivo principal é tornar os conceitos de derivada e integral mais acessiveis
e intuitivos, por meio de uma abordagem pratica e visual, centrada na compreensao dos
processos dinamicos de estoque e fluxo. A metodologia utilizada combina os principios da
Dinamica de Sistemas com uma sequéncia didatica que utiliza recursos lidicos e ferramen-
tas visuais para facilitar a aprendizagem. O foco é promover uma compreensao pratica e
envolvente dos conceitos matematicos, estimulando os alunos a explorar os conceitos de
taxa de variagao e acumulacao de forma interativa. Para isso, o software Vensim sera
utilizado para simular visualmente os processos de estoque e fluxo, permitindo aos alunos
observar como as variacoes no estoque se relacionam com o conceito de derivada e como o
aciumulo do fluxo pode ser descrito pela integral. Essa abordagem nao se limita a explicar
os conceitos de derivada e integral, mas também busca estabelecer uma conexao direta
entre a teoria matematica e a experiéncia pratica dos alunos. Ao visualizar graficamente
esses processos dinamicos, os estudantes sao capazes de desenvolver uma compreensao
mais profunda e clara das interagoes entre as variaveis envolvidas. Ensinar esses conceitos
no ensino médio é fundamental, especialmente para os alunos que seguirao para areas de
exatas, engenharias ou ciéncias aplicadas no ensino superior. Uma compreensao sélida
de derivada e integral desde essa etapa escolar facilita a transigao para a universidade e
contribui para a reducao das taxas de reprovacao e evasao em cursos de Matematica e
areas afins.

Palavras-chave: Dinamica de Sistemas. Estoque e Fluxo. Processos de Diferenciacao e

Integracao Grafica. Sequéncia Didatica. Vensim.



ABSTRACT

This work proposes the use of the System Dynamics methodology in High School as a
tool for intuitive understanding of the concepts of derivative and integral. Using graphical
processes of differentiation and integration, we conjecture that it is possible to propose an
innovative didactic sequence for teaching these concepts at this level of education. The
main objective is to make the concepts of derivative and integral more accessible and
intuitive, through a practical and visual approach, centered on the understanding of the
dynamic processes of stock and flow. The methodology used combines the principles of
System Dynamics with a didactic sequence that uses playful resources and visual tools
to facilitate learning. The focus is to promote a practical and engaging understanding of
mathematical concepts, encouraging students to explore the concepts of rate of change and
accumulation in an interactive way. For this, the Vensim software will be used to visually
simulate the stock and flow processes, allowing students to observe how changes in stock
relate to the concept of derivative and how the accumulation of flow can be described
by the integral. This approach is not limited to explaining the concepts of derivative
and integral, but also seeks to establish a direct connection between mathematical theory
and students’ practical experience. By graphically visualizing these dynamic processes,
students are able to develop a deeper and clearer understanding of the interactions between
the variables involved. Teaching these concepts in high school is essential, especially
for students who will go on to study exact sciences, engineering, or applied sciences in
higher education. A solid understanding of derivative and integral from this school stage
facilitates the transition to university and contributes to reducing failure and dropout
rates in Mathematics courses and related areas.

Keywords: Systems Dynamics. Logistical Growth. Vensim-PLE Software. Causal Dia-

gram. Stock and Flow Diagram.
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Introducao

A matematica no ensino médio e superior desempenha um papel crucial na
formagcao dos estudantes, preparando-os para enfrentar desafios académicos e profissio-

nais futuros. De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC):

(...) a matemdtica no Ensino Médio tem como objetivo proporci-
onar aos estudantes o desenvolvimento da capacidade de compre-
ender, interpretar e analisar a realidade, além de resolver proble-
mas e tomar decisdes com base em conhecimentos mateméaticos.
(BRASIL, 2018, p. 15).

A importancia do desenvolvimento da area de Matematica é reconhecida por
toda a sociedade e perpassa todos os sistemas educacionais. Entretanto, também sao
conhecidos os gargalos que essa area de conhecimento ainda enfrenta, como problemas
de aprendizagem, reprovagoes e evasoes. Esses desafios sao evidenciados pelos resultados
de proficiéncia em conhecimentos matematicos nos tltimos anos no ensino basico e pelo
aumento das reprovagoes e evasoes no ensino superior, especialmente no periodo pos-
pandemia.

O Indice de Desenvolvimento da Educacao Bésica (IDEB) de 2021, referente a
area de Matematica e suas tecnologias no ensino médio da rede estadual, foi de 4,56,
enquanto a meta proposta para esse ano era de 5,5. Nesse mesmo sentido, os resultados
do PROEB, que mede o desempenho dos alunos da 3% série do ensino médio das escolas
estaduais mineiras em 2022, foram: baixo (68%), intermedidrio (28%), recomendado (3%)
e avancado (2%). Dessa forma, nota-se claramente a grande defasagem de conhecimentos
matematicos nas escolas estaduais do pais, especialmente no Estado de Minas Gerais.

Os problemas de reprovacao e evasao no ensino superior ocorrem principalmente
nas primeiras disciplinas de Matematica da grade de cursos na area de exatas, engenharia
ou ciéncias aplicadas. Por exemplo, na disciplina de Calculo Diferencial e Integral, Barufi
(1999) mostra que, na Universidade de Sao Paulo (USP), entre os anos 1990 e 1995, a
média de reprovacao foi de 43,8%. Rezende (2003) indica que, nas universidades do Rio
de Janeiro, a média de reprovacao varia de 45% a 95% no conjunto de disciplinas que
oferecem essa matéria. Rosa, Alvarenga e Santos (2018) revelam que, na Universidade
Federal de Goids (UFG), do primeiro semestre de 2010 ao segundo semestre de 2016, o
percentual de reprovacao foi de 65%. Outros autores, como Donel (2015) e Rasmussen,
Marrongelle e Borba (2014), também atestam a elevada reprovagao nessa disciplina.

A reprovagao nao é um fenomeno novo; pesquisas sobre essa temdatica podem
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ser encontradas desde os anos 50 e 60, indicando que o problema estd relacionado com
fatores biolégicos, socioldgicos e psicoldgicos, como relata Camargo (2013). Todavia, esse
problema vem se agravando ao longo dos ultimos anos. Recentemente, pesquisas sobre
reprovagoes na area de Matematica no ensino superior encontraram novos fatores que
evidenciam uma forte relacao com este fenomeno, como a baixa qualidade da educacao
béasica, a falta de professores qualificados e o baixo investimento neste nivel educacional. O
assunto é pesquisado contemplando todos os niveis de ensino, desde o ensino fundamental,
em trabalhos como os de Camargo (2013), Silva et al. (2011) e Faria (2011), passando pelo
ensino médio, com Menezes-Filho (2007), Oliveira (2007) e Souza, Tabosa e Simonsassi
(2015), até o ensino superior, com Silva et al. (2005), Arantes et al. (2007), Passos et al.
(2007), Ferreira et al. (2016), dentre outros.

Diante desse cendrio, a presente dissertacao propoe uma sequéncia didatica ino-
vadora para o segundo ano do ensino médio, a ser desenvolvida nas aulas de itinerario
formativo da area de exatas. O objetivo é introduzir os conceitos de derivada e integral
de maneira acessivel e envolvente ja no ensino basico. A escolha desses tépicos nao é
aleatoria; além dos altos indices de reprovacoes e evasoes no ensino superior, a derivada
e a integral sao fundamentais para a compreensao de fenomenos naturais e tecnolégicos,
sendo essenciais para diversas areas do conhecimento e profissoes.

Nesse sentido, a dinamica de sistemas, um campo interdisciplinar que estuda o
comportamento de sistemas complexos ao longo do tempo, oferece uma rica oportunidade
para contextualizar e aplicar conceitos matematicos abstratos. Como explica Meadows
(2008), a dinamica de sistemas “é a ciéncia dos sistemas complexos e suas interagoes ao
longo do tempo, ajudando-nos a entender como as partes de um sistema se relacionam e
afetam umas as outras” (p. 5). Esse campo utiliza modelos mateméaticos para descrever
como sistemas variam e se comportam ao longo do tempo, o que é particularmente ttil
para entender a evolucao e o comportamento de fenomenos dinamicos.

Um exemplo pratico de dinamica de sistemas ¢ o jogo do mamute, que ilustra
de maneira ludica os conceitos de estoque e fluxo. No jogo, os jogadores gerenciam uma
populacao de mamutes, tomando decisoes sobre caca, reproducao e conservacao para
manter a populagao estavel. Esse tipo de atividade pode ajudar os alunos a entenderem
como as derivadas e integrais sao aplicadas na analise de taxas de variagao e acumulacao.
Segundo Sterman (2000), “os modelos de dinamica de sistemas permitem que os individuos
explorem e compreendam as complexidades e interdependéncias dentro dos sistemas que
eles estudam” (p. 23).

Dessa maneira, ao integrar a derivagao e a integragao grafica no curriculo, busca-se

nao apenas facilitar a compreensao desses conceitos fundamentais, mas também estimular
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o pensamento critico e a capacidade de resolucao de problemas dos estudantes. Assim, a
abordagem proposta visa transformar a percepcao dos alunos sobre a matematica, mos-
trando sua relevancia e aplicabilidade em situagoes reais.

A sequéncia didatica proposta serd estruturada em torno de atividades praticas e
interativas, utilizando ferramentas tecnolégicas e recursos visuais para ilustrar a aplicacao
real das derivadas e integrais. Espera-se que, ao vivenciar a matematica de forma mais
concreta e visual, os alunos desenvolvam um interesse genuino pelas ciéncias exatas e
considerem seguir carreiras nessas areas. Além disso, a presente dissertacao discutira a
importancia de uma abordagem pedagodgica que valorize a curiosidade e a criatividade
dos estudantes, promovendo um ambiente de aprendizado inclusivo e motivador.

A implementacao dessa sequéncia didatica serd avaliada por meio de estudos
de caso e feedback dos alunos, visando aperfeicoar continuamente as estratégias de en-
sino e maximizar o impacto educacional. A avaliacao incluird a analise de desempenho
academico, bem como a percepcao dos alunos sobre a relevancia e a aplicabilidade dos
conceitos aprendidos.

Em suma, esta dissertagao busca contribuir para a melhoria da educacao ma-
tematica no ensino médio, oferecendo uma metodologia inovadora que nao apenas facilita
a compreensao dos conceitos de derivada e integral, mas também inspira os estudantes a
explorar o vasto e fascinante mundo das ciéncias exatas. Ao induzir a compreensao dos
conceitos de derivadas e integrais utilizando os conhecimentos do ensino médio, busca-se
minimizar os efeitos de reprovacoes e evasoes no ensino superior. Finalmente, ao promover
uma aprendizagem mais significativa e contextualizada, espera-se que os alunos desenvol-
vam habilidades essenciais para o século XXI, como pensamento critico, criatividade e
capacidade de resolucao de problemas.

A presente dissertacao estd estruturada em 5 capitulos. No Capitulo 1, realiza-se
a familiarizacao com os conceitos de taxas de variacao. Nessa parte, o objetivo é mostrar
a ideia intuitiva do conceito de derivada sem entrar no rigor matematico. Faz-se um
paralelo entre a taxa média de variagao e a taxa instantanea, como ponto de partida para
o entendimento do conceito de fluxo.

No Capitulo 2, abordamos uma breve introducao a Dinamica de Sistemas e di-
recionamos o conteido ao nivel do Ensino Médio. Apresentamos os elementos dessa
ferramenta e destacamos a importancia dos modelos causais, como os modelos de estoque
e fluxo. Exemplos de aplicagao sao apresentados para familiarizar os alunos do Ensino
Médio com a metodologia. O software computacional Vensim é abordado, destacando-se
suas ferramentas, sua aplicacao na elaboracao dos diagramas causais e nos diagramas de

estoque e fluxo. Exploramos as vantagens do software no entendimento de simulagoes de
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crescimento de fungoes.

No Capitulo 3, desenvolvemos o tema principal de nossa pesquisa: 0S processos
de integragao e diferenciagao grafica. Usando os conceitos de taxa de variacao e acumulo
de grandezas, conseguimos relacionar o estoque com o conceito de integral e o fluxo com
o conceito de derivada. Exemplos de aplicacao sao desenvolvidos para reforcar esses
processos e compreender a ideia intuitiva de derivada e integral, pelo menos no caso de
funcoes afins e polinomiais de segundo grau.

No Capitulo 4, é desenvolvida uma proposta didatica para os processos de inte-
gragao e diferenciagao grafica. Utilizando como instrumento didatico os estoques e fluxos,
conjecturamos que é possivel desenvolver a intuicao desses conceitos por meio desses pro-
cessos graficos e preparar o aluno do Ensino Médio para entender e usar os conceitos de
derivadas e integrais presentes na disciplina de Calculo.

No Capitulo 5, sao apresentados as consideragoes finais de nossa pesquisa.
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Capitulo 1
Taxas de Variacao

Neste capitulo, abordaremos o conceito de taxa de variacao e os processos de
crescimento de funcoes. O objetivo deste tema é explorar os conceitos ensinados no
Ensino Médio sobre funcgoes afins, lineares e exponenciais, com o intuito de abordar outros
tipos de crescimento. Muitos processos de crescimento que encontramos na vida real nao
sao lineares nem exponenciais. Em situagoes mais realistas, a maioria dos processos
de crescimento tem capacidade limitada, aproximando-se de um certo limite, chamado
de capacidade méaxima. Nesse sentido, temos os modelos logisticos. Por exemplo, ao
analisar o comportamento de individuos proprietarios de celulares, nao é possivel que
todos comprem esses produtos de uma vez so, pois existe uma capacidade de compra por
parte das pessoas, dependendo do saldrio, do tempo de vida do aparelho, etc. Baseado
nessas situacoes, as companhias definem a capacidade maxima do mercado. Além disso,
pretendemos focar no conceito de taxa de variacao, que ainda nao é amplamente explorado
nas escolas, como ponto de partida para o conhecimento do conceito de fluxo liquido de
uma funcao. Alguns exemplos serao abordados para fortalecer a ideia principal que sera

desenvolvida nos capitulos seguintes.

1.1 O Contexto Historico

O calculo diferencial é uma poderosa ferramenta matematica para analisar a
variacao de diversas grandezas. A base dessas ferramentas sao algumas regras simples
para calcular derivadas. Nao é nosso interesse entrar diretamente nessa area de estudos,
mas sim preparar o caminho para introduzir os processos de integracao e diferenciagao
grafica com a ajuda da Dinamica de Sistemas. No contexto histérico, uma das primeiras
relacoes conhecidas entre as matemadticas e o mundo fisico foi a harmonia pitagorica.

Aproximadamente 600 anos a.C., Pitagoras descobriu que, para obter acordes agradaveis
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em um instrumento de corda, o comprimento dessas cordas deveria estar em uma relacao
de numeros simples, como, por exemplo, 1 a 2, 2 a 3, etc. Isso foi denominado harmonia
pitagérica. Foi uma descoberta considerada importante, pois foi a primeira vez que se
estabeleceu uma relagao entre as matematicas e o mundo fisico. Com o passar do tempo,
infelizmente, essa relagao foi esquecida e precisou ser redescoberta lentamente e com
grandes dificuldades.

Cerca de mil anos depois, foi Galileo di Vincenzo Bonaulti de Galilei (1564-1642),
mais conhecido como Galileu Galilei, quem entendeu isso e retomo essas pesquisas. No

pensamento de Galileo (1623), Il Saggiatore (em italiano):

A filosofia [i.e., a fisica] encontra-se escrita neste grande
livro que continuamente se abre perante nossos olhos
(isto é, o universo), que nao se pode compreender an-
tes de entender a lingua e conhecer os caracteres com
os quais estd escrito. Ele estd escrito em lingua das ma-
tematicas... (GALILEU G. Il Saggiatore (O Ensaiador),
tradugao ao inglés Stillman Drake and C. D. O’Malley,
em The Controversy on the Comets of 1618, p. 183.).

Na ideia de Galileu, o primeiro passo é aprender os simbolos e o vocabulédrio da
linguagem matematica para interpretar e conhecer o ”livro do universo”. Trata-se de uma
linguagem de precisao, poesia e até mesmo de musica. H4 muitos anos, os fisicos utilizam
a linguagem da matemaética, e os musicos, desde aproximadamente 600 a.C., também se
servem dessa linguagem. Como em quase todos os idiomas, incluindo a musica, as ma-
tematicas tém seu préprio vocabulario, suas proprias regras e simbolos, sua precisao e
elegancia, além de uma histéria propria. Uma parte dessa historia foi gracas a Galileo
Galilei, que tinha um espirito inconformista, caracteristica herdada de seu pai, Vincenzo
Galilei, um grande compositor de musica do final do Renascimento e que contribuiu sig-
nificativamente para a revolucao musical. Musicalmente, Vincenzo se recusou a seguir
os métodos tradicionais, em seu livro Della musica antica et della moderna, (1581) Vin-
cenzo se opos ao uso da harmonia pitagérica, ainda usada por seus contemporaneos em
musica. Ele considerava os antigos acordes gregos simples demais para as estruturas
musicais complexas do Renascimento italiana. Mais tarde, Galileo considerou que as ma-
temdaticas gregas eram demasiado simples para ser capaz de expressar suas ideias e criou a
cinemdatica; um ramo da mecanica que lida com o movimento em abstrato de corpos, e a
expressao correta de qualquer ideia abstrata requer uma linguagem, conceitos e simbolos

apropriados, que dao uma ideia do seu significado e valor. Apesar de ser avancado essa
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nova ciéncia do movimento de Galileo, suas raizes ainda estavam no terreno onde costu-
mava se mover o antigo intelecto grego e foi algo totalmente novo que teve que florescer
no campo da matematica e da ciéncia. Os estudiosos precisavam de uma linguagem mais
sofisticado do que se foi falado desde Arquimedes e Euclides, dito de outra forma, a fisica
precisava de uma linguagem mais avangado.

Aproximadamente 25 anos apds a morte de Galileu, finalmente se descobriria a
famosa linguagem e ela comecaria a ser utilizada a partir de entao, sendo chamada de
calculo diferencial. Essa ferramenta constituiria uma metodologia eficiente e poderosa,
e, como qualquer linguagem, seu poder deriva da ideia que a sustenta: a derivada. A
derivada é o fundamento do calculo diferencial; metaforicamente, podemos dizer que a
derivada é para a cinematica o que as rodas sao para uma viagem. A derivada nao se
aplica apenas a um corpo em movimento horizontal ou vertical, mas sim a taxa de variacao
instantanea de qualquer funcao em um determinado ponto ou instante. Galileu, através
da cinematica, explica a lei dos corpos em queda livre, manifestando que a velocidade de
um corpo ¢ a derivada da distancia percorrida. Mas a derivada é algo mais: ela representa
o ritmo de mudanca de qualquer grandeza. Por exemplo, pode-se usar a derivada para
descrever a densidade populacional das tilapias em relagao ao aumento ou diminuicao da
temperatura da agua, a taxa de variacao do volume de um balao em relagao a sua area
de superficie, ou a taxa de variacao do prego de um bolo em relacao ao seu tamanho.

Em 1629, o matematico francés Pierre Fermat foi o primeiro a encontrar a linha
tangente em um ponto arbitrario de uma curva. Em 1638, Fermat compartilhou sua desco-
berta com seu compatriota René Descartes, que tinha seu préprio método para encontrar
tangentes a curvas algébricas. Muitas dessas ideias matematicas, especialmente as de
Fermat, foram desenvolvidas posteriormente por Gottfried Wilhelm Leibniz e Isaac New-
ton, criando um método geral e sistematico de analise matematica, chamado de calculo
diferencial.

Baseados nesse contexto historico, podemos perceber que o conceito de derivada
estd presente em muitos aspectos da realidade, mas o processo mecanico para calcula-la,
isto é, o célculo diferencial, exige uma abordagem pratica para que o conceito seja plena-
mente compreendido. Em resumo, sem as regras de diferenciacao, o conceito de derivada
pode se tornar dificil de aplicar. Atualmente, o ensino desses temas nas escolas continua
sendo um desafio, especialmente na busca por aplicacoes de ferramentas computacionais

que possam facilitar a compreensao e o uso do calculo diferencial.
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1.2 Taxa Média de Variacao e Taxa Instantanea

A matematica oferece uma linguagem eficiente para a interpretacao de modelos
por meio do conceito de variacao. Grandezas podem ser observadas de diversas maneiras
na realidade, estabelecendo relacoes de medidas e apresentando caracteristicas geométricas
ou analiticas. Por exemplo, o crescimento de uma populagao depende da taxa de natali-
dade e mortalidade dos individuos ao longo de um intervalo de tempo. Esse crescimento
varia conforme as taxas de natalidade e mortalidade, sendo importante destacar o ritmo
com que essa variagdo ocorre para prever o comportamento futuro da populagao. Ou
seja, a taxa de variagao do crescimento permitird antecipar o comportamento futuro da
grandeza. A modelagem do problema, por meio de suas variacoes, possibilita identificar
as quantidades que governam a dinamica do modelo, as quais podem ser parametros,
constantes ou variaveis. Uma quantidade que pode ou nao mudar durante o processo é
chamada de parametro. Ja as constantes sao grandezas que nao variam, possuindo valores
fixados a priori. As varidveis, por sua vez, sao grandezas que se modificam ao longo do
processo e podem ter caracteristicas discretas ou continuas.

O conjunto finito {zy,xs,z3,...,x,} formado por valores de uma varidvel = €
R, n € N é denominado conjunto discreto. Dito de outra forma, um conjunto é cha-
mado discreto, se existe uma correspondéncia bijetiva entre os elementos do conjunto e
um subconjunto dos nimeros naturais {1,2,3...,n}. Dizemos que uma varidvel x é dis-
creta, quando toma valores isolados no conjunto discreto, ou seja, nao admite valores
intermediarios entre dois valores especificos. Se a variavel nao for discreta, dizemos que
é continua, isto é, uma wvaridvel € continua quando pode assumir valores intermediarios

entre os valores discretos das observacgoes 1, T, ..., Tp,.

Exemplo 1. O nimero de peixes z,, capturados em um barco pesqueiro no més n, entao,
{x1, 9, x3,...,v12} Tepresenta um conjunto discreto e o nimero de peixes z é a varidvel

discreta.

Exemplo 2. Se queremos selecionar tildpias com pesos dentro das possibilidades definidas
pelo conjunto {z; = 0.66, zo = 0.93, x3 = 1.0,..., g = 2.7}, qualquer peixe vai ter um
peso que pode ou nao, coincidir com esses valores. O valor da varidvel peso z, pode ser

assumido no intervalo [0.66, 2.7]; assim, a varidvel peso é continua.

Observacao 1. A = {z1,x,...,x,} é um conjunto discreto de niimeros reais, logo = é
uma variavel discreta; porém, se temos a representagao x = f(t), onde f : R — A é uma

funcao definida para todo t € R, entao, na verdade, x e t serao variaveis continuas.
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Diversos modelos matematicos apresentam relagoes de dependéncia entre as gran-
dezas que o definem, a andlise da variacdo dessa varidvel em relagdo a mudanca da outra
grandeza, permite estabelecer o inicio da construcao do modelo variacional ou dinamico.
As variagoes sao de dois tipos: variacoes discretas e variagoes continuas, a seguir estuda-

remos cada tipo de variacao.

Definigao 1 (Variagao). Seja f : I C R — R, y = f(x) uma fung¢do. A varia¢ao de
uma funcao f, € definida como a medida do comportamento da funcdo em relacao a um

estagio da varidvel independente x.

1.2.1 Variacoes Discretas

Na sequéncia, vamos a considerar que duas gradezas x e y estao relacionadas pela
funcdo f : I C R - R, y = f(x), Vo € I subconjunto de R. Suponhamos y é uma

variavel discreta dentro do conjunto discreto D = {yo, ¥1, Y2, .., Yn} C R.

Definigao 2 (Variacao Discreta). Uma variagao é discreta se os valores da imagem da

fungdo f, isto €, y = f(x) pertence ao conjunto discreto D.

Definigao 3 (Variagao Total). A wariagdo total ou das vezes chamada variagdo de y =

f(z) € D em relagao ao intervalo [xo,x1] C I € definida por

Ay =y —yo = f(x1) — f(x0) (1.1)

Ay é chamado também de incremento de y. Se Ay > 0, entdo a funcao f aumenta em
tamanho; se Ay < 0, a funcdo f experimenta um decréscimo do tamanho; se Ay = 0, a

funcao permanece inalterada ou constante.

Exemplo 3. Em uma lagoa, uma familia de peixes se constituia de 60 tilapias no primeiro
dia de agosto de 2023, e um total de 150 tambaquis no primeiro dia de agosto de 2024.
Se denotamos por N o ntimero de peixes, podemos considerar N = f(¢) como una fungao
do tempo t em meses. Tomando ¢; o primeiro dia de agosto de 2023 e t; o primeiro dia de
agosto de 2024, temos f(t1) = 60 e f(t3) = 150; podemos encontrar que a variagao total
discreta ap6s um ano serda AN = f(ty) — f(t1) = 150 — 60 = 90 > 0, o que implica que a
populacao de peixes aumentou. Observe que, sendo os valores f(t1) = 60 e f(t2) = 150

inteiros, a varidavel N é discreta, pois N € D = {60, 150}.

Definicao 4 (Taxa Média de Variacao). A taxa média de variag¢ao ou variagio média de

y = f(x) € D em relagdo = € definida por
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Ax = x; — xy é o tamanho do intervalo [zg,z;], também chamado de incremento da
variavel z. A taxa de variacdo média representa o incremento da funcao f em relagao ao

incremento da variavel z.

Exemplo 4. No Exemplo [3], a taxa média de variagdo do nimero de peixes de tildpias e
tambaquis é
AN _ f(t2) = f(t) _ 90
At to — 11 12

A populagao de tilapias e tambaquis entre agosto de 2023 a 2024 aumentou em média de

= T7.5.

7.5 por més. Naturalmente isso indica que o niimero de nascimentos foi maior em relacao
ao numero de mortes. Outro tipo de medida variacional discreta aparece em particular

na dinamica populacional que a seguir definimos.

Definigao 5 (Taxa de Variacao Relativa). A taza de varia¢ao de uma populagao relativa
a populacao inicial Ny, ou simplesmente taxa de variacao relativa, € a tara de variacao
de uma populagio N = f(t) € D, em que a varia¢ao depende somente do nimero de
indiwiduos Ny presentes inicialmente. Temos os sequintes casos:

i) Taza de Variagdo Relativa Média, que € definida por

AN Ny — Ny

CCNA T NGy o s

it) Taza de Variagdo Malthusiana, proveniente de um crescimento exponencial em cada

unidade de tempo.

o= A Ny 1
Ny '

Exemplo 5. No Exemplo [3 a taxa de variacio média relativa ao nimero de tildpias e

tambaquis é

Lo AN 9% o
- NAt O 60(12) T T

Neste caso, a taxa de variagao populacional entre agosto de 2023 e 2024 aumentou em

média 80% por més. Se tomamos At = ty —t; = 12, temos Ny = Nyae = 150 e

Ny = Ny, = 60; logo,
12 N2 12 ]-5
=\~ — —1=0.079.
Ny

entao isso quer dizer que a populacao cresceu em média 7,9% ao més, relativamente &

proporc¢ao existente em cada meés, durante os 12 meses.
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1.2.2 Variacoes Continuas

Definigao 6 (Variacao Continua). A wvaria¢ao de uma grandeza y em relagao a uma
grandeza x € continua, se os valores y = f(x) da imagem da funcio f : I C R — R, €

uma varidvel continua.

Observamos que uma varidavel continua pode assumir valores em um conjunto
discreto, isso significa que podemos generalizar as defini¢coes de variacoes do caso discreto
para o caso de variacoes continuas, o que faremos a seguir. Consideremos uma variavel
y (continua ou discreta) que estd em relagdo com a varidvel x através da fungao f: I C

R — R, isto é, y = f(x), V z € I subconjunto R.

Definigao 7 (Variacao Total). A variacdo total ou as vezes chamada variagdo absoluta
de y = f(x) em relagdo ao intervalo [xo, x1] € definida por Ay =y —yo = f(x1) — f(x0).
Definigao 8 (Grafico de uma Funcdo). Seja f : I C R — R, y = f(z) uma fungdo
definida no intervalo I = (a,b). O grdfico de f, denotado por Graf (f) é o subconjunto
de R? definido por
Graf(f) = {(z,y) eR* Jy = f(z), z € I}.

Definigao 9 (Taxa Média de Variagao). Dados os pontos xg,x1 € I,xg # 1 € yg =
f(zo),y1 = f(z1), a razao:

Ay _ ()~ () (1.3

Az x—x9

¢ chamada de taxa média de variacdo de y com relagio a x no intervalo (xq,xy).

Observacao 2. Considerando-se de forma geral as varidveis x, x + h, onde h = Az,
também pode ser dada por:

Ay flo+h)— f(@)

Ar Y (1.4)

Definicao 10 (Taxa de Variacdo Relativa). A taza de variagao relativa € a taza de

variagdo de uma funcao y = f(x) por unidade de x relativa a etapa inicial y = y;:

LAy [f(:vm) —f(fvi)} 1 (1.5)

y; A, Tit1 — T Yi

O célculo diferencial estuda o comportamento de y como uma fungao de z em
termos de como y muda conforme x muda, ou seja, o estudo da taxa de variacao de uma
funcao. Por exemplo, em um plano inclinado a inclinacao ¢ a relagao entre a variacao
da altura e a vartacao na distancia horizontal. Essa relagao numérica é chamada de

coeficiente angular. Mais explicitamente, temos a seguinte definicao.
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Defini¢ao 11 (Funcao Linear). Seja f : I C R — R, y = f(z) uma fun¢ao definida no
intervalo I = (a,b). Se a razdo for a mesma para todos os pontos (xo,Yo), (T1,Y1)

do grifico de f, dizemos que y = f(x) € uma fungao linear de x.

Isso ocorre porque essa condigao é equivalente a dizer que o grafico de y é uma

linha reta (o que é facil de ver usando triangulos semelhantes); veja a Figura Para

(x3,¥3) D

(x1,¥1) B y3—Y2

(x2,y2) C

(x0,Y0)A

1™ %o Y1—Yo _ Y3—Y2

X1— X0 T X3— Xy

Figura 1.1: Taxa média de variagao para pontos sobre uma linha reta, a inclinagao é a mesma
em cada ponto.

uma fungao linear y = f(z), a razao (1.3) também é chamada de coeficiente angular
da reta e é denotada por m, se a é o angulo que a reta forma com o eixo das abscissas,
temos que m = tan . Entao outro ponto (x,y) estd na reta se e somente se o calculo de

(1.3]) fornece a inclinacdo. Assim, a condic¢do para (z,y) estar na reta é

ou y—1yo=m(x—xo).

T — X
Isto é chamado de equagao ponto-inclinagao da reta. Se quisermos encontrar a equacao
da reta através de dois pontos (zg,vo) e (z1,¥y1) , usamos esses pontos para encontrar a
inclinagao e entao usamos a equagao acima. Assim, a condi¢ao para (x,y) estar na reta

através desses pontos é
Y=—% Y1 — Y
T — X 1 — 2o

(1.6)

Esta é a equacao de dois pontos para a reta.

Exemplo 6. Suponhamos que um ciclista se move inicialmente sobre um plano inclinado,
onde a altura da inclinagcao aumenta 10 metros a cada 100 metros. Posteriormente a
altura cresce a 20 metros por cada 100 metros, para chegar a cima com um aumento de

30 metros de altura por cada 100 metros. O ciclista inicia a descida da sequinte forma,
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de 100 metros por cada 30 metros de altura passa para percorrer 100 metros por cada 19

metros. Descrever as taxas de variacao média em cada movimento.

Solucao: Do enunciado temos que o ciclista se move 10 metros em direcao acima e 100
metros horizontalmente, a inclina¢ao ou coeficiente angular é de 0,1=10/100. No segundo
estagio do movimento, temos o percurso de 20 metros em direcao acima e 100 metros
horizontalmente, a taxa média de variacao é de 0,2=20/100. A taxa média até antes do
topo seréa de 0,3=30/100, no instante em que chegar & altura maxima, a inclinagao é zero,

assim, no topo a taxa média serd zero, ver Figura [1.2]
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Figura 1.2: Diferentes taxas de variacao dependendo da inclinagao da curva.

Observamos que quanto maior é a taxa média, chegar até o topo sera tudo um
desafio para o ciclista. Se a taxa média de variacao for quase zero, o deslocamento sera
uma caminhada sem esfor¢o. Por ultimo, quando inicia-se a descida a taxa é negativa,
temos um deslocamento custa abaixo com taxas -0,3 e -0,19 aumentando em modulo,

No contexto do exemplo anterior, suponhamos que o ciclista percorre uma curva
que muda suavemente (sem bicos), entdao hd uma inclinagado que muda constantemente,
resulta natural nos perguntar, como pode se calcular no linguagem de hoje a inclinacao
em um determinado ponto? Vejamos a seguir o seguinte procedimento: Para determinar
a inclinagao em um ponto particular, por exemplo z(, simplesmente tomamos outro ponto
x da custa, nao importa onde. Logo uma linha reta é desenhada, chame a essa reta, a
corda que une os pontos xy € x, a inclinacao dessa corda depende da posi¢ao do segundo
ponto. Se o primeiro ponto e o segundo estiverem préximos, a corda é uma aproximacgao
bastante preciso do percorrido (curva) da bicicleta. Agora, suponhamos que o segundo
ponto se movimenta em direcao ao primeiro, a inclinagao resulta ser um nimero, ao
tender um ponto em direcao ao outro, esses numeros tendem a um certo valor chamado

de inclinacdo da custa nesse ponto. A reta que passa por esse ponto com aquele inclinagao
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é chamada de linha tangente e é a linha reta em direcao a qual as cordas tendem, ao tender
um ponto em diregao ao outro. A inclinagdo da encosta (curva) no ponto xg € a inclina¢ao
da reta tangente naquele ponto. A taxa de variagao instantanea da curva em xg, ou de
derivada da curva no ponto xg, é definida como a taza de variacao da inclinacao da reta
tangente no ponto xq, veja Figura|l.3| Portanto, a taxa de variacao da reta tangente em
T € a taxa de variagao da curva. No contesto dito anteriormente, é oportuno realizar a

seguinte defini¢ao.

A

Reta Tangente a curva no ponto
(x0 ,%0)

(x.fCn)  Joxade
Variacdo
(x ) Instantanea
1.1 da curva
- noponto
(x0 ,¥0)

J’n‘

/

Figura 1.3: Taxas médias de variagao da corda aproximando-se a taxa de variagao instantanea
da curva no ponto (g, yop)-

Definigao 12 (Taxa de Variacao Instantanea). Sejam f : I C R - R, y = f(x) uma
fungdo definida no intervalo I, (xo,y0) € (x1,y1) dois pontos quaisquer do grdfico de f.
A aproximacao das taras médias de variagdo de f obtidas ao se movimentar x1 para xqy €
chamada de taxa instantdnea de variagcao de f no ponto xqy, ou derivada de f em

Zg-

Observagao 3. A taza instantanea de mudanca de f em relagao a x em xqy, € também a
inclinagao da reta que melhor se aproxima da curva em (xg,yo), chamada de reta tangente
a curva definida pelo grifico da fungao. Figura[1.3

A cinematica é um ramo da fisica que oferece interpretacoes importantes do con-

ceito de derivada. Vejamos a seguir o exemplo.
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Exemplo 7. Suponhamos que um carro se mova em linha reta, e que a cada quantidade de
espaco percorrido corresponda uma certa quantidade de tempo. Para 4 metros percorridos,
corresponde 1 sequndo, logo o carro percorre 8 metros no mesmo intervalo de tempo.
Imediatamente, por algum motivo, o condutor percorre 16 metros nesse mesmo intervalo

de tempo.

a) Analisar as mudangas de velocidade do maovel e descrever um processo para en-

contrar a velocidade instantanea.

b) Suponha que trés carros estio passando por uma mesma rodovia na presenca de
um radar na que a velocidade permitida é menor ou igual a 90 km/h. Encontrar
a velocidade instantanea de cada carro sabendo que a distancia dos lacos indutivos
(linhas imaginarias na estrada desenhadas para medir a velocidade) é de 3m e o
tempo que cada carro demora em passar o lago indutivo sao respectivamente: 0,3,

0,2 e 0,1. Algum carro serd notificado por dirigir acima da velocidade permitida?

Solugao: A distancia de percurso do carro estd dependendo do tempo de duragao. Essa

dependéncia vamos a representar pela funcao s(t), ¢t > 0.

a) Do enunciado vemos que o condutor estd variando a sua velocidade, como é
conhecido, a velocidade média v,,(t) do carro no intervalo de tempo At, é definida
como a taxa da variagdo As de s(t), percorrido no intervalo de tempo sobre At, é
dizer:

_As  [m]

No mesmo intervalo de tempo, de um segundo, observamos que a velocidade média é
de 4, 8 e 16 m/s, ou seja, estd aumentando. Mas como isso é observado na prética?
Normalmente, na pratica, essa andlise é feita de maneira diferente, utilizando as
equacoes da fisica que relacionam espaco e tempo. Dado um intervalo de tempo,
observamos o espago deslocado nesse intervalo. Por exemplo, no primeiro segundo,
o deslocamento é de 4 metros, resultando em uma velocidade média de 4 m/s. No
segundo intervalo de 1 segundo, a distancia percorrida é de 8 metros, o que da uma
velocidade média de 8 m/s. No terceiro intervalo de tempo, também de 1 segundo,

o deslocamento é maior, 16 metros, o que resulta em uma velocidade média de 16

m/s, e assim por diante ( Figura (1.4)).

Entretanto, sera que nesses intervalos de tempo a velocidade foi sempre a mesma?
Por exemplo, entre os segundos 2 e 3, a velocidade foi constante em 16 m/s? Essa

¢ uma duvida que precisamos esclarecer. Se tentarmos calcular agora a velocidade
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Figura 1.4: Velocidade média como taxa média de variacdo em cada segundo de percorrido.
ponto a ponto, essa pode ser a melhor alternativa. Por exemplo, analisando o des-

locamento entre 0 e 3 segundos, identificamos um padrao, mas ele ainda nao é

suficiente para concluir uma conjetura definitiva ( Figura [1.5). E se comegarmos

s A

C
28 [ ]
24
E
20 ©
-
16
B 1s
12
8 E
©
A 1s
4
g
1s =+
- 4
0 1 2 3 4 5 6
Tempo

Figura 1.5: Velocidade média no plano [s] x [m]. Nesse padrao nao é suficiente concluir alguma
conjetura sobre se a velocidade é a mesma nos primeiros trés segundos.

a analisar o movimento em intervalos menores? Por exemplo, em meio segundo,
depois em um segundo, e assim sucessivamente até alcancar um segundo e meio, e
assim por diante. Nesse caso, observamos que surge um padrao um pouco diferente
e mais interessante. Nessa nova abordagem, percebemos que a velocidade varia em
cada intervalo de tempo menor. Dessa forma, ja nao se trata mais de uma veloci-
dade média, mas sim de uma velocidade que muda continuamente a cada instante
de tempo. Essa velocidade, calculada para intervalos de tempo muito pequenos,

é chamada de velocidade instantdnea (Figura [1.6] Ao analisar a velocidade ins-
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tantanea, obtemos um padrao representado por um conjunto de pontos que formam
uma curva. Essa curva possui, em cada ponto fixado, um vetor tangente cuja in-

clinacao é definida pela derivada da fungao s(t), ou seja, a velocidade instantanea.

sk As s(t+At)—s(t)

28 F At At

24 o .

20 f/_/’-‘ *\\) E _ S(t + 0, 1) - S(t)
o Y 0,1

16 / L - )As s(t+0,05)—s(®
|\7 B h =

=
0000100501/ 2F 0,05

. 5 S
O@y’ S As s(t+0,0001) —s(t)
P At 0,0001

Figura 1.6: Velocidade média x Velocidade Instantanea. Ao tornar-se o tempo de percurso
mais pequeno, temos outro padrao mais detalhado, dessa forma, é possivel perceber que as
velocidades médias aproxima-se de uma velocidade fixada no punto B, a velocidade instantanea
nesse ponto (derivada da curva no ponto B).

Independentemente do método utilizado, podemos sempre calcular a velocidade,
usando dois pontos, ou seja a diferenca de dois pontos, tanto para a variacao da
posicao As como para a variacao do tempo At. Acontece que a velocidade ins-

tantanea serd calculada por um processo de aproximagcao:

As  s(t+ At) - s(2)

Um(t) = At At

estd se aproximando da velocidade instantanea no ponto B, quando At se aproxima
de 0. Concluimos que quando At é muito pequeno a velocidade média coincide com

a velocidade instantanea, logo vy, (t) = v(t).

b) Denotemos por As = s(tg + Aty) — s(ty) = 3 a distancia fixa do lago indutivo,
sendo tg e Atgy, o instante inicial e o tempo necessario que um carro passa pelo
laco, respectivamente. Sendo Aty o tempo de duragao de cada carro pequeno, entao
a velocidade média vai coincidir com a velocidade instantanea v(t) no instante ¢,

temos:
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e Carro 1, Aty = 0,3, entao

o(t) = As  s(to+Atg) —s(to) _ 3 m km km
N Ato N Ato 0,3 S S h '

e Carro 2, Aty = 0,2, entao

o(t) = As  s(to+Atg) —s(to) _ 3 m km km
N Ato N Ato 0,2 S S h '

e Carro 3, Aty = 0,1, entao

o(t) As _ s(to+Atg) —s(to) _ 3 m km km
Aty Aty 0,1 s s h

O terceiro carro receberd a penalizacao por dirigir a uma velocidade acima da

permitida.

R AR R
3m 3m 3m
At;=0,3 At, =0,2 _ Atz = 0,1
v =36 km/h v =54 km/h E' v =108 km/h

Carro 1 Carro?2 ‘I Carro3

e S

Im

Figura 1.7: Velocidade média = Velocidade Instantanea para intervalos de tempo suficiente-
mente pequenos.
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Capitulo 2
Introducao a Dinamica de Sistemas

Neste capitulo, serao abordados aspectos introdutérios da Dinamica de Sistemas,
uma metodologia que servird como base para nossa pesquisa. Inicialmente desenvolvida
por Jay Forrester (1969), essa abordagem estd sendo aplicada no ensino escolar, com
0 objetivo de estimular a capacidade dos alunos na criagao e interpretacao de modelos
mentais, como demonstrado, por exemplo, nos trabalhos de Kubicek (2011) e Andrade M.
(2022). Para um melhor entendimento dessa metodologia, utilizaremos o software Vensim
como ferramenta de simulacao de diagramas causais e diagramas de Forrester. Problemas

didaticos tém facilitado a compreensao da Dinamica de Sistemas.

2.1 O que entendemos por Dinamica de Sistemas?

A Dinamica de Sistemas, fundamentada nos estudos de Jay Forrester (1969) e
nas contribuicoes de diversos pesquisadores como John D. Sterman, Peter Senge, Dennis
Meadows, entre outros, € uma abordagem voltada para a compreensao do comportamento
de sistemas complexos que evoluem ao longo do tempo. Essa metodologia concentra-se na
andlise dos ciclos de retroalimentagao (feedback) e dos atrasos que impactam o comporta-
mento do sistema como um todo. Um sistema é definido como um conjunto de elementos,
regras ou componentes que interagem entre si para alcangar um objetivo especifico. A
Dinamica de Sistemas permite identificar essas interagoes e como elas influenciam o de-
sempenho do sistema. Um modelo, por sua vez, é uma representacao estruturada de um
sistema, podendo ser expressa por meio de diagramas,mapas ou equagoes matematicas.

De acordo com Villela (2005), a Dinamica de Sistemas permite representar ade-
quadamente as cadeias de eventos circulares (loops) presentes na natureza. Utilizando
diferentes tipos de diagramas, como os causais e de estoque e fluxo, é possivel visualizar

graficamente um sistema - um segmento especifico da realidade - o que facilita a compre-
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ensao da complexidade dinamica das relagoes entre suas partes ao longo do tempo.
Diversas organizagoes de diferentes areas tém adotado essa abordagem como me-
todologia para criar modelos que simulam situagoes de problemas especificos. Peter Senge,
orientado por Forrester na Stanford University, percebeu que era necessario formalizar a
aplicacao da Dinamica de Sistemas. Assim, em 1990, Senge introduziu o conceito de pen-
samento sistémico e o de organizacoes que aprendem, enfatizando a importancia de en-
tender uma organizacao como um sistema integrado. Para Senge, o pensamento sistémico
envolve a andlise e a compreensao das forcas e inter-relagoes que moldam o comporta-
mento dos sistemas. Em sua definicao, as organizacoes que aprendem sao aquelas nas
quais os individuos aprimoram continuamente suas habilidades para criar o futuro que
desejam. A seguir, identificaremos e definiremos em detalhes os elementos que compoem

a Dinamica de Sistemas.

2.1.1 Modelos Causais na Dinamica de Sistemas

Todos os sistemas possuem caracteristicas distintas, tanto qualitativas quanto
quantitativas, que influenciam seu comportamento e evolucao. A identificacao e a relacao
entre os elementos que compoem um sistema sao fundamentais para entender suas dinamicas
internas e externas. A Dinamica de Sistemas oferece um conjunto de ferramentas e
métodos que facilitam essa identificacao e andlise, permitindo a representacao visual das
interacoes e a modelagem das relacoes de causa e efeito. Esses modelos causais ou relagoes
de causalidade, sao essenciais para descrever como diferentes variaveis se interconectam e
influenciam umas as outras ao longo do tempo. A abordagem busca nao apenas mapear
as relagoes, mas também compreender os padroes de comportamento que emergem dessas
interacoes. Isso é especialmente importante em contextos onde decisoes complexas preci-
sam ser tomadas, uma vez que as consequéncias de agoes podem nao ser imediatamente
visiveis. Além disso, a Dinamica de Sistemas enfatiza a importancia de feedbacks, que
podem ser positivos (reforgando um comportamento) ou negativos (atenuando um com-
portamento), revelando como mudangas em uma parte do sistema podem desencadear
reacoes em cadeia. Essa compreensao permite prever como intervengoes podem alterar o
estado do sistema, fornecendo percepgoes valiosos para gestores, formuladores de politicas

e outros tomadores de decisao, etc.

Representacao de um modelo Causal

Por eventos ou variaveis, vamos a entender os enunciados que estao presentes no

problema. Cada relacao de causa-efeito entre as variaveis X e Y sera identificado pela seta
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~ acompanhado de um sinal. X ~ Y indica a relagao de influencia da variavel X (causa)

sobre Y (efeito), pode ser de dois tipos, positivo e negativo, mais exatamente temos:

e Uma relacao de causalidade serd dita positiva se toda vez que ocorrer um aumento
(ou decréscimo) na causa X, o efeito Y também aumentard (ou diminuird). Nesse
caso a seta estd acompanhado do sinal +. A relacao de causa efeito positiva indica

um relacionamento diretamente proporcional.

e Uma relacao de causalidade seréd dita negativa se toda vez que ocorrer um aumento
(ou decréscimo) na causa X, o efeito Y diminuird (ou aumentard). Nesse caso a
seta esta acompanhado do sinal — ao lado. A relagao de causa efeito negativa indica

um relacionamento inversamente proporcional.

A Figura [2.1] mostra graficamente as relacoes de causalidade.

7 T T T

Variavel X Variavel Y || Variavel X Variavel Y

(a) (b)

Figura 2.1: Representagao das relagoes de causa e efeito entre as varidveis X e Y. Em (a) temos
uma relacdo causal positiva. Em (b) relacao causal negativa.

Ciclos de Realimentagao

Os diagramas causais também tem caracteristicas de ciclos fechados. De acordo a Sterman
(Sterman, 2000) distinguem-se dois tipos de malha ou ciclo de realimentacao (feedback
loop): positivo ou refor¢ador e negativo ou equilibrado. Um ciclo de realimentagao
entre as varidveis X e Y é positivo quando a influéncia de X sobre Y e a influéncia de
Y sobre X sao ambas positivas, ou se ambas sao negativas. Em contrapartida, um ciclo
de realimentacao é considerado negativo quando a influéncia de X sobre Y € positiva,
enquanto a influéncia de Y sobre X € negativa, ou se a influéncia de X sobre Y € negativa
e a de Y sobre X ¢ positiva. Os modelos causais permitem que deduzamos a tendéncia

de crescimento ou decrescimento das varidveis. Em resumo:

e Um ciclo de realimentagao positivo indica uma tendéncia de crescimento (ou decres-

cimento).

e Um ciclo de realimentagao negativo sugere uma tendéncia de estabilidade (sem cres-

cimento nem decrescimento).
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Figura 2.2: Ciclos de retroalimentacao (feedback loop) positivo e negativo entre as variaveis X
e Y. Em (a) temos um ciclo positivo. Em (b) ciclo negativo.

Exemplo 8. [Introdugdo de um novo prato no menu]
Como gerente de um restaurante, a introdu¢ao de um novo prato no menu é uma decisao
que exige analise cuidadosa de diversas variaveis que podem impactar seu sucesso. A

questao é: introduzir ou nao um novo prato?

Solugao: Para tomar essa decisao, é necessario definir algumas variaveis ou eventos, tais

CO1mo:

e Custo dos ingredientes: Avaliar o custo total para adquirir os ingredientes ne-

cessarios.
e Preco de venda: Determinar um prego que os clientes estejam dispostos a pagar.
e Demanda dos clientes: Analisar o interesse e aceitacao do prato pelos clientes.

e Tempo de preparo: Considerar o tempo necessario para preparar o prato, o que

pode afetar a eficiéncia da cozinha.

e Eficiéncia na cozinha: Garantir que a equipe esteja bem preparada para executar

o prato de forma rapida e eficiente.

e Qualidade do prato: Investir em ingredientes de qualidade pode justificar um

preco mais alto e aumentar a satisfagao do cliente.

e Concorréncia na regiao: Observar o que outros restaurantes estao oferecendo e

como isso influencia a atratividade do novo prato.
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Relagoes de Causalidade entre as variaveis: Identificamos as seguintes relagoes de

causa e efeito entre as varidveis consideradas.
1. Custo dos ingredientes e preco de venda.

e Causa: Aumento no custo dos ingredientes.

e Efeito: Aumento no preco de venda do prato.
Se os custos aumentam, o preco de venda pode precisar ser ajustado para
manter a lucratividade.

2. Precgo de Venda e Demanda dos Clientes

e Causa: Aumento no prego de venda.
e Efeito: Diminuicao da demanda pelos clientes.
Se o preco for muito alto, menos clientes podem optar pelo prato.

e Retardo: Pode haver um retardo na resposta da demanda, onde os clientes
inicialmente nao percebem o aumento e, apés um periodo, comecam a reduzir

suas compras.
3. Tempo de preparo e eficiéncia da cozinha

e Causa: Aumento no tempo de preparo do prato.
e Efeito: Diminuicao da demanda pelos clientes.

Pratos demorados podem causar atrasos no servico, impactando a satisfacao

do cliente.
e Retardo: A reducao na eficiéncia pode nao ser imediata, levando um tempo
até que a equipe perceba o impacto nos atrasos no atendimento.

4. FEficiéncia da cozinha e demanda dos clientes.

e Causa: Aumento na eficiéncia da cozinha.
e Efeito: Aumento na demanda pelos clientes.

Uma cozinha eficiente pode atender mais clientes rapidamente, resultando em
um aumento na satisfacao e, consequentemente, na demanda. Clientes satis-
feitos tendem a retornar e a recomendar o restaurante, o que pode levar a um

fluxo maior de clientes.

5. Concorréncia na regiao e demanda dos clientes.
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e Causa: Aumento da concorréncia com pratos semelhantes.
e Efeito: Diminuicao da demanda pelo novo prato.

Se outros restaurantes oferecem opgoes similares, isso pode reduzir o interesse

dos clientes no seu prato.

e Retardo: A diminuicao da demanda pode nao ser instantanea; pode levar
um tempo até que os clientes experimentem outras opgoes e ajustem suas

preferéncias.
6. Qualidade do prato e concorréncia.

e Causa: Aumento na qualidade do prato.
e Efeito: Aumento da competitividade do restaurante em um mercado saturado.

Quando um restaurante melhora a qualidade do seu prato, ele se torna mais
atraente para os clientes, o que pode aumentar sua participacao de mercado,

mesmo em um ambiente competitivo.
7. Qualidade do prato e custo dos ingredientes.

e Causa: Aumento na qualidade do prato.
e Efeito:Aumento nos custos dos ingredientes.

Ingredientes de alta qualidade geralmente tém um custo mais elevado. Para
oferecer pratos de melhor qualidade, o restaurante pode precisar investir mais

na aquisicao de insumos, o que pode impactar o custo total do prato.

Das relagoes de causa-efeito encontradas acima, podemos estabelecer um modelo causal
da situacao-problema proposta no exemplo da introducao de um novo prato no menu. E
importante notar que outras variaveis e modelos causais podem ser identificados ao longo
do processo. A decisao a ser tomada sera influenciada pelo modelo causal apresentado, que
tem como objetivo explicar as interagoes entre as varidveis envolvidas na introducao do
novo prato. No entanto, devido a natureza qualitativa dos modelos causais, é impossivel
determinar com precisdo o quanto exatamente (em valor ou quantidade) um sistema esta
evoluindo. Embora possamos identificar e descrever as relacoes de causa e efeito entre as
variaveis, a quantificacao dessas influéncias requer dados adicionais e andlise quantitativa.
Na Figura [2.3| ¢ mostrado um modelo causal representando as relacoes de causa e efeito

relacionadas com o exemplo apresentado.
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Figura 2.3: Modelo Causal representando as relagoes de causa e efeito dos eventos na introdugao
do novo prato no menu, realizado no Vensi-PLE.

2.1.2 Modelos de Estoque e Fluxo

Os Modelos de Estoque e Fluxo sao fundamentais para a compreensao das dinamicas de
sistemas complexos. Apés identificarmos as variaveis envolvidas, as relagoes de causa e
efeito, e o modelo causal, conseguimos estabelecer caracteristicas qualitativas dos eventos.
No entanto, quando nosso foco se volta para as quantidades que essas varidveis podem
apresentar, ¢ necessario adotar um modelo diferente dos modelos causais, que interpretam
apenas caracteristicas qualitativas. Os Modelos de Estoque e Fluxo expressam as relagoes
entre varidveis por meio de férmulas matematicas, refletindo o raciocinio légico subjacente

ao sistema.

Definigao 13 (Estoque). Estoque ou varidvel de nivel ou estado, refere-se a varidveis que

acumulam um estado especifico em um determinado momento.

Estoque representa algo que se acumula ao longo do tempo. Os estoques podem ser bens
tangiveis (materiais), ou bens intangiveis (informagoes). Por exemplo, a populagao de

individuos em um ano ou o nimero de funciondrios em uma empresa, etc.

Defini¢ao 14 (Fluxo). Os fluzos representam mudangas de uma grandeza ou estado, em

relacao a um periodo de tempo.

Os estoques variam de valor em fungao dos fluxos de entrada e saida. Fluxo é algo que
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causa variacao no estoque, ou seja, faz com que um estoque aumente ou diminua. Por
exemplo, nascimentos, mortalidade ou migracoes, etc.

A relacao entre estoque e fluxo é fundamental para a construcao de modelos, que
podem ser elaborados com o software Vensim - software que sera abordado na proxima
secao. Em resumo, os estoques refletem a situagao do modelo em cada instante, simulando
uma acumulacao que sé varia em funcao dos fluxos. As taxas de variacao, também conhe-
cidas como valvulas ou fluxos sao fungoes temporais que capturam as acoes resultantes das
decisbes tomadas no sistema, influenciando as variagoes nos niveis. As variaveis de fluxo

caracterizam as agoes realizadas no sistema e sao acumuladas nos niveis correspondentes.

Teoria de Forrester

Forrester apresentou sua teoria de maneira mais acessivel, definindo um sistema
como um conjunto de elementos, regras e inter-relacoes que visam cumprir um proposito
especifico. Um exemplo claro é a cadeia alimentar da savana africana: o ntmero de
ledes depende do nimero de zebras, que, por sua vez, é influenciado pela quantidade de
vegetacao, a qual depende das condigoes climaticas, como sol e chuva. Forrester modela
esse sistema como um sistema hidraulico, composto por tanques, valvulas e tubulagoes
que regulam o fluxo de informagoes e recursos. Essa analogia é conhecida na literatura

como simile hidrodinamica.

Controle e Dinamica

Para entender os aspectos de controle e dinamica de um sistema, apresenta-se
a Figura 2.4, a qual ilustra o diagrama proposto por Forrester, que representa a Simile
Hidrodinamica. Um aspecto crucial da abordagem de Forrester é a necessidade de um
observador controlar o nivel de "liquido”nos tanques (N7, N2 e N3), que podem ser visu-
alizados em diagramas. Para isso, o observador pode abrir ou fechar as vélvulas (Fy, Fy,
F3 e Fy). O liquido se acumula nos tanques de maneira sequencial: primeiro, N; se enche,
e, em seguida, N3 comeca a receber o liquido. Ao atingir o nivel desejado, o observador
deve fechar as torneiras para evitar perdas.

Por exemplo, o nivel N; é preenchido quando a valvula Fj esta aberta, permitindo
a entrada de fluxo. Da mesma forma, se a valvula Fy estiver aberta, o liquido pode fluir
de Nj para N,, fazendo com que N; diminua ou ”desacumule”. O mesmo principio se
aplica aos niveis Ny e N3. No diagrama mostrado através da Figura [2.4] os componentes
do sistema sao modelados como tanques, valvulas e fluxos, mostrando como as variaveis

se interconectam e interagem, destacando:
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e Tanques (N1, N2, N3): Representam os estoques do sistema, acumulando ”liquido” que

simboliza recursos ou informacoes em diferentes niveis.

e Viélvulas (F, Fy, F3, F;): Controlam o fluxo de liquido entre os tanques. A aber-
tura ou fechamento dessas valvulas influencia diretamente a dinamica do sistema,

permitindo ou restringindo a transferéncia de recursos.

e Fluxos: Indicam a direcao e a intensidade do movimento do liquido entre os tan-

ques, refletindo como as decisoes impactam os niveis de cada estoque.

O diagrama de Forrester é fundamental para visualizar a dinamica de controle do sis-
tema, permitindo ao observador entender como intervencoes em um componente podem
afetar o todo. A analogia com sistemas hidraulicos facilita a compreensao das interde-

pendéncias e das interacoes que ocorrem dentro do sistema, destacando a importancia do

0‘;‘\.2519 ¢
F

monitoramento e do ajuste continuo.

QWQ
4

i o

Figura 2.4: Simile Hidrodinamica do Diagrama de Forrester.

Elementos Fundamentais do Diagrama de Forrester

Para simular a dinamica de sistemas, além dos estoques e fluxos, o diagrama de
Forrester incorpora outros elementos que permitem a representacao quantitativa, expan-

dindo o que é expresso no diagrama causal. Os principais componentes sao:

e Elemento Nuvem: Representa uma fonte (entrada) ou um sumidouro (saida) de
material. Este elemento é considerado externo ao modelo e é praticamente ines-

gotavel, nao sendo relevante para o modelador em termos de controle.
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e Variaveis: Esses sao cédlculos intermediarios utilizados no sistema. Quando uma
varidvel ndo muda e assume valores fixos, ela se torna constante (representada por
losangos). As varidveis ajudam a visualizar melhor os fatores que condicionam o

comportamento dos fluxos.

e Tabelas: Usadas para representar relagoes nao lineares entre variaveis. Um exemplo
disso é a relagao entre a sensacao de fome e a quantidade de comida consumida:
enquanto nos alimentamos, a sensacao de fome diminui, mas essa diminui¢cao nao

ocorre necessariamente de forma proporcional a quantidade de alimento ingerido.

e Canais de Informacao: Transmitem informagoes que, por sua natureza, nao sao
preservadas. Esses canais sao essenciais para a comunicacao de dados entre diferen-

tes partes do sistema.

e Canais de Materiais: Responsaveis pela transmissao de magnitudes fisicas entre

fluxos e niveis, permitindo que os materiais se movam dentro do sistema.

e Retardos: Simulam o tempo necessario para a transmissao de materiais ou in-
formacoes. Por exemplo, ao semear uma semente de milho, espera-se que, apds
um certo periodo, surja uma espiga. Isso implica um atraso entre a semeadura e a

colheita.

Notagoes Presentes no Diagrama de Estoque e Fluxo

Estoque = Fluxo
Nuvem: Fonte ou Sumidouro X Chave
(Estoque fora da fronteira do modelo) (Regulador do Fluxo)

Estrutura Geral do Diagrama de Estoque e Fluxo

Q X P Estoque - )
Fluxo de Entrada Fluxo de Saida

Figura 2.5: Elementos do diagrama de Forrester e Modelo de Estoque e Fluxo feito no software
Vensim.

A Figura [2.5] ilustra a forma padrao de representar o diagrama de estoque e fluxo no

software Vensim. Esse diagrama serve como uma ferramenta visual poderosa para mo-
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delar e analisar a dinamica de sistemas, permitindo aos modeladores entender melhor as
interacoes e fluxos dentro do sistema. A Tabela mostra distingoes entre estoques e

fluxos na diversas areas do conhecimento.

Tabela 2.1: Distincao entre estoques e fluxos nas diversas areas das ciéncias.

Area Estoque Fluxo
Matematica, Fisica Integrais Derivadas. Taxas de variacao
Engenharia Variaveis de estado Taxas de reagao
Quimica Reagentes Taxa de transferéncia
Reacao de produtos quimicos Taxa de difusao
Manufatura, Economia Inventarios. Niveis Cotacoes, fluxo de caixa
Contabilidade Balanco patrimonial Degradacgao de renda, unidades
Biologia, Fisiologia Compartimentos Taxas de difusao, fluxos
Medicina Prevaléncia Incidéncia, infec¢cao, morbidade
Epidemiologia Reservatérios Taxas de mortalidade

Representagcao Metaforica do Diagrama de Forrester

Para Sterman (2000, p. 257), “a taxa liquida de variagdo de um estoque é a soma
de todas as suas entradas menos a soma de todas as suas saidas. Os estoques acumulam
a taxa liquida de variacao. Matematicamente, os estoques integram seus fluxos liquidos;
o fluxo liquido é a derivada do estoque”.

Para interpretar essa dinamica, Forrester representa essa ideia através da Figura
metaforica 2.6, ele ilustra uma representacao hipotética de um sistema de estoque e fluxo
(Forrester 1961). O acumulo ou estoque de dgua no reservatorio é preenchido pela entrada
e drenado pela saida, nao existindo retardos de tempo, nem realimentacoes. O fluxo de
agua ingressa em uma determinada taxa e sai em outra taxa, a diferenca dessas taxas
permite estimar a trajetoria do estoque sem uso de calculos matematicos, e sim, através
de simples calculos aritméticos. Analogamente, qualquer material diferente da dgua pode
representar uma determinada grandeza, logo, a quantidade de material em qualquer esto-
que sera o acumulo dos fluxos do material que esta entrando menos os fluxos de saida do
material. Os estoques refletem o estado de um sistema em um dado instante, permitindo-
nos saber com precisao a quantidade de dgua na banheira em um momento especifico,

com base nessa informagao, podemos tomar decisoes adequadas.
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Diagrama de Banheira

Fluxo Entrada=F.E

Fluxo Saida=E.S

CJ=%=—M{ Estoque % )

EE ES

Figura 2.6: Tlustracao metaférica do Diagrama de Forrester e sua representacao no software
Vensim.

Exemplo 9 (Dinamica de uma colonia de abelhas). O crescimento de uma colénia de
abelhas é influenciado pelo niimero de abelhas nascidas e pelas mortes ao longo do tempo.

Identificar os elementos do diagrama de Forrester e analisar o comportamento da dinamica

Solucgao: Para modelar essa dinamica, precisamos identificar as varidveis envolvidas e
desenvolver as relagoes de causa e efeito, logo realizar um diagrama de estoque e fluxo.

As principais varidveis envolvidas na dinamica da colonia de abelhas sdo:

e Numero de Abelhas na Colonia: Representa a populacao total de abelhas em

um momento especifico.

e Taxa de Nascimento: Relaciona-se ao nimero de novas abelhas que nascem anu-
almente. Essa taxa é influenciada pela saude da colonia e pela disponibilidade de

recursos (como néctar e pélen).

e Taxa de Mortalidade: Refere-se ao niimero de abelhas que morrem anualmente,

afetada por fatores como doencas, predadores e condi¢oes ambientais.

Diagrama Causal: A Figura ilustra as relagoes entre essas variaveis. Por exemplo,
quanto maior o numero de abelhas, maior sera a taxa de nascimento (feedback positivo).
Ao mesmo tempo, um aumento na populagao leva a uma maior taxa de mortalidade
devido & competicao por recursos (feedback negativo).

Diagrama de Estoque e Fluxo: No diagrama de estoque e fluxo, as variaveis sao

descritas da seguinte forma:

e Populacao de Abelhas na Colonia (estoque): Representa o total de abelhas em um

dado momento.
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e Taxa de Nascimento (fluxo de entrada): Indica o nimero de novas abelhas que se

juntam a colonia a cada ano.

e Taxa de Mortalidade (fluxo de saida): Refere-se ao nimero de abelhas que falecem

anualmente.

Esses fluxos interagem de maneira dinamica, afetando a populacao de abelhas na colonia
ao longo do tempo. A Figura 2.8, elaborada no Vensim, ilustra essas interacgoes, desta-

cando como as taxas de nascimento e mortalidade influenciam diretamente o estoque de

abelhas.

Diagrama Causal de uma Colénia de Abelhas

. Nascimentos Populacao de Mortes
Taxa de
Natalidade Taxa de
Obitos

Figura 2.7: Diagrama causal para a dindmica da populacao de abelhas.

) Populagao de v >
abelhas =
Nascimentos Urtes
Taxa de / \ Taxa de

Natalidade Obitos

Figura 2.8: Diagrama de estoque e fluxo para a dinamica da populagao de abelhas.

Representagcao Matematica de Estoque e Fluxo

De acordo com Sterman (2000), o diagrama de estoques e fluxos de Forrester
interpreta a dinamica do sistema usando os conceitos matematicos de derivada e inte-
gral. O estoque integra seus fluxos totais (Fluxo Entrada (F.E), Fluxo Saida (F.S)) e
reciprocamente, os fluxos representam a taxa de variacao dos estoques. Usando o calculo

diferencial e integral temos as seguintes interpretagcoes.
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Equacao Integral:

¢

Estoque (t) = / [FE(S) — F.S(s)| + Estoque ().
to

Equacao Diferencial: Usando o Teorema Fundamental do Calculo na equagao integral

anterior, obtemos:

d
7 (Estoque)(?) = Variagao liquida no Estoque = F.E(¢) — F.S(?).

Equacao de diferengas:
Estoque(t) = Estoque(t — 1) + F. E(¢) — F.S(¢%).

Notacao para Acumulacao

e A notagao tradicional usada em calculo e mostrada na Equacao Integral acima

costuma ser confusa para muitas pessoas.

e Desde o ponto de vista didético, é aconselhavel representar o processo de acumulagao
com a fungao INTEGRAL(:,-):

Estoque = INTEGRAL(Fluxo Entrada — Fluxo Saida, Estoque (to) (2.1)

e A funcao INTEGRALC(, ) representa o conceito de que o estoque acumula suas

entradas menos suas saidas, comegando com um valor inicial de Estoque (tp).

2.2 Dinamica de Funcoes

Processos de crescimento caracterizam a dinamica de um sistema, explorando
os conceitos de funcao afim, linear, quadratica e exponencial, pretendemos preparar o
territorio para o uso de estoques e fluxos, e de forma particular apresentar os processos
de diferenciacao e integracao grafica. Existe um conjunto de comportamentos ou padroes
que se repetem na maioria sistemas. Esses padroes comportamentais variam desde o
crescimento linear até o crescimento exponencial, passando pelo crescimento com excesso,
ou até pelo crescimento com excesso e colapso, ou, do crescimento logistico (em forma
de S) até o crescimento convergentes a um valor, ver Figura . Deles, os trés modos
basicos de comportamento sao: crescimento exponencial, busca de metas e oscilagao, sao

causados por trés estruturas bésicas de retroalimentagao (feedback): feedback positivo,
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feedback negativo e feedback negativo com atrasos, respectivamente. Outros padroes de

comportamento mais complexos surgem através da interacao nao linear dessas estruturas

entre si.
Comportamento das variaveis ao longo do tempo
1
4 Tempo 4
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= o
£ £ £
= g g
= = Meta | &
E ) E
) 7] 5]
g a g
a A i
e - -
Tempo Tempo Tempo
a. Crescimento exponencial b. Busca de metas c. Crescimento com excesso
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d. crescimento em forma de S e. Oscilante f. Excesso e colapso

Figura 2.9: Modos comuns de comportamento em sistemas dinamicos.

Nesta se¢ao, abordaremos alguns resultados e ferramentas matematicas que serao
utilizados no desenvolvimento deste trabalho, com foco nos modos fundamentais que

caracterizam o comportamento dinamico de uma funcao.

2.2.1 Funcgao Afim

A funcao afim é um tema amplamente estudado no ensino médio.Em sua forma
particular, uma funcao linear é identificada por meio de uma proporcionalidade entre

grandezas. As demonstragoes podem ser encontradas em LIMA, L. (2015).

Definigao 15 (Funcao Afim). Uma funcdo f : R — R € dita fun¢do afim quando existem

numeros reais a e b tais que f(z) = ax + b, Vo € R.

Observagao 4. Quando b = 0 a funcao afim recebe o nome de funcgdo linear vista na
secao anterior. A taxa de variacao média coincide com a tara de variacdo instantanea e

com a constante a. O grdfico de uma fun¢ao afim também é uma reta.

Observacao 5. Para identificar se uma funcao f : R — R € afim, € suficiente conhecer

os valores f(0) =b e f(xg), f(z1) em dois pontos distintos xy e x1, pois neste caso a tara
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média de variacao é:
_ f(@1) — f(2o)
Tr1 — T .
Definicao 16. Sejam k,x € R, uma funcdo f : R — R serd chamada de proporcionali-
dade, se f(kx) = kf(x) (proporcionalidade direta) ou f(kx) = %, se k # 0 (proporcio-

nalidade inversa).
Proposicao 1. f: R — R ¢ uma proporcionalidade, se e somente se, f € linear.

Definicao 17. Uma funcao f : R — R € dita mondtona, se verifica uma das sequintes

possibilidade.
o Sex; <x9= f(x1) < f(x2) (crescente).
o Sex; <x9= f(x1) > f(x2) (decrescente).
o Sex; <x9= f(x1) < f(x2) (Mmondtona ndao-decrescente).
o Sex; <x9= f(x1)> f(x2) (MoONdtona nao-crescente).

Teorema 1. (Caracterizacao de uma Fungao Afim)
Seja f: R — R uma funcao mondtona e injetiva. f € uma funcao afim, se e somente se,
a variacao total da funcdo f, f(x + h) — f(x) = @(h) depender apenas de h e nao de x,

em qualquer intervalo de comprimento h.

2.2.2 Funcgao Exponencial

A variacao de uma funcao pode assumir muitas formas, e a variedade de dinamicas
a0 nosso redor ¢é vasta. Nao ¢ dificil imaginar que exista uma grande diversidade de estru-
turas de retroalimentagao (feedback) capazes de explicar uma gama tao rica de dinamicas.
Na verdade, a maioria dos crescimentos de funges ocorre em estagios de um nimero rela-
tivamente pequeno de padroes distintos de comportamento, como o crescimento exponen-
cial ou oscilatério.Um dos modos mais fundamentais de comportamento é o crescimento
exponencial, cuja dinamica é gerada por uma estrutura de feedback simples: o cresci-
mento surge do feedback positivo, que resulta de interagoes nao lineares das estruturas de
feedback fundamentais.

O que significa que o crescimento exponencial surge de um feedback positivo?
Isso significa que, quanto maior for a quantidade de uma grandeza, maior sera a taxa de
variacao instantanea dessa grandeza. Esse aumento na taxa de variacao faz com que a

quantidade continue a crescer de forma acelerada, resultando em um crescimento cada vez
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mais répido (Figura . O diagrama causal na figura mostra a estrutura de feedback
que gera (crescimento exponencial). As setas indicam a diregao da influéncia causal. A
relacao causal mostra que, o Estado do Sistema determina o Taxa Liquida de Aumento
(seta inferior) e a Taza de Aumento Liquida adiciona ao Estado do Sistema (seta superior).
Os sinais nas pontas das setas (+ ou -) indicam a polaridade do relacionamento. Uma
polaridade positiva, indicada por +, significa que um aumento na variavel independente
faz com que a varidvel dependente suba acima do que teria sido (e uma diminuigao causa
uma diminuigao). Sinais negativos significam que um aumento (diminuigao) na variavel
independente faz com que a varidvel dependente diminua (aumente) além do que teria

sido. Os casos emblematicos desse tipo de dinamica sao os juros compostos e o crescimento

==
Taxa de R Estado do
Aumento Sistema
quulda+

Figura 2.10: Estrutura do Crescimento Exponencial realizado no software Vensim. O diagrama
causal é definido por um feedback positivo R entre as varidveis: Taxa de Aumento Liquida e
Estado. Realizacao feita no software Vensim.

das populacoes. Quanto mais dinheiro investimos em uma poupanca, mais juros voce
ganha, portanto, maior serda o seu saldo e maior ainda serd o préximo pagamento de
juros. Analogamente, quanto maior a populagao de individuos de uma populagao, maior
a taxa de variacao de natalidade, aumentando a populacao e eventualmente levando a
ainda mais nascimentos, tornando o crescimento em um ritmo cada vez mais acelerado.
O crescimento exponencial tem a notavel caracteristica de que o tempo de duplicacao é
constante: o estado do sistema dobra em um periodo fixo de tempo, nao importa quao
grande seja.

Se suponhamos que uma certa grandeza x esta relacionada com outra grandeza
t através da fungdo f : R — R, entdo = = f(t). Se percebemos que no processo
de crescimento da funcao obedece a seguinte situacao: quanto maior é a quantidade da
grandeza x, maior resulta ser a taxa de variacao instantanea de x; é evidente que temos

una relagao de proporcionalidade, entao, essa percepcao pode ser traduzida na linguagem
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matematica pela seguinte expressao de proporcionalidade:

4 _

i af(t), a€eR". (2.2)

Na verdade é esse o comportamento de feedback dinamico que caracteriza a um
crescimento do tipo exponencial, a constante « é conhecida como o fator de crescimento re-
lativo. Situacao andloga acontece quando as grandezas compartem uma relacao dinamica
de decrescimento, nesse caso a constante « é negativo e a caracteristica de feedback posi-
tivo ainda permanece, é dizer, quanto menor ¢ a quantidade da grandeza x, menor resulta
ser a taxa de variagao instantanea de x. A seguir exploramos as propriedades deste

crescimento exponencial.

Defini¢ao 18 (Funcao Exponencial). A fungdo exponencial f : R — RT de base a €
R*,a # 1, designada por f(x) = a®, € definida de modo a verificar as sequintes proprie-
dades, Vx,y € R:

1) a*-a¥ = a™",

2) a' =a;
3) Sea>lez<y = f(z)<f(y), (f € crescente);
4) Se 0<a<le z<y = f(y) < f(z), (f € decrescente).

Teorema 2. (Caracterizacao de uma Fungdo Exponencial)

Seja f : R — R uma fungcao mondtona e injetiva. As afirmativas a sequir sao equivalentes:

1) f(n-x)=f(x)", VneZuxecR;

2) f(z)=a", Va2 eR, ondea=f(1);

3) fle+y)=flx) fly), Vz,yeR

A demonstracao pode ser encontrada em LIMA, L. (2015).

Definigao 19 (Funcao do Tipo Exponencial). Uma fun¢io f : R — R € dita de tipo

exponencial quando existirem numeros reais positivos a e b, a # 1, tais que ¥V x € R
f(z)=10-a".

Observacgao 6. Sea > 1, f é crescente. Se 0 < a <1, f é decrescente.
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f(x)=a*

a>0

Figura 2.11: Gréfico da fungio exponencial para a > 0.

Teorema 3. (Caracterizagdo de uma Fungao do Tipo Exponencial)

Seja f: R — RT uma fungdo mondtona injetiva, tal que Vx,h € R, o acréscimo relativo

fle+h) - fx)
f(z) ’

depende apenas de h e nao de x. Entao, f(x) =b-a*, Yo € R, onde a = f(1)/f(0) e
b= f(0).

Exemplo 10. Observacoes ao longo do tempo mostram que, apos periodos de mesma
dura¢ao a populacao da terra fica multiplicada pelo mesmo fator. Sabendo que essa po-
pulacao era de 2,68 bilhoes em 1956 e 3,78 bilhoes em 1972, pede-se:

a) O tempo necessdrio para que a populacdo em 1956 triplique de valor.
b) A populacao estimada para o ano 202/.
c) Em que ano a populagio da terra era de 5 bilhoes?

Solucgao: Considerando b a populagao em um determinado ano e ¢ o nimero de anos
decorridos a partir dai entao a populacao apds t anos a populagao da terra é modelada
pela fungao exponencial y(t) = be®. Em base ao modelo, consideramos o ano 1956 como

sendo o ano t = 0, logo y(0) = be® = b = 2,68, assim o modelo fica y(t) = 2,68,
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Para calcularmos o valor de a utilizamos o dado em que no ano 1972 (decorridos 16 anos

a partir de 1956) a populagao é de 3,78 bilhoes, logo

In(1,410448)

y(16) = 2,680 = 3,78 = %% = 3,78/2,68 ~ 1,410448 = a ~ T

= 0,02149.

Assim, o modelo fica:
y(t) = 2, 6800211491

a) 3(2,68) = 2,68¢%02M9 — ¢ = [n(3)/0,021494 = 51,1125. Ou seja precisa decorrer

aproximadamente 51 anos para triplicar o valor da populacao estimada em 1956.

b) De 1956 a 2024 decorreram 68 anos, logo a populagio estimada para o anos 2024 é
dado por y(68) = 2, 68¢(%:021494(68)) ~ 10, 65 bilhdes.

c) 5 =2,68c%0249 — ¢ = In(5/2,68)/0,021494 ~ 29, 014. Assim,temos que em aproxi-
madamente 29 anos a partir de 1956, ou seja, em 1985 a populacao da terra era de

5 bilhoes de pessoas.

E nesse sentido que o seguinte teorema manifesta uma outra forma de caracterizar as

fungoes de tipo exponencial, Lima (2015).

2.3 Uma Introducao ao Software Vensim

Nesta secao, apresentaremos uma introdugao ao Vensim, destacando a construcao
de diagramas de loop causal e diagramas de estoque e fluxo. Também abordaremos como
utilizar o software para simular a dinamica dos modelos relacionados aos processos de
diferenciacao e integragao grafica, resultando fundamental na andlise da Dinamica de
Sistemas. A Dinamica de Sistemas, discutida no inicio deste capitulo, pode ser com-
plementada por diversos softwares disponiveis na literatura, que visam representar os
elementos dos diagramas de Forrester, entre esses, destacam-se o Dynamo, Powersim e
Stella. Nesta dissertagao, utilizaremos o Vensim como ferramenta computacional para
simular os processos de diferenciacao e integracao. O Vensim é amplamente utilizado
para a modelagem e simulacao em Dinamica de Sistemas. Ele oferece ferramentas que
permitem aos usuarios criar modelos graficos de forma intuitiva, facilitando a visualizacao
das interagoes entre os diferentes componentes de um sistema. Com o Vensim, é possivel
realizar simulagoes que exploram o comportamento de sistemas complexos ao longo do

tempo, possibilitando uma andlise aprofundada das dinamicas envolvidas. O software
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suporta a criacao de diagramas causais e de estoque e fluxo, tornando mais facil entender
e comunicar as relagoes entre variaveis.

Desenvolvido pela Ventana Systems Inc. (VENSIM, 2017), o Vensim possui uma
interface acessivel, que facilita a criacao de graficos e tabelas. Ele é compativel com os
sistemas operacionais Windows (XP/Vista/7/8/8.1/10) e Macintosh OSX (10.94). O
Vensim esta disponivel em quatro versoes: PLE, PLE Plus, Profissional e DSS, cada uma
com diferentes barras de ferramentas. A versao Vensim-PLE pode ser baixada gratuita-

mente para uso educacional através do site: https://vensim.com/|

Principais Ferramentas e Comandos do Vensim

As principais ferramentas e comandos do Vensim estao organizados em quatro

barras de ferramentas. Abaixo, descrevemos essas barras e suas fungoes:

1. Menu Principal: Contém opcoes para acessar funcionalidades basicas, como abrir,

salvar e exportar arquivos, além de configuragoes do programa.

2. Barra de Ferramenta Principal (Main Toolbar): Oferece acesso rdapido as ferramentas
mais usadas, como: - Criar novas varidaveis - Construir diagramas - Iniciar simulagoes

- Analisar resultados

3. Ferramenta de Esbogo (Sketch Tools): Utilizada para desenhar diagramas de loop
causal e de estoque e fluxo. Inclui ferramentas para: - Adicionar setas de causalidade

- Desenhar caixas de estoque - Representar fluxos entre variaveis

4. Barra Vertical (Ferramenta de Andlise): Focada em anélises especificas, como: -
Anaélise de sensibilidade - Configuracoes de simulacao - Visualizacao de resultados

em graficos e tabelas.

A Figura ilustra essas barras de ferramentas, destacando a disposicao e as principais
funcionalidades disponiveis no Vensim. Essa organizacao facilita a navegacao e a utilizagao
das diversas capacidades do software na modelagem de sistemas dinamicos. A seguir

outros destaques do software.

e Tela Inicial do Programa: Apresenta um ambiente de trabalho onde os usuarios
podem visualizar e interagir com seus modelos, nesta tela todas as ferramentas se

encontram integradas, permitindo a simulacao de modelos de forma eficiente.

e Arquivo (File): Aqui vocé pode criar, abrir, salvar e exportar modelos. Também é

possivel acessar as configuragoes do programa.
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Figura 2.12: Barra de ferramentas do Vensim-PLE versao 10.2.2.

Editar (Edit): Permite realizar operagoes de edigdo como desfazer (undo), refazer

(redo) e copiar/colar elementos do modelo.

Visualizar (View): Opgoes para ajustar a visualizagdo do modelo, como zoom e

exibicao de grades.

Simulacao (Simulate): Ferramentas para iniciar simulagdes, configurar parametros

de simulacao e visualizar resultados.

Barra de Ferramentas Principal (Main Toolbar):

Novo Modelo (New Model): Cria um novo arquivo para iniciar um modelo do zero.
Abrir Modelo (Open Model): Abre um arquivo de modelo existente.

Salvar (Save): Salva o progresso do seu modelo atual.

Diagrama Causal (Causal Loop Diagram): Permite criar e editar diagramas causais,

representando as interagoes entre variaveis.

Diagrama de Estoque e Fluxo (Stock and Flow Diagram): Ferramenta para criar

diagramas de estoque e fluxo, essenciais para modelar dinamicas de sistemas.

Ferramentas de Esbogo (Sketch Tools):
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File

BeB 6

Adicionar Varidvel (Add Variable): Insere varidveis no modelo, que podem repre-

sentar estoques, fluxos ou outros elementos do sistema.

Adicionar Fluxo (Add Flow): Conecta varidveis, indicando a direcao e a natureza

da interacao entre elas.

Adicionar Comentério (Add Comment): Insere anotagoes no modelo para clarificar

conceitos ou descrever interagoes.

Formatacao (Formatting Tools): Ajusta cores, tamanhos e estilos de elementos para

melhor visualizacao.
Ferramenta de Andlise (Analysis Tools):

Gréficos (Graphs): Gera graficos a partir dos dados de simulagdo, permitindo a

visualizacao das dinamicas do modelo.

Tabelas (Tables): Cria tabelas para organizar e exibir dados numéricos provenientes

das simulacoes.

Sensibilidade (Sensitivity Analysis): Ferramentas para testar como mudangas em

variaveis afetam os resultados do modelo.

Relatérios (Reports): Gera relatérios detalhados sobre os resultados da simulagio e

as interagoes no modelo.

Mode

KB R| | F wmne con EE>D>G| kbR Ol

Simulation Tools Output jow  Help
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> off View : Yiew 1
(s » Ferramenta variavel » Executar uma Unica simulagdo
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|
& —» Ferramenta de pesquisa do controle desllzantg
—— Ferramenta seta > Executa testes de realidade

=N " Ferramenta fluxo L Ferramenta equations
=
o » Gréfico
) » Tabela

Figura 2.13: Alguns elementos da barra de ferramenta principal.

Simulando Modelos no Vensim

Para entender o funcionamento do software, vamos apresentar a simulagao da

evolucao de uma conta poupanca, o processo sera desenvolvido de forma didatica em sete

etapas.
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Exemplo 11. (Dinamica de uma Poupanga) Calcular a evolucdo de uma conta por
um periodo de 24 meses, considerando um capital inicial de 5.000 reais, a realizacao

de depdsitos mensais de 200 reais e retiradas mensais de 100 reais.

Solucao:

Etapa 1: Configuragao do Periodo da Simulacao

o Abrir Vensim: Inicie o software.

e Acessar Configuragoes: Clique em Model e depois em Settings.

e Definir Periodo: Configure o inicio em 0 meses e o fim em 24 meses, (Figura .
e Selecionar Unidade: Escolha Month (meses).

e Salvar Configuragoes: Clique em OK

Configuracion del modelo

® Parametros temporales

Pacametros Unidades de tiem, Month
temporales ' = L
J‘ PERIODO INICIAL = d r}
Tecnica de PERIODO FINAL = u L1
integracion
ool Intervalo de tiempo = Ayuda : Intervalo de tiempo R ]
Hotas 8 Guardar cada “Intervalo de tiempo® Q
f';\\ © use GUARDAR CADA =
Pantalla
Simulacion

Inicial activa

|;\(—epm| Cancelar
Figura 2.14: Configuragao do modelo.

Etapa 2: Definir a variavel Poupanca

e Selecionar Stock Tool.

e Nomear: Digite poupanca e pressione Enter.
Etapa 3: Definir a variavel Depdsito
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e Selecionar Flow Tool.
e Posicionar: Clique a esquerda de poupanca e arraste para a direita.
e Nomear: Digite Depdsito e pressione Enter.
Etapa 4:
e Definir a variavel Saque
e Selecionar Flow Tool.
e Posicionar: Clique no nome poupanca e arraste para a direita.

e Nomear: Digite saque e pressione Enter.

Q X ®1Poupanga = »C)
Deposito Saque

Figura 2.15: Varidveis Depésito (fluxo entrada) e Saque (Fluxo de saida) definidas. Poupanga
(estoque), Etapas 2, 3 e 4.

Etapa 5: Definir Valores nas Equacoes

e Definir a varidavel Depdsito: Clique duas vezes na variavel Depésito. Pressione a

tecla Equations (f;) na barra de ferramentas. Insira o valor 200 e pressione Enter.

e Definir a variavel Saque: Clique duas vezes na variavel saque. Pressione a tecla

Equations (f,) na barra de ferramentas. Insira o valor 100 e pressione Enter.

e Definir a varidvel Poupanca: Clique duas vezes na variavel poupanca. Pressione a
tecla Equations (f,) na barra de ferramentas. Use o valor inicial 5000 e selecione

tipo nivel, veja Figura|2.16] Para a equacao use:
Poupanga = Integ (Depdsito - Saque)

Etapa 6: Verificagao das Variaveis

Apé6s dar OK no quadro Editing Equation for — Poupanga (Figura [2.17), o modelo vai
mostrar as variaveis Depdsito e Saque em NEGRITO, indicando que as duas variaveis
ainda nao tiveram seus valores ou equagcoes definidos.

Etapa 7: Simulagoes

Para fazer uma simulacdo, pressionar o botao Run a Simulation. Depois pressionar a
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variavel que queremos analisar, neste caso, Poupanca. Para indicar a variavel pressionar
o Mouse no centro de Poupanca. Depois, proceder da mesma maneira com as outras
variaveis. Quando as varidaveis nao apresentam nenhuma variavel em NEGRITO, o modelo
estd pronto para a simulacdo. Apds todas as variaveis estarem definidas, sera feita as

simulacoes, a Figura [2.18 mostra a simulacao da dinamica da Poupanca em 24 meses.
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Figura 2.16: Varidveis Depésito e Saque definidas no Vensim. Etapa 5.

Exemplo 12. (Dinamica da Populagao de Coelhos) Calcular a evolugao de uma po-
pulacao de coelhos ao longo de 12 meses se a populacao inicial de coelhos é 50. Consi-
derando que a taxa de natalidade é de 10% ao meés e a taxa de mortalidade é de 5% ao
mes.

Solucgao:

Etapas para Criar o Modelo no Vensim:

e Abrir o Vensim: Inicie o software Vensim e selecione ”Novo Modelo” para criar

um novo projeto.
e Definir Variaveis:

— Crie uma variavel chamada “Populagao de Coelhos” para representar o total
de coelhos.
— Crie uma variavel chamada “Nascimentos” que sera calculada com base na

taxa de natalidade.
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Figura 2.17: Parte superior: a varidvel Poupanca estd definida. Parte inferior: as caixas em
negritas indica que as varidveis nao estao definidas. A caixa de cor branca indica que a Poupanca
estd pronta para a simulagao. Etapa 6.

— Crie uma variavel chamada “Obitos” que sera calculada com base na taxa de

mortalidade.

e Relagoes Causais: Estabelecer as relacoes que descrevem a evolugao da populacao

de coelhos.
e Equacoes: Estabelecer as equagoes que interpretam as variaveis.

— Nascimentos = populacao de coelhos x taxa de natalidade

Obitos= populagao de coelhos x taxa de mortalidade

Populacao de coelhos = populacao inicial + nascimentos - ébitos

— Configure a Populacao Inicial para 50 coelhos.
e Estoque e Fluxos:

— Criar Fluxos: Utilize a ferramenta de fluxo para conectar as variaveis Nasci-
mentos e Obitos a variavel Populagao de Coelhos, indicando que ambas influ-

enciam o total da populacao.
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Poupanca File View Window

10000 Tempo (Meses) Rgeli[eE] e
0 5000
2000 1 5100
0 2 5200
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Depdsito 4 5400
400 5 5500
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200 7 5700
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10 6000
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200 12 6200
100 13 6300
14 6400
0 15 6500
0 5 10 15 20 16 6600
Tempo (Meses) 17 6700
18 6800
19 6900
20 7000
21 7100
22 7200
23 7300

24 EEMZOEE

Figura 2.18: Simulagao da dindmica do Exemplo [11/no Vensim. A simulagdo apresenta resul-
tados onde a varidvel poupanca tem um crescimento linear.

— Configurar o Tempo: Adicione um componente de tempo ao modelo, definindo

a duragao da simulagao para 12 meses, com um intervalo mensal.

— Definir Parametros: Acesse as configuracoes de cada variavel para garantir que
a populacao inicial e as taxas de natalidade e mortalidade estejam corretamente
definidas.

e Executar a Simulagao: Utilize a ferramenta de simulacao do Vensim para exe-
cutar o modelo e observar a evolugao da Populacao de Coelhos ao longo dos 12

meses.

e Analisar Resultados: Gere graficos para visualizar a dinamica da Populagao de
Coelhos, observando como os nascimentos e mortes afetam o tamanho da populacao

mes a mes.

e Salvar o Modelo: Apds a simulacao e andlise, salve seu trabalho para futuras

referéncias e possiveis ajustes.
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Figura 2.19: Simulacao da dindmica do Exemplo[12/no Vensim. A simulagao apresenta resulta-
dos mostrados na Tabela. Apds 12 meses, o nimero de coelhos cresceu a 90 aproximadamente.
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Capitulo 3

O Método de Diferenciacao e

Integracao Grafica

3.1 Dinamica de Estoque e Fluxo

No Capitulo 2, foi introduzido o conceito de estoque e fluxo, além de técnicas para
representar graficamente as redes de estoque e fluxo dos sistemas. Esta secao explora o
comportamento dos estoques e fluxos e sua dinamica. Dada a dinamica dos fluxos de um
determinado sistema, é pertinente perguntar: qual é o comportamento do estoque? De
forma reciproca, a partir da dinamica do estoque, como podemos inferir o comportamento
dos fluxos? Na disciplina de calculo diferencial e integral, é conhecido que essas questoes
sdo equivalentes a integrar os fluxos (derivada) para gerar o estoque (integral) e diferenciar
o estoque para produzir sua taxa de variacao liquida (derivada). Esses conceitos podem
ser desafiadores para pessoas que nunca estudaram calculo. De fato, relacionar a dinamica
de estoques e fluxos ¢ bastante intuitivo; a metafora da dgua ingressando no reservatério
fornece uma compreensao didatica dessa dinamica. Por outro lado, o estudo do célculo
envolve o uso de notagoes desconhecidas e foca em solucoes analiticas, o que dificulta
o aprendizado de muitas pessoas. Mesmo assim, para quem possui uma base sélida em
calculo ou equagoes diferenciais, geralmente nao é possivel resolver analiticamente modelos
simples devido a sua alta ordem e a nao linearidade das varidveis envolvidas, o que torna
as ferramentas matematicas estudadas em calculo de uso limitado para esses casos.

Nesse contexto, independente de ter o conhecimento matemaético, o objetivo desta
secao ¢ oferecer a metodologia da DS e em particular os processos de integracao e diferen-
ciagao gréafica, como tentativa para entender a dinamica dos estoques e fluxos sem o uso

de técnicas de integragao e diferenciagao. O leitor com mais conhecimento matematico,
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achara este tema direto, mas ainda deve fazer os exemplos e desafios de integragao e di-
ferenciacao gréfica para ter certeza de que sua compreensao intuitiva é tao sélida quanto
seu conhecimento técnico. Inicialmente, para o modelador, nao importa quao grande ou
pequeno seja sua experiencia académica em matematica, e sim, é preciso ter a capaci-
dade de relacionar o comportamento de estoques e fluxos intuitivamente, usando gréaficos

e outras técnicas nao matematicas.

3.1.1 Relacoes entre Estoque e Fluxo

Vamos relembrar as definigoes basicas de estoques e fluxos: a taza liquida de
variacao de um estoque € a soma de todas as suas entradas menos a soma de todas as suas
saidas. Além disso, os estoques acumulam a taza liquida de variagao. Matematicamente,
isso é interpretado afirmando que os estoques integram seus fluxos liquidos; o fluxo liquido

¢ a derivada do estoque. Esse é o principio do Calculo Diferencial e Integral.

3.1.2 Equilibrio Estatico e Dinamico

De acordo com Sterman (2000), um sistema estéd em equilibrio quando todos os
seus estoques sao imutaveis, assim, um estoque esta em equilibrio quando é imutavel
em relacao seus fluxos. Dessa forma, para que um estoque esteja em equilibrio, a taxa
liquida de variacao deve ser zero, isso implica que a entrada total é apenas equilibrada
pela saida do fluxo total. No caso da metafora da banheira introduzida na Seccao 2.12,
podemos dizer, se a agua for drenada da banheira exatamente na mesma velocidade em
que ingressa, a quantidade de dgua na banheira permanecera constante e a banheira
estard em equilibrio, tal estado do estoque é chamado de equilibrio dinamico, pois a dgua
na banheira estd sempre mudando. Uma outra situagao que pode acontecer no sistema,
é considerar que todos os fluxos de entrada e saida de um estoque sejam zero; tal estado
do estoque é chamado de equilibrio estatico. Nessa nova dinamica, o volume total de
agua na banheira permanece constante e contém a mesma quantidade de dgua em cada
unidade de tempo. A Organizacao das Nagoes Unidas (ONU) como uma organizagao
internacional tem origem ao final da Segunda Guerra Mundial (1945) e, desde entdo, seus
objetivos de manter a paz e atividades de cooperagao entre as nagoes tém se expandido
para transforma-lo em um arquetipico organismo internacional do inicio do século XXI.
Os 51 membros fundadores foram admitidos em 1945; destes, 49 sao ainda membros ou
tiveram o lugar substituido por um estado sucessor. O niimero de membros da ONU
estd em equilibrio dindmico desde 1945, quando diversos paises ingressaram a a ONU, o

numero total de paises integrante permanece constante em 193, mesmo com a mudanca
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de membros (embora lentamente). O estoque de paises do mundo integrantes da ONU
esta em equilibrio estatico, pois é improvavel que um pais conhecido saia desse organismo
mundial, as chances de novos paises desconhecidas integrarem a ONU sao remotas a nao

ser que se formem novos paises.

3.1.3 Calculo sem Matematica

Como mencionado anteriormente, aprender a relacionar o comportamento dos
estoques e fluxos em um sistema é o primeiro estagio para entender a dinamica por tras
do modelo. Mais uma vez, vamos enfatizar as duas questoes: Dados os fluxos para um
estoque, qual deve ser o comportamento do estoque? Dado o comportamento do estoque,
qual deve ter sido a taxa liquida de variacao? O calculo diferencial e integral fornece
regras matematicas para responder a essas perguntas, desde que possamos caracterizar o
comportamento dos estoques e fluxos como fungoes matematicas. Felizmente, a intuicao
por tras da relacao entre estoques e fluxos é direta e nao requer rigor matematico, pelo
menos no nivel do Ensino Médio, o que serd esclarecido posteriormente.

Se o processo de relacionamento entre estoques e fluxos em uma dinamica se inicia
conhecendo, através de um grdfico, o comportamento dos fluxos ao longo do tempo, de tal
forma que seja possivel inferir o comportamento do estoque, esse processo sera chamado
de integracao grdfica. Analogamente, de forma inversa, se o processo de relacionamento
se inicia conhecendo a trajetoria ou comportamento do estoque, de tal forma que seja
possivel inferir sua taxa de variacao liquida, vamos chamar esse processo de diferenciacao
grafica.

Integracao e diferenciacao sao as duas operacoes fundamentais do calculo. A

seguir, vamos definir esses conceitos graficamente e em linguagem simples.

3.1.4 Integracao Grafica

Definicao 20. A integracao grifica € o processo que relaciona a dinamica de estoques
e fluxos a partir do grdfico do fluxo, de tal forma que conhecendo o comportamento dos

fluzos € possivel estimar o comportamento do estoque.

Observacgao 7.

e Os estoques acumulam ou integram seu fluxo liquido. A quantidade adicionada a
um estoque em qualquer intervalo de tempo resulta ser a drea delimitada pelo grdfico

da taxa liquida, entre o inicio e o fim do intervalo.
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e O wvalor final do estoque € o wvalor inicial mais a drea sob a curva da taxa liquida

entre os tempos inicial e final.

e

variagao do

estoque = Area

-

Taxa Liquida
{unidades / tempo)

0 I
i |
I I
7 | i
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Figura 3.1: Representagao gréfica da Integracao (estoque) a partir da taxa liquida (diferen-
ciacdo). Os estoques acumulam ou integram seu fluxo liquido.

De acordo a Definicao e a Observagao [7], o valor adicionado a um estoque
durante qualquer intervalo de tempo é representado pela area delimitada pela curva que
define sua taxa liquida de variacao. Mas por que isso acontece? Vamos explicar o processo
de integracao grafica por meio de um exemplo geral, utilizando, para fins didéticos, a

metafora da banheira.

Processo de Integracao Grafica

Questao: Quanta agua ¢ adicionada a um reservatoério em qualquer intervalo de tempo
[t1,12]7
Para responder a questao, vamos a dividir o intervalo inteiro [t1, 5] em vérios subinter-

valos de comprimento pequeno, o suficiente, para que o fluxo liquido de dgua nao mude
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consideravelmente durante o subintervalo (Figura[3.2)). O comprimento de cada subinter-
valo sera denotado por “dt”, que pode ser lido por “tempo delta de ¢t ou passo de tempo
dt”. Suponhamos que o valor do estoque no tempo inicial ¢; seja S;. A soma da area sob

a curva de taxa liquida entre os tempos ¢; e t; aumenta o estoque para Ss.
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Figura 3.2: Integracao grafica. O tempo [t1,ts] é dividido em pequenos intervalos de
comprimento dt. Cada retangulo representa a quantidade adicionada durante o intervalo
dt, supondo que a taxa liquida L; naquele momento permaneca constante durante o
intervalo. A area de cada retangulo é L;dt. O total adicionado ao estoque entre t; e t5 é
entao a soma das areas dos retangulos. Dividir o tempo em incrementos menores aumenta
a precisao da aproximacao.

Nosso interesse esta agora em analisar a quantidade de dgua que flui na banheira
durante cada pequeno intervalo de duracao de tempo dt. Quanta agua flui durante cada
intervalo de tempo dt? A quantidade adicionada resulta ser o fluxo liquido durante o
intervalo, digamos L, multiplicado pelo comprimento do subintervalo, ou seja, a area do

retangulo dt periodos de largura e L unidades/periodo de altura.

Quantidade adicionada durante o intervalo dt = L x dt (3.1)

(Unidades) = (Unidades/Tempo)(Tempo)
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E importante destacar as unidades de medida: O fluxo em unidades por tempo, acumulado
por um periodo de tempo, resulta na quantidade adicionada ao estoque. Vamos apresentar

o seguinte exemplo numérico para esclarecer o processo de integragao grafica.

Exemplo 13. Suponha que t; = 1 hora e to = 2 horas. A questao é, quanta dgua flui

para a banheira durante essa hora?

Solugao: Inicialmente dividimos a hora em seis intervalos de 10 minutos e vamos a supor
que o fluxo seja constante ao longo de cada um desses intervalos. Se no inicio do primeiro
intervalo o fluxo fosse de 6 litros por hora, ou seja, 0,1 litros/minutos, entdo a quanti-
dade adicionada seria (0,1 litros/minuto) (10 minutos) = 1 litro. No inicio do segundo
intervalo de 10 minutos, o fluxo aumentou, talvez para 6+1=7 litros/hora, ou cerca de
0,117 litros/minuto. A drea do segundo retangulo é entao (0,117 litros/minuto)(10 mi-
nutos)=1,17 litros. Iniciando o terceiro intervalo de 10 minutos, o fluxo aumento, talvez
para 7+1=8 litros/hora, ou cerca de 0,133 litros/minuto. A area do terceiro retangulo
é entao (0,133 litros/minuto)(10 minutos)=1,33 litros. Calcular a drea de todos os seis
retangulos e soma-los d4 uma aproximagao do volume total de dgua adicionado durante
uma hora. Observe que a aproximacao nao é 6tima, pois o fluxo liquido muda durante
cada intervalo de 6 segundos.

De forma geral, na Figura , quando o fluxo liquido (inclinagao) esta realmente
aumentando, entao o valor calculado do estoque sera muito pequeno, pois a vazao é rapida.
Para aumentar a precisao da aproximacao, ¢ necessdrio dividir o tempo em intervalos
ainda mais finos, o que implica o aumento do nuimero de retangulos. O procedimento
descrito acima é conhecido como integracao de Euler e é o método mais comumente
utilizado para simulagao numérica. As simulacoes por computador integram os estoques
no modelo exatamente dessa maneira; o modelador deve escolher o passo de tempo dt
para que a aproximacao seja aceitavel para o objetivo. Como é conhecido, a medida que
o intervalo de tempo se torna infinitesimal (suficientemente pequeno), no limite, a soma
das areas de todos os retangulos se torna igual a drea total sob a curva de taxa liquida.
O calculo diferencial e integral fornece féormulas que fornecem a area exata sob a taxa
liquida, desde que a taxa liquida possa ser expressa como uma fungao matematica. Mas
se a taxa liquida pode ser integrada analiticamente ou nao, a quantidade adicionada a
um estoque é sempre a area sob a taxa liquida. Em conclusao, a integra¢do grdfica ¢ o

processo de estimar essa drea a partir de um grafico da taxa liquida.
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Etapas do Processo de Integragao Grafica

De acordo a Sterman (2000) o processo de Integragao Grafica pode obedecer as

seguintes etapas:

1.

Calcule e represente graficamente a taxa total de entrada e a taxa total de saida no

estoque.

. Calcule e represente graficamente a taxa liquida de variacao do estoque.

. Faga um conjunto de eixos para representar graficamente o estoque. Os estoques e

seus fluxos tém diferentes unidades de medida (se um estoque é medido em unidades,
seus fluxos sao medidos em unidades por periodo de tempo). Portanto, os estoques e
seus fluxos devem ser representados graficamente escalas separadas. Faca um grafico

separado para o estoque sob o grafico dos fluxos, com os eixos de tempo alinhados.

. Trace o valor inicial do estoque no grafico de estoques. O valor inicial deve ser

especificado; nao pode ser inferido a partir da taxa liquida.

. Divida o fluxo liquido em intervalos com o mesmo comportamento e calcule o valor

adicionado ao estoque durante o intervalo.

. Esboce a trajetéria do estoque entre o inicio e o final de cada segmento. Encontre

o valor da taxa liquida no inicio do segmento. E positivo ou negativo? Se o fluxo
liquido for positivo, o estoque sera crescente durante esse tempo. Se o fluxo liquido

for negativo, o estoque sera decrescente.

Sempre que a taxa liquida é zero, o estoque permanece inalterado. Certifique-se
de que seu gréafico do estoque nao mostre nenhuma mudanca no estoque em todos
os lugares em que a taxa liquida de variacao é zero. Se a taxa liquida permanecer
zero durante algum intervalo, o estoque permanece constante em qualquer valor que

tinha quando a taxa liquida se tornou zero.

. Repita as etapas 5 a 7 até terminar.

Para ilustrar o processo de integracao grafica, vamos a considerar o sistema mais

basico de estoque e fluxo, aquele formado por um tinico estoque com uma entrada e uma

saida.

Exemplo 14. Suponhamos que o fluxo de entrada no estoque siga o padrao mostrado na

Figum e que a saida do estoque seja zero (unidades por sequndo). Se o nivel inicial do

67



estoque € de 100 unidades, quanto hd no estoque no momento 80 e qual € o comportamento

do estoque ao longo do tempo?

Solugao: O fluxo de entrada comeca em zero. No tempo 10, o fluxo aumenta repenti-
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Figura 3.3: Fluxo de entrada.

namente para 10 unidades por segundo, permanece nesse nivel por 10 segundos e depois
volta a zero. A dinamica do fluxo de entrada continua zero por 10 segundos, para subir
para 20 unidades por segundo ficando por 10 segundos nesse nivel. Por 20 segundos o
fluxo aumenta para 40, para depois ficar zero outros 20 segundos.

Aplicamos as etapas do processo de integracdo grafica ao Exemplo [I4] Primeiro,
na Figura fazemos um conjunto de eixos para o estoque, alinhados sob o grafico para
os fluxos. Em seguida, calculamos a taxa liquida. Como hé somente uma entrada e uma
saida, e como a saida é zero em todos os momentos, a taxa liquida de variacao do estoque
(Entrada Total - Saida Total) é simplesmente igual & entrada. Inicialmente, o estoque
tem um valor de 100 unidades. Entre o tempo 0 e o tempo 10, o fluxo liquido é zero
unidades/segundo, de modo que o estoque permanece constante em seu valor inicial. No
tempo 10, a taxa liquida apresenta um salto para 10 unidades por segundo e permanece 14
por 10 segundos. O valor adicionado ao estoque é a drea sob a curva da taxa liquida (entre
a curva da taxa liquida e a linha zero). Como a taxa é constante, a drea é um retangulo
de 10 unidades por segundo de altura e 10 segundos de duracao, de modo que o estoque
aumenta em 100 unidades, dando um nivel total de 200 unidades no tempo 20. Como a

taxa liquida é positiva e constante durante esse intervalo, o estoque sobe linearmente a
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uma taxa de 10 unidades por segundo (a inclinagao do estoque é de 10 unidades/segundo).
No tempo 20, o fluxo de entrada cessa repentinamente. A taxa liquida de variacao é agora
zero e permanece constante, e o estoque permanece novamente inalterado, embora agora
ao nivel de 200 unidades. No inicio do tempo 30, a taxa liquida apresenta um salto para
20 unidades por segundo e permanece 14 por 10 segundos. O valor adicionado ao estoque
é a drea sob a curva da taxa liquida (entre a curva da taxa liquida e a linha zero). Sendo a
taxa constante, a drea é um retangulo de 20 unidades por segundo de altura e 10 segundos
de duracao, de modo que o estoque aumenta em 200 unidades, dando um nivel total de
400 unidades no tempo 40. No tempo 40, o fluxo de entrada cresce repentinamente. A
taxa liquida de variacao é agora 40 e permanece constante até o inicio do tempo 60.
Como a taxa é constante, a area é um retangulo de 40 unidades por segundo de altura
e 20 segundos de duracao, de modo que o estoque aumenta em 800 unidades, dando um
nivel total de 1200 unidades no tempo 60. Como a taxa liquida é positiva e constante
durante esse intervalo, novamente o estoque sobe linearmente a uma taxa de 40 unidades
por segundo (a inclinac¢ao do estoque é de 40 unidades/segundo). Por ultimo no intervalo
de tempo 60 a 80 o fluxo é zero, de tal maneira que o estoque permanece constante 1200

unidades.

Observacao 8.

o A inércia € a tendéncia natural de um objeto em resistir a alteragoes em seu estado
original de repouso ou movimento. O FExemplo (14| mostra como o processo de acu-
mulagao cria inércia: embora a taxa suba e caia de volta ao seu nivel original, o
estoque nao retorna ao seu nivel original. Em vez disso, permanece em seu mdarimo

quando a taza liqguida volta a zero.

e Dessa forma, os estoques fornecem uma memoria de todos os eventos passados em
um sistema. A unica maneira de o estoque cair € a tazxa liquida se tornar negativa

(para que a saida exceda a entrada).

e Observe também como o processo de acumula¢do mudou a forma do insumo. A
entrada € um pulso retangular com dois saltos descontinuos; a saida é uma curva

suave e continua.

Exemplo 15. Considere os fluzos especificados na Figura[3.5. A saida é constante em
120 unidades/més, se o wvalor inicial do estoque € de 600 unidades, use o processo de

integracao grdfica para encontrar o estoque da dinamica do sistema.
Solugao: Consideramos os fluxos especificados na Figura A saida é constante em
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Figura 3.4: Integracao grafica: Enquanto a taxa sobe e desce, o estoque sobe e permanece em
um nivel mais elevado. Observe as diferentes unidades de medida para o fluxo e o estoque.

120 unidades/més, mas a entrada flutua em torno de uma média de 120 com periodo de
12 meses e amplitude de +60 unidades/més. No inicio, a entrada estd no seu maximo.
Como a vazao de saida é constante, o fluxo total é uma flutuacao com amplitude +60
unidades/més e média zero. No intervalo [0,3], o estoque inicia com seu valor inicial
de 600 unidades, mas como a entrada estd no maximo, o estoque inicialmente sobe com
uma inclinagao de 60 unidades/més. Contudo, o fluxo total cai durante os primeiros trés
meses, pelo que o estoque aumenta a uma taxa decrescente. No terceiro meés, o fluxo total

chega a zero e depois torna-se negativo. O estoque deve portanto atingir um méaximo no

70



e Entrada — Saida

NVANVARNANY
\VARVARVARV,

0 3 6 9 12 15 18 2 24 27 30 33 36 39 42 45 48
Més

-
-

>
3

<)
=3

Fluxo Total (unidades / més)

Y

Figura 3.5: Fluxo de entrada e fluxo de saida.

terceiro més. A quantidade adicionada em relacdo ao estoque mos primeiros 3 meses € a

Entrada = Saida === Fluxo Total
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Figura 3.6: Fluxo Total.
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drea sob a curva do fluzo total. Nao é facil estimar a drea do grafico pois a curva da taxa
de variacao total estd sempre mudando. Uma simulacao da drea mostra que pouco menos
de 120 unidades sao acrescentadas ao estoque, no momento em que o fluxo total cai para
zero no terceiro més. No intervalo [3,6], o fluxo total é negativo, portanto, o estoque
estd caindo. Logo apds o terceiro meés, o fluxo total é ligeiramente negativo, entao a taza
de declinio do estoque € leve. No entanto, a magnitude do fluxo total aumenta, fazendo
com que o estoque caia a uma taxa crescente. No inicio do sexto meés, o fluxo total atinge
seu valor minimo (a maior parte negativa), de -60 unidades/més. O estoque esta caindo
a sua taxa maxima, e hd um ponto de inflexao na trajetoria do estoque no mes 6. Quanto

o estoque perdeu entre o més 3 e o més 67 Assumindo que a flutuacao da taxa liquida é
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simétrica, a perda apenas equilibrou o que foi ganho nos primeiros 3 meses, reduzindo o
estoque de volta ao seu nivel inicial de 600 unidades. No intervalo [6,9], o fluxo total
permanece negativo, entao o estoque continua a cair, mas agora a uma taxa decrescente.
No nono meés, o fluxo total chega novamente a zero, fazendo com que o estoque para de
cair e atinge seu minimo. Utilizando novamente o pressuposto de simetria, a quantidade
perdida entre os meses 6 a 9 é igual a quantidade perdida dos meses 3 a 6, o que faz o
estoque cair para um nivel ligeiramente acima de 480 unidades. No intervalos de meses
[9,12], o fluxo liquido é positivo, portanto o estoque estd subindo. Durante este periodo,
a taxa liquida aumenta, o que faz o estoque aumentar a uma taxa crescente, terminando
com uma inclinacao de

60 unidades/més a medida que a taxa liquida atinge o seu maximo. Novamente,
o estoque ganha o mesmo valor, recuperando seu nivel inicial de 600 unidades exatamente
no meés 12. Apods o meés 12 o ciclo se repete. O exemplo ilustra a forma como o
processo de acumulacao cria atrasos. A entrada para o sistema é uma flutuagdo com
um periodo de 12 meses, atingindo seu pico no tempo 0, 12, 24,... meses. O estoque,
ou estado do sistema, também flutua num periodo de 12 meses, mas fica atrasado em
relacao a taxa de entrada liquida, atingindo seus picos nos tempos 3, 15,27,... meses.
O retardo € precisamente um quarto de ciclo, aproximadamente trés meses. O atraso
ocorre porque o estoque s6 pode diminuir quando o fluxo liquido é negativo.
Se o fluxo liquido for positivo e cair para zero, o estoque aumenta e atinge
seu valor maximo. Tudo o que foi descrito acima estda mostrado na Figura|3.7] onde a

curva de cor lilds mostra uma estimativa do processo de integragao grafica do estoque.

3.1.5 Diferenciacao Grafica

No contexto do célculo diferencial e integral, lembramos que o inverso da integracao ¢ a
diferenciacao, mais exatamente, diferenciacao é o calculo da taxa liquida de variacao de
uma funcao a partir de sua trajetoria, veja Capitulo 1. No contexto da dinamica de um
sistema, dado o grafico de um estoque, é sempre possivel inferir a taxa liquida de variagao
e representa-la graficamente. Tal como no caso da integracao, existem métodos analiticos
para calcular a taxa liquida de um estoque se a funcao que descreve a trajetéria do estoque
for conhecida. Entretanto, no caso dos modelos dinamicos nenhuma funcao analitica
para os estoques ¢ previamente conhecida, portanto o objetivo principal é desenvolver a

habilidade de diferenciacao grafica, mais exatamente temos a seguir a seguinte definicao.

Definicao 21. A diferenciagao grifica € o processo que relaciona a dinamica de estoques

e fluxos a partir do grdfico do estoque, de tal forma que conhecendo o comportamento dos
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estoques € possivel prever o comportamento do fluzo total.

Observacgao 9.

e O processo de diferenciagao grdfica € o calculo da taxa liquida de variacao de um

estoque a partir de sua trajetoria.

e A inclinacao de uma linha tangente a qualquer ponto da trajetoria do estoque € igual
a taza liquida de variagao do estoque naquele ponto. A inclinacao da trajetoria do

estoque € a derivada do estoque.

Na Figura abaixo, uma representacao hipotética da inclinagao da trajetéria do estoque
no tempo t; é Ly, entao a taxa liquida em ¢; = L;. No tempo t,, a inclinacao do estoque
¢ maior, de modo que a taxa neta em ty = Lo é maior que Ly. O estoque aumenta a uma
taxa crescente, de modo que a tazxa liquida € positiva e crescente.

O processo de diferenciacao grafica é direta, nao precisa de alguma prévia apre-
sentacao, basta estimar a inclinacao do estoque em cada momento e representado em um

grafico da taxa liquida. O exemplo a seguir fornece o desenvolvimento do processo.
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Figura 3.8: Representagao gréfica de um estoque, exemplo hipotético.

Exemplo 16. A trajetéria de um estoque é mostrada na Figura[3.9 Determine o com-

portamento de sua taza liquida por diferenciacao grdfica. Nao use computador.

Solugao: O estoque inicial é de 50 unidades. Durante a primeira metade [0 ; 2,5] do
intervalo de tempo [0 ; 5], o estoque aumenta linearmente, de modo que a taxa liquida
durante esse intervalo é positiva e constante. O estoque aumenta de 50 para 100 unidades
em 2,5 unidades de tempo, entdo a taxa liquida (a inclinacdo do estoque) é de
20 unidades por unidade de tempo, na primeira metade. Na segunda metade [2,5
: 5] do intervalo [0 ; 5], o estoque comeca a diminuir linearmente e repentinamente de
100 para 0 unidades em 2,5 unidades de tempo, entdo a taxa liquida (a inclinacao
do estoque é negativa) é de -40 unidades por unidade de tempo. Anilises no
intervalo de tempo (5 ; 10]; o estoque comeca a aumentar repentinamente na primeira
metade de tempo e diminuir na outra metade. No tempo 5, o estoque comeca a aumentar
repentinamente. Desenhar uma linha de inclinacao o que aproxima a tangente a curva de
estoque no tempo 5, sendo essa linha a hipotenusa de um triangulo retangulo de catetos
1,25 e 50, d4 uma estimativa da inclinagao de 40=tan o = % unidades/tempo. A taxa
liquida, portanto, aumenta de -40 unidades/tempo no instante anterior ao inicio

do tempo 5 para +50 unidades/tempo logo apéds seu inicio. No intervalo (5 ;
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Figura 3.9: Representacao grafica da diferenciacdo (taxa liquida) a partir da integragao (esto-
que). A inclinagao da trajetéria do estoque é chamada de derivada do estoque.

7,5], o estoque aumenta a uma taxa decrescente, pelo que a taxa liquida é positiva,
mas decrescente. No tempo 7,5, o estoque atinge o méximo, entao a taxa liquida
é zero. Nao ha distor¢oes ou solavancos na trajetoria do estoque, o que implica um
declinio constante e linear na taxa liquida de 40 unidades/tempo no tempo 5 para
zero no instante 10. No intervalo [7,5 ; 10] o estoque estd caindo. No instante 10,
esta caindo rapidamente; a inclinagao de uma linha tangente a trajetéria do estoque no
instante 10 tem uma inclinagdo de -40 unidades/tempo. Novamente, nao ha distorgoes
na trajetoria, portanto a taxa liquida cai linearmente de zero no instante 7,5
para -40 unidades/tempo no instante 10. No intervalo (10 ; 15|, o estoque
cresce repentinamente de forma linear a uma taxa liquida positiva constante. O estoque
aumenta de 0 para 100 unidades em 20=tan g = % unidades/tempo, onde § é o angulo
de inclinacdo da reta que liga os pontos (10;0) e (15;100). A taxa liquida, portanto,
aumenta de -40 unidades/tempo no instante anterior ao inicio do tempo 10 para
420 unidades/tempo logo apéds seu inicio permanecendo constante até o tempo
15. No intervalo de tempo (15 ; 20], o estoque diminui a uma taxa crescente, pelo que
a taxa liquida é negativa, mas crescente. Apds do tempo de inicio 15 podemos

desenhar uma linha de inclinacao 6 que aproxima a tangente a curva de estoque no tempo
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15, sendo essa linha a hipotenusa de um triangulo retangulo de catetos 75 e 2.5, da

uma estimativa da inclinacao de -30=-tanf = % unidades/tempo. A taxa liquida,
portanto, diminui de 20 unidades/tempo no instante anterior ao inicio do tempo 15
para -30 unidades/tempo crescendo linearmente até chegar a 0 por unidade de

tempo no instante 20.
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Figura 3.10: Representagao gréfica do processo de diferenciacao (taxa liquida) a partir da
estoque.

Exemplo 17. A Figura|3.11, mostra a representacao grdfica do estoque de um produto ao

longo do tempo, calcule as taxas de fluxo total usando o método de diferenciacao grdfica.
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Figura 3.11: Representacao grafica do estoque do Exemplo

Solugao: Da Figura temos o seguinte relato:

O estoque inicial é de 40 unidades. Durante o intervalo de tempo [0,5], o estoque aumenta
linearmente, de modo que a taxa liquida durante esse intervalos é constante e positiva.
O estoque vai se acumulando de 40 para 200 unidades em 5 unidades de tempo, entao a
taxa liquida (a inclinagdo do estoque é positiva) é de 32=(200-60)/5 unidades
por unidade de tempo.

Intervalo de tempo (5,10]; nesse intervalo o estoque comega a diminuir repentinamente
de forma linear de 200 para 60 unidades em 5 unidades de tempo, entao a taxa de fluxo
total (a inclinagao do estoque é negativa) é de -28=-140/5 unidade/tempo.
No intervalo de (10,20] o estoque permanece constante e igual a 60 unidades, o que
significa que o fluxo total é constante e igual a zero. A Figura|3.12/ mostra o as taxas

de fluxo total usando o processo de diferenciagao grafica.
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Figura 3.12: Representacao grafica do processo de diferenciacao a partir da estoque do Exemplo
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Capitulo 4

Proposta de Sequéncia Didatica:
Processos de Integracao e

Diferenciacao Grafica no Ensino
Meédio

Vimos no Capitulo 3 que o processo de Integracao e Diferenciacao Grafica repre-
senta um primeiro cultivo no ensino de integragao e diferenciagao de fungoes, pelo menos
no aspecto intuitivo. Colocando como instrumento didéatico os estoques e fluxos, conje-
turamos que é possivel desenvolver a intuicao desses conceitos através desses processos
graficos e preparar ao aluno de Ensino Médio a entender e usar os conceitos de derivadas
e integrais presentes na disciplina de Calculo.

Neste capitulo, colocaremos em pratica a metodologia de Dinamica de Sistemas
abordada nessa dissertacao. Propomos uma sequéncia didatica focada no desenvolvi-
mento da intuicao dos conceitos de derivada e integral por meio dos processos graficos
de diferenciacao e integragao. Partindo da base estabelecida nos capitulos anteriores,
onde exploramos as taxas de variacao e acumulacao de grandezas, nosso objetivo é guiar
o aluno do Ensino Médio na construcao de uma compreensao mais profunda e intuitiva
sobre como esses conceitos matematicos se aplicam a situacoes concretas.

Ao longo deste capitulo, utilizaremos os conceitos de estoques e fluxos como ferra-
mentas didaticas centrais. Essa abordagem ¢é fundamentada na metodologia de dinamica
de sistemas, que foi apresentada no Capitulo 2. Através dessa metodologia, os alunos serao
desafiados a explorar e entender como a taxa de variagao (derivada) e o acimulo de gran-

dezas (integral) podem ser representados graficamente, sem a necessidade de formalismos
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excessivos, mas com uma base solida que favorece a compreensao intuitiva.

A proposta didéatica sera estruturada de modo a incentivar a exploragao ativa e
a reflexao dos alunos, utilizando graficos, simulagoes e exemplos praticos para reforcar
a relacao entre os conceitos e suas aplicacoes no mundo real. Essa abordagem visa nao
apenas preparar o aluno para a compreensao dos conceitos de Célculo, mas também tornar
esses conceitos mais acessiveis e interessantes, conectando-os com situagoes do cotidiano
e problemas praticos. Agora, vamos iniciar a sequéncia didatica, que abordard as etapas
de inducao dos conceitos de derivada e integral por meio de atividades que envolvem

visualizacoes graficas e a modelagem de sistemas dinamicos.

4.1 Proposta de Sequéncia didatica sobre a inducao

dos conceitos de derivada e integral usando DS

Objetivo:
Induzir os conceitos de derivada e integral de maneira intuitiva e compreensivel
no ensino médio, utilizando abordagens tedricas e computacionais da dinamica de

sistemas.

Justificativa:
A utilizagdo de abordagens tedricas e computacionais da dinamica de sistemas visa
preparar os alunos para compreenderem intuitivamente os conceitos de derivada e
integral no ensino médio, antecipando uma base sélida para estudos mais avangados
no ensino superior. Esta metodologia nao apenas facilita a compreensao dos funda-
mentos matematicos, mas também fomenta o interesse pela matematica aplicada,
proporcionando uma transi¢ao suave para um aprendizado mais profundo e abstrato

nas disciplinas futuras.

Metodologia:
A sequéncia didatica foi desenvolvida para uma turma do 2° ano do ensino médio,
consistindo em 07 aulas adaptadas para o itinerario formativo Ntcleo de Inovacgao
Matematica do novo ensino médio. A proposta de ensinar derivada e integral
através da dinamica de sistemas neste contexto se justifica pela atual relevancia dos
principios da dinamica de sistemas, pela integracao interdisciplinar que fomenta,
pela preparacao dos alunos para estudos superiores e para o mercado de trabalho,

além de estimular a curiosidade e a inovacao.
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AULA 1: O Conceito de Sistema

Nesta primeira aula serao ensinados os conceitos preliminares sobre sistemas, componentes
de um sistema, caracteristicas e propédsitos de um sistema com exemplos diversificados

que levem em conta a realidade onde os estudantes estao inseridos.

Definicao 22. Um sistema é um conjunto de elementos inter-relacionados que trabalham
jguntos para alcancar um objetivo ou finalidade especifica. FEsses elementos podem ser
fisicos, como partes de uma mdquina, ou abstratos, como componentes de um processo
organizacional. A chave € que todos esses elementos devem interagir e cooperar de forma

coordenada para que o sistema funcione eficazmente e alcance o seu propdsito.

Diniamica de
Sistemas

Figura 4.1: Fonte: Adaptagao de https://www.estudoadministracao.com.br/ler/20-11-2014-o0-
que-significa-sic/.

Exemplo 18 (Sistema biol6gico). O corpo humano € um sistema composto por vdrios
sistemas menores, como o sistema circulatorio, respiratorio e digestivo, que interagem

para manter a saide e o funcionamento do organismo.

Exemplo 19 (Sistema informatico). Um computador é um sistema que inclui hardware
(como o processador e a memoria) e software (como o sistema operacional e 0s aplicati-

vos), trabalhando em conjunto para processar dados e realizar tarefas.

Exemplo 20 (Sistema Educacional). Inclui escolas, professores, alunos, curriculos e

métodos de ensino.

Exemplo 21 (Sistema social). Uma organizagcio ou empresa é um sistema social com-
posto por pessoas, estruturas e processos que colaboram para alcancar metas e objetivos

EMpresariais.
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Cada sistema tem sua prépria dinamica e pode ser analisado em termos de

variaveis de entrada e saida, processos, além das interacoes entre seus componentes.
Componentes de um sistema

Um sistema é composto por elementos, interconexoes e propdsitos, por exemplo, no caso
de um time de futebol: os elementos basicos sao os jogadores e o técnico, os elementos

estao interconectados e com um propédsito comum: ganhar a partida.
Caracteristicas de um sistema

No exemplo do time do futebol, se mudarmos os jogadores de um time ou o técnico, isso
pode afetar de diversas maneiras o comportamento e a performance do time. Imagine que
um time de futebol é um sistema. Aqui estao algumas caracteristicas fundamentais dos

sistemas, explicadas de forma simples com o exemplo do time.

e Sao dinamicos: Porque mudam com o tempo. Por exemplo no time de futebol, se
trocamos jogadores ou o técnico, o time muda e pode jogar de forma diferente em

cada jogo produzindo resultados diferentes.

e Sao acoplados: As partes estao conectadas e interagem entre si. No time de
futebol, os jogadores e o técnico trabalham juntos. Mudangas na composicao do

time por um ou mais jogadores podem afetar o desempenho dos outros.

e Sao governados por retroalimentagao: As acoes tém consequéncias que podem
afetar quem as tomou. Assim, se um jogador faz uma jogada ruim, o técnico pode
mudar a estratégia. O resultado da mudanca pode influenciar a proxima decisao do

técnico.

e Podem ser nao linear: O efeito pode ser muito maior ou menor do que a causa.
Em consequéncia, trocar um jogador pode, as vezes, ter um impacto muito grande
no desempenho do time, ou nenhum impacto significativo, dependendo de muitas

outras variaveis.

e O estado atual depende dos anteriores: O que acontece agora ¢ influenciado
pelo passado. Assim, se o time teve uma série de derrotas, isso pode afetar a moral

e o desempenho dos jogadores em jogos futuros.

e A estrutura interna determina o comportamento: Como o sistema ¢ organi-
zado afeta como ele funciona. Dessa maneira, a forma como o time esta organizado

e a estratégia do técnico influenciam como o time joga e se comporta em campo.
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e Complexidade além da compreensao: As vezes, o sistema é tao complexo que
é dificil entender completamente. No time de futebol, a interagao entre jogadores,
técnico, e outros fatores como lesoes e condigoes do jogo pode ser tao complexa que

é dificil prever exatamente como o time vai se sair.
Propésito de um Sistema

O propédsito de um sistema pode variar amplamente dependendo do contexto em que o
termo é usado. No entanto, de forma geral, um sistema é projetado para alcancar um
objetivo especifico ou para facilitar a realizacao de determinadas tarefas.

Donella Meadows (2000), ao discutir os sistemas, faz uma considera¢ao impor-
tante sobre o propdsito desses sistemas. Ela afirma: “O propdsito de um sistema é dificil
de ser notado. A funcao ou propdsito de um sistema nao € necessariamente dito, escrito
ou expresso explicitamente. Propositos podem ser deduzidos do comportamento, e nao da
retorica e nem de metas definidas” .

De acordo com Meadows, o propdsito de um sistema nao é algo que esta sempre
claramente expresso. O que um sistema realmente busca pode ser entendido mais pelas
suas acoes e pelos resultados que ele gera, e nao pelas metas ou intengoes que ele declara.
Ou seja, o comportamento do sistema é que revela seu verdadeiro propdsito. As vezes,
o que o sistema diz que quer fazer nao corresponde ao que ele efetivamente realiza. Por
exemplo, uma empresa pode afirmar que seu objetivo é oferecer produtos de qualidade
para melhorar a vida das pessoas. No entanto, se, na pratica, ela se concentra em maximi-
zar seus lucros e reduz a qualidade para reduzir custos, o comportamento real da empresa
pode sugerir que seu verdadeiro proposito é outro, como o lucro, e nao o bem-estar dos

consumidores.

Alguns exemplos de sistemas com seus respectivos componentes, interconexoes
e propositos

Exemplo 22. Sistema solar.

Elementos: Sol, planetas, luas, asteroides.

Interconexoes: Planetas orbitam o Sol, luas orbitam planetas, asteroides estao em cin-
turoes entre planetas.

Propésitos: Regulam a gravidade e a dérbita dos corpos celestes, fornecem luz e calor,

influenciam a formagao de planetas.
Exemplo 23. Sistema de esgoto urbano.

Elementos: Tubos de esgoto, estagoes de tratamento, fossas sépticas.

Interconexoes: Aguas residuais sao coletadas e transportadas para tratamento.
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Sistema Solar

Figura 4.2:  Fonte: Adaptagao de https://brasilescola.uol.com.br/geografia/
|sistema-solar.htm.|

Propésitos: Remocao de residuos e poluentes, protecao da saide publica, preservacao

do meio ambiente.

Figura 4.3: Fonte: Adaptacao de https://www.saaec.com.br/esgoto/o-que-e-esgoto/.

Exemplo 24. Sistema de Educagao.

Elementos: Escolas, professores, alunos, curriculos.

Interconexoes: Professores ensinam alunos, curriculos guiam o aprendizado.
Propésitos: Formacao académica e social dos alunos, preparo para o mercado de traba-
lho, desenvolvimento pessoal.

Formacao de grupos: Apds esse tltimo exemplo, recomenda-se a formacao de grupos
para realizarem as tarefas correspondentes. A quantidade de grupos formados levard em

consideracao o nimero de alunos da turma. Recomenda-se 4 ou 5 integrantes por grupo.

Tarefa 1: Cada grupo formado deverd apresentar, na préxima aula, um exemplo

de sistema em que sejam identificados: elementos, interconexoes e propdsitos.
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Figura 4.4: Fonte: Adaptacao de https://profseducacao.com.br/artigos/.

AULA 2: Introdugao ao Pensamento Sistémico

Nessa aula, retornaremos com os resultados das tarefas sobre sistemas e discutiremos o
pensamento sistémico. Nosso objetivo é garantir que os alunos compreendam o que é o
pensamento sistémico, sua relevancia e como ele pode ser aplicado para resolver problemas
complexos do mundo real utilizando a matematica. Este enfoque proporcionara aos alunos
uma visao ampliada sobre como os sistemas funcionam, como estao interligados e como
podem ser abordados matematicamente para encontrar solucoes eficazes. O pensamento
sistémico é uma abordagem que nos permite enxergar a totalidade das interacoes dentro de
um sistema, em vez de nos concentrarmos apenas nas suas partes isoladas. Ele nos ajuda a
identificar padroes e relacionamentos que moldam o comportamento do sistema ao longo
do tempo, facilitando a compreensao das dinamicas complexas que governam sistemas
em diversos contextos. De acordo com Peter Senge (1990), em A Quinta Disciplina, ”O
pensamento sistémico é a disciplina que permite ver as inter-relagoes em vez de coisas
isoladas, ver os padroes de mudanca ao longo do tempo e entender como a estrutura
de um sistema cria os resultados que ele gera”. Ou seja, o pensamento sistémico nos
permite enxergar o todo e compreender como as interagoes entre as partes de um sistema

influenciam seu comportamento, muitas vezes de maneira inesperada e complexa.

Definicao 23 (Pensamento Sistémico). O pensamento sistémico é uma abordagem ma-
temadtica para entender como as coisas funcionam no contexto de sistemas maiores ou Mais
complezxas. FEle se concentra em como as partes de um sistema interagem e se influenciam

mutuamente.
Beneficios do Pensamento Sistémico

e Resolucao de Problemas Complexos: Melhora a capacidade de lidar com pro-

blemas complexos e multifacetados, permitindo solu¢oes mais eficazes e integradas.
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Figura 4.5: https://www.ebrccoaching.com.br/a-importancia-do-pensamento-sistemico-nas-empr

e Planejamento e Estratégia: Auxilia no planejamento e na formulacao de es-

tratégias que consideram as interagoes e os efeitos de longo prazo.

e Inovacao e Melhoria Continua: Facilita a identificacdo de oportunidades para
inovacao e melhoria continua ao compreender como as mudancas afetam o sistema

como um todo.

Definigao 24 (Modelos Causais). Sdo representagoes visuais que ajudam a entender como
diferentes partes de um sistema estao conectadas e como uma mudan¢a em uma parte
pode afetar outras. Esses modelos sao apresentados através de diagramas que descrevem
uma situacao ou problema com base nas observacoes e no conhecimento de quem estd

analisando o sistema.

Definicao 25 (Relagoes Causais). As relagoes Causais descrevem como uma varidvel

afeta outra dentro de um sistema. FEssas relagoes podem ocorrer de duas formas principais:

e Diretas: Quando uma varidvel influencia diretamente outra.

e [eedbacks: Quando a influéncia entre varidveis cria ciclos de retroalimentagdo, os
quais podem ser: positivo (a mudanga inicial refor¢a e amplia a mudanga original)

e negativo (a mudanga inicial provoca efeitos que ajudam a estabilizar o sistema)

Exemplo 25. Se aumentamos a quantidade (fluzo) de dgua que entra em um tanque, o
nivel de dgua (armazenado) no tanque aumenta diretamente, temos uma relagdo positiva.
Mais nascimentos aumentam a popula¢ao, o que pode levar a ainda mais nascimentos,
criando um ciclo de crescimento acelerado, temos uma relacdo causal do tipo feedback
positivo. Se a popula¢do aumenta, a mortalidade dos individuos reduz a populacdo e ajuda

a manter o sistema mais equilibrado, estamos ante a presenca de um feedback negativo.
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O que é um diagrama causal?
Um diagrama causal é uma ferramenta que ajuda a visualizar como diferentes coisas
estao relacionadas e como uma mudanca em uma coisa pode afetar outra. Assim, como

exemplos de diagramas causais temos:

a) Ciclo de Realimentagao Positiva
Caracteristicas: Nesse tipo de ciclo, um aumento em uma varidvel causa um
aumento adicional na mesma variavel. Isso ocorre porque o efeito inicial reforca a

mudanca, criando um ciclo de reforco.

Exemplo 26. Suponha que desejamos representar a relacao entre "nascimentos”e
"populacao”. O diagrama causal inicial apresentado na Figura zz ilustra que a
taxa de nascimentos afeta o tamanho da populagao, e, por sua vez, o tamanho da

populacao influencia a taxa de nascimentos.

+

Nascimentos 5
. R1 Populacao

Figura 4.6: Feedback positivo do Exemplo

Sao definidas as Variaveis:

Nascimentos: Refere-se a taxa de novos nascimentos.

Populagao: O niimero total de pessoas em uma determinada area.
Interpretando as relagoes causais entre as variaveis:

E claro que se os nascimentos aumenta a populacao cresce, estamos ante um fee-
deback positivo. O que é interpretado no Diagrama Causal da Figura através
da seta com sinal positivo ~. Analogamente, se a populagao aumenta, havera mais

nascimentos porque ha mais pessoas.

Como foi visto na Capitulo 2, matematicamente, ciclos positivos sao as estruturas
bésicas responsaveis pelo crescimento exponencial. Um bom exemplo ¢é a caderneta

de poupanca.

Exemplo 27. Imagine que vocé abriu uma conta de poupanca e fez um depdsito
de um capital inicial Cy de R$ 1000,00, com uma taza de juros (i) de 12% ao ano.
Assim, ao final do primeiro ano vocé tera 1000,00 + 0,12 - 1000 = 1120,00. No
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sequndo ano vocé terd 1120 + 0,12 - 1120 = 1254,40 e assim sucessivamente. Em

quanto tempo levard para dobrar o capital inicial?

Solugao: A fungao exponencial tem uma caracteristica interessante: em intervalos
de tempos iguais ocorrem dobras de valores. Significa que se demorou 6 anos para
seu capital passar de R$ 1000,00 para R$ 2000,00, demorard mais 6 anos para
dobrar de R$ 2000, 00 para R$ 4000,00. Observe que nos primeiros 20 anos o seu
patrimonio crescerd lentamente, mas depois desse tempo comega ter um crescimento

notével, como pode ser observado na seguinte Tabela (a) e Gréficos (b e ¢) da Figura

417

0 RS 1.000,00 RS O | ek
1 R$1.120,00  R$120,00(| =000
2 R$1.254.40  RS254.40(| so00
3 RS140493  RS40493 2000
4 RS157352  R9573.52 oo
5 R$1.76234  RS762,34
0

b RS1.973,82 RS97382 123456 7 8 91011121314151617 1819 20 21
7 R52,210'68 RS]..Z].O,EB Periodo Dinheiro na poupanca
8 R$2.47596 RS1475,96 (b)
9 R$2.773,08 RS1.773,08
10 R$3.105,85 R52.105,85 Poupanca em 60 anos
11 R$3478,55 R2.47855(| 1000000

' ““I| 900000
12 RS3.895,98 RS2.895,98 800000
13 R$4.363,49 R93.36349(| 700000
14 R$4.887,11 R$3.887.11 288888
15 R$5.47357 R8447357 400000
16 RS6.130,39 R%5.13039| 300000
17 RS6.866,04 R95.866,04] 200000
18 RS$7.689.97 RS6.689,97 100008
19 RS8.612,76 R57.612,76 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
20 RS9.646,9 RS8.646,29 e Periodo ==\/glor futuro

(a) (o)

Figura 4.7: Feedback positivo no crescimento exponencial do Exemplo



b) Ciclo de realimentagao negativa
Um ciclo de realimentagao negativa é um tipo de feedback onde uma mudanca em
uma variavel leva a uma série de efeitos que, no final, causam uma reducao na
variavel original. Em outras palavras, um aumento em uma variavel pode even-
tualmente levar a uma diminuigao, ou uma diminuicao pode levar a um aumento,
ajudando a manter o sistema estdvel e equilibrado. Os ciclos de realimentagao ne-
gativa representam também acoes que conduzem a estabilizacao de um sistema,
buscando atingir uma meta. Eles surgem sempre que ha uma diferenca entre o
estado atual e o estado desejado, ou seja, o objetivo a ser alcangado. Esses ciclos
ajustam continuamente o sistema, reduzindo a diferenca entre o estado atual e o

estado desejado, promovendo assim a estabilidade e o equilibrio.

Exemplo 28. Representacao do diagrama causal das relacoes entre as varidveis

fome e consumo de comida.

Fome

—

Consumo de
comida

Figura 4.8: Feedback negativo entre as varidveis fome e consumo de comida do Exemplo

Sao definidas as Variaveis:

Fome: E a necessidade fisiologica de comida, que surge como um sinal de que o
corpo precisa de nutrientes.

Consumo de Comida: A quantidade de comida que vocé ingere.
Interpretando as relagoes causais entre as variaveis:

E claro que quando uma pessoa tem mais fome, aumenta a vontade de comer,
estamos diante um feedeback positivo. O que é interpretado no Diagrama Causal
da Figura através da seta com sinal positivo ~. Analogamente, a medida que
uma pessoa come, sua fome diminui. Portanto, um aumento no consumo de comida

leva a uma diminuicao na fome, isso é representado pela seta ~ com sinal negativo.

Observacao 10. O sinal “-’nao indica que a varidvel destino da seta sempre serd

diminuida, mas sim que terd um comportamento contrario ao da varidvel de origem.
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Exemplo 29. [Feedeback positivo e negativo] O crescimento de uma determinada po-

pulacao de individuos € afetada pelo nimero de nascimentos e mortes por ano. Encontre

o modelo causal das varidveis que relactonam a dinamica do crescimento da populacao.

Solucgao:

Identificamos as varidveis populagao, nascimentos e mortes.

Relagoes Causais:

Nascimentos e Populagao: Nascimentos aumentam a populacao. Quando mais pes-

soas nascem, a populagao cresce.

Mortes e Populagao: Mortes diminuem a populagao. Quando pessoas morrem, a

populacao diminui.

Populacao e Nascimentos: Populagao pode influenciar o nimero de nascimentos.
Em uma populagao maior, pode haver mais nascimentos devido ao maior niimero

de pessoas.

Populacao e Mortes: Populacao também pode influenciar a taxa de mortes. Em uma
populacao maior, pode haver mais mortes simplesmente devido ao maior niimero de

pessoas.

Feedback Positivo: Aumentos continuos em nascimentos levam a um crescimento
exponencial da populagao, que por sua vez leva a mais nascimentos. Esse ciclo
pode levar a um crescimento acelerado da populacao, se nao for controlado. Em
geral, um ciclo de realimentacao positiva equivale a tendéncia de crescimento (ou

decrescimento) e é representado por O com o sinal + entre o circulo.

Feedback Negativo: Aumentos na populagdo podem resultar em mais mortes,
que entao diminuem a populacao e estabilizam o sistema. Esse ciclo ajuda a man-
ter a populagdo em um intervalo mais estavel e controlado. Em geral, um ciclo
de realimentagao negativa equivale a tendéncia de estabilidade (ou equilibrio) e é
representado por O com o sinal — entre o circulo. Em resumo as relagoes causais

analisadas sao especificadas no Diagrama Causal da Figura [4.9]

Tarefa 2. Na préxima aula, cada grupo devera apresentar um exemplo de ci-

clo de realimentagao positiva e um exemplo de realimentagao negativa, identificando as

variaveis e as relagoes causais.

AULA 3: Estoque e Fluxo
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+ +

Nascimentos + Populacio - Mortes

+ —

Figura 4.9: Feedback positivo e negativo entre as varidveis nascimento, populagdo e morte do
Exemplo 29

Nesta aula, focaremos na introducao dos conceitos de estoques e fluxos. Para consolidar a
compreensao desses conceitos, utilizaremos o “Jogo do mamute”, uma ferramenta pratica

e interativa.

Dinamica de Estoque e Fluxo

Definigao 26 (Estoque). O estoque representa a quantidade de alguma grandeza que estd

acumulado em um determinado momento.

O estoque pode ser qualquer recurso, como agua em um tanque, dinheiro em uma conta

bancéria ou mesmo a quantidade de pessoas em uma cidade.

Definigao 27 (Fluxo). O fluxo representa a taxa de mudan¢a do estoque ao longo do

tempo. FE a velocidade com que uma grandeza entra ou sai do estoque.

Exemplo 30. Em um tanque que dispoe de uma entrada e uma saida, o fluxo representa
a quantidade de dgua que entra ou sai de um tanque por minuto, o dinheiro que entra
ou sai de uma conta bancdria por més, ou a quantidade de pessoas que se mudam para

dentro ou para fora de uma cidade por ano, entre outros.

Metéfora da Banheira: A Figura a seguir, mostra essa ideia de um estoque como
sendo uma caixa de agua e os fluxos de entrada e saida sao as torneiras.
A Figura [4.10] acima é uma representacao metaférica do estoque e fluxo. No

entanto existem softwares educacionais, como o Vensim, que produz uma ilustracao de
estoque e fluxo, veja a Figura [4.11]

Atividade

A seguir implementaremos a atividade lidica: Jogo do mamute — estoque e

fluxo.
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Fluxo Entrada=F.E

Fluxo Saida=E.S

Figura 4.10: Tlustragao metaférica da representagao da Dinamica de Estoque e Fluxo.

< % » Estoque = )
Fluxo Entrada Fluxo Saida

Figura 4.11: Diagrama de Estoque e Fluxo feito no Software educacional Vensim, representando
a metafora da banheira.

Nesta atividade, as equipes de alunos participarao de um jogo interativo que simula o
gerenciamento de um rebanho de vinte mamutes. Usando dados e graficos, os alunos
rastrearao o crescimento e o declinio da populacao de mamutes, aplicando conceitos ma-

tematicos fundamentais de estoque e fluxo.
Objetivos:

e Proporcionar aos alunos uma experiéncia pratica para a aplicacao e o aprofunda-
mento de conceitos matematicos como graficos, probabilidade, porcentagens, fracoes,

decaimento exponencial, além de estoque e fluxo.

e Aplicar esses conceitos para analisar dinamicas de sistemas, fazendo conexoes entre

dados quantitativos e as implicagoes de decisoes no gerenciamento de recursos.
A implementacao desta atividade pretende reforcar:

e Simulacao de estoque e fluxo: Cada equipe jogara um jogo de dados e construird
graficos para monitorar o nimero de mamutes em seu rebanho. O estoque inicial é
de 20 mamutes, e os fluxos incluem taxas de nascimento e mortalidade que alteram

esse estoque ao longo do tempo.

e Aplicacao de conceitos matematicos: Os alunos utilizarao calculos de proba-
bilidade, porcentagens e fracoes para simular eventos de nascimento e mortalidade.

Eles também criarao graficos para visualizar as mudancas no estoque e analisar
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Tabela 4.1: Exemplos de estoque e fluxo.

Estoque Fluxo Entrada Fluxo Saida

saldo da conta bancaria | dinheiro depositado na conta | dinheiro retirado

pessoas de um pais imigrantes emigrantes

como diferentes taxas de fluxo influenciam o crescimento ou declinio da populagao

de mamutes.

e Anadlise de decaimento exponencial: Ao ajustar varidveis e probabilidades,
os alunos explorarao como o decaimento exponencial pode ocorrer na populacao,
ajudando a compreender como um estoque pode diminuir rapidamente sob certas

condicoes.

Por meio do jogo, os alunos irao explorar a complexidade do gerenciamento de
uma populagao, entendendo como o estoque (a quantidade de mamutes na populagao) e o
fluxo (as taxas de nascimento e morte) interagem, e como equilibrar as taxas de entrada e
saida é essencial para manter um sistema sustentdavel. Ao final, os alunos serao capazes de
aplicar esses conceitos para analisar dinamicas de sistemas, fazendo conexoes entre dados

quantitativos e as implicagoes de decisoes no gerenciamento de recursos.

Materiais:

e 20 dados por equipe (mais alguns extras para o professor).

Caixas de papelao para rolar os dados.

Marcadores das mesmas duas cores para cada aluno.

Uma cépia das regras do jogo do mamute para cada equipe.

Cépias de duas planilhas para cada aluno: Acompanhando seu rebanho e gréafico da

sua populacao de mamutes.

Texto Introdutdrio:

Mamutes lanosos foram uma vez abundantes na América do Norte, mas desapareceram ha
cerca de 11.000 anos. A causa de sua extingao é debatida: poderia ter sido o aquecimento
do clima, uma doenca desconhecida ou a pressao de predadores. A maioria dos cientistas
acredita que a chegada de humanos intensificou a pressao sobre uma populagao ja enfra-

quecida pelo clima quente. Cagadores humanos podem ter contribuido para a extingao
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ao reduzir os mamutes a niveis criticos.

Na atividade, os alunos simularao o impacto da caga humana sobre uma populagao de-
clinante de mamutes usando o ”Jogo do mamute”. Eles jogarao duas versoes do jogo:
uma sem cac¢a humana e outra com a presenca de cacadores. Comparando as curvas de
extingao geradas, os alunos observarao como a caca humana acelera a taxa de extingao e

entenderao melhor os padroes de comportamento populacional.

Figura 4.12: https://revistagalileu.globo.com/ciencia/biologia/noticia/2023/
04/pesquisadores-descobrem-tracos-evolutivos-inusitados-do-mamute-lanoso.
ghtml

Observagao 11. FEsta atiwvidade € uma simulagcao. Queremos entender por que os ma-
mutes foram extintos, mas como nao podemos estudar mamutes reais na sala de aula,

usaremos dados para representd-los.
Procedimento:

1. Conversar com os alunos sobre teorias de extin¢gao dos mamutes, discutindo possiveis

causas como mudancas climaticas, doencas e caca.

2. Diga aos alunos que eles vao fingir rastrear a populacao de um rebanho de vinte
mamutes ao longo do tempo. Entao, eles vao representar graficamente a populagao.
Jogando o Jogo 1

3. Distribua 20 dados por equipe de alunos. Cada dado representarda um mamute,
entao a populacao inicial é 20. Os alunos registram isso na planilha, acompanhando

seu rebanho no Jogo 1. (Mantenha alguns dados extras disponiveis caso a populagao

de um rebanho suba acima de 20 durante o jogo).
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Jogo 1 Jogo 2

Ano Mamutes Ano Mamutes

Comeco 20 Comeco 20
1 1
2 2

4. Dé uma cépia das regras do Jogo do mamute para cada equipe ou use um projetor
para explicar as regras. Cada vez que o conjunto de dados é rolado, um ano simulado
passa. O numero em cada dado determina o destino do mamute individual que ele
representa. Para comecar a jogar, sacuda e role todos os dados na caixa de papelao.

Classifique os dados usando as regras na caixa abaixo.

Atribuir Regras de Jogo 1

1 um filhote nasce
o mamute é morto por um predador
o mamute morre de fome
o mamute continua vivendo mais um ano

o mamute continua vivendo mais um ano

[ G N

o mamute continua vivendo mais um ano

5. A precisao é muito importante, entao gaste tempo suficiente estabelecendo proce-
dimentos. Cada aluno deve rastrear a populagao em sua prépria tabela, mas todos
os membros da equipe devem concordar com os numeros.

- Classifique, conte e registre o nimero de mamutes restantes apés o primeiro ano.
- Para o segundo ano, role os dados novamente, usando apenas os mamutes que so-
breviveram ao primeiro ano mais quaisquer novos bezerros. Registre os resultados.

- Jogue e registre por 20 “anos”ou até que os mamutes se tornem extintos.

Observacao 12. como eles querem que os mamutes sobrevivam, os alunos mais
jovens podem ficar tentados a trapacear e mudar os resultados dos dados. Explique

que esta € uma stmulacdo, nao uma competicao.

- O objeto é semelhante a um experimento cientifico — se voce criar certas condicoes,

qual é o resultado?
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6. Dependendo da idade dos alunos e das rotinas da sala de aula, voce pode atribuir

tarefas aos membros da equipe ou deixa-los escolher as tarefas entre si. Por exemplo,

um aluno pode remover mamutes mortos, outro adiciona novos filhotes, um terceiro

é o contador oficial e assim por diante. Alterne as tarefas para envolver todos. O

aprendizado cooperativo em equipe funciona melhor quando os alunos entendem

quais sao suas funcgoes.

7. Depois que os alunos terminarem de jogar, pega que eles plotem os resultados na

planilha “Grafico de sua populacao de mamutes”.

Mamutes em Manada

O Jogo do Mamute - Exemplo de Grafico de Estudante
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Figura 4.13: Jogo do mamute. Exemplo de um possivel resultado para o Jogo 1.

Observagao 13.

- Cada aluno deve representar graficamente os dados usando o mesmo lapis ou marcador

de cor.

96



- Representar graficos pode ser dificil para alunos mais jovens, entao certifique-se de que
eles estejam plotando os pontos corretamente antes de conecta-los para fazer um grafico
de linhas.

- Funciona melhor jogar o jogo primeiro e depois desenhar o grafico.

- Os alunos desenham graficos de linhas para que possam discernir mais facilmente padroes

de comportamento ao longo do tempo.

Jogando o Jogo 2

1. Mude um dos destinos “o mamute continua vivendo mais um ano” para “o mamute
é morto por um cacador”. A introducao de cacadores humanos no jogo permite
que os jogadores comparem o que acontece com a populacao de mamutes quando a

pressao de caga ¢é aplicada.

Atribuir Regras de Jogo 2

1 um filhote nasce

o mamute é morto por um predador
o mamute morre de fome

o mamute é morto por um cacgador

o mamute continua vivendo mais um ano

S Ot = W N

o mamute continua vivendo mais um ano

2. Peca aos alunos para prever o que pode acontecer no Jogo 2 e explique seu raciocinio.
Nao importa se uma previsao esta certa ou errada. As reflexdes ajudam os alunos
a refletirem sobre seu pensamento conforme o jogo avanca? Quantos nimeros de
dados representam mortes no Jogo 27
A fragao de mortes no Jogo 2 é 3/6 ou 1/2. No Jogo 1 era 2/6 ou 1/3. Em média,
quando os dados sao langados, uma fragao maior do rebanho morreréa a cada ano no

Jogo 2.

3. Jogue o jogo dois seguindo as novas regras. Represente graficamente os resultados
em uma segunda cor no mesmo grafico usado para o Jogo 1, conforme mostrado
abaixo.

Tarefa 3: Jogando “Jogo do mamute” em grupo

Cada grupo deverd jogar os jogos 1 e 2 e apresentar os graficos produzidos. O profes-
sor regente devera solicitar que cada grupo analise os graficos com base nas seguintes

perguntas:
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O Jogo do Mamute - Exemplo de Grafico de Estudante
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Figura 4.14: Jogo do mamute. Exemplo de um possivel resultado para o Jogo 2.

1. O que mudou desta vez?

2. Como foi o padrao de extingao dos mamutes?
3. Quando os mamutes foram extintos?

4. Foi o que voceé havia previsto? Por qué?

5. Os mamutes foram extintos mais rapidamente desta vez? Por que isso aconteceu?

Havia mais mortes anuais ¢ menos nascimentos?

6. Por que os graficos mostram uma curva descendente que se estabiliza a medida que

a populagao de mamutes se aproxima da exting¢ao?

7. No inicio, a populagao diminuiu rapidamente devido a alta taxa de mortalidade. No
final, havia menos mamutes restantes para morrer. Como isso influencia a forma da

curva?
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8. Por que a linha é curva e nao reta? A linha seria reta se o nimero de mortes e

nascimentos fosse constante a cada ano?
9. Como as linhas dos Graficos do Jogo 1 e Jogo 2 se assemelham?
10. Quais sao as diferencas entre elas?

Logo, registre o nimero de mamutes restantes no seu rebanho apds cada ano.
Publicar os gréaficos produzidos por cada grupo para possibilitar a comparacgao e a dis-

cussao em sala de aula posteriormente.
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YA Grafico da Populacao de Mamutes
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Figura 4.15: Registro de dados em tabela e planilha para o esboco dos graficos.

Aula 4: Continuagao Jogo do Mamute
Retomar com a discussao sobre a tarefa relacionada ao “Jogo do mamute” de acordo com
os resultados produzidos.
Discussao sobre Estoque e Fluxo no Declinio Populacional

Estoque: A quantidade total de uma populagao (mamutes, no caso) em um momento

especifico.
Fluxo: As mudancas no estoque ao longo do tempo, como a taxa de nascimento ou morte.
Declinio Populacional

Curvas de Declinio: A forma das curvas nos graficos indica como o estoque de mamutes
diminui. Uma taxa de mortalidade maior resulta em um declinio mais rapido do estoque,

como visto no jogo 2

Estabilizacao: O estoque pode se estabilizar a medida que a populagao se aproxima da
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extingao devido ao menor nimero de mamutes restantes.
Impacto dos Cacgadores

Diferenca entre jogos: No jogo 2, a maior taxa de mortalidade causada pelos cagadores
leva a um declinio mais acentuado do estoque de mamutes. Comparar as curvas dos jogos

1 e 2, ajuda a entender o efeito dos cacadores.
Reflexao

Mudangas Populacionais: O jogo mostra como o estoque pode mudar com base nos
fluxos de nascimentos e mortes. Se os nascimentos excedem mortes, o estoque cresce; se
as mortes excedem nascimentos, o estoque diminui.

Estabilidade Populacional: Uma populacao se mantém estavel quando nascimentos e

mortes estao equilibrados.

Agora que os estudantes ja compreendem os conceitos de estoque e fluxo, vamos explorar
os conceitos de fluxo liquido e taxa liquida. Esses conhecimentos sao essenciais para que

possam entender o método de integracao e diferenciagao grafica.
Fluxo liquido

Fluxo liquido, por exemplo, é uma maneira de medir quanto dinheiro estd entrando e

saindo de um lugar durante um certo periodo.

Exemplo 31. Imagine que vocé tem uma mesada e, ao longo de um més, vocé recebe R
$ 100,00, mas gasta R $ 60,00 em lanches e passeios. O fluxo liquido € a diferenca entre

0 que vocé ganhou e o que vocé gastou.
e Entradas: R$ 100,00 (mesada recebida).
e Saidas: R$ 60,00 (gastos).
e Fluxo Liquido: R$ 100,00 - R$ 60,00 = R$ 40, 00.

Portanto, o fluxo liquido é o que sobra depois de considerar todas as entradas e saidas de

dinheiro. No seu caso, vocé ficou com R$ 40,00 ao final do més.

Exemplo 32. Suponha que vocé tem um balde que esta vazio e pretende enché-lo de dgua.
Vocé comega a encher o balde com a mangueira com uma vazao de 4 litros/minuto e hd
um buraco no fundo do balde com vazao de 2 litros por minuto. Qual serd o fluxo liquido

de dgua?

Solucgao:
Dados do Problema
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e Taxa de Entrada (mangueira): 4 litros por minuto.
e Taxa de Saida (buraco): 2 litros por minuto.

Célculo do Fluxo Liquido: O fluxo liquido de dgua é a diferenca entre a taxa de entrada

e a taxa de saida. Assim, podemos calcular o fluxo liquido através da férmula:
Fluxo Liquido = Taxa de Entrada - Taxa de Saida.
Aplicando a férmula, temos:
Fluxo Liquido = 4 litros/minuto - 2 litros/minuto = 2 litros/minuto.

Apébs 1 minuto:
Entrada de agua: 4 litros.
Saida de agua: 2 litros.

Nivel de dgua no balde: 4 - 2 = 2 litros.

Apébs 2 minutos:

Entrada de dgua: 4 + 4 = 8 litros.
Saida de agua: 2 + 2 = 4 litros.

Nivel de dgua no balde: 8 - 4 = 4 litros.

Apébs 3 minutos:

Entrada de dgua: 4 + 4 + 4 = 12 litros.
Saida de agua: 2 + 2 + 2 = 6 litros.
Nivel de 4gua no balde: 12 - 6 = 6 litros.

Neste exemplo, o nivel de dgua no balde estd aumentando 2 litros por minuto (diferenga

entre a entrada e a saida).

Taxa Liquida

Taxa liquida refere-se a uma taxa ou porcentagem depois de descontar custos ou dedugoes.
No contexto de sistemas, isso pode se referir, por exemplo, ao que voceé realmente ganha
ou perde ap6s considerar todas as perdas ou despesas, ou seja, taxa liquida é o ganho real

apos descontar custos ou taxas.

Exemplo 33. Vocé investe R$ 1000,00 em um fundo que promete 10% de retorno. Apds

uma taza de administracao de 2%, a taxa liquida é:

e Retorno Bruto: 10% de R$ 1000, 00, isto ¢ R$ 100, 00.

e Taxa de Administracao: 2% de R$ 1000, 00, isto é R$ 20, 00.
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e Retorno Liquido: R$ 100,00— R$ 20,00 = R$ 80, 00.

e Taxa Liquida: 8% = 10% — 2% de R$ 1000, 00 = R$ 80, 00.

Entao, a taxa liquida é a taxa de retorno que vocé realmente recebe depois de descontar

os custos ou impostos.

Tarefa 4: Na préxima aula, cada grupo devera apresentar dois exemplos: um
exemplo de estoque e fluxo envolvendo o conceito de fluxo liquido e o outro exemplo

envolvendo a taxa liquida.
AULA 5: O Processo de Integragao Grafica

Nessa aula serd introduzido o conceito de integral de fungoes através da técnica chamada

integracao grafica.

Definigao 28 (Integracao Grafica). Integracdo € o processo de acumular ou somar quan-

tidades ao longo do tempo.

Esse processo pode ser entendido em termos de estoques e fluxos, objetivo principal dessa
aula. Um estoque acumula (ou integra) seu fluzo liquido, sendo que a quantidade adicio-
nada a um estoque, em qualquer intervalo, é a area delimitada pelo grafico da taxa

liquida entre o inicio e o fim do intervalo.

Exemplo 34. Suponha que vocé tem um tanque de dgua e esta monitorando a taza de
fluro de dgua que entra no tanque ao longo de 5 minutos. Qual a quantidade de dgua
no tanque apos 5 minutos, considerando que o tanque estava vazio e a taxa de fluzo de

entrada € de 2 litros/minuto?

Solugao: Primeiramente, para resolver o exemplo apresentado podemos usar a informacao
“Qual a quantidade de agua no tanque apds b minutos, considerando que o tanque estava
vazio e a taxa de fluxo de entrada é de 2 litros/minuto?” Logo, a resposta seria, como o
tanque estd vazio, sendo o fluxo de entrada 2 litros/minuto, em 5 minutos teremos 2(5)
= 10 litros de dgua. Por outro lado, desejamos resolver o problema, identificando a teoria
aprendida sobre estoques e fluxos. Comecaremos identificando o estoque e o fluxo no

problema em questao.

Fluxo: Somente hd um fluxo de entrada de dgua. Nesse caso 2 litros/minuto.

Estoque: A quantidade de dgua se acumulando no tanque ao longo do tempo é o estoque.

Pela defini¢ao de integracao grafica “Um estoque acumula (ou integra) seu fluzo liquido,
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sendo que a quantidade adicionada a um estoque, em qualquer intervalo, € a drea delimi-
tada pelo grdfico da tazxa liquida entre o inicio e o fim do intervalo”. Logo, para calcular
a quantidade total de dgua acumulada no tanque (estoque) usando integracao grafica,
iremos representar graficamente a taxa constante de fluxo (curva) e finalmente calcular
a drea sob a curva. Como o fluxo é 2 litros/minuto, identificamos que o fluxo pode ser
modelado matematicamente por uma func¢ao constante, por exemplo f(¢) =2, 0 <t < 5.
O grafico dessa funcao é a linha de cor azul da Figura [£.16] ela representa o fluxo liquido

da dinamica.

Calculo do Estoque: A érea sob o grafico da funcao f representa o estoque (ou estado

Agua acumulada

2,5

Figura 4.16: O tanque acumula seu fluxo de entrada, a tendencia da agua é subir, pois
nao existe fluxo de saida.

do problema) da dinamica do sistema e representa a quantidade total de 4gua acumulada
no intervalo de tempo. Como a taxa de fluxo é constante, a area sob a curva é a area do

retangulo de base 5 e altura 2.
Area= altura x largura= 2 litros/minuto x 5 minutos= 10 litros.

Por outro lado, esse tipo de abordagem para resolver o problema em questao nos oferece
também uma maneira de como descrever matematicamente, na forma de funcao, nao
apenas o taxa de entrada de dgua (fluxo) mas também a quantidade de dgua acumulada
ao longo do tempo (estoque).

Funcao para Descrever a Quantidade de Agua: A maneira de como construir o
modelo matematico do estoque é representado pela férmula que descreve a area sob a
curva. Nesse caso, para um fluxo constante, como é nosso caso, a quantidade de dgua

acumulada no tanque ao longo do tempo é dada por:

Q(t) = taxa de fluxo x t,
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onde:
e (1) é a quantidade de dgua no tanque (em litros) no tempo t (em minutos).
e A taxa de fluxo é 2 litros por minuto.
e 1 é o tempo em minutos.

Dessa forma, a funcdo Q(t) que descreve a quantidade de dgua no tanque em fungao do
tempo t é:

Q(t) = 2t.

Para calcular a quantidade de agua no tanque apds 5 minutos, basta avaliar ¢ na funcao
Q, logo Q(5) = 2 x 5 = 10 litros. Algumas vantagens de termos o estoque definida em
forma de funcao sao:

- Uma vez fornecida uma funcao que modela o estoque do problema, podemos calcular
rapidamente, sob as mesmas condigoes do problema, por exemplo, a quantidade de dgua
em 5 horas (300 minutos). Nesse caso, basta fazer o seguinte calculo: Q(300) = 2 x 300 =
600 litros.

- Também, uma vez modelado o estoque, podemos responder a seguinte pergunta: Qual o
tempo necessario para a caixa de agua acumular 1000 litros? Nesse caso, se consideramos

esse tempo por 7, resolvemos da forma seguinte:

1000

Q(r) =1000 = Q(7) =27, = 1000 =27 = 7= = 500 minutos.

Ou seja, o tempo necessario para que a caixa acumule 1000 litros sao 500 minutos ou
500/60 = 8, 3 horas.

Observacao 14. No caso especifico do Exemplo 34, devido a que o fluzo é constante
ao longo do tempo, € usado uma funcdo contante para modelar o fluro. Em casos de
fluros varidveis, a fungao seria mais complera e poderia envolver outras ferramentas

matemdticas ou graficos para calcular o estoque.

Lembre-se que: Ao usar integracao grafica, calcula-se a quantidade total de 4gua acumu-
lada ao longo do tempo especificado. Graficamente, esse calculo corresponde a encontrar
a area sob a curva da taxa de fluxo que, neste caso, é constante e resulta no calculo da

area de um retangulo.

Exemplo 35. Suponha que um trabalhador de uma fabrica utiliza um tanque de arma-

zenamento de dgua para seu processo de producao. O tanque estd sendo preenchido por
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um sistema de bombeamento cuja capacidade de fornecimento de dgua varia ao longo do
tempo devido a ajustes mo sistema. A taxa de entrada de dgua no tanque € dada pela
fungao f(t) =34 2t, ondet € o tempo em horas e f(t) é a quantidade de dgua que entra
no tanque a cada hora, medida em litros por hora. Suponha que o tanque estava vazio no
wicio. O trabalhador precisa calcular: quantos litros de dgua serao acumulados no tanque
apos 4 horas.

Solugao: Para entender a dinamica de acimulo de d4gua vamos criar uma tabela de valores

em funcdo do fluxo f(t) = 3+ 2t. Da Tabela temos as seguintes informacoes: no

Tabela 4.2: Tabela de valores.

t (horas) ft)=3+2t
0 F(0)=3+2(0) =3
1 f)=3+2(1)=5
2 f(0)=3+4+2(2)=7
3 fB)=3+2(3)=9
1 FO)=3+2(4) =11

Fonte: Realizacao prépria.

tempo ¢t = 0 temos a entrada de 3 litros de dgua, no tempo ¢ = 1 hora, temos 3+2(1) =5
litros de dgua, ou seja, o fluxo aumentou em 2(1) litros. No tempo t = 2 horas, temos
3+2(2) = 7 litros de dgua, ou seja, o fluxo aumentou 2(2) litros, e assim sucessivamente.
Podemos interpretar, através da funcao que modela o fluxo, que a partir de uma hora, o
fluxo de entrada de dgua muda de comportamento para f(t) = 3 + 2t litros no tempo ¢.
A Figura mostra o grafico da fungao afim f(t) = 3+2t, 0 <t < 4, a reta, representa
o fluxo dado no intervalo de tempo [0,4]. O fluxo comega com uma taxa de entrada de

3 litros por hora e aumenta em 2 litros por hora a cada hora que passa. Calculo do

11

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 3.5 4.0
tempo

Figura 4.17: Fluxo de entrada.
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Estoque: A drea sob o grafico da fungao f(t) = 3 + 2t entre ¢t = 0 e t = 4, representa o
estoque (ou estado do problema) da dinamica, ele representa a quantidade total de dgua
acumulada no tanque no intervalo de tempo [0, 4], Figura . Como a funcao é afim,
nesse caso, a regiao que calcularemos sua area é poligonal. Logo, podemos calcular sua

area como a area de um trapézio.

12
10

[= S 2 ¢ ¢

0 1 2 3 e

m Série1 mSérie2 mSérie3

Figura 4.18: Fluxo de entrada.

(base maior + base menor) - (altura)
5 .

Area do trapézio =

Entao,
(11+3) - (4)
2

A drea sob a curva é a quantidade total de dgua acumulada (estoque), ou seja, 28 litros.

Area do trapézio = = 28.

Tarefa 5: Cada grupo devera apresentar na proxima aula um exemplo de aplicacao
e solucao por meio da integracao grafica, os seguintes casos:
1) Uma aplicagao considerando fluxo constante em um intervalo de tempo.
2) Uma aplicac¢do considerando fluxo varidavel (modelado por uma fungao afim) em num

intervalo de tempo.
AULA 6: O Processo de Integracao Grafica

Os exemplos anteriores norteiam a compreensao da importancia da dinamica de sistema,
porém o uso das técnicas do método grafico é mais interessante em problemas complexos.
Nessa aula os estudantes aprofundarao o tema, aprendendo a analisar e fazer interpretacao

de problemas através da integracao grafica. Lembrando que integracao grafica é o processo
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de encontrar a area sob a curva de uma funcao a partir do fluxo liquido. Esta area
representa a acumulagao de uma quantidade (estoque) ao longo do tempo em fungao do

fluxo de entrada.

Analise do Processo de Integracao Grafica
Nessa aula explicaremos o processo de integracao gréafica através de um exemplo,
colocamos em pratica o processo seguindo uma sequéncia de passos. Lembramos que o

processo consiste em estimar o estoque a partir do seu gréafico de fluxo liquido.

Exemplo 36. Suponhamos que o fluxo de entrada no estoque siga o padrao mostrado
na Figura[{.19 e o fluzo de saida do estoque € zero. Se existe um estoque inicial de 100
unidades, qual € o comportamento do estoque ao longo do tempo e quanto hd no estoque

apos 50 sequndos?.

30
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0 10 20 30 40 50
Tempo(segundos)

Figura 4.19: O estoque acumula seus fluxos de entrada (linha de cor azul) e saida (nula).

Solucao: A seguir descreveremos o processo em etapas.
1. Calcule e represente graficamente a taxa total de entrada, a taxa total de saida

do estoque e a taxa total de variagao do estoque.

Taxa total do estoque = Taxa total de entrada - Taxa total de saida

= Fluxo liquido (linha de cor azul na Figura M)

2. Faca um grafico separado para os estoques abaixo do diagrama de fluxo com os eixos

de tempo alinhados.
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Grafico Superior: Fluxo Liquido

Eixo y (fluxo liquido em unidades/segundo): Indica a variacao do estoque em uni-
dades por segundo.

Eixo = (tempo): Indica o tempo em segundos.

Gréfico Inferior: Estoque

Eixo y (estoque em unidades): Indica a quantidade acumulada de estoque em uni-

dades.

Eixo = (tempo): Indica o tempo em segundos.

3. Trace o valor inicial do estoque no gréafico de estoques. O valor inicial do estoque

em nosso exemplo ¢ 100 unidades.

30

N
S

Fluxo liquido
(unidades/segundo)

Y

Estoque
(unidades)

20 30 40 50
Tempo(segundos)

Figura 4.20: O estoque (linha de cor vermelha) acumula seu fluxo de entrada, a tendencia da

agua € subir, pois nao existe fluxo de saida.

4. Divida o fluxo liquido em intervalos de tempos iguais e calcule o valor adicionado
ao estoque durante cada subintervalo. No exemplo, cada subintervalo tem compri-

mento de 10 segundos.
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Temos as seguintes observagoes do processo:

- No intervalo de tempo de 0 a 10 segundos, a entrada é 0 unidades/segundo.

- No tempo 10 segundos, o fluxo de entrada aumenta repentinamente para 30 unida-
des/segundo e permanece nesse ritmo por 20 segundos. Logo, no intervalo de tempo
de 10 a 30 segundos o fluxo liquido é de 30 unidades/segundo.

- Apés 30 segundos, a entrada retorna a 0 unidades/segundo e permanece por 20
segundos, logo no intervalo de tempo de 30 a 50 segundos o fluxo de entrada é de 0

unidades/segundo.

. Esboce a trajetéria do estoque entre o inicio e o final de cada intervalo. Encontre
o valor da taxa liquida no inicio do segmento. E positivo ou negativo? Se o fluxo
liquido for positivo, o estoque sera crescente durante esse tempo. Se o fluxo liquido
for negativo, o estoque sera decrescente.

No exemplo, para determinar quanto h&d no estoque no tempo de 50 segundos,
devemos somar o acumulo do estoque ao longo do tempo, ou seja, precisamos integrar
o fluxo ao longo do tempo. Na Figura[4.20] a linha vermelha representa a trajetéria
do estoque, ela é calculada pela drea sob a curva da taxa total do estoque, adicionado

pelo fluxo a partir do estoque inicial.

. Sempre que a taxa total é zero, o estoque permanece inalterado. Certifique-se de
que seu grafico do estoque nao mostre nenhuma mudanca no estoque em todos os
lugares em que a taxa liquida de variagao é zero. Se a taxa liquida permanecer
zero durante algum intervalo, o estoque permanece constante em qualquer va-

lor que tinha quando a taxa liquida se tornou zero.

Calculo da Integragao Grafica:

- De 0 a 10 segundos: Fluxo de entrada: 0 unidades/segundo, logo a érea sob a
curva é: 0x10=0 unidades

Estoque ao final do periodo: 1004+0=100 unidades.

- De 10 a 30 segundos: Fluxo de entrada: 30 unidades/segundo.

Area sob a curva: 20x30=600 unidades.

Estoque ao final do periodo: 1004+-600=700 unidades.

- De 30 a 50 segundos: Fluxo de entrada: 0 unidades/segundo.

Area sob a curva: 0x10=0 unidades Estoque ao final do periodo: 700+0=700 uni-
dades. Portanto, no tempo 50 segundos, o estoque tera 700 unidades. O comporta-
mento do estoque ao longo do tempo é descrito a seguir:

Comportamento do Estoque:

e De 0 a 10 segundos: O estoque permanece constante em 100 unidades, pois a
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entrada é zero.

e De 10 a 30 segundos: O estoque aumenta linearmente de 100 para 600 unidades,
pois a entrada é 30 unidades/segundo.

e De 30 a 50 segundos: O estoque permanece constante em 700 unidades, pois a

entrada volta a zero.
7. Repita as etapas 4 a 6 até terminar.

Resumo:

e Fluxo Liquido: Representa a taxa de mudanca no estoque. Um fluxo liquido positivo
indica que o estoque esta aumentando.

e Estoque: Representa a quantidade acumulada ao longo do tempo. Depende diretamente

do fluxo liquido.

Tarefa 6: As atividades desta tarefa serao realizadas na sala de aula. Cada grupo
serd responsavel por um exercicio especifico, e é possivel que diferentes grupos realizem o
mesmo exercicio, porém com diferentes valores. Os exercicios que envolve a tarefa serao

descritos a seguir.

Exercicio 1: Economia Doméstica
Situacao: Uma pessoa estd monitorando suas economias, considerando seus depdsitos

mensais e retiradas. Sao encontrados os seguintes dados:
e Taxa de depositos: 200 reais por mes.
e Taxa de retiradas: 150 reais por mes.
e Tempo de observacao: 0 a 12 meses.
e Valor inicial do estoque: 1000 reais.

Calcule e represente graficamente a taxa liquida de variacao das economias.

Solucgao:
Taxa liquida de variacao = Depésitos - Retiradas = 200 - 150 = 50 reais por més.

Vocé pode criar um grafico de linha para mostrar a taxa liquida de variacao ao longo dos
12 meses.

Configure graficos para economias e fluxos. Crie dois gréficos:

Grafico de Economias: Mostre o saldo da conta ao longo do tempo. Inicie com 1000,00

reais e adicione a taxa liquida de variagao mensal.
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Grafico de Fluxos: Mostre depdsitos e retiradas ao longo dos meses.

Passos a realizar para a obtencao da solugao:

1.

Calcule e represente graficamente a taxa total de depdsitos e retiradas.

. Calcule e represente graficamente a taxa liquida de variagao das economias.

Configure graficos para economias e fluxos.

. Trace o valor inicial das economias no grafico de estoques.
. Divida o fluxo liquido em intervalos e calcule o valor adicionado ao estoque.

. Esboce a trajetoria das economias.

Exercicio 2: Inventario de Produtos em uma Loja

Situacao: Uma loja estd monitorando o estoque de um produto, considerando as entradas

de novas mercadorias e as vendas.

Temos os seguintes dados:

1.

2.

3.

4.

Taxa de entradas: 20 unidades por semana.
Taxa de vendas: 15 unidades por semana.
Tempo de observacao: 0 a 8 semanas.

Valor inicial do estoque: 100 unidades.

Solugao:

Passos a realizar para a obtencao da solucao:

1.

Calcule e represente graficamente a taxa total de entradas e vendas.
Calcule e represente graficamente a taxa liquida de variacao do estoque.

Configure graficos para estoques e fluxos.

. Trace o valor inicial do estoque no gréafico de estoques.
. Divida o fluxo liquido em intervalos e calcule o valor adicionado ao estoque.

. Esboce a trajetoria do estoque.
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AULA 7: Processo de Diferenciacao Grafica

Nesta aula, sera introduzido o conceito de diferenciacao gréafica e suas aplicacoes. Primei-
ramente, nos debrugaremos nas seguintes definicoes.

Taxa de Variacao Liquida: A taxa de variacao liquida de um estoque é determinada
pela diferenca entre as taxas de entrada e saida (fluxos). Se a taxa de entrada for maior
que a taxa de saida em um determinado momento, o estoque aumentara mais rapida-
mente; se a taxa de saida for maior, o estoque diminuira.

Diferenciagcao Grafica: O inverso da integracao é a diferenciacao, isto é, o calculo da

taxa liquida de variacao de uma agao a partir de sua trajetoria.

Diferenciacao grafica refere-se, pois, a interpretagao da taxa de variacao liquida
a partir do grafico do estoque ao longo do tempo. Visualmente, a inclinagao da curva do
estoque em um ponto especifico representa a taxa de variacao instantanea desse estoque
naquele momento. Para entendermos a obtencao do fluxo a partir de seu estoque é im-
portante interpretarmos a inclinagao de uma reta. Assim, iremos reforgar este contetido

através de uma atividade.

Tarefa 07: Proponha um exercicio para os alunos desenvolverem na sala de aula.
Apos a conclusao, realizar uma discussao em grupo para compartilhar e refletir sobre as

solucoes encontradas.

Exercicio: Explorando a inclinacao de graficos

Situagao: Vamos explorar como a inclinagao do grafico de uma funcao afim (reta) pode
ser compreendida e interpretada.

Dados: Considere a func¢ao afim representada pela equagao: f(x) = 3z + 2 no intervalo
[0, 20].

a) Desenhe o graifico da funcao f(x) = 3z+2 no intervalo [0, 20] no sistema de coordenadas

cartesianas.
b) Identifique e marque os pontos de intercepto da reta com o eixo y e o eixo z.

c) Selecione dois pontos diferentes na reta que vocé desenhou. Por exemplo, os pontos
(0,2) e (2,8).

d) Para os dois pontos escolhidos, calcule a mudanga vertical (diferenca em y) e a mu-

danga horizontal (diferenga em x) entre eles.

Mudanga vertical = valor de y do segundo ponto - valor de y do primeiro ponto.
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Mudanca horizontal = valor de  do segundo ponto - valor de  do primeiro ponto.

e) Divida a mudanga vertical pela mudanga horizontal. Esse valor representa a inclinagao

da reta.
f) O que a inclinagao indica sobre a reta?

Apos responder os itens da questao, sera feita uma discussao sobre a interpretacao
da inclinagao.
Conclusao da atividade: A inclinacao da reta reflete a taxa de variacao de y em relagao
a x. Uma inclinacao positiva mostra um aumento, uma inclinagao negativa mostra uma
diminuicao, e uma inclinagao zero indica estabilidade horizontal. Esta interpretacao ajuda
a entender a relagao entre as variaveis representadas no grafico.

A seguir, iremos obter o fluxo liquido através das informacgoes do estoque dado.

Exemplo 37 (Acumulo de 4gua num reservatério). Um reservatorio inicialmente vazio
¢ enchido por um fluxo de dgua sem a presenca de fluzo de saida. Apds 5 seqgundos o
estoque de dgua resulta ser 25 litros. Encontre o fluxo da dgua que permitiu o actimulo

no reservatdrio dado na Figura[].21]

25 1

201

0 1 2 3 4 5

Tempo

Figura 4.21: Relagao estoque (linha de cor verde) e tempo.

Solucao: Se nao hé fluxo de saida, entao, o reservatorio vai acumular agua a ritmo
constante. O estoque de agua cresce de forma linear e é dado pela fungao y(t) = 5¢, t > 0,

onde t é o tempo dado em segundos. Temos:

Fluxo total=Fluxo entrada-Fluxo saida= Fluxo entrada.
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Do grafico do estoque (4.21]), vamos a estimar o fluxo total. Observamos a Tabela :

O coeficiente 5 é a taxa de variacao de y em relacao a t, que representa o fluxo total

Tabela 4.3: Fluxo Total.

t (segundos) | f(t+1)— f(t) Taxa de variagao
1 f(1) = f(0) = 5
2 f2)-r)=5 5
3 f3)—f(2)=5 5
4 f4)=f(3)=5 5
5 f(B)—f4)=5 5

Fonte: Realizacao prépria.

da dgua para o reservatério. Portanto, o fluxo de dgua é de 5 (constante, pois ndo ha
fluxo de saida) litros por segundo, veja Figura m Esse valor indica que a agua esta
sendo adicionada a reservatério a uma taxa constante de 5 litros a cada segundo. A taxa
de variagao do nivel da dgua no reservatério (estoque) é representada pela inclinagao da
curva do nivel da dgua em relagao ao tempo. Se a inclinagao for positiva, o nivel da dgua

estd aumentando; se for negativa, esta diminuindo.

25 1

20 1

0 1 2 3 4 3

Tempo

Figura 4.22: Fluxo total do estoque (linha de cor azul).

Exemplo 38. A trajetdria de um estoque é mostrada na Figura [{.23 ~ Determine o

comportamento de sua tara liquida por diferenciacdao grafica. Nao use computador.

Solucao: A diferenciacao grafica é direta. Basta estimar a inclinagao do estoque em

cada momento e plota-lo em um grafico da taxa liquida.
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Figura 4.23: Distribuigao do estoque (linha de cor azul).

Inicio do estoque:

O estoque inicial é de 2.000 unidades. Nas primeiras 10 semanas, a acao cai linearmente,
com uma taxa liquida constante de -100 unidades por semana.

Aumento repentino:

Na semana 10, o estoque comeca a aumentar rapidamente. Desenhar uma linha tangente
a curva de estoque no tempo 10 anos dd uma estimativa da inclinacao de 200 unida-
des/semana. A taxa liquida aumenta de -100 unidades por semana antes da semana 10
para +200 unidades por semana logo apds o inicio da semana 10.

Pico e queda:

Das semanas 10 a 20, o estoque aumenta a uma taxa decrescente, atingindo o maximo no
momento 20. A taxa liquida é zero no momento 20.

Queda linear:

Da semana 20 a semana 30, o estoque esta caindo. Na semana 30, a taxa liquida cai
rapidamente, com uma inclinacao de -200 unidades por semana.

Estabilidade Final:

Apéds a semana 30, o estoque para de mudar e permanece constante. A taxa liquida sobe
abruptamente de -200 para zero por semana e permanece em zero.

Em resumo, temos uma trajetoria interessante do estoque, com mudancas significativas

na taxa liquida ao longo do tempo, veja a Figura |4.24]
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Figura 4.24: Superposicao do estoque e o fluxo total (linha de cor vermelho).

Tarefa 7: Escrever um relatério individual sobre como a dinamica de sistemas

ajudou a entender melhor os conceitos de derivada e integral e como esses conceitos podem

ser aplicados em situagoes reais.

Avaliagao: A avaliacao sera baseada em:

e Participacao nas atividades de grupo.

e Qualidade e clareza das apresentacoes dos grupos.

e Compreensao demonstrada nas tarefas de casa e relatério final.

Esta sequéncia didatica teve como objetivo principal proporcionar uma compre-

ensao intuitiva dos conceitos de derivadas e integrais de funcoes através da pratica e

aplicacao em sistemas dinamicos, preparando os alunos para estudos futuros e aplicagoes

préticas.

118



Capitulo 5
Consideracoes Finais

Nessa dissertacao foi apresentada uma proposta de sequéncia didatica para o En-
sino Médio, com o objetivo de introduzir os conceitos de estoque e fluxo por meio da
metodologia da dinamica de sistemas, de maneira acessivel e intuitiva. A proposta se
alinha com a necessidade crescente de modernizar o ensino da matematica, oferecendo
aos alunos uma compreensao mais concreta e visual de conceitos matematicos avancados,
como derivada e integral, sem recorrer a uma matematica abstrata e complexa em estagios
iniciais da aprendizagem. Embora a sequéncia didatica nao tenha sido aplicada de forma
pratica neste estudo, espera-se que, ao ser implementada em futuras turmas, ela possa
promover uma mudanca significativa na forma como os alunos compreendem os processos
de diferenciacao e integracao. A dinamica de sistemas, com suas representacoes graficas
e simulagoes, tem o potencial de proporcionar uma abordagem mais interativa e envol-
vente, permitindo que os alunos desenvolvam uma intuicao matematica fundamental para
o estudo posterior de calculo. A expectativa é que, ao trabalhar com fluxos e estoques
de forma pratica, os estudantes compreendam, de maneira visual e aplicada, os concei-
tos subjacentes a diferenciagao (taxa de variacdo) e a integracao (actimulo ao longo do
tempo). Os principais beneficios esperados com a aplicagao dessa abordagem incluem:
Desenvolvimento da intuicao matematica: Ao aplicar o conceito de fluxos e es-
toques em modelos simples e dinamicos, os alunos terao uma visao mais intuitiva do
comportamento de sistemas matematicos, o que facilitard a compreensao dos conceitos
de derivada e integral quando abordados futuramente no curriculo do ensino superior.
Maior engajamento e motivacao: A utilizacao de simula¢bes computacionais e a vi-
sualizacao grafica por meio de ferramentas como o Vensim-PLE tornam o aprendizado
mais atraente e dinamico, potencializando o engajamento dos alunos e despertando seu
interesse por areas das ciéncias exatas, engenharia ou ciencias aplicadas. Integragao de

conteidos matematicos com situagoes reais: A proposta visa mostrar aos alunos
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como a matematica se aplica a fenomenos reais e do cotidiano (ex: populagoes, recur-
sos naturais, sistemas econoémicos), o que pode aumentar a percepcao da relevancia da
matematica em suas vidas e futuras carreiras. Apoio a formagao continuada de pro-
fessores: A aplicacao dessa metodologia, se bem implementada, também podera ser uma
importante ferramenta para a formacao continuada dos professores, que poderao apren-
der a usar tecnologias educacionais e técnicas de modelagem matematica para ensinar
de forma mais interativa e eficaz. Contudo, como a proposta ainda nao foi testada em
sala de aula, nao é possivel validar empiricamente os resultados e os beneficios mencio-
nados. Espera-se que, em futuras pesquisas e aplicagoes praticas, os professores possam
implementar essa sequéncia didatica e analisar os efeitos na compreensao dos alunos e no
desempenho académico, possibilitando a realizagao de ajustes conforme necessario. Final-
mente, os autores desse trabalho esperam ter contribuido em mostrar caminhos possiveis
para o ensino de conceitos importantes nas primeiras disciplinas de um curso da area de
exatas, engenharia ou ciéncias aplicadas. Dessa forma, espera-se que o amadurecimentos
dos conceitos de derivada e integral contribua na diminuicao das taxas de reprovacao e

evasao no ensino superior.
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