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Resumo

O mecanismo utilizado em um dos meios de transporte mais antigos do mundo, a bici-
cleta, praticamente ndo sofreu alteracdes ao longo dos anos. A maneira de pedalar uma bicicleta,
exercendo torque em movimento circular, foi inventada hd mais de 200 anos. Neste trabalho,
vamos exibir um modelo de pedalar em que a variacdo do comprimento da pedivela da bicicleta
pode dobrar o torque exercido no movimento de pedalar nos pontos de maior for¢a. Ainda
assim, serd possivel mostrar matematicamente que o movimento descrito continuard sendo cir-
cular. Além de fornecer uma forma diferente de constru¢do do mecanismo de transferéncia de
forca em uma bicicleta, este trabalho apresentard uma aplicacdo da trigonometria em um pro-
blema real, utilizando teoremas e leis de trigonometria acessiveis para alunos do ensino médio.

Palavras-chave: Ensino, Educacdo Matématica, Bicicleta, Trigonometria, Torque.



Abstract

The mechanism used in one of the world’s oldest means of transportation, the bicycle,
has undergone practically no changes over the years. The method of pedaling a bicycle, by
applying torque in a circular motion, was invented more than 200 years ago. In this work, we
present a pedaling model in which varying the length of the bicycle crank can double the torque
applied at the points of greatest force during pedaling. Nevertheless, it will be mathematically
demonstrated that the described motion will remain circular. In addition to proposing a different
design for the force transfer mechanism in a bicycle, this work will present an application of
trigonometry to a real-world problem, using theorems and trigonometric laws accessible to high
school students.

Keywords: Teaching, Mathematics Education, Bicycle, Trigonometry, Torque.
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INTRODUCAO

A matemdtica € uma ciéncia com registros milenares, todavia se atualiza constante-
mente, sempre com novas descobertas, novos métodos para a solu¢cdo de determinados contetdos,
inclusive, em outubro de 2024, foi noticiado em vérios portais de noticias, G1, CNN, Terra, uma
possivel solu¢c@o para um problema matematico de 124 anos. Nos dias atuais a matematica se
apresenta em varios aspectos da nossa vida cotidiana, desde as compras no mercado até em
desnvolvimentos mais avangados de tecnologia.

Entretanto, apesar de toda a relevancia do conhecimento matematico, nos bancos de sala
de aula mais especificamente, existem problemas relatados por professores e alunos, quanto ao
processo de ensino e aprendizagem da matemadtica. Pelo lado dos alunos, € relatado a dificul-
dade em aprender o contetiido, sendo considerado muito dificil. Somando-se a isso, os alunos
enxergam a matematica com pouca aplicabilidade no cotidiano. Pelo lado dos professores, € re-
latado a falta de comprometimento e interesse dos alunos em aprender e desenvolver o conteudo.
O fato € que esses problemas sdo geradores de desmotivagdo tanto para alunos quanto para pro-
fessores.

Buscando solucionar os problemas descritos, muitas estratégias vém sendo implemen-
tadas em sala de aula, como a utilizagdo de jogos, a utilizacdo de softwares especificos de
matematica e a formacdo continuada para professores. Nesse contexto, foi desenvolvido este
presente trabalho. Para tal, unimos a bicicleta, um meio de transporte popular entre jovens e
adultos e também entre professores e alunos, com a trigonometria do ensino médio, um tema
relevante dentro da matematica basica, pois esta presente no ENEM e demais vestibulares para
acesso universitario.

A bicicleta, um meio de transporte inventado hd mais de 200 anos, que adquiriu alta
popularidade, ¢ um bom exemplo de como a matematica do ensino médio, mais especificamente
o conteudo de trigonometria, pode ser trabalhado no nosso cotidiano. Assim, propomos uma
inovagdo tecnoldgica no ato de pedalar. Embora a bicicleta tenha sido inventada no século
XVIII, e durante estes mais de duzentos anos tenha sofrido vérias inovagdes, o ato de pedalar
em si literalmente ndo mudou.

De forma sucinta, o que estamos propondo é uma nova maneira de pedalar, em que o
pedivela da bicicleta vai obter um aumento no seu comprimento nos momentos propicios. Esse
aumento do pedivela vai proporcionar ao ciclista uma redu¢do do esfor¢co, um maior torque e
consequentemente um aumento de velocidade.

Com a utilizagdo da trigonometria para desenvolver esse projeto, podemos contribuir
para um processo de ensino mais eficaz. Além disso, busca contribuir para a relevancia da
matematica no nosso dia a dia, ndo apenas para lidar com dinheiro, mas também para medir a

eficiéncia e melhorar varios processos.
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Motivacao para o estudo

E fundamental para jovens e adultos o conhecimento matemdtico, pois é essencial para
tomada de decisoes e resolu¢cdo de problemas. Em um artigo Do jornal Correio Braziliense,
escreve que durante a pandemia as profissdes ligadas a matemadtica tiveram uma menor reducdo
que em relacdo as demais profissdes. Assim, nota-se que o conhecimento matematico ultrapassa
os bancos da sala de aula, sendo também de fundamental importincia para o campo profissional,
onde encontra aplicagdo em vdrias areas.(SZYLLER, 2024)

No entanto, o processo de ensino e aprendizagem t€m se tornado motivo de preocupacao
para professores e alunos, haja visto que os resultados apresentados pelos estudantes brasileiros
nos mais variados testes nao sdo satisfatorios. Nossos alunos demonstram grande dificuldade
em aprender e aplicar os conceitos matemaéticos, que € um quadro desafiador para o pais.

Sobre a percepcao que os alunos possuem da matematica, nota-se que os alunos veem a
matematica como um monstro, uma disciplina chata e de dificil entendimento, considerada até
mesmo impossivel de ser entendida. (FREITAS ETAL, 2016)

De forma objetiva, sobre o contetudo de trigonometria, elenca-se as seguintes dificulda-
des encontradas por alunos e professores:(NASCIMENTO, 2013)

as limitacOes dos professores em relagdo ao conhecimento do conteido;
* 0 aluno ndo compreende as férmulas e os termos técnicos;

* o aluno encontra muitas dificuldades para interpretar os exercicios;

* a mecanizacao na resolugcdo dos contetidos;

* os alunos ndo enxengarm significado no conteido;

Muitos esforcos estdo sendo feitos para a alteracdo desse quadro, e este trabalho se
propde a ser mais um desses esforcos, com o objetivo de aproximar o conteddo de matematica
do ensino médio a elementos cotidianos do dia a dia, neste caso, a junc¢ao da trigonometria com

a bicicleta.

Metodologia

Para a execucgdo deste trabalho, foi feita uma pesquisa bibliogrifica, com a utilizacao
de livros, nas bases de dados da Scielo, Google academics e nos periddicos da Capes, além de
artigos de jornais.

“A pesquisa € a busca ou a investigacdo sistematizada de conhecimentos cientificos.
Pode ser classificada quanto a sua natureza pura (cientifica) ou aplicada (tecnolégica).”(PRADOQO,
GONCALVES, MARCELINO. 2013 p.3)



17

Para a escrita a do trabalho, utilizamos o Overleaf, uma plataforma gratuita, que nos
permite uma escrita em I£IEX, que facilita a escrita de elementos matemadticos. Utilizamos o

GeoGebra que também € um software gratuito, para confeccionarmos os desenhos do trabalho.

Estrutura do Trabalho

O presente trabalho foi dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo, fizemos o
referencial tedrico de trigonometria, apresentaremos as principais formulas utilizadas no desen-
volvimento do contetido, suas respectivas demonstragdes, contraexemplos. Isso € feito coma a
utilizacdo de livros sobre o conteudo.

No segundo capitulo, relatamos um pouco sobre a histéria da bicicleta, o tamanho da
sua frota e o seu impacto no ambiente. Abordamos de forma breve o conceito de torque e a
férmula para que possamos efetuar o seu célculo. Por fim, apresentamos a ideia do projeto, os
calculos necessarios para mostrar que a execugdo da ideia pode acontecer.

No terceiro capitulo, mostramos a geometria da bicicleta com o pedivela varidvel, a sua
forma de funcionameneto e montagem, apresentamos um protétipo que simula o movimento do
pedivela varidvel, mostramos também um roteiro de montagem desse prototipo, visando aulas
pratica de trigonometria e elaboramos um or¢amento de itens para a montagem do mesmo,

discriminando os custos de cada item.



1 Conceitos Iniciais de Trigonometria

O conteudo de trigonometria € de fundamental importancia na matemadtica. A palavra
trigonometria € composta por trés radicais gregos, tri: que significa trés, gonos: que significa
angulos, e metron: que significa medir (SILVA, 2019). A trigonometria nos permite estabelecer
relacdes entre os lados e angulos de um triangulo.

Esse capitulo faz um estudo sobre trigonometria, apresentando os teoremas de Pitagoras
e da semelhanca as fun¢des de seno, cosseno, tangente, lei do seno, lei do cosseno, as transformacoes

trigonométricas e suas respectivas demonstragoes.

1.1 Arco

Define-se que arco € cada uma das partes em que uma circunferéncia fica dividida por
dois de seus pontos (IEZZI ET AL, 1980). Tomando uma circunferéncia de centro O e posici-

onando sobre ela os pontos distintos A e B, fica definido o arco AB, como mostra a figura 1.1.

Figura 1.1: Arco AB

Na figura 1.2, os pontos A e B coincidem, ou seja, A = B, assim, fica definido o arco

nulo.
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A

B

Figura 1.2: Arco nulo

1.1.1 Unidades para medir arcos

Para efetuarmos as medidas de arcos, as unidades mais utilizadas sao o grau e o radiano.

A ideia de grau é uma circunferéncia dividida em 360 partes iguais, onde cada uma
dessas partes fica subentendida a medida de um grau (1°) (NETO, 2013).

Na medida em radianos, os angulos sdo medidos pelo comprimento de arco que eles
subentendem sobre um circulo de raio 1 quando o vértice estd no centro. Uma unidade de arco
sobre um circulo de raio 1 é denominada radiano (ANTON, BIVEN, DAVIS, 2014). A figura

1.3 ilustra a ideia de radianos.

Figura 1.3: arco em radianos

Uma referéncia importante na trigonometria € o nimero 7. O nimero 7 € uma constante

matematica, também um nimero irracional, que pode ser escrito como:

T = 3,14159265...
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A constante m também relaciona o comprimento e o didmetro de uma circunferéncia,

que pode ser representada pela expressao 1.1:

comprimento ¢

- (1.1

diametro d

O fato é que a constante 7 nos ajuda a estabelecer uma relag@o entre graus e radianos,
escrita pela expressao 1.2:
180° = 7 rad (1.2)

1.1.2 Ciclo Trigonométrico

No plano Cartesiano, o ciclo Trigonométrico € o circulo I', centrado na origem com raio
1 e comprimento 27 (NETO, 2012, p.295).

No ciclo trigonométrico, convenciona-se o sentido anti-hordrio como positivo, € o sen-
tido hordrio como negativo (DANTE, 2014). Note que os eixos x e y do plano cartesiano,
dividem o ciclo trigonométricos em 4 partes iguais, cada uma delas sao chamadas de quadran-

tes, numeradas no sentido positivo. A figura 1.4 ilustra essa situagao.

2° Quadrante 1° Quadrante

1 0 X
3° Quadrante 4° Quadrante

Figura 1.4: ciclo trigonométrico

1.2 Semelhanca de Triangulos

Sao Tomas de Aquino(1225 - 1274), em sua Suma Teoldgica, diz que duas coisas sao
semelhantes se forem iguais na forma, mas diferente nas medidas(AQUINO, 2020). Na ma-
tematica, dois triangulos de medidas iguais também sao ditos semelhantes. Elencamos duas

condi¢des para que dois tridngulos sejam semelhantes (DANTE, 2014):
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1) os angulos correspondentes sdo iguais;
ii) os lados correspondentes tém medidas de comprimentos proporcionais;

Chamamos de razao de semelhanca, um valor k positivo, que relaciona as medidas dos

lados correspondentes de dois triangulos semelhantes.(NETO, 2013)

Figura 1.5: Semelhanca de tridangulos

Notamos que os triangulos ABC e DEF da figura 1.5 sao semelhantes, pois:

i) os angulos ABC, BCA e CAB sio respectivamente iguais aos angulos DEF,EFDe
FDE.

i1) o comprimento dos lados sd@o proporcionais, nesse caso, temos que a constante de propor-

cionalidade € k = 2. Veja:

2-2=4
3:2=6
4.2=28

1.2.1 Teorema Fundamental da Semelhanca

Neste topico vamos apresentar o Teorema Fundamental da Semelhanca.

Teorema 1.2.1. Teorema Fundamental da Semelhanga: se uma reta paralela a um dos lados
de um tridngulo cruza os outros dois lados formando um novo tridngulo, entdo esses tridngulos

sdo semelhantes.

Para ilustrar o teorema, tomemos o tridngulo ABC da figura 1.6:
Agora, tracemos uma reta r paralela ao da BC, que corta os lados AB e AC', como na

figura 1.7:

O teorema garante que o tridangulo ADE, formado pelo corte da reta r nos lados AB e

AE, € semelhante ao triangulo original ABC. Isso ocorre pois o angulo ADE, ¢ igual ao angulo
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Figura 1.7: Reta r cortando AB e AC

ACB, e que o angulo AED, ¢ igual ao Angulo ABC', como podemos observar na figura 1.7.

Para expressar a razdo de semelhanca k, vamos desmembrar os tridngulos conforme a

figura 1.8:

Figura 1.8: Desmembrando os tridngulos ABC e ADE

Assim, de acordo com a figura 1.8 podemos escrever a seguinte expressao para calcular

a razdo de semelhanca:

AC BC AB
AD DE AE

1.2.2 Casos de Semelhanca entre Triangulos

Temos trés critérios para semelhanga de triangulos (NETO, 2013):
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1) Lado, lado, lado: Se dois tridngulos t€ém os lados correspondentes proporcionais, entao

os triangulos sdo semelhantes.

ii) Lado, angulo, lado: Se dois tridngulos tém dois lados correspondentes proporcionais e

os angulos compreendidos sdo iguais, entio os tridngulos sao semelhantes.

iii) Angulo, angulo: Se dois tridngulos possuem dois angulos respectivamente congruentes,

entdo os tridngulos sdo semelhantes.

Para ilustar cada um dos critérios, vamos utilizar a figura 1.9 que ilustra o critério 1); a

figura 1.10 que ilustra o critério ii) e a figura 1.11 que ilustra o critério iii).

Cc
AC=2 CB=2
A AB=2 B
Figura 1.9: Critério 1)
J
G
Kd=4

HG=2

H Hi=2 | K K 2d L

Figura 1.10: Critério ii)

Na figura 1.9, observamos que os lados dos triangulos ABC e DEF sdo proporcionais,
cumprindo dessa forma o critério i). Na figura 1.10, observamos que os triangulos GHI e
JKL possuem lados correspondentes proporcionais e que os angulos compreendidos entre esses
angulos sdo iguais, cumprindo assim o critério ii). Na figura 1.11, os tridangulos MNO e PQR

possuem dois angulos iguais, cumprindo assim o critério iii).
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Figura 1.11: Critério iii)

1.3 Trigonometria no Triangulo Retangulo

Inicialmente a trigonometria foi desenvolvida para a resolu¢@o de problemas em triangulos,
determinando cada uma das medidas de seus trés angulos internos e também a medida de cada
um dos seus trés lados(LIMA ET AL, 2006). Vamos iniciar nossa abordagem pelo triangulo
retangulo.

Definimos triangulo retangulo, como qualquer tridangulo que possui um angulo de 90°;

a figura 1.12, mostra um tridngulo retangulo em A.

A b C

Figura 1.12: Triangulo retangulo

Como o tridngulo da figura 1.12 € retangulo, temos:

a = hipotenusa;

b e ¢ = catetos;

«a = angulo de 90;

B = angulo agudo;

~v = angulo agudo;
Os catetos podem ser chamado de cateto oposto ou cateto adjacente, dependendo do

angulo a ser obeservado. Pelo ponto de vista do angulo 3, temos:
b = cateto oposto;

¢ = cateto adjacente;
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Pelo ponto de vista do angulo -, temos:

b = cateto adjacente;

¢ = cateto oposto;

Um teorema muito importante utilizada no triangulo retangulo, é o Teorema de Pitagoras,
que relaciona o comprimento da hipotenusa através dos catetos. Logo, utilizando o tridngulo

retangulo da figura 1.12, podemos escrever o Teorema de Pitagoras utilizando a expressao:
a> =0+

A semelhanca de tridngulos € a base da trigonometria, logo, utilizaremos a semelhanca

de tridngulos para definir as férmulas de seno, cosseno e tangente no tridangulo retangulo.
(DANTE, 2014)

1.3.1 Seno, Cosseno e Tangente

Utilizando um triangulo retangulo e sendo o um angulo agudo deste triangulo, podemos

definir seno, cosseno e tangente:

cateto oposto  C.O

sen (@) = hipotenusa ~ Hip
_ cateto adjacente  C.A
cos(e) = hipotenusa ~ Hip
cateto oposto C.0
tan(a) = =

cateto adjacente  C.A

1.3.2 Relacoes entre seno, cosseno e tangente
Podemos destacar duas relagdes trigonométricas entre seno, cosseno e tangente, com o
angulo « variando de 0° < a < 90°:

i) tan(a) = sen (@)

cos()

ii) sen?(a) + cos?(a) = 1 (Teorema Fundamental da Trigonometria)

Vamos demonstrar ambos os itens.

Demonstracao item i).

Da secdo anterior, temos seguintes definicdes para seno, cosseno € tangente:

c.0

sen (o) = i

(1.3)



C.A
cos(a) = Tip
tan(a) = ¢o

CA

Isolando C.O na expressao (1.3) e C.A na expressado (1.4), temos que:

C.O =sen («) - hip

C.A = cos(a) - hip

Substituindo a expressao (1.6) e a expressao (1.7) na expressao (1.5), temos:

sen («) - hip
t S A
an() cos() - hip

Simplificando a expressdo (1.8), encontramos:

sen (a)

tan(a) = cos()

Como queriamos demonstrar.

Demonstracao do item ii).

Tomemos o triangulo retangulo ABC na figura 1.13.

C

Figura 1.13: Triangulo retangulo

Utilizando o Teorema de Pitdgoras, temos a expressao abaixo:

a® = b+ 2

26

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)
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Dividindo o Teorema de Pitdgoras por a?, encontramos:

2 b2 2
=t (1.9)

a2  a?  a?

Simplificando (1.9):

b\ 2 c\2
1 = (E) +<5> (1.10)
(1.11)

(1.12)

cos(a) =

Substituindo a expressao (1.11) e a expressao (1.12) na expressao (1.10), encontramos:
sen ?(a) + cos®(a) = 1

Como queriamos demonstrar.

1.3.3 Arcos Notaveis

Na secdo anterior, mostramos a defini¢do de seno, cosseno e tangente, que relaciona as
medidas dos lados do tridngulo retangulo; esses valores sdo encontrados através de uma tabela
de razdes trigonométricas, que indica valores de acordo com o angulo. Essa tabela pode ser
consultada no Apéndice A do trabalho. Vamos focar nos arcos notaveis.

Temos que algumas medidas de arcos sao ditas notaveis, esses arcos sao assim conhe-
cidos devido a frequéncia em que aparecem na trigonometria. Os arcos de 30°, 45° e 60°
sdo arcos notdveis. Com a utilizacdo do tridngulo equilétero e de um tridngulo isésceles, vamos

demonstrar os valores de seno cosseno e tangente para cada um destes angulos (DANTE, 2014).

Demonstracao de seno, cosseno e tangente para o angulo de 30° e 60°. Para fazer
essa demonstragdao vamos utilizar um tridngulo equildtero. Podemos definir tridngulo equilédtero
como um tridngulo que possui a medida dos lados iguais e a medida dos angulos internos
também iguais. Assim, tomamos o tridngulo equilatero cujo a medida dos lados € [, como
mostra a figura 1.14

No triangulo equildtero da figura 1.14, tracemos a altura CD, para assim formarmos os

triangulos retangulos CAD e CDB, como mostra a figura 1.15.
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Figura 1.15: Altura CD

Utilizamos o Teorema de Pitagéras em qualquer um dos tridngulos retangulos, para
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calcular a altura C'D:

4
1)\ 2 2 l2
(CD)_Z—Z:>
——o 4% ?
D = _ =
(© 4 4
2
(@2):1:>
4
— 312
D=4/>
C 4:>
o W3
T2

Conhecendo a altura C'D, podemos aplicar seno, cosseno e tangente em qualquer um
dos dois triangulos retangulos. Dessa forma, utilizando o tridngulo CDB, vamos aplicar seno,

cosseno e tangente no angulo de 30°:

DB : 1 1
sen (30°) = ilel = sen (30°) = % = sen (30°) = é '+ = sen (30°) = 5
D o V3 1
cos(30°) = g:C' = cos(30°) = % = cos(30°) = ? i cos(30°) = ?
DB : [ 2 3
tan(30°) = ol = tan(30°) = @ = tan(30°) = NG = tan(30°) = \/?—

Utilizando novamente o tridngulo retangulo CDB e aplicando seno, cosseno e tangente

no angulo de 60°:

DC Lys W3 1
s (60°) = 22— sen (60°) = 2 = sen (60) = 22 e o) = 22
o m o\ __ é o [ 1 o
cos(60°) = iTel = cos(60°) = 7= cos(60°) = 57> cos(60°) = =
cD s V3 2
tan(60°) = =5 = tan(60°) = = = tan(60°) = %— i tan(60°) = v/3
2

Demonstracao de seno, cosseno e tangente para o angulo de 45°.

Para demonstrar seno, cosseno e tangente do angulo de 45°, utilizaremos um triangulo
isosceles. Definimos triangulo is6sceles como qualquer tridngulo que possua dois lados iguais
e consequentemente, o Angulo opostos a esses lados também sdo iguais.

Para a demonstracdo, vamos utilizar o tridngulo isOsceles da figura 1.16:



;EI ;

Figura 1.16: Triangulo Isosceles

Utilizaremos o Teorema de Pitagdras, para calcular a hipotenusa AC"

Aplicando seno, cosseno e tangente:

i:g = sen (45°) = % = sen (45°) =
BC

cos(45°) = Vel = cos(45°) = % = cos(45°) =

AB [
tan(45°) = Te = tan(45°) = ing tan(45°) = 1

sen (45°) =

EES

|

30

Finalizado o cédlculo das medidas dos arcos notdveis, vamos organiza-los na tabela de

arcos notaveis.

arco 30° | 45° | 60°
b T s s
radianos 5 T 3
1 V2 | V3
Seno 3 5 5
V3 | V2 1
cosseno 5 5 3
tangente \/?g 1 | V3

Tabela 1.1: Seno, Cosseno e tangente dos arcos notdveis
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1.4 Trigonometria em tridngulos quaisquer

Podemos expandir a utilizagdo da trigonometria para outros tridngulos, além do tridngulo
retangulo, para isso, utilizamos a lei dos cossenos e a lei dos senos. Neste topico, vamos mostrar

a expressao de cada uma dessas leis e suas respectivas demonstragoes.

1.4.1 Lei dos Cossenos

Tomemos o triangulo ABC da figura 1.17:

Figura 1.17: Triangulo qualquer

A Lei dos Cossenos relaciona as medidas dos lados com a medida de seu dngulo oposto,

utilizamos as formulas abaixo:
a>=b"+c*—2-b-c-cos(a)

V=a>4+c*—2-a-c-cos(f)

A =a>+b—2-a-b-cos(B)

Vamos fazer a demonstracao da Lei dos Cossenos em duas partes:
i) tridngulo formado apenas com angulos agudos;
i1) tridngulo com um angulo obtuso;

Demonstracao do item i
Tomemos o tridngulo ABC da figura 1.18, onde os angulos «, 5 e 6 sdo angulos agudos.

Na figura 1.19, tracamos o segmento de reta AH, que serd a altura h do tridngulo ABC,

representado anteriormente pela figura 1.18.
Observe também na figura 1.20 que agora temos dois tridngulos retangulos, ABH, ACH.
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Figura 1.18: Triangulo de angulos agudos

A

B H -+

Figura 1.19: Segmento de reta AH tracado

No tridngulo ACH, aplicando o teorema de pitdgoras e o cosseno de (3, temos as seguin-

tes expressoes:

h? =b* — (a —z)? (1.13)
cos(B) = -
r = —b-cos(f)+a (1.14)

No triangulo ABH, vamos aplicar o Teorema de Pitdgoras:
& =h*+a° (1.15)

Substituindo a expressao(1.13) e a expressao (1.14) na expressao (1.15), e efetuando as

operagoes:
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Figura 1.20: Triangulos ABH e ACH

c=n+a2"=

A=V —(a—z)?+2°=>

A=V —(a*-2-a-v+2°)+2°=
c=V—-a+2-a-r—2*+1°=
A= —ad*+2-a 7=

A= —a*+2-a-(=b-(cos(B) +a) =
A=b—-a*—2-a-b-cos(B)+2a* =

A =a>+b*—2-a-b-cos(f)

Destarte fica demonstrado que a lei dos cossenos para tridngulos com angulos internos
agudo, embora tenhamos demonstrado apenas para o lado de medida c, seguindo os mesmos

procedimentos demonstra-se tambem para os lados de medidas a e b.

Demonstracao do item ii

Tomemos o tridngulo ABC da figura 1.17, onde 6 € um angulo obtuso.

Na figura 1.21, a partir do vértice A, tracamos a altura h, representado pelo segmento de
reta AH.

Por conseguinte, formamos dois tridngulos AHB e AHC, como nos mostra a figura 1.22.

No triangulo AHB vamos aplicar cosseno e o Teorema de Pitdgoras, assim, encontramos
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u

- % B 2 c

Figura 1.21: Altura h no tridngulo obtuso

A A

180 -6

Figura 1.22: Triangulos AHB e AHC

as seguintes relacoes:

cos(180 — 0) = RN
c
r = cos(180 —0)-c =
x = —cos(f)-c (1.16)
¢ = P+t =
h? = & —2? (1.17)

No tridngulo AHC, vamos aplicar o Teorema de Pitagoras:
V> = h? + (z + a)? (1.18)

Substituindo a expressdo (1.16) e a expressao (1.17) na expressao (1.18), e efetuando as
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operagées, encontramos:

V=hr+(z+a)?=

V= -2 +1*+2-z-a+d =
V=c+2-x-a+a*=

bV’ =c*+2-(—cos(f)-c)-a+a’=

V=a*>+c*—2-a-c-cos()

Portanto, fica demonstrado a lei dos Cossenos para triangulos com um angulo obtuso.

1.4.2 Leido Seno

Tomemos um triangulo qualquer, como o triangulo ABC da figura 1.23.

Figura 1.23: Lei do Seno

A Lei dos Senos relaciona as medidas de cada um dos lados do tridangulo com seus

angulos opostos, como mostra expressao 1.19:

a b c

sen () ~ sen (a) ~ sen () (1.19)

Segue a demonstracao da Lei dos Senos.

Demonstracao Utilizaremos o tridngulo ABC da figura 1.23. Inicialmente, vamos mos-
trar que a drea de um triangulo pode ser calculada pela metade do produto de dois de seus lados
e o seno do angulo entre esses lados. No tridngulo ABC da figura 1.23, tracemos a altura h,
representado pelo segmento BD, como podemos verificar na figura 1.24.

Podemos calcular a Area (A) do tridngulo ABC pela expressio:

_b-h
2

A (1.20)
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Figura 1.24: Altura h

Aplicando o sen (/) no tridngulo ABD da figura 1.24 e isolando A, temos:

sen (f8) = % = h = c-sen(f) (1.21)

Substituindo a expressao (1.21) na expressao (1.20), podemos determinar a rea pela

expressao:
b-c

A= —5 sen (8) (1.22)

Repetindo os mesmos passos para os vértices A e C, encontramos:

A= % -sen () (1.23)

A= bTC” sen () (1.24)

Igualando duas a duas as expressoes para o célculo da area e efetuando as operacoes:

Expressao(1.23) e expressao(1.24):

: b-
ﬂ-sen(&):—a-s.en(’y):>

2
c b

sen(y)  sen(«)
Expressao(1.23) e expressao(1.22):

%ﬂen(a)z%c-sen(ﬁ) =

a b

sen (8)  sen (a)
Expressao(1.24) e expressao(1.22):

b.Ta-sen(v):u-sen(ﬁ)é

a Cc

sen ()  sen(v)
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Assim, chegamos na expressao abaixo:

a b c

sen(f) sen(a) sen(y)

Em vista disso, fica demonstrado a Lei dos Senos. Destaca-se que essa maneira elegante

de demonstrar a lei dos senos geralmente nao esta presente nos livros.

1.4.3 Seno e Cosseno de angulos obtusos

Ao observarmos a tabela de arcos no apéndice, nota-se que os valores de arcos ¢ para

seno, cosseno e tangente encontram no intervalo:
0° <0 <90°

Para a utilizacdo das Leis de Seno e Cosseno, é necessario conhecermos valores de
seno, cosseno e tangente para angulos obtusos. Dessa forma, Neto (2013), nos apresenta duas

formulas para que possamos calcular os valores de seno e cosseno de arcos obtusos:
sen (180° — #) = sen (0)

cos(180° — #) = — cos(h)

1.5 Transformacoes Trigonométricas

Na trigonometria nem sempre € intuitivo que o seno da soma é diferente da soma dos

senos e que o cosseno da soma também € diferente da soma dos cossenos, ou seja:
sen (a + b) # sen (a) + sen (b) (1.25)

cos(a + b) # cos(a) + cos(b) (1.26)

para valores de a e b reais:

Inicialmente, vamos mostrar um contra exemplo para mostrar que de fato a igualdade
nao ocorre.

Tomemos o triangulo equilatero ABC da figura 1.25.

Tracemos a altura AD no tridAngulo ABC, como mostra a figura 1.26.

Aplicando sen(30°) nos tridangulos ABD e ACD, temos que:
BD = sen (30°)

COD = sen (30°)

Logo:
BD + CD = sen (30°) + sen (30°) = 1
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Figura 1.25: Triangulo Equildtero ABC

B

C

Figura 1.26: Altura AD no tridngulo equildtero

Entretanto, se fizermos:

[e] [¢] [¢] 1 1
sen (30 —|—30)zsen(60):>§+§:1
=sen (60°) # 1

Aplicando cos(60°) nos triangulos ABD e ACD, temos que:

BD = cos(60°)

CD = cos(60°)
Logo:

BD + CD = cos(60°) + cos(60°) = 1
Entretanto, se fizermos:
cos(60° 4 60°) = cos(120°)
= cos(120°) # 1
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Como contra exemplo para (1.25) e (1.26) utilizamos o tridangulo da figura 1.27:

Figura 1.27: Triangulos ACD e ECB

No triangulo ECD vamos aplicar sen(45°) e no tridngulo ACB o sen(60°). Assim:
CD = sen (45°)

OB = sen (60°)

Logo:
CD + OB = sen (45°) + sen (60°) = g + ? = ﬁ;\/g
Entretanto, se fizermos:
sen (45° 4+ 60°) = sen (105°)
= sen (105°) # @

Aplicando cos(45°) no triangulo ECD e cos(30°) no tridngulo ACB:
OD = cos(45°)

OB = cos(30°)

Logo:
CD + CB = cos(45°) + cos(30°) = g + ? = \/5; V3
Entretanto, se fizermos:
cos(45° + 30°) = cos(75°)
= cos(75°) # M

2

Essas consideragdes mostram que de fato:
sen (a + b) # sen (a) + sen (b)

cos(a + b) # cos(a) + cos(b)

Vejamos na proxima subsecao, as formulas corretas para adi¢ao e subtracio de arcos.



1.5.1 Adicao e subtracao de Arcos
Neto (2013), nos apresenta as seguintes férmulas de adicdo de arcos:
i) sen (a + b) = sen (a) - cos(b) + sen (b) - cos(a)
ii) sen (a — b) = sen (a) - cos(b) — sen (b) - cos(a)
iii) cos(a + b) = cos(a) - cos(b) — sen (a) - sen (b)
iv) cos(a — b) = cos(a) - cos(b) + sen (a) - sen (b)

_ tan(a) + tan(b)
V) tan(a + b) - 1— tan(a) . tan(b)

| _tan(a) — tan(b)
Vi) tan(a — b) 1+ tan(a) : tan(b)

Vamos demonstrar todos os itens.

Demonstracao item i.

Tomemos o tridngulo ABC da figura 1.28:

Figura 1.28: Triangulo ABC

No tridingulo ABD da figura (1.28), seja Al a area deste tridngulo e cos(a):

40
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No triangulo ADC da figura (1.28), seja A2 a drea deste tridngulo e cos(b):

A2:Z%h-sen(b)
h
cos(b) = —
(0) p

Do triangulo ABC, seja (A) a sua area, que pode ser definida por:
A= Z%-sen(a%—b)

Podemos afirmar que a drea do tridngulo ABC € igual a soma das dreas dos triangulos
ABD e ADC. Logo:
A= Al+ A2

Substituindo as expressoes:

Z%-sen(a%—b) :%-Sen(a)—i—p.Th-sen(b)

Simplificando a expressdo acima, temos:

]%-sen(a%—b):%-sen(a)%—]%h-sen(b)é
p-q-sen(a+b)=q-h-sen(a)+p-h-sen(b) =

sen (a +b) = M-sen(a)—kp.—h-sen(b):>

p-q p-q
h h

sen (a +b) = — -sen (a) + — - sen (b) =
p q

sen (a + b) = sen (a) - cos(b) + sen (b) - cos(a)

Portanto, fica demonstrado o item 1.
Demonstracao do item ii.

Para demonstrar o item ii, vamos partir do item i. Inicialmente, faremos a equivaléncia:
sen (a — b) = sen (a + (—b))
Do item i, escrevemos:
sen (a + (—b)) = sen (a) - cos(—b) + sen(—b) - cos(a)

Logo:
sen (a + (—b)) = sen (a) - cos(—b) + sen (—b) - cos(a) (1.27)

Utilizaremos as seguintes relacoes:

sen (—b) = —sen (b) (1.28)
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cos(—b) = cos(b) (1.29)
Substituindo as expressoes (1.28) e (1.29) na expressao (1.27), temos:
sen (a — b) = sen (a) - cos(b) — sen (b) - cos(a)

Assim, fica demonstrado o item ii.
Demonstracao do item iii.

Para demonstrar o item iii, vamos inicialmente, demonstrar a seguinte expressao:
sen (90° — x) = cos(x) (1.30)
cos(90° — x) = sen (z) (1.31)
Desenvolvendo a expressdo (1.30), a partir de sen (90° — x), encontramos:
sen (90° — ) = sen (90°) - cos(x) — sen (x) - cos(90°) (1.32)

Consultando a tabela de arcos trigonométricos no Apéndice A deste trabalho, podemos

verificar que:

sen (90°)
cos(90°)

1
0

Substituindo os valores consultados na expressao (1.32) e efetuando as operagdes, te-

mos:
sen (90° — ) = sen (90°) - cos(x) — sen (z) - cos(90°) =
sen (90° — z) = 1- cos(z) —sen (z) - 0 =
sen (90° — z) = cos(x)

Desenvolvendo a expressdo (1.31), a partir de cos(90° — x), encontramos:
cos(90° — z) = cos(90°) - cos(z) + sen (90°) - sen (x) =
cos(90° —x) =0 - cos(x) — 1 -sen (z) =
cos(90° — z) = sen (z)

Demonstrada as expressoes (1.30) e (1.31), podemos demonstrar o item iii). Portanto:
cos(x) = sen (90° — x) (1.33)
Fazendo x = a + b; temos:

cos(a+b) =sen (90° — (a + b)) =
cos(a +b) =sen ((90° — a) — b))
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Vamos desenvolver o termo sen ((90° — a) — b)):
sen ((90° —a) — b)) = sen (90° — a) - cos(b) — sen (b) - cos(90° — a) (1.34)
Das expressoes (1.30) e (1.31), podemos afirmar que:
sen ((90° — a) = cos(a) (1.35)

cos((90° — a) = sen(a) (1.36)

Substituindo as expressoes (1.35) e (1.36) na expressao (1.34), encontramos:
cos(a + b) = cos(a) - cos(b) — sen (a) - sen (b)

Portanto, concluimos a demonstragao do item iii.

Demonstracao do item iv.

Para demonstrar o item iv, vamos partir da expressao do item iii. Logo, vamos utilizar a
seguinte equivaléncia:

cos(a — b) = cos(a + (—b))

Portanto:
cos(a + (—b)) = cos(a) - cos(—b) — sen (a) - sen (—b) (1.37)
Sabendo que:
sen (—b) = —sen (b) (1.38)
cos(—b) = cos(b) (1.39)

Logo, substituindo (1.38) e (1.39) em (1.37), obtemos:
cos(a — b) = cos(a) - cos(b) + sen (a) - sen (b)

Desta forma, demonstramos o item 1iv.
Demonstracao do item v.

Sabemos que:

sen ()
= 1.4
tan(a) cos(a) (1.40)
Fazendo:
a=a+b (1.41)
Assim, substituindo (1.41) em (1.40):
sen (a + b)

tan(a +b) = cos(a + b)
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Substituindo as expressdes sen (a + b)e cos(a + b):

sen (a) - cos(b) + cos(a) - sen (b)

tan(a +b) = cos(a) - cos(b) — sen (a) - sen (b)

Multiplicando o numerador e o denominador da expressdo por:
1
cos(a) - cos(b)
Temos:

sen (a)-cos(b)+cos(a)-sen (b)
cos(a)-cos(b)

tan(a + b) =

cos(a)-cos(b)—sen (a)-sen (b)
cos(a)-cos(b)

Simplificando a expressao, temos que:

tan(a) + tan(b)

tan(a + b) = 1 — tan(a) - tan(b)

Demonstracao do item vi.
Para demonstrar o item vi, utilizamos os mesmos passos do item v. Para culminar,
tomando:

a=a—>

Seguindo os mesmos passos do item v, verificamos que:

_ tan(a) — tan(b)
tan(a —b) = 5 + tan(a) - tan(b)

Demonstrando, dessa forma, o item vi.

1.5.2 Arco duplo
Temos as seguintes identidades trigonométricas para arcos duplos:
i) sen (2a) =2-sen(a) - cos(a)
ii) cos(2a) = cos?(a) — sen?(a)

iii) tan(2a) = %

Faremos as demonstracoes de todos os itens.
Demonstracao do item i.

Sabemos que:
sen (a + b) = sen (a) - cos(b) + sen (b) - cos(a)
Fazendo b = a e desenvolvendo a expressao:

sen (a + a) = sen (a) - cos(a) + sen (a) - cos(a) =

sen (2a) = 2 - sen (a) - cos(a)
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Portanto, fica demonstrado o item i.
Demonstracao do item ii.

Sabemos que:
cos(a + b) = cos(a) - cos(b) — sen (a) - sen (b)
Fazendo b = a e desenvolvendo a expressao:
cos(a + a) = cos(a) - cos(a) — sen (a) - sen (a) =
cos(2a) = cos?(a) — sen ?(a)
Assim, demonstra-se o item ii.

Demonstracao do item iii.

Sabemos que:
tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) - tan(b)

tan(a + b) =
Fazendo b = a e desenvolvendo a expressao:

tan(a) + tan(a)

tan(a + a) = 1 — tan(a) - tan(a)
tan(2a) = 12_ tzzg(é()z)

Entao, fica demonstrado o item iii.

1.5.3 Arco Metade

Temos as seguintes identidades trigonométricas para arco metade:

i) cos? (g) = HCTOS(QJ)
ii) sen? (g) — PCTOS@)

Faremos as demonstra¢des de ambos os itens.
Demonstracao do item i.

Para demonstrar o item i, vamos partir da identidade de arco duplo do cosseno descrita

abaixo:
cos(2a) = cos?(a) — sen?(a) (1.42)
Utilizando o teorema fundamental da trigonometria, temos que:

sen?(a) + cos*(a) = 1=

sen?(a) = 1— cos?(a) (1.43)
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Substituindo a expressao (1.43) na expressao (1.42), temos:
cos(2a) = cos?(a) — [1 — cos®(a)] (1.44)
Desenvolvendo a expressao (1.44), encontramos:

cos(2a) = cos?(a) — [1 — cos*(a)] =

cos(2a) = cos*(a) — 1 + cos?(a) =

Portanto:
cos(2a) = 2cos*(a) — 1 (1.45)
Fazendo:
< (1.46)
a = — .
2

Substituindo a expressao (1.46) na expressao (1.45):
5 (T
cos(z) = 2 - cos (5) -1=

cos? (:E) 1+ cos(z)

2 2

Assim, fica demonstrado o item i.
Demonstracao do item ii.
Para demonstrar o item i, vamos partir da identidade de arco duplo do cosseno descrita
abaixo:
cos(2a) = cos?(a) — sen?(a) (1.47)

Utilizando o teorema fundamental da trigonometria, temos que:
sen?(a) + cos*(a) = 1=
cos’(a) = 1—sen?(a) (1.48)
Substituindo a expressao(1.48) na expressao (1.47), temos:
cos(2a) = 1 — sen?(2a) — sen ?(2a) (1.49)
Desenvolvendo a expressao (1.49), encontramos:
cos(2a) = 1 — sen?(2a) — sen *(2a) =
cos(2a) = 1 —sen?(2a) — sen *(2a)

Portanto:
cos(2a) = 1 — 2 - sen?(2a) (1.50)

Fazendo:
(1.51)

x
a=—
2



Substituindo a expressao (1.51) na expressao (1.50):
2 I
cos(x) =1 —2-sen (—) =

2
5 z) _1- cos(z)
sen (2 —

Portanto, fica demonstrado o item ii.
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2 Desenvolvimento do Projeto

Neste capitulo abordaremos de forma breve a histdria da bicicleta e alguns dados sobre
sua utilizag¢do. Trataremos o conceito de torque e apresentaremos a ideia do projeto, os modelos
de funcionamento formulados e uma comparacdo de torque na bicicleta comum e da bicicleta

proposta por esse projeto.

2.1 Um pouco da histéria da bicicleta

A bicicleta foi inventada no ano de 1817, pelo bardo Von Drais, que queria se locomover
mais rapido pelos seus jardins sem ficar cansado (PHILBIN, 2006). Nestes mais de dois séculos
desde a sua invenc¢ao, com novos materiais, novos designer, novos componenetes e etc, sempre

buscando melhor rendimento e conforto para os ciclistas.
A data de 03 de junho é conhecido como dia da bicicleta, o Jornal Cruzeiro do Vale no

dia 03/06/2024, tragou uma linha do tempo sobre a evolug¢do da bicicleta, que podemos conferir

na figura 2.1.

1790: Celerifero de

: 1817: Draisienne
Comte de Sivrac I de Karl Drais

Inovagde Inlcial: Um dispo- - ine". iepe-
citive de madsirs zom dLae Primeira inovagdo sig- fmaschine”. Este dispo

rodas alinhadas, sem sistema
de diregdo ou pedais, impul-
sionado com os pés no chio.

nifieativa: O bardo ale-  sitivo introduz um gui-
mao Karl Drais inventa dio para direcio, mas
a Draisienne, também  ainda & impulsionadeo
conhecida como “Lau-  com os pés no chio.

1870s-1880s: O 1860s: Vcloclpea‘c
Penny-farthing com pedais
Design icdnico e perigosa: Surge o Pen- Introdugdo dos pedais: Pierre Michaux e Plerre

ny-farthing, com uma roda dianteira - - Lallement adicionam pedais 3 roda dianteira,

grande e umna roda traseira pequena, f J criando o “velocipede com pedais”. Conhecida

Ernbora popular, & notoriarmente instdvel, como “boneshaker” devido & sua condugdo
b desconfortdvel em superficies irregulares.

1885: Bicicleta de seguran- "

1888: Pneus pneumiticos
¢a de John Kemp Starley da John Boyd Dunlop
Revolugdo no design: A forma dediamante e uma o
Rover Safety Bicycle de corrente conectando os 3 tc;,;f:r;?juc:.lﬁ:re:;zc:a ::::
John Kemp Starley apre- pedaisa roda traseira. Este — R < P P

senta rodas de tamanhos design torna-se o padrio 4 . méticos melhora signifi-

iguais, um adro em ara bicicletas modernas. cathamente o conforto
iguais, um qu B L a eficiéncia das bicicletas.

19605-1970s: A era das bicicletas = Final do século XIX ¢ inicio do
de corrida e de montanha século XX: inovagdes continuas
Diversificagtio: Popularizagio das Avangos metal mais leves
bicicletas de corrida e de monta- , tecnoldgicos: Sis-  sdo introduzidos,

niha, atendendoa diferentes neces- ar R temas de marchas, tornando as bici-
sidades e preferéncias de ciclistas. freios mais efica- cletas mais aces-

zes & quadros de  siveis e funcienais.

19505-2000s: bicicletas como
meio de transporte sustentivel 2018: Reconhecimento oficial

deo Dia Mundial da Bicicleta
Movimento de sustentabilidade:

Crescente reconhecimento da bici- Reconhecimento da Bicicleta, desta-
cleta como um melo de transporte i i~ global: A Assembleia  cando sua importdn-
sustentdvel, especialmente em ci- i, Geral das Magfes Uni-  cla para a sadde, meio
dades congestionadas e poluidas. : dasdeclara3dejunho  ambiente e desenvol-

como o Dia Mundial vimento sustentdvel

Figura 2.1: Evolucao da Bicicleta
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A bicicleta se configurou como um meio de transporte muito popular. Apenas um por-
cento dos brasileiros ndo andam de bicicleta (DOS SANTOS, 2024). Estima-se em 33,2 milhdes
a frota de bicicletas no Brasil no ano de 2019.(PEREIRA, 2024)

Atualmente ha esfor¢cos para a melhoria do meio ambiente e também para melhorar a
mobilidade urbana nos grandes centros. Podemos elencar vérios beneficios para uma maior
utilizacdo da bicicleta:(SANTOS, SANTOS, 2022)

¢ baixo custo;
* proporciona a prética de atividade fisica;

* ndo emite gases poluentes;

“O conjunto homem-bicicleta é o mais eficiente meio de locomocao conhecido, visto
que nenhum organismo vivo ou veiculo motorizado desprende igual ou menor quantidade de

energia para deslocar a mesma massa em igual distancia.”(DOS SANTOS, 2024, p. 16)

2.2 A Ideia do Projeto

Considerando as dificuldades apresentadas por alunos e professores no processo de en-
sino da matemadtica, que foram aboradadas na se¢do de Motivagdo para o estudo, e nos benefi-
ciando da popularidade da bicicleta entre jovens e adultos, podemos utilizar a trigonometria do
Ensino Médio para propor uma inovag¢ado tecnoldgica na bicicleta.

O ato de pedalar consiste no ciclista depositar energia no pedal, fazendo o pedivela
girar, que através de correntes € um conjunto de engrenagens transmite 0 movimento para as
rodas, proporcionando a locomogao da bicicleta.(DOS SANTOS, 2024) Na figura 2.2 podemos

obeservar um conjunto pedivela pedal.

Figura 2.2: Conjunto pedivela pedal

De fato, queremos propor um modelo de pedalar que possibilita um torque maior ao
ciclista em determinados instantes do movimento. Uma forma fécil de fazer isso seria simples-

mente aumentar o tamanho do pedivela, mas isso pode causar problemas para o ciclista, devido
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a limitacdo do tamanho de suas pernas. Além disso, um aumento muito expressivo do pedivela
pode gerar problemas na geometria de construcio da bicicleta. E preciso levar em consideragio
que atualmente o tamanho do pedivela de uma bicicleta obedece uma padronizagdo, principal-
mente devido a altura do ciclista.

A ideia do projeto € desenvolver uma nova maneira de pedalar, que se diferencia do
modo atual em que o pedivela tem um comprimento fixo, para um pedivela que aumenta de
tamanho no momento em que o ciclista consegue colocar mais for¢a no pedal, e que diminui no
momento em que o ciclista precisa completar o movimento circular.

Para desenvolver esse projeto, iremos utilizar apenas o conteido de trigonometria do

Ensino Médio, visando assim aumentar o interesse dos alunos em aprender o contetudo.

2.2.1 Traco do modelo 1 do pedivela aumentavel

A primeira ideia que tivemos foi construir um sistema com dois pedivelas acoplados de
tal forma que o angulo do pedivela aumentdvel variasse de acordo com o angulo do pedivela
principal. Para isso, a medida que o pedivela varidvel rotaciona 360°, o pedivela aumentdvel
também deve rotacionar 360°. Para tal vamos elaborar um modelo matematico que descreva
essa situacdo. Para elaborarmos esse modelo matematico, utilizaremos apenas as expressoes
desenvolvidas no primeiro capitulo deste trabalho.

Considere a Figura 2.3, temos um plano cartesiano cuja a origem € o ponto O, o seg-
mento O A indica o pedivela principal, o segmento AP indica pedivela aumentével, ambos com
comprimento 7, o segmento OP seria o tamanho do pedivela efetivo, o ponto A um ponto de

acoplamento entre os pedivelas e o ponto P o pedal da bicicleta.

¥

Figura 2.3: Modelo 1
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Neste sistema o dngulo entre os pedivelas em A(m — 6) varia de acordo com o angulo
entre o pedivela principale e o eixo x(6). Sabendo que o angulo formado entre os segmentos

OAe AP sejade 7 — 6, logo, temos o tridngulo isésceles OAP, como mostra a figura 2.4:

It

| B

o
X

Figura 2.4: Desenvolvimento do modelo 1

Desenvolvimento matematico do traco do modelo 1

Ao acoplar um novo componente a bicicleta, surge a preocupacdo com a forma da curva
gerada por esse sistema durante a pedalada. E fundamental que a curva gerada descreva um
movimento circular, semelhante ao atual, quando o ciclista pedala. Portanto, precisamos veri-
ficar se o modelo proposto gera uma trajetoria circular, ou seja, uma circunferéncia. Para isso,
vamos utilizar as coordenada x e y do ponto P em funcdo de 6 e, consequentemente, o traco
t(0):

t(0) = (x(0),y(0))

Temos que o tridngulo OAP € isésceles, esse tridngulo foi abordado no capitulo anterior
deste trabalho, uma das caracteristica desse triangulo € que dois de seus angulos sdo iguais,
consequentemente, temos que os angulos AOP e POA sio iguais, como podemos verificar na
figura 2.4.

Somando os angulos 0 + g, obtemos:

0 360
0+ —-=—
* 2 2
Logo, temos o triangulo retangulo da figura 2.5:
Aplicando as expressdes de seno e cosseno, que foram definidas na secdo 1.3.1, temos:

30\  y
sen <?> = ﬁ 2.1
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OP

382 ]

Figura 2.5: Triangulo retangulo do modelo 1

360 z
cos (7) = ﬁ 2.2)

Para determinar O P, vamos aplicar a Lei dos Cossenos, ja abordada na sec¢io 1.4.1, no

triangulo isdsceles da figura 2.6:

Figura 2.6: Triangulo isésceles OAP

Sabendo que:

cos(m) = —1

sen () =0
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Assim:

) = r2+r2—2-r-r-cos(7r—9)
2 = 2.1 —2.7%. cos(m — )
)2 = 2.7 =277 [cos(m) - cos(#) + sen (7) - sen ()]
OP)* = 2r* —2r? - [(—1) - cos(6) + 0 - sen ()]
)2 = 2r2 —2r? . (—cos(9))
)2 = 2r*(1+cos(h)) (2.3)

Utilizando a identidade de arco metade, demonstrada na sec¢ao 1.5.3, temos:
2 9
1+ cos(f) = 2 cos 2 2.4)

Aplicando a expressdo 2.4 na expressdo 2.3, encontramos:

(OP)? = 2r? (2 cos? (g))
o7 — u (o (2))

Como OP > 0, temos:

o7 - o (o (2))

OP = 2rcos (g) (2.5)

Substituindo em (2.1), temos:

(%) _ ¥
2) ~ opP
sen (%) B (.
2 B QTCOS(g)
y(0) = 2rcos (g sen (ﬁ> (2.6)

Substituindo em (2.2), temos:

(30) x
cos|— | = ==
2 P

(%) Y A
2 N 21 cos g)

(
() = 2rcos (g cos (ﬁ) (2.7)
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Como r € constante, consideramos que z e y estd em fungao de 6, assim, temos o traco
t(0) = (z(0),y(#)), do modelo 1:

1) = (sros (2) o (%) s (2) on (%)) o021 2

Ap6s calcularmos a expressao que designa o traco do modelo 1, vamos verificar se a
curva do traco gera uma circunferéncia. Para isso, vamos utilizar o geogebra e seguir o roteiro

abaixo:

i) Na aba ferramenta, criar dois controles deslizantes, um para a incognita r e outro para a

incdgnita 6.

ii) Dentro da janela de controle deslizante especificar os intervalos de § = [0,27] e r =
[18,22];

111) Na aba dlgebra, escrever o tragco do modelo;
iv) Com o botao direito do mouse, clique sobre o trago e habilite o rastro;
v) Com o botao direito do mouse, acione a animacao da incégnita

Assim, a figura 2.7 nos mostra a curva gerada por £(#) do modelo 1.

Figura 2.7: Flor de petala

Portanto, a curva formada € uma flor de petéla, observada na Figura 2.7 que embora seja
uma curva elegante, ndo € indicada para descrever o movimento do pedal, pois, o0 movimento
nao € circular. Caso ndo seja possivel dispor de um recurso computacional, € possivel verificar
matematicamente que o traco t(#) possui uma auto intersecgao.

Para mostrarmos a existéncia de uma autointersecgao no trago t(f), precisamos encontrar

dois valores distintos para 6 que resulta no mesmo ponto no plano cartesiano. No caso do nosso
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traco t(6), temos que esses valores sdo 6 = %’r e = %’r. Vamos calcular x e y para cada um dos
valores.

O Apéndice A deste trabalho, apresenta a Tabela de Arcos Trigonométricos. Inicial-
mente, para tornar mais facil a consulta ao apéndice, vamos converter os valores de radianos
para graus, para isso utilizaremos a expressdo para conversao de unidades de angulos vista no

capitulo anterior. Assim, converteremos inicialmente o valor de %’r iniciamos com a expressao:
m = 180°
Multiplicando ambos os lados da expressao por %, encontramos:
z. T = 2, 180°
3 3

Efetuando os célculos e simplificando, encontramos:

2
— =120°
3

Da mesma forma, vamos proceder para o angulo de 4{. Logo:

47
— = 240°
3

Convertidas as medidas, vamos calcular o ponto de autointersec¢do, inicialmente para

6 = 120°. Para z, temos que:

o) = seen (L) s (¥)

120° 3-120°
z(120°) = 2rcos( 5 )cos( 5 ):

x(120°) = 2r-cos(60°) - cos(180°)

Como abordamos na secao 1.3.3, sabemos que o angulo de 60° € um arco notavel, logo
encontramos o seu valor de seno e cosseno correspondente na tabela de arco notdveis da sec@o
1.3.3. Logo:

1
cos(60°) = 5

E necessdrio encontrarmos o cos(180°), para isso, vamos utilizar a expressao cos(180° —

0) = — cos(f) abordada na secdo 1.4.3. Logo:
cos(180° —0) = —cos(f) =

cos(180° — 180°) = —cos(180°) =
cos(0°) = —cos(180°)



Consultando o apéndice A desse trabalho, verificamos que o cos(0°) = 1. Assim:

Portanto:
x(120°)
x(120°)
x(120°)

Para y, temos que:
y(0) =

y(120°) =

y(120°) =

cos(180°) = —1

= 2r-co0s(60°) - cos(180°) =
1
— 9 (=1 =
SENE)

= —r

2r cos (Q) sen (3—0> =
2 2
2r cos (12OO> sen (3 : 1200) =
2 2

2r - cos(60°) - sen (180°)
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Assim como fizemos para z, vamos proceder da mesma maneira para encontrarmos 0s

valor de sen (180°), utilizando a expressao sen (180° — @) = sen (), também abordada na se¢io

1.4.3. Logo:

sen (180° —z) = sen(z) =
sen (180° — 180°) = sen (180°) =
sen (0°) = sen(180°)

Consultando o apéndice A desse trabalho, verificamos que o sen (0°) = 0. Assim:

Portanto:
y(120°)
y(120°)
y(120°)

sen (180°) =0

= 2r-cos(60°) - sen (180°) =
1
= 2r---0=
"3

= 0

Finalizando os cdlculos, temos que para § = 120° temos o ponto (—7,0). Faremos

novamente os cdlculos, para § = 240°. Para z, temos que:

2r cos (€> Cos (ﬁ) =
2 2
2r cos (2400) CcoS (3 : 2400) =
2 2

2r - cos(120°) - cos(360°)
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Sabendo que o angulo de 120° € obtuso, temos:

cos(180° — 120°) = —cos(180°) =
cos(60°) = —cos(120°)

Utilizando a tabela de arco notaveis, verificamos que:
. 1
cos (120°) = —5

Temos que:
cos(360°) = cos(0°) =1

Portanto:

x(240°) = 2r-cos(120°) - cos(360°) =

1
H(240°) = 25 1=

2(240°) = —r

Para vy, temos que:

7 30
y(@) = 2rcos (5) sen (?) =
y(240°) = 2rcos (2420 ) sen (3 : 240 ) =

y(240°) = 2r-cos(120°) - sen (360°)

Assim como fizemos para z, vamos proceder da mesma maneira para encontrarmos os
valor de sen (360°). Logo:
sen (360°) =sen (0) =0

Portanto:
y(240°) = 2r-cos(120°) - sen (360°) =

o 1
y(240°) = 2r-5-0=
y(240°) = 0

Dessa forma, concluimos que o trago t(#) possui uma intersec¢ao no ponto (—r,0).

2.2.2 Traco do modelo 2 do pedivela aumentavel

Como a curva gerada pelo modelo 1 ndo obedece o movimento circular, implementamos
uma sutil modificacdo no modelo 1, em que o angulo entre o pedivela principal e o pedivela

aumentavel varia da mesma forma descrita no modelo anterior, no entanto orientado no sentido
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T

Figura 2.8: Modelo 2

oposto. Vamos descrever matematicamente o funcionamento do novo modelo. Considere no
plano cartesiano o segmento OA de comprimento r, em que O é a origem. Esse segmento
forma um angulo # com o eixo x, orientado no sentido anti-horario, como mostra a figura 2.8.
Desenvolvimento matematico do traco do modelo 2
Partindo do modelo 1, temos que o angulo formado entre os segmentos OA e AP seja

de m — 6, dessa forma temos o tridngulo isésceles OAP, como mostra a figura 2.9

Ay

Figura 2.9: Desenvolvimento do Modelo 2

Como o tridngulo OAP é is6sceles, temos que os Angulos AOP e POA sdo iguais, como

mostra a figura 2.10
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Figura 2.10: angulos AOP e POA

Agora, vamos utilizar o tridngulo retdngulo da figura 2.11 para desenvolver o trago ¢(f)
do Modelo 2.

[ | 2

OP

Figura 2.11: Triangulo retangulo Modelo 2

Aplicando seno e cosseno no triangulo retangulo da figura 2.11, expressoes definidas na

secdo 1.3.1 e utilizada no modelo 1, encontramos:

0 x
COS (5) = O:P (29)
AN

Para determinar O P, vamos aplicar a Lei dos Cossenos, utilizada no modelo 1, no
triangulo isésceles da figura 2.12.

Aplicando a lei dos cossenos:

OP)? = r*4 1% —2r%cos(m —0)

OP)* = 2r? —2r?cos (7 —0)

OP)* = 2r* —[1 —cos (7 — 0)]

OP)? = 2r* —[1 — (cosm - cos(f) + sin - sin 6)]

OP)* = 2r* —[1 —(=1-cos(f) +0-sind)]

OP)? = 2r?.(1+cos(f)) (2.11)
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Figura 2.12: Triangulo is6sceles modelo 2

Utilizando a identidade de arco metade, desenvolvida na sec¢ao 1.5.3, encontramos:

Substituindo a expressao (2.12) na expressao (2.11), encontramos:

(OP)* =

(OP)* =

Como OP > 0, temos:

Substituindo o resultado encontrado em (2.14), encontramos:

(2
- 2
y(6)

()

1+ cos () = 2 cos® (g) (2.12)
22 . (2 cos? <€))
2
4r2cos? <€>
2
(2.13)
= 4r2cos? <g)
= 2rcos (g) (2.14)
Y
oP
_ Yy
21 cos (g)
0 0
27 cos (5 sen (5) (2.15)
o
OP
_r
27 cos (g)
27 cos (Q cos (€> (2.16)
2 2
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Assim, temos o trago t(6), do modelo 2:

0= (oo (2) o (2) o (2) on (2) ) 020

Temos duas maneiras de mostrar que o trago #(f) descreve uma circunferéncia; podemos
utilizar um so ftware de geometria dindmica, como o geogebra para desenhar o tragco como fi-
zemos no modelo 1, seguindo os mesmos procedimentos, inserindo somente o trago encontrado
do modelo 2, mas podemos também provar isso matematicamente, como faremos no modelo
atual.

Sabemos que equacao de uma circunferéncia € dada pela seguinte expressao:
(r—a)*+ (y—b)?=r? (2.17)

onde (a, b) € o centro e r é o raio da circunferéncia. No trago t(6), temos:

0 0

T = 2r - cos (5) - COS (5) (2.18)
0 0

= 2r - cos (5) - sen (§> (2.19)

Substituindo a expressao (2.18) e a expressao (2.19) no primeiro membro da expressao
(2.17), temos:

2 2
(27“ - COS (g) - COS (g) — a> + (27“ - COS (g) - sen (g) — b> (2.20)
Desenvolvendo a expressao (2.20):
0 0 0 0
4r? ccos? [ =) ccos? [ =) —4 Z ). Z ). 2
r° . Cos (2) Cos (2) T COS (2) cos (2) a+a“+
0 0 0 0
4r - cos® (5) - sen 2 (5) — 4r - cos (5) - sen (§> b+ b
Fazendo a=re b =0; temos:
0 0 0 0
2 . 2 —_— . 2 —_— — —_— . —_— . 2
4r= - cos (2) Cos (2) 4rcos (2) Cos (2) r+re+
0 0 0 0
. 2 —_— . 2 —_— — . —_— . —_— . 2
4r - cos (2) sen (2) 4r - cos (2) sen (2) 0+0
0 0 0 0 0 0
4?02 [2) o2 (2 — 402 7Y v 2 arcol [(2) -sen? (2
r° - Ccos (2) cos (2) r° COS (2) cos <2>+r + 4r - cos (2) sen (2)

9
2

4r? - cos? <g> [cos2 (g) + sen 2 (g)] — 4r? - cos (g) - COS (g) + 72 2.21)

Colocando em evidéncia 4r - cos? ( ) e reescrevendo a expressao:



62
Utilizando o Teorema Fundamental da Trigonometria que abordamos na secao 1.3.2,
0 0
cos? (§> + sen? (5) =1 (2.22)
Substituindo (2.22) e, (2.21) e desenvolvendo a expressao:
0 0 0
4r? - cos? (§> -[1] — 4r? - cos (5) - COS (5) + r?
0 0
= 4r% . cos® <§> — 472 . cos? (5) + 72

=0+

podemos afirmar que:

Assim, mostramos que para a = 7 e b = 0, o traco ¢(¢) descreve uma circunferéncia de

raio r, centro (,0).

2.3 Modelo de Funcionamento do Pedivela Variavel

Neste topico vamos explicar detalhadamente o modo de pedalar e o funcionamento do
pedivela aumentavel.
Para iniciarmos a explicacdo podemos utilizar a figura 2.13, logo, essa serd a posicao

inicial com a bicicleta parada.

A~ 0o (ot (eEe 858 8

Figura 2.13: Funcionamento do pedivela - posicao inicial

Assim que o ciclista iniciar 0 movimento com a bicicleta, o pedal vai se deslocar no
sentido horério.

Logo, o pedivela aumentavel entra em a¢do, em conjunto com o pedivela principal, como
podemos vizualizar na figura 2.14

O comprimento do pedivela continua a aumentar de tamanho até alcancar seu compri-
mento maximo, como mostra a figura 2.15.

Ap0s alcangar seu comprimento maximo, o pedivela aumentdvel passa a diminuir de
tamanho até alcancar o tamanho inicial, dessa forma, iniciando um novo ciclo de funciona-
mento. A figura 2.16 mostramos a diminui¢do do comprimento do pedivela, proximo ao seu

comprimento inicial.
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Figura 2.14: Aumento do pedivela

Figura 2.15: Pedivela com tamanho méximo

2.4 Torque

Defininos torque ou momento tor¢or, como a capacidade de uma forca F' fazer um corpo
girar, como mostra a figura 2.17. (HALLIDAY, RESNICK, WALKER, 2016, p.638).

A intensidade do torque é medida em Newton — metro(NN - m) e pode ser calculada
pela expressao:

T=r-F-sen(y)
onde:

7 = Torque ou momento torgor(N - m)
F = Forga(N)
r = raio(m)

~v = angulo entre 7 e F'
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Figura 2.16: Diminui¢do do comprimento do pedivela

G

Figura 2.17: Ilustracdo do torque

24.1 Calculo do Torque do Pedivela Aumentavel em Alguns Pontos

Nesta se¢do vamos calcular o torque resultante em alguns pontos, com o objetivo de
comparar os valores de torque com uma bicicleta comum, para isso, utilzamos a expressao de
torque, apresentada neste capitulo.

Para maior facilidade na compreensao dos calculos e anélise de resultados, vamos consi-
derar o pedivela com um comprimento de 20 centimetros, e que a for¢a F exercida pelo ciclista
no pedal é constante, com F = 100N.

Calculo do Torque no Instante de 120°:

Temos a posi¢do dos pedais dada pela figura:

Inicialmente, vamos calcular o comprimento C' D, que é o comprimento do pedivela que
exerce o torque para 120°. Para efetuar esse calculo, vamos usar a lei dos cossenos, demonstrada

no capitulo annterior:
(CD)* = (CA)? + (AD)*> —=2- (CA) - (AD) - cos(120°) =
(CD)? = (20)* + (20)* — 2- 20 - 20 - cos(120°)

7

Como o angulo de 120° € obtuso, vamos usar a expressdo apresentada no capitulo ante-
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A 20cm D

Figura 2.18: Torque em 120°

rior para calcularmos o valor do seu cosseno:

cos(180° — 120°) = —cos(120°) =
cos(60°) = —cos(120°) =
1
5 = —cos(120°) =
1
cos(120°) = .

Para encontrarmos o cos(60°) consultamos a tabela 1.1. Substituindo e continuando a

desenvolver a expressao:

_ 1
(CD)? = 400 + 400 — 800 - (—5) =

(CD)? =800 + 400 =
(CD)* = 1200 =
OD = V1200 =
CD = 34,6cm

Depois de calculado o comprimento do segmento C'D, vamos calcular o torque, utili-

zando a expressao abordada neste capitulo:
T=F-r-sen(y) (2.23)

Como r tem que ser expresso em metros, CD =0,346m e sabendo que F = 100N, subs-

tituindo 2.23, temos:
7 =100 - 0,346 - sen(60°)

Consultando a tabela 1.1, encontramos o sen (60°):

sen (60°) = ?
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Substituindo e continuando a desenvolver a expressao:

T:100'0,346'§:>

T=29,41N -m
Para efeito comparativo, calcularemos o torque de uma bicicleta normal, cujo o pedivela

possui r = 0,2m. Logo:

7:100-0,2-§;s

T=17N
Calculo do Torque no Instante de 140°:

Temos a posi¢ao dos pedais dada pela figura 2.19:

A 20 cm D

Figura 2.19: Torque em 140°

Inicialmente, vamos calcular o comprimento C'D, que é o comprimento do pedivela que

exerce o torque para 140°. Para efetuar esse calculo, vamos usar a lei dos cossenos:
(CD)? = (CA)? + (AD)*> =2 - (CA) - (AD) - cos(140°) =
(CD)* = (20)? + (20)% — 2 - 20 - 20 - cos(140°)
Como o angulo de 140° € obtuso, vamos usar a expressao apresentada no capitulo ante-

rior para calcularmos o valor do seu cosseno:

cos(180° — 140°) = —cos(140°) =
cos(40°) = —cos(140°) =
0,76 = —cos(140°) =

cos(140°) = —0,76

Para encontrarmos o cos(140°) consultamos o apéndice A desse trabalho. Substituindo

e continuando a desenvolver a expressao:
(CD)? = 400 + 400 — 800 - (=0, 76) =
(CD)? = 800 + 608 =
(CD)? = 1408 =
CD = V1408 =
CD = 37,5cm
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Depois de calculado o comprimento do segmento C'D, podemos calcular o torque utili-
zando a expressao:
T=F-r-sen(v) (2.24)

Como r tem que ser expresso em metros, CD =0,375m e sabendo que F = 100N, subs-
tituindo 2.24, temos:
7 =100 - 0,375 - sen (70°)

Consultando o Apéndice A, encontramos o sen (70°):
sen (70°) = 0,93
Substituindo e continuando a desenvolver a expressao:
7=100-0,375-0,93 =
T =34,87N -m

Para efeito comparativo, calcularemos o torque de uma bicicleta normal, cujo o pedivela
possui r = 0,2m. Logo:
7=100-0,2-0,93 =
T=18,6N -m
Calculo do Torque no Instante de 150°:

Temos a posi¢do dos pedais dada pela figura:

A 20cm D

V=75 |F = 100N

Figura 2.20: Torque em 150°

Inicialmente, vamos calcular o comprimento C'D, que é o comprimento do pedivela que

exerce o torque para 150°. Para efetuar esse calculo, vamos usar a lei dos cossenos:
(CD)? = (CA)? + (AD)* —2-(CA) - (AD) - cos(150°) =
(CD)* = (20)? + (20)% — 2 - 20 - 20 - cos(150°)
Como o angulo de 150° € obtuso, vamos usar a expressao apresentada no capitulo ante-

rior para calcularmos o valor do seu cosseno:

cos(180° — 150°) = —cos(140°) =
cos(30°) = —cos(150°) =
3
\/7_ = —cos(150°) =
3
cos(150°) = —£

2
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Para encontrarmos o cos(30°) consultamos a tabela 1.1. Substituindo e continuando a

desenvolver a expressao:

(C'D)? = 400 + 400 — 800 - (J/;) =

(CD)* = 800 + 400 - V3 =
(CD)? = 800 + 680 =
(CD)? = 1480 =

COD = /1480 =

CD = 38,5cm

Depois de calculado o comprimento do segmento C'D, podemos calcular o torque utili-
zando a expressao:
T=F-r-sen(v) (2.25)

Como r tem que ser expresso em metros, C'D = 0,385m e sabendo que F = 100N, subs-
tituindo 2.25, temos:
7 =100 -0, 385 - sen (75°)

Consultando o Apéndice A, encontramos o sen (75°):
sen (75°) = 0,96
Substituindo e continuando a desenvolver a expressao:
7 =100-0,385-0,96 =
7=236,96N -m

Para efeito comparativo, calcularemos o torque de uma bicicleta normal, cujo o pedivela

possui r = 0,2m. Logo:
7=100-0,2-0,96 =
T=19,6 N -m

Calculo do Torque no Instante de 180°:

Temos a posi¢do dos pedais dada pela figura:

20 cm A 20 cm D

. ©
\-/ V:QOJ_IF: 100N

a=180"

Figura 2.21: Torque em 180°
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Inicialmente, vamos calcular o comprimento C'D, que é o comprimento do pedivela que
exerce o torque para 180°. Para efetuar esse calculo, vamos usar a lei dos cossenos:
(CD)* = (CA)? + (CD)*—2-(CA) - (AD) - cos(180°) =
(CD)? = (20)* + (20)* — 2- 20 - 20 - cos(180°)

Vamos utilizar a mesma expressao anterior para definir o cos(180°)

cos(180° — 180°) = —cos(180°) =
cos(0°) = —cos(180°) =
1 = —cos(180°) =

cos(180°) = -1

Para encontrarmos o cos(0°) utilizamos o apéndice A do trabalho. Substituindo e conti-

nuando a desenvolver a expressao:

(CD)? = 400 + 400 — 800 - (—1) =
(CD)? =800 + 800 =
(CD)* = 1600 =
CD = V1600 =
CD = 40,0cm
Depois de calculado o comprimento do segmento C'D, podemos calcular o torque utili-
zando a expressao:
T=1F-r-sen(v) (2.26)

Como r tem que ser expresso em metros, CD = 0,4m e sabendo que F = 100N, substi-
tuindo 2.26, temos:
7=100-0,4 - sen(90°)

Consultando o Apéndice A, encontramos o sen(90°):
sen (90°) =1
Substituindo e continuando a desenvolver a expressao:
7=100-0,4-1=
7=40,0N -m

Para efeito comparativo, calcularemos o torque de uma bicicleta normal, cujo o pedivela

possui r = 0,2m. Por isso:

7=100-0,2-1=
7=20,0N -m
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Através da tabela 3.1, organizamos e comparamos os valores de torque de acordo com o

angulo 7.

v | Torque na bicicleta normal | Torque na bicicleta com pedivela Aumentavel
60° 17 29,41
70° 18,6 34,875
75° 19,6 36,96
90° 20,0 40,0

Tabela 2.1: Tabela de Torques

Observando a expressao para calcular o torque, notamos que o torque méaximo € dado
quando v = 90°, pois 0 sen(90°) = 1. Analisando a tabela 3.1, notamos que o torque maximo

dobra de valor ao compararmos as bicicletas, isso ocorre por duas razdes:

1) quando o angulo entre os pedivelas € de 180°, o braco alcanca seu comprimento maximo,

pois o0 cos(180°) = —1.

i1) ao dobrarmos o comprimento do pedivela, dobramos também o torque, pois a relagdo

entre o torque e o comprimento do pedivela € diretaente proporcional;

2.5 Reducao da Forca Aplicada Pelo Ciclista em Alguns Pon-

tos

Anteriormente, na secao 2.4.1, determinamos o ganho de torque do ciclista em uma bi-
cicleta com pedivela aumentdvel. Nesta secdo, vamos analisar a reducdo de for¢ca em pontos

especificos, utilizando os mesmos dados previamente utilizados.

Reducao de Forca no Instante 120°

Partindo dos dados previamente estabelecidos na se¢do 2.4.1, consideraremos uma bi-
cicleta padrao com as seguintes caracteristicas: forga aplicada pelo ciclista /' = 100NV e com-
primento do pedivela r = 20cm, que, para fins de célculo, € convertido para r = 0,2m. Com
esses valores, o torque 7 = 17N - m.

Considerando agora a bicicleta com pedivela aumentavel, temos um comprimento de
pedivela de » = 34, 6cm, que € convertido para r = 0, 346m para fins de calculo. O angulo v é

de 60°. Para manter o torque 7 = 17N - m, vamos calcular a forca /' necesséaria aplicada pelo
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ciclista. Portanto:
T=F-r-sen(60°)

17:F-0,346-\/7§

F =56,73N

Calculando a reducao da forca:
100 — 56,73 = 43,27N.

A forca necessaria para manter o torque de 7 = 17N - m seria de F' = 56, 73N, repre-

sentando uma redugdo de 43, 27N em relacdo a forga inicial.

Reducao de Forca no Instante 140°

Partindo dos dados previamente estabelecidos na secao 2.4.1, consideraremos uma bi-
cicleta padrao com as seguintes caracteristicas: forca aplicada pelo ciclista F' = 100N e com-
primento do pedivela r = 20cm, que, para fins de célculo, € convertido para r = 0,2m. Com
esses valores, o torque 7 = 18,6V - m.

Considerando agora a bicicleta com pedivela aumentéavel, temos um comprimento de
pedivela de » = 37, 5cm, que € convertido para r = 0, 375m para fins de cdlculo. O angulo
¢ de 70°. Para manter o torque 7 = 18,6/ - m, vamos calcular a for¢a I’ necessaria aplicada

pelo ciclista. Portanto:

T=F-r-sen(70°)
18,6 = F'-0,375-0,93
F = 53,33N

Calculando a reducdo da forga:
100 — 53,33 = 46,67N.

A forga necessdria para manter o torque de 7 = 18,6/ - m seria de F' = 53,33N,

representando uma redugdo de 46, 67N em relacao a forga inicial.

Reducao de Forca no Instante 150°

Partindo dos dados previamente estabelecidos na secao 2.4.1, consideraremos uma bi-
cicleta padrao com as seguintes caracteristicas: forga aplicada pelo ciclista /' = 100NV e com-
primento do pedivela » = 20cm, que, para fins de calculo, € convertido para » = 0, 2m. Com
esses valores, o torque 7 = 19,6N - m.

Considerando agora a bicicleta com pedivela aumentavel, temos um comprimento de

pedivela de » = 38, 5cm, que € convertido para » = 0, 385m para fins de calculo. O angulo
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¢ de 75°. Para manter o torque 7 = 19,6/ - m, vamos calcular a for¢a F’ necessaria aplicada

pelo ciclista. Portanto:

T=1F-r-sen(75°)
19,6 = F'-0,385-0,96
F = 53,03N

Calculando a reducao da forca:
100 — 53,03 = 46,97N.

A forca necessdria para manter o torque de 7 = 19,6V - m seria de F' = 53,03N,

representando uma redugdo de 46, 97N em relacdo a forga inicial.

Reducio de Forca no Instante 180°

Partindo dos dados previamente estabelecidos na secao 2.4.1, consideraremos uma bi-
cicleta padrao com as seguintes caracteristicas: forca aplicada pelo ciclista F' = 100N e com-
primento do pedivela r = 20cm, que, para fins de célculo, € convertido para r = 0,2m. Com
esses valores, o torque 7 = 20N - m.

Considerando agora a bicicleta com pedivela aumentéavel, temos um comprimento de
pedivela de » = 40, 0cm, que € convertido para r = 0, 4m para fins de calculo. O angulo v é
de 90°. Para manter o torque 7 = 20N - m, vamos calcular a forca ' necesséria aplicada pelo

ciclista. Portanto:
T=F-r-sen(60°)
20=F-0,4-1
F =50,00N

Calculando a reducao da forca:
100 — 50,00 = 50, 00N.

A forga necessaria para manter o torque de 7 = 20N - m seria de ' = 50,0N, repre-
sentando uma redugdo de 50, 00V em relacdo a forga inicial.
Utilizando a tabela 2.2, organizamos e comparamos os valores de for¢ca de acordo com

o angulo 7.
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v | Forca na bicicleta normal | Forca na bicicleta com pedivela Aumentavel | Reducdo de Forca
60° 100 56,73 43,27
70° 100 46,67 46,67
75° 100 46,97 46,97
90° 100 50,0 50

Tabela 2.2: Tabela de Reduc¢ao de Forcas



3 Geometria de Construcao de uma Bici-

cleta com Pedivela Aumentavel

Neste capitulo vamos abordar a geometria de constru¢ao da bicicleta com pedivela au-
mentavel, fazendo um comparativo com o modelo de construcao de um modelo de bicicleta

comum.

3.1 Geometria da Bicicleta com Pedivela Aumentavel

Tomemos a geometria de construcdo da bicicleta, descrita na Figura 3.1:

Figura 3.1: Geometria de uma bicicleta padrao

Para construir esse modelo, utilizamos o software geogebra, e podemos descrever a
construcdo da bicicleta com alguns elementos da geometria analitica. Para a constru¢do da roda

traseira e dianteira, utilizamos as equagdes que descrevem uma circunferéncia no plano:
2+ = 841 (3.1)
(z —10)* +y* = 841 (3.2)

Para a construcao da coroa do pedivela, temos a equacao 3.3, que corresponde a circun-

feréncia:
(x—4)°+ (y+1)*=2.25 (3.3)

Para referenciar a construcdo no plano, temos o ponto A = (4,-1) que € o centro da

circunferéncia da coroa do pedivela, o ponto E = (0,0) que € o centro da circunferéncia da roda
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traseira, o ponto D = (10,0) que € o centro da circunferéncia da roda dianteira. Para referenciar
o quadro da bicicleta, utilizamos os poligonos ABCF e AEB, cujo os pontos B =(3,4), C =(9,4)
e F=(9.16, 3.26).

Para a construcdo da nossa bicicleta, utilizaremos a Figura 3.2, construida no geogebra.

Figura 3.2: Bicicleta adaptada

Para construir a bicicleta proposta pelo trabalho, inicialmente chegamos para tras a roda
traseira para que assim consigamos adicionar a coroa do pedivela auxiliar.

A roda traseira, centrada no ponto G = (-1,0) e que pode ser descrita pela equacao:
(x+1)*+y* =841 (3.4)

A roda traseira, centrada no ponto G = (10,0) e que pode ser descrita pela equacao:
(z —10)* +y* = 8,41 (3.5)
A coroa do pedivela, centrada no ponto E = (2.5, -1) e que pode ser descrita pela equagao:
(x—25)"+ (y+1)* =225 (3.6)

A coroa do pedivela auxiliar, centrada no ponto A = (4, -1) e que pode ser descrita pela

equacio:
(z—4)>+(y+1)?*=225 (3.7)

Os poligonos BEG e EBCF se referem a geometria do quadro da bicicleta, com os pontos
B=(34),C=(94),F=(9.16, 3.26).

3.2 Montagem de um Protétipo do Pedivela Aumentavel

Visando a utiliza¢do desse modelo em sala de aula, vamos descrever o processo de mon-
tagem de um prototipo que simula o funcionamento do pedivela aumentavel. Os materiais de
montagem sao facilmente encontrados em lojas de ferramentaria, com baixo custo. Os com-
ponentes necessarios para a montagem, estdo descritos abaixo e podemos visualizar pela figura
3.3:
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I) 10 porcas de ;

IT) 2 pedivelas;

III) 3 barras roscadas com didmetro de 1%, com 100 milimetros de comprimento;

IV) 2 roldanas do cidmbio da bicicleta;

VI) 1 corrente de bicicleta;

5

VII) 6 arruelas para parafuso %;

Figura 3.3: Componentes utilizados para a montagem do protétipo

Inicialmente, com a utilizagdo de uma chave 13, monte os componentes como indicado

na figura 3.4:
Como préximo passo, encaixe as duas roldanas e a corrente, como mostra a figura 3.5:
Em seguida, monte o outro pedivela como mostra a figura 3.6:

Por fim, encaixe a ultima barra roscada que serd utilizado como pedal, como mostra a

figura 3.7 e, assim, esta montado o sistema de pedivela aumentdvel.
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Figura 3.4: Passo Inicial da montagem do protdtipo

3.2.1 Orcamento dos Componentes Para a Montagem do Prototipo

Como j4 especificado anteriormente, 0s componentes para a montagem do protétipo sao

facilmente encontrados em lojas de ferramentas, assim a tabela abaixo mostra o custo de cada
componente:

Em relacdo aos pedivelas, € necessario fabricd-lo em uma méquina especializda, que
pode gerar um pouco de dificuldade, deve-se também cortar a barra roscada no tamanho ne-
cessdrio, pois a mesma € adquirida com comprimento de um metro.
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Figura 3.5: Montagem das roldanas e corrente

Figura 3.6: Montagem do segundo pedivela

Figura 3.7: Prot6tipo montado
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Quantidade Componente Custo Unitario (em reais)
10 Porca % 0,50
1 Barra roscada % 6,00
6 Arruela 0,20
1 Corrente 55,00
2 Roldana do Cambio 10,00

Tabela 3.1: Preco dos componentes
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4 Conclusao

A proposta de ensino apresentada neste tabalho, usando a bicicleta como um meio para a
o ensino e a aprendizagem do conteudo de trigonometria, € uma abordagem que busca se juntar
a vdrias outras para contribuir para o desenvolvimento de habilidades mateméticas nos alunos.

A trigonometria é um conteido importante para os alunos do Ensino Médio, pois a
mesma estd presente nos varios processos seletivos para a educagdo universitaria, e se consi-
derarmos também a educagdo universitaria, temos a presencga da trigonometria ndo s6 na ma-
tematica, mas também nas dreas de engenharia e fisica.

Através dessa proposta, esperamos motivar alunos, inspiré-los, para que se desenvolvam
matematicamente, se interessando pela drea, aumentando suas habilidades de analisar e resolver
problemas e que assim, consigam alcangar seus objetivos académicos e profissionais.

Essa abordagem, que junta uma situa¢do do cotidiano com os contetidos abordados den-
tro da sala de aula, busca ser uma contribuic¢ao valiosa para o processo de ensino aprendizagem
e também pode vir a ser um modelo para outros conteddos, contribuindo para a melhoria do

ensino como um todo.
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Apéndice A
TABELA TRIGONOMETRICA

Angulo (°) Seno Cosseno | Tangente | Angulo (°) Seno Cosseno Tangente
0 0 | 0 46 0,71934 0,69466 1,03553
1 0,01745 0,99985| 0,01745 47 0,73135 0,68200 1,07236
2 0,0349 0,99939| 0,03492 48 0,74314 0,66914 1,11060
3 0,05234 0,99863| 0,05241 49 0,75471 0,65606 1,15037
4 0,06976 0,99756| 0,06993 50 0,76604 0,64279 1,19174
5 0,08716 0,99619| 0,08749 51 0,77715 0,62932 1,23491
6 0,10453 0,99452| 0,10511 52 0,78801 0,61566 1,27994
7 0,12187 0,99255| 0,12279 53 0,79864 0,60181 1,32707
8 0,13917 0,99027| 0,14054 54 0,80903 0,58777 1,37645
9 0,15643 0,98769| 0,15838 55 0,81915 0,57358 1,42814
10 0,17365 0,98481| 0,17633 56 0,82904 0,55919 1,48257
11 0,19087 0,98162| 0,19444 57 0,83867 0,54464 1,53986
12 0,20791 0,97815| 0,21255 58 0,84805 0,52992 1,60035
13 0,22495 0,97437| 0,23087 59 0,85717 0,51503 1,66430
14 0,24192 0,97030| 0,24933 60 0,86603 0,49999 1,73209
15 0,25882 0,96593| 0,26795 61 0,87462 0,48481 1,80405
16 0,27564 0,96126| 0,28675 62 0,88295 0,46947 1,88075
17 0,29237 0,95631| 0,30573 63 0,89101 0,45398 1,96265
18 0,30902 0,95106| 0,32492 64 0,89879 0,43838 2,05026
19 0,32557 0,94552| 0,34433 65 0,90631 0,42261 2,14454
20 0,34202 0,93969| 0,36397 66 0,91355 0,40673 2,24610
21 0,35837 0,93358| 0,38387 67 0,9205 0,39074 2,35577
22 0,37461 0,92718| 0,40403 68 0,92718 0,37462 2,47501
23 0,39073 0,92051| 0,42447 69 0,93358 0,35837 2,60508
24 0,40674 0,91354| 0,44523 70 0,93969 0,34203 2,74741
25 0,42262 0,90631| 0,46631 71 0,94552 0,32556 2,90425
26 0,43837 0,89879| 0,48773 72 0,95106 0,30901 3,07780
27 0,45399 0,89101| 0,50952 73 0,9563 0,29239 3,27066
28 0,46947 0,88295| 0,53171 74 0,96126 0,27564 3,48733
29 0,48481 0,87462| 0,55431 75 0,96523 0,26140 3,69251
30 0,5 0,86603| 0,57735 76 0,9703 0,24190 4,01108
31 0,51504 0,85717| 0,60086 77 0,97437 0,22495 4,33147
32 0,52992 0,84805| 0,62487 78 0,97815 0,20790 4,70490
33 0,54464 0,83867| 0,64941 79 0,98163 0,19079 5,14496
34 0,55919 0,82904| 0,67450 80 0,98481 0,17364 5,67171
35 0,57358 0,81915| 0,70021 81 0,98769 0,15642 6,31419
36 0,58779 0,80901| 0,72655 82 0,99027 0,13916 7,11609
37 0,60182 0,79863| 0,75356 83 0,99255 0,12184 8,14647
38 0,61566 0,78801| 0,78128 84 0,99452 0,10455 9,51271
39 0,62932 0,77715| 0,80978 85 0,99619 0,08721 11,42296
40 0,64279 0,76604| 0,83910 86 0,99756 0,06981 14,28875
41 0,656006 0,75476| 0,86916 87 0,99863 0,05233 19,08438
42 0,66913 0,74315| 0,90040 88 0,99939 0,03492 28,61682
43 0,692 0,72190| 0,95858 89 0,99985 0,01732 57,72853
44 0,69466 0,71934| 0,96569 90 1 0
45 0,70711 0,70711 1




