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RESUMO

Este trabalho apresenta a importancia do uso do GeoGebra como ferramenta para o estudo das
coOnicas, os conceitos matematicos da elipse sdo essenciais para compreender as Leis de Kepler.
Além disso, o Calculo Diferencial e Integral fornece as ferramentas matematicas necessarias
para descrever a dinamica do movimento dos planetas em torno do Sol, permitindo assim
representar com precisao o sistema planetario, objeto de estudos da astronomia. Dessa forma,
destaca-se as Leis de Kepler: a Primeira Lei afirma que os planetas se movem em oOrbitas
elipticas com o Sol em um dos focos; A segunda Lei explora os conhecimentos sobre a elipse,
como a excentricidade e os focos que sdo fundamentais para entender a varia¢ao da velocidade
dos planetas; ja a terceira Lei de Kepler relaciona o periodo orbital com o tamanho da orbita e
utiliza os conceitos de geometria analitica que sdo indispensaveis para explicar a dindmica
celeste e a gravitacao universal. O software GeoGebra se apresenta como um instrumento
poderoso que uni a matemadtica a astronomia, auxiliando na visualizagdo das orbitas e na
resolugdo de problemas; tornando o aprendizado mais dinamico e acessivel, ajudando os alunos
do ensino bésico a compreender conceitos fundamentais, como as Leis de Kepler, a gravitagao

universal e a geometria da conicas e das Orbitas celestes.

Palavra-chave: Leis de Kepler; Geogebra; elipse.



ABSTRACT

This paper presents the importance of using GeoGebra as a tool for studying conics. The
mathematical concepts of the ellipse are essential for understanding Kepler's Laws. In addition,
Differential and Integral Calculus provide the mathematical tools necessary to describe the
dynamics of the movement of planets around the Sun, thus allowing for the accurate
representation of the planetary system, the object of astronomy studies. Thus, Kepler's Laws
stand out: the First Law states that the planets move in elliptical orbits with the Sun at one of
the foci; the Second Law explores knowledge about the ellipse, such as eccentricity and foci,
which are fundamental for understanding the variation in the speed of the planets; Kepler's
Third Law relates the orbital period to the size of the orbit and uses the concepts of analytical
geometry that are indispensable for explaining celestial dynamics and universal gravitation.
GeoGebra software is a powerful tool that combines mathematics and astronomy, helping to
visualize orbits and solve problems; making learning more dynamic and accessible, helping
elementary school students understand fundamental concepts such as Kepler's Laws, universal

gravitation and the geometry of conics and celestial orbits.

Keyword: Kepler's Laws; GeoGebra; ellipse.
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“A percep¢ao do desconhecido ¢ a mais
fascinante das experiéncias. O homem que ndo
tem os olhos abertos para o misterioso passara

pela vida sem ver nada”. Albert Einstein
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1 INTRODUCAO

Muitos alunos enfrentam desafios ao tentar compreender problemas que envolvem as
Leis de Kepler, por conta de ndo ter conhecimentos sobre os conceitos de conicas, em especial
o estudo da elipse, que no momento atual, a BNCC nio cita "conicas" diretamente em todos os
casos, mas ela orienta o desenvolvimento de habilidades relacionadas a andlise de gréficos,
equagoes, funcdes e relagdes geométricas no plano, o que abre espago para o estudo das conicas,
principalmente em escolas que oferecem um curriculo mais aprofundado em matematica,
embora seja um contetido relevante para a formacdo matematica do ensino médio, muitos
alunos trazem consigo a ideia de que as Orbitas sdo circulares e apresentam dificuldades em
entender por exemplo, que os planetas seguem trajetorias elipticas, com o Sol localizado em
um dos focos, deixando claro que conhecimento prévio € extremamente importante, tanto no
processo de aprendizagem quanto na resolugdo de problemas. Ele funciona como uma base
sobre a qual novas informagdes sdo construidas.

Assim, as animacgdes produzidas através do Software GeoGebra apresentadas nesse
trabalho, serd de suma importancia para visualizagao planetaria proposta, tornando conceitos
abstratos mais visuais, dindmicos e interativos. Seu uso pode melhorar significativamente a
compreensdo dos alunos e estimular os interesses pelos conceitos abordados. Desse modo, o
uso de tecnologias educacionais, como o software GeoGebra, aliado a contextualizagdo e a
interdisciplinaridade, pode transformar o modo como os alunos compreendem contetdos
complexos, como as Leis de Kepler que foram demonstrados por meio de experimentos e
matematica pura como o calculo diferencial e integral.

A importancia do calculo diferencial e integral para as Leis de Kepler estd no fato de
que, embora Kepler tenha formulado suas Leis com base em observagdes e geometria, foi o
calculo que permitiu entender profundamente o "porqué" dessas Leis funcionarem e explica-las
de forma precisa. A matemadtica ¢ uma ciéncia fundamental que estuda padroes, relagdes, formas
e quantidades. Ela estd presente em diversas areas da vida e do conhecimento, desde a
tecnologia até a natureza. Assim, o uso de recursos visuais e interativos sera essencial no
processo de aprendizagem.

O estudo tem como objetivo apresentar aos alunos, a importancia das cOnicas em
especial a elipse para melhor entendimento das Leis de Kepler, permitindo analisar o
movimento planetario e a relagdo entre as forcas gravitacionais e as Orbitas celestes por meio
do GeoGebra, desenvolvendo habilidades matematicas e geométricas para o aumento da

capacidade de resolver problemas. Para isso, foram definidos os seguintes objetivos especificos:



11

= Apresentar a importancia dos contetidos de conicas em especial o estudo da elipse para
o entendimento das orbitas dos planetas;

e Mostrar por meio do Software GeoGebra a forma eliptica das orbitas planetarias,
representando a trajetéria de um planeta ao redor do Sol e destacando o Sol em um dos
focos da elipse, mostrar também que a excentricidade das orbitas pode variar e como
isso afeta a forma da elipse;

e Mostrar com o GeoGebra que o raio vetor que liga o planeta ao Sol varre areas iguais
em tempos iguais;

e Propor um modelo dindmico no qual o planeta percorra a 6rbita em diferentes posigdes
e explorar a variacdao da velocidade do planeta ao longo da orbita (velocidade maior
proximo ao periélio e menor no afélio);

e Apresentar problemas de fisica que possam ser resolvidos por meio do calculo
diferencial e integral, mostrando que o céalculo ¢ uma ferramenta indispensavel para a
modelagem e a resolugdo desses problemas.

e Ajudar a alunos e professores a desenvolverem uma intui¢do sobre os conceitos fisicos
que estao por tras dos problemas e como o célculo pode ser usado para descrevé-los
matematicamente;

e Propor problemas voltados a educacdo basica para que os alunos possam praticar e
solidificar o conhecimento adquirido do contetido proposto de forma clara, objetiva e

dinamica.

Este trabalho apresenta uma proposta com estratégias didaticas para o ensino da elipse
e sua relacdo com as Leis de Kepler, visando facilitar a compreensdo dos conceitos
astrondmicos e matematicos envolvidos.

Desse modo, o trabalho esta organizado da seguinte forma:

A primeira se¢do apresenta a problematica, objetivos, justificativa, a relevincia e a
estrutura da pesquisa.

Na segunda se¢do, serdo apresentadas as coOnicas, em especial a elipse, que ¢ um
conceito algébrico/geométrico importante na matematica e na astronomia, por suas inimeras
aplicagdes no mundo real e essencial para entender os movimentos planetarios.

Em seguida, a terceira secdo, aborda os sistemas geocéntrico e heliocéntrico.
Posteriormente, as trés Leis de Kepler com o auxilio do calculo diferencial e integral,
finalizando a terceira se¢do com a teoria da gravitacdo universal de Isaac Newton que continua

sendo fundamental para a astronomia moderna e a exploragao espacial.



12

A quarta se¢do, nos traz uma breve ideia da importancia do software GeoGebra como
uma ferramenta poderosa para a criagdo de simulacdes interativas que auxiliam no ensino e
aprendizagem nos conceitos de matematica e fisica. Seu uso facilita a visualizagao de conceitos
abstratos, melhora a compreensao e torna o aprendizado mais dindmico.

Na quinta se¢do, serdo abordados dois problemas sobre as Leis de Kepler do livro de
James Stewart, Calculo volume 2 paginas 785 e 786, eles apresentam pela terceira Lei de Kepler
quao grandemente, o célculo diferencial e integral ¢ importante para encontrar as solugodes e
como o software GeoGebra pode contribuir visualmente com suas animagoes.

As Consideracdes Finais e as Referéncias Bibliograficas desse trabalho, se encontram
na quinta e sexta secao respectivamente.

Finalmente, em anexo, no apéndice I, foi apresentado o Produto Educacional, que
envolvem problemas e solugcdes com o auxilio do software GeoGebra sobre astronomia,
explorando a excentricidade da orbita eliptica dos planetas, distancia do sol ao afélio e o periélio
e conhecimentos que definem cada Lei de Kepler.

Portanto, o uso de animacdes nas Aulas de Matematica e Fisica ndo apenas torna o
aprendizado mais atrativo, mas também melhora a compreensdo e o desempenho dos alunos.
Essa abordagem prepara melhor os alunos para a resolucdo de problemas e para o uso da

tecnologia na aprendizagem.
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2 CONICAS

As seccdes conicas muitas vezes referidas apenas como conicas, resultam de um tipo de
curva que ¢ obtida através da intersecdo de um plano com um cone duplo. Consoante ao angulo
de interse¢do que o plano produz com o cone, pode-se obter uma circunferéncia, uma Elipse,
uma parabola ou uma Hipérbole. Existem alguns casos especiais, que ndo ¢ abordado nesse

trabalho, em que a intersecao resulta num ponto ou numa linha reta.

Figura 1 - Cones interceptado por um plano, destacando as conicas.

Circunferéncia Elipse Parabola Hipérbole

\ J
7~ ™ \'\‘ / \/

Fonte: https://encurtador.com.br/IHJuR (2024)

Existem diversas aplicagdes praticas das coOnicas, aqui destaca-se alguns exemplos:
Johannes Kepler descobriu em 1609 que as orbitas dos planetas em torno do sol consistem numa
elipse; Galileo Galilei publicou em 1638 um livro em que descrevia que a trajetdria de um
projétil, (por exemplo uma bala de canhdo), podia ser calculada através da pardbola; as antenas
parabolicas usam as propriedades das parabolas para poder captar o sinal enviado pelos
satélites; alguns tipos de telescopios usam dois espelhos, um maior que ¢ parabodlico e outro
menor que ¢ hiperbolico. Estes sdo apenas alguns exemplos do uso das conicas que possuem
aplicagdes praticas em varias areas no dominio da Fisica, da Quimica, da Economia e da
Engenharia.

O estudo das conicas permite compreender € modelar fendmenos reais com precisao

matematica. Elas sdo uma ponte entre teoria e pratica, sendo essenciais para o avanco da ciéncia
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e da tecnologia. A importancia do estudo da elipse, pardbola, hipérbole e circunferéncia vai

muito além da geometria e essas curvas aparecem naturalmente em diversas areas da

matematica, fisica, astronomia, engenharia e até na natureza.

2.1 Uma breve abordagem das conicas

O estudo das conicas ¢ de grande importancia tanto no campo da matematica quanto em

diversas aplicagdes praticas em outras areas do conhecimento. As conicas, que incluem o

circulo, elipse, parabola e hipérbole, sdo figuras geométricas fundamentais na geometria

analitica e possuem um papel crucial em fendmenos naturais, como o movimento dos planetas,

bem como em tecnologias modernas. Aqui estdo os principais pontos sobre sua importancia:

Fundamentos da Geometria Analitica: O estudo das conicas ¢ essencial para o
entendimento da Geometria Analitica, que conecta dlgebra e geometria por meio de
equacdes algébricas no plano cartesiano. As conicas ajudam a entender conceitos como
distancia, angulos e simetrias, além de ser a base para o estudo dos s6lidos de revolugao,
em especial as quadricas.

Aplicacdes na Astronomia: As orbitas planetarias sao elipticas, conforme descrito nas
Leis de Kepler, e sem a compreensao da elipse, seria impossivel entender o movimento
dos planetas ao redor do Sol. Conicas também aparecem em Orbitas de satélites e no
estudo de trajetdrias espaciais.

Relevancia em Engenharia e Tecnologia: Conicas sdo usadas em designs de antenas
parabdlicas, refletores e em dispositivos Opticos, como lentes e espelhos, para focar ou
direcionar ondas de luz, som ou outras radiag¢des. O design de estradas e pontes também
pode ser influenciado pelo estudo das conicas, principalmente em termos de trajetorias
de movimento e eficiéncia estrutural.

Aplicagoes em Fisica: CoOnicas estdo presentes em fendmenos Opticos, como o
comportamento da luz em espelhos elipticos ou parabdlicos. Sdo importantes também
em mecanica cldssica, como no estudo do movimento de projéteis, refletindo
propriedades como a simetria e as Leis de reflexao.

Desenvolvimento do Raciocinio Matematico: O estudo das conicas ajuda no
desenvolvimento do pensamento 16gico e critico, pois envolve a resolu¢ao de equacdes
quadraticas, analise de graficos e compreensdo de transformagdes geométricas. Também
promove a habilidade de trabalhar com modelagem matematica, essencial em varias

areas cientificas e tecnologicas.
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Como as coOnicas sdo curvas geométricas formadas pela interse¢do de um plano com um

cone de dupla geratriz, conforme mostrado na Figura 2, que possuem caracteristicas Unicas:

Elipse - ¢ formada pela intersecdo de um plano com um cone em um angulo obliquo.
Ela pode ser vista como uma versao "achatada" de um circulo. A elipse tem dois focos
fixos, e a soma das distancias de qualquer ponto da elipse aos dois focos ¢ constante. A
sua excentricidade (e) descreve o grau de "achatamento" da elipse. Para um circulo, a
excentricidade ¢ zero.

Hipérbole - ¢ formada pela intersecdo de um plano com um cone em um angulo maior
do que o angulo da geratriz. Ela é composta por duas ramificagdes abertas. A hipérbole
tem duas ramificagdes que se afastam de forma simétrica em relagdo aos seus eixos, a
diferenga das distancias de qualquer ponto da hipérbole aos dois focos € constante e
possui assintotas (linhas retas que a hipérbole se aproxima, mas nunca cruza).

Parabola — ¢ formada pela interse¢do de um plano com um cone quando o plano ¢
paralelo a uma geratriz do cone. E uma curva aberta, simétrica em relagio ao seu eixo.
Ela possui um vértice (ponto de minima ou maxima curvatura) e um foco, que € o ponto
de reflexdo para raios paralelos que incidem na parabola e tem simetria em relagdo a

uma linha chamada eixo de simetria.

A Figura 2 apresenta os graficos das conicas e suas equagdes principais, essas equagoes

representam parte desse estudo, e cada uma delas ¢ fundamental para a compreensao de diversos

conceitos na area da matematica, como a que estamos apresentando nesse trabalho, onde o foco

principal sera o estudo da elipse, figura geométrica que representa a Orbita dos planetas e corpos

que compde o sistema solar.
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Figura 2 - Resumo de Conicas (Elipses, Parabolas e hipérboles)
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Fonte: https://encurtador.com.br/TBrKV (2025)

O estudo das conicas ¢ fundamental para o entendimento da malkklm,,lkmtematica e
suas aplicagdes no mundo real, especialmente nas areas de fisica, engenharia, astronomia e até
mesmo no design de tecnologias. Além disso, a geometria das conicas oferece uma base solida
para outras dreas matematicas, como as fungdes e as transformagdes, contribuindo para o

desenvolvimento de um raciocinio matematico mais aprofundado.

2.2 Parametros da Elipse

O estudo da elipse foi fundamental para que Kepler pudesse formular corretamente suas
leis do movimento planetario, especialmente a primeira Lei. Antes dele, acreditava-se que os

corpos celestes seguiam Orbitas circulares perfeitas, o que ndo explicava com precisao os dados

observacionais.


https://encurtador.com.br/TBrKV
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Ao entender a geometria da elipse, Kepler percebeu que ela se ajustava muito melhor as
posicdes reais dos planetas observadas por Tycho Brahe. A principal caracteristica da elipse que
Kepler aproveitou foi o fato de ela ter dois focos, e que o Sol esta localizado em um desses
focos, ndo no centro da orbita, como se pensava nos modelos circulares, por esse motivo sera
dado mais atencdo ao estudo da elipse, ndo que seja mais importante para o estudo de conicas,
mas sim pela relevancia neste trabalho.

Em uma elipse, os pontos F; e F, sao chamados de focos, ¢ a distancia entre eles ¢ igual
a 2¢ Sua defini¢cdo formal é: dados os pontos F;e F,, a elipse € o conjunto de pontos P em que

vale a seguinte expressao:

d(PF,) + d(PF,) = 2a (1)

Isso significa que a elipse ¢ o conjunto dos pontos cuja soma das distancias até os focos
¢ igual a uma constante. Em outras palavras, o ponto P pertence a uma elipse se a soma da
distancia de P até F; com a distancia de P até F, ¢ igual a 2a.

De acordo com a Figura 3, apresentada abaixo, destacamos os elementos da elipse.

= Foco: Sdo os pontos F; e F,;

* Distancia focal: € a distancia 2c¢ entre os pontos;

= Centro: E o ponto médio € do segmento F; F,;

= Eixo maior: E o segmento A;A, de comprimento 2a (o segmento A, A, contem os
focos e os eixos externos);

= Eixo menor: E o segmento B; B, de comprimento 2b (o segmento B; B, é ortogonal ao
segmento A A, no ponto C.

= Vértices: Sao os pontos Ay, A, Bie By;

Excentricidade: A excentricidade e exprime o “achatamento” da elipse e ¢ dada por:

e =—
a

Em toda a elipse vale a relagdo pitagorica:

a’> =b*+c? , ()
onde,
» g ¢ amedida do semi-eixo maior;

= ) ¢ amedida do semi-eixo menor;
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» ¢ ¢amedida do foco ao centro da elipse.

A Figura 3 ilustra uma elipse com as medidas de segmentos importantes encontrados

nela:

Figura 3 - Parametros da Elipse

Bij(0,p)

(a,0)
] BIBZ = Zb
}ﬂz

|

|

I

[

|

|

|

I

(0,—b)

»

A1A2 = 2(1

Fonte: Autor 2025

O estudo das conicas, especialmente da elipse, € de grande importancia tanto na
matematica quanto nas ciéncias aplicadas, como a fisica e a astronomia. A elipse, por exemplo,
¢ essencial para compreender o movimento dos corpos celestes, sendo a base das Leis de Kepler

que descrevem as Orbitas dos planetas e satélites.
2.2.1 Equacdo da Elipse

Seja P(x,y) um ponto genérico de uma elipse, cujos focos sdo F;(—c,0) e F,(c,0).

Temos que:

d(P,F) = (x+¢c)*>+y? 3)

d(P,F,) =/ (x —c)? + yZ. )]

Pela equacao (1), temos que:
d(PF,) + d(PF,) = 2a.

Substituindo (3) e (4) na relagdo acima, obtemos:



Jx+0)?2+y2+ J(x—c)? +y? =2a.

Passando o segundo termo da equagdo acima para o segundo membro,

Ve +o?+y?=2a- Jx-o?+y2
Elevando ambos ao quadrado:
(x+ )2 +y*=4a®—4a/(x — )2 +y2 + (x — )2 + y2
x? 4+ 2xc + c* = 4a* — 4a/ (x — €)% + y? + x? — 2xc + c*
4xc = 4a? — 4a\[(x — ©)2 + y?
Dividindo ambos os lados por 4.
xc =a?— a\/m
xc—a? = —a\/(x — c)? + y?
a? —xc=aJ(x — )2 +y?
Elevamos, novamente, ambos os lados ao quadrado:
a* — 2a’xc + c¢?x? = a?[(x — ¢)? + y?]
a* + x%(c? — a?) = a?c? + a?y?
x2(c? — a?) — a?y? = a®c?—a*

Multiplicando por -1:

xz(az _ Cz) + azyz at — a?c?

aZ(aZ _ CZ)
Se Dividirmos ambos os lados por a?(a? — ¢?), teremos:

Da relagao (2), temos:

)

b? = a® — c?.

(6)
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Substituindo (6) em (5), apresentaremos duas equagdes reduzidas. A primeira delas ¢
valida para o caso em que os focos dessa figura estdo sobre o eixo x e o centro da elipse coincide

com a origem de um plano cartesiano:

xZ 2

y
?‘F

ﬁ=1.

A segunda equacao reduzida ¢ valida para os casos em que os vértices da elipse estdo

sobre 0 eixo y e seu centro sobre a origem do plano cartesiano.

2 2

X
ﬁz

y

) 1.

+

Assim conclui-se o estudo da elipse, curva essencial ndo s6 para a matematica, mas
também para a compreensdo do universo. Foi gracas a ela que Kepler pdode descrever
corretamente o movimento dos planetas, revelando que o cosmos segue Leis geométricas
elegantes e precisas. Além disso, as propriedades geométricas da elipse permitem modelar
fendmenos reais com precisdo, desde trajetorias orbitais até aplicagdes em engenharia e optica.
Portanto, dominar os elementos e caracteristicas da elipse ndo s6 amplia o conhecimento
geométrico, mas também contribui para o entendimento do universo e o avango tecnoldgico. A

elipse, portanto, ndo ¢ apenas uma curva, mas uma ponte entre a matematica ¢ a astronomia.
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3 KEPLER E O MOVIMENTO DOS PLANETA

3.1 Uma curta passagem pelo Geocentrismo e Heliocentrismo

Durante a Idade Média, a visdo predominante do universo era baseada no modelo geocéntrico
de Ptolomeu, onde a Terra era o centro do universo e os planetas giravam em Orbitas circulares.
No século XVI, Nicolau Copérnico propos um modelo heliocéntrico, onde o Sol era o centro e
os planetas orbitavam ao seu redor.

No entanto, as previsoes desse modelo ainda ndo eram precisas, pois consideravam
orbitas perfeitamente circulares, o que ndo correspondia as observagdes astronomicas.
Cléaudio Ptolomeu (90-168 d.C.) foi um astronomo, matematico e gedgrafo grego que viveu em
Alexandria, Egito, durante o Império Romano. Ele ¢ mais conhecido por seu modelo
geocéntrico do universo, que dominou a astronomia por mais de 1.400 anos. O modelo de
Ptolomeu foi a principal explicagdo do movimento dos astros durante a Antiguidade e a Idade
M¢dia. Ele afirmava que a Terra era o centro do universo e que o Sol, a Lua, os planetas e as

estrelas giravam ao seu redor em Orbitas circulares.

Figura 4 - Modelo astronomico de Ptolomeu.

Saturno
Jupiter

*
Marte

oy

Sol

Meredrio g

Lig C Vénus

Terra

Fonte: https://encr.pw/OpWz2 (2024).

O modelo de Ptolomeu foi um marco na historia da astronomia, mas sua complexidade
e imprecisdo levaram a sua substitui¢do. Hoje sabemos que a Terra ndo esta no centro do
universo, mas orbita o Sol dentro de uma galaxia gigantesca. Mesmo que suas teorias tenham
sido superadas, Ptolomeu foi um dos grandes pensadores da histéria e ajudou a moldar o

conhecimento cientifico da humanidade. Chegando no século XVI, Nicolau Copérnico (1473-
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1543) revolucionou a astronomia ao propor o modelo heliocéntrico, no qual o Sol esta no centro
do universo e os planetas, incluindo a Terra, giram ao seu redor. Essa ideia contrariava o modelo

geocéntrico de Ptolomeu, que era aceito ha mais de 1.400 anos.

Figura 5 - Modelo astronomico de Copérnico

- / -~
& sthecic Copernicana .

Fonte: https://11nq.com/DgfEU (2024).

O modelo de Copérnico foi a base para a astronomia moderna e ajudou a transformar
nossa compreensao do universo. Suas ideias foram confirmadas com o tempo e hoje sabemos
que o Sol ndo estd no centro do universo, mas sim do Sistema Solar, € que nossa galaxia ¢
apenas uma entre bilhdes no cosmos. Hoje sabemos que nem o Sol esta no centro do universo,
mas sim que ele ¢ apenas uma estrela dentro da Via Lactea, que, por sua vez, ¢ uma entre bilhdes
de galéxias.

Os modelos astronomicos foram fundamentais para o desenvolvimento das Leis de
Kepler, que descrevem o movimento dos planetas ao redor do Sol. A evolucdo do pensamento
astrondmico, do geocentrismo ao heliocentrismo, permitiu que Kepler formulasse suas Leis
com base em observacdes mais precisas. As Leis de Kepler surgiram da necessidade de
descrever com precisdo as Orbitas planetarias no modelo heliocéntrico. A teoria copernicana
ainda utilizava drbitas circulares, o que ndo correspondia as observacdes reais. Johannes Kepler,
ao analisar os dados coletados por Tycho Brahe, concluiu que as orbitas eram elipticas, ndo
circulares, e formulou trés Leis fundamentais.

Assim, Kepler conseguiu explicar com precisdio o movimento planetdrio sem a
necessidade de epiciclos (movimentos circulares adicionais) usados no geocentrismo,

resolvendo as discrepancias entre o modelo copernicano e as observagdes astrondmicas,
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fornecendo base para que Isaac Newton desenvolvesse a Lei da Gravitagdo Universal,

unificando a mecanica celeste e terrestre.

3.2 Leis de Kepler

As Leis de Kepler representam um marco na histéria da ciéncia e da astronomia, pois
foram as primeiras a descrever com precisao os movimentos dos planetas em torno do Sol com
base em observagdes empiricas. Ao abandonar a ideia de orbitas circulares perfeitas, Kepler
mostrou que os corpos celestes seguem oOrbitas elipticas (1* Lei), que se movimentam com
velocidade variavel dependendo da distdncia ao Sol (2* Lei) e que existe uma relacao
matematica entre o tempo de Orbita e a distdncia média ao Sol (3% Lei).

Essas Leis revelaram que o Universo funciona de maneira ordenada e previsivel,
obedecendo a principios geométricos € matematicos. Mais do que simples descri¢des, as Leis
de Kepler abriram caminho para a fisica moderna, sendo fundamentais para que Isaac Newton
(1643-1727), em sua obra "Philosophig Naturalis Principia Mathematica" (publicada em 1687),
demonstrou que as Leis do movimento planetario de Kepler podiam ser deduzidas a partir de
uma forga central de atragdo a gravidade. Ao aplicar suas trés leis do movimento junto com a
Lei da Gravitagdo Universal. Assim, Newton matematizou e fundamentou fisicamente as
observagoes empiricas de Kepler, estabelecendo o modelo newtoniano do universo, explicando
o porqué desses movimentos. Em resumo, as Leis de Kepler ndo apenas mudaram a forma como
entendemos o Sistema Solar, mas também consolidaram a ideia de que a natureza pode ser
compreendida por meio da ciéncia e da razdo.

As Leis de Kepler, baseadas em observacdes precisas do movimento dos planetas,
descreviam como eles se moviam, mas ndo explicavam por que isso acontecia. Foi ai que entrou
Isaac Newton, com sua genialidade, para dar sentido fisico as Leis de Kepler.

Ao formular a Lei da Gravitacdo Universal, Newton mostrou que todos os corpos do
universo se atraem com uma forca proporcional as suas massas e inversamente proporcional ao
quadrado da distancia entre eles. Essa forca gravitacional ¢ justamente o que mantém os
planetas em orbita ao redor do Sol.

Com essa descoberta, Newton foi capaz de demonstrar matematicamente que as Leis de
Kepler eram uma consequéncia natural da gravidade. Ou seja, ele provou que os planetas
seguem Orbitas elipticas, varrem éareas iguais em tempos iguais e que o tempo de revolucdo esta
relacionado a distancia ao Sol — tudo como Kepler havia observado, mas agora com base em

principios da fisica.
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Portanto, Newton foi fundamental para dar as Leis de Kepler um fundamento tedrico
solido, transformando descri¢des empiricas em Leis fisicas universais. Seu trabalho uniu a

astronomia com a fisica € marcou o nascimento da ciéncia moderna.
3.3 Primeira Lei de Kepler

A Primeira Lei de Kepler, também conhecida como Lei das Orbitas, foi um marco na
histéria da astronomia. Formulada por Johannes Kepler (1571-1630) no inicio do século XVII,
essa lei rompeu com a antiga crenga de que os planetas se moviam em Oorbitas circulares
perfeitas ao redor da Terra ou do Sol. Com base nas observagdes precisas do astronomo Tycho
Brahe (século XVI), Kepler descobriu que os planetas descrevem orbitas elipticas, tendo o Sol
localizado em um dos focos da elipse. Essa descoberta foi essencial para compreender a
verdadeira geometria do Sistema Solar e iniciou uma nova era no estudo dos movimentos
celestes, baseada em observagoes e calculos matematicos.

A Primeira Lei de Kepler afirma que:

"Os planetas descrevem oOrbitas elipticas ao redor do Sol, que ocupa um dos focos da
elipse."

Figura 6 - Orbita a ser percorrida pelo planeta em torno do sol

w_ Plancta

Sol

Fonte: Autor (2025).

Essa foi uma descoberta empirica feita por Johannes Kepler com base nos dados de
Tycho Brahe, mas mais tarde foi demonstrada teoricamente por Isaac Newton, usando sua Lei
da Gravitagdo Universal e as Leis do movimento. Abaixo, sera apresentado um resumo da
demonstragdo teodrica da Primeira Lei de Kepler com base na fisica de Newton:

Usando um sistema de coordenadas onde teremos o sol como porto de origem, # = r(t)
o vetor posi¢do do planeta, r a distancia entre os centros de massa do planeta ao sol, ¥ o vetor

velocidade e i o vetor unitario que indica a diregdo radial.
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Figura 7 - Diagrama de vetores

A

Fonte: Autor (2024).

Como a forga gravitacional do Sol sobre um planeta ¢ muito maior em relagdo a forga
exercida por outros corpos celestes, dessa forma, irei desconsiderar todos os corpos celestes.

A principio, foi igualado a segunda Lei de Newton com a Lei da gravitacdo universal.

Tabela 1: Apresentacdo das Leis de Newton que fundamentam a primeira Lei de Kepler.

F=m.d Segunda Lei de Newton

GMm | Lei da gravitagdo universal

F=-
r2

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Leis_de Newton

Definindo, F como forca, m e M como massas, uma menor € outra maior

. - ~ . . . - —
respectivamente, @ como aceleragio vetorial € G, como a constante gravitacional, r = |F| e U =

(1/ )7 representa o vetor unitario na direcdo de 7.

R GmM _,
ma=——s—1u
r
. GM _
a=——-u.
TZ

De modo, que d ¢ paralelo a 7* € o seu produto vetorial ¥ X d = 0.

Note que

UVXV+7Xxd=0+0=0.
Posteriormente, segue que
7 X ¥ = h.
Onde h # 0 é um vetor constante perpendicular & v e 7 = 7(t) em todos os valores de
t. Isso significa que o planeta esta situado em um plano que passa pela origem e que sua Orbita

¢ uma curva plana.



Para demonstrar a primeira Lei de Kepler, irei reescrever o vetor h como segue:

Il
=y
U

h

~

X
X

Il
=
=

ruxri =>r?(u+ud),

entao

Q
X
=

= —r—zﬁ X (T'Zﬁ X ﬁ’)
=—GMux (u+u')
= —-GM[(u.u)u — (w.u)u'].

Sabendo que 1.7 = [U|? = 1, |i(t)| = 1 e que u.u’ = 0, em seguida

axXh=GMu
(Wxh) =v"xh
=aXh=GMU

vX h=GMu+_C.

Com ¢ sendo um vetor constante.
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(7)

o
Recomendar favoravelmente os eixos coordenados para que o vetor na base canonica k

aponte na direcao do vetor h. Da equacdo (7), tem-se que ¢ pertence ao plano xy, dado que

h X ¥ e U sdo perpendiculares a h. Podemos entdo escolher os €ixos x € y tais que o vetor T

esteja na direcao a excentricidade e.

Dado 6, o angulo entre ¢ e 7, entdo (r,0) sdo coordenadas polares do planeta, da

equagdo (1), temos entao.
r.(% X h) = #(GMu + ©)
=GM7. U +7.C
= GMru.u + |7||C|cosO

= GMr + rc cos0.

Onde ¢ = |c]. Logo,
_ R@xh) 1 F(Bxh)
"TGM +ccos6  GM 1+ ecosf’

c ,
Como e = — . Porém
GM
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Onde h = |h|, dai

"” eh?
r= GM _ C
14+ecos® 1+ecoshd’

h? ,
Escrevad = - obtém-se

. ed (8)
" 1+4+ecoshd’

Assim, a equagdo (8) corresponde a forma polar da elipse com excentricidade e.
Portanto, conclui-se que os planetas fazem um movimento eliptico em torno do Sol.

A Primeira Lei de Kepler revolucionou a compreensao do Sistema Solar ao afirmar que
os planetas ndo se movem em circulos perfeitos, mas sim em Orbitas elipticas, com o Sol
ocupando um dos focos da elipse. Essa descoberta rompeu com séculos de pensamento baseado
no modelo geocéntrico e nas Orbitas circulares propostas por Aristoteles e Ptolomeu. A partir
dessa nova visao, foi possivel entender de forma mais precisa o movimento dos corpos celestes,
abrindo caminho para o desenvolvimento da fisica moderna e da teoria da gravitacdo. A
Primeira Lei mostrou que o Universo obedece a Leis geométricas elegantes e previsiveis, e foi

o primeiro passo na formulagdo de um modelo astrondmico mais fiel a realidade.
3.4- Segunda Lei de Kepler

A Segunda Lei de Kepler, ao afirmar que “o planeta varre areas iguais em tempos
iguais”, revela um aspecto fascinante do movimento planetério: a velocidade de um planeta nao
¢ constante ao longo de sua orbita. Isso mostra que o Universo ndo se comporta de maneira
uniforme e simples como se pensava no modelo circular de orbitas antigas.

Essa lei destaca a harmonia dinamica do Sistema Solar, onde velocidade e distancia do
Sol se equilibram para manter o movimento regular dos planetas. E uma consequéncia direta
da conservacdo do momento angular, um principio fisico fundamental que aparece também em
outros contextos, como no giro de um patinador que acelera ao juntar os bragos.

Além disso, a Segunda Lei de Kepler foi um passo importante para a fisica moderna.
Ela inspirou Newton a desenvolver sua lei da gravitacdo universal, explicando por que os
planetas se movem dessa forma, descrevendo um comportamento regular e elegante dos corpos
celestes, mas também conecta fendmenos fisicos profundos como a gravidade, o momento

angular e a geometria das orbitas. Considerando
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CAt,  At,
Onde T ¢ o periodo de revolugdo dos planetas, A; e A, sdo as areas varridas pelos

planetas, At; e At, sdo os intervalos de tempo e k € uma constante.

Figura 8 - Modelo das Leis das Areas.

Planeta

Fonte: Autor 2025, https://www.geogebra.org/classic (2024).

Essa sec¢do apresenta a segunda Lei de Kepler e utiliza os conceitos de coordenadas

polares.

Figura 9 - Intervalo de tempo da area varrida.

\r( t

r(ty)
6 \

0.0

Fonte: Autor (2025), https://www.geogebra.org/classic (2024).

Considerando que o deslocamento de um planeta em um curto intervalo de tempo varre

uma area (At — 0), aproximada a area de um triangulo, ou seja:


https://www.geogebra.org/classic
https://www.geogebra.org/classic
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b.h
A = T,
onde, b ¢ o comprimento da base e h € o comprimento da altura.
Assumindo que a area varrida pelo planeta se trata de uma area diferencial com distancia
entre os centros de massa r, € em modulo, do arco, temos entao:
%8
A==

Figura 10 - Relacgdo entre area e angulo.

rdo

L6

T
Fonte: Autor (2025).

Como a érea e o angulo variam com o tempo, obtém-se:
dA 1 ,d®
— =7
dt 2 dt
Assim a regido da curva ¢ dada pela integral da:
91
A= j —r2dt.
0.2

0

Derivando A em fungao de 8 temos:

dA df91d9_1 ,
o ~dgJy 2% 2"

Pela regra da cadeia:
dA dAdo
dt dfdt
1 .d6
2
—2" @
l ,do 9)

2" ar
onde A = A(t) é a area varrida pelo vetor radical 7 = r(t) no intervalo de tempo (¢,,t), como
mostra a Figura 9.

Admitindo que 7 pode ser escrito em coordenadas polares, a orbita do planeta é uma

elipse de excentricidade nula (modelo circular), com o sol no seu centro.

A equacdo da circunferéncia centrada na origem ¢:
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Figura 11 - Modelo orbital, excentricidade nula

y

X2+ y2 = r2

()

Fonte: Autor (2025).
Parametrizando a curva; x = rcosf ¢ y = rsenf, onde 0 < 8 < 2m. O Vetor posicao
sera dado por:
7(0) = rcosOT + rsenfj + 0k,

em que o vetor unitario u, é dado por.

R

N
Il
N |-

Entao,

U = cosOT + senfj + ok,

e dai
du de | e , -
P —sen@El + COSE] + Ok.
Calculando o produto vetorial obtemos.
_ ! ook
7 x d_u _| cosf senfd 0
dt deo do
| —sen i cos i 0
[ senf 0 cosf 0 cosf senf 1
= deo 7T— deo 7+ do do |k
cos PT ] [—sen PT 0 —sen PT cos I
= (cos?0 + sen?0)
do -
= E k.

Como a velocidade do planeta ¢ fundamental para a Segunda Lei de Kepler, porque ela
¢ 0 que compensa a distancia variavel entre o planeta e o Sol para garantir que a area varrida
seja sempre a mesma em tempos iguais. Assim, essa variagdo de velocidade acontece
naturalmente por causa da for¢a gravitacional do Sol — quanto mais perto do Sol, maior a forca

— maior aceleragdo — maior velocidade.



V(t) = I

Assim, Usando a regra da cadeia:

. _dfzd? dae
()_E de " dt

_ 9 (d@) iy p (dH) R
= —rsen dtl rCcos T ]

Pela demonstragdo da primeira Lei de Kepler, temos que:

h=r? Tixd—ﬁ.
dt

Calculando o modulo de 71,

l=r= |V]|= a6
7| =7 ||—ra

h = (r). (r %) .sen (g)

_ rzd_e (10)
o dt

Relembre que,
dA 1 ,do
—_— = =7 —
dt 2 dt
Comparando as expressoes (9) e (10), obtém-se:
dA h

dt 2

h
dA = Edt (11)

Assim,
|ﬁ| = h = constante.

Portanto,

dA

t

= constante

N s
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Essa equagdo nos mostra o caminho pela qual A é percorrida é constante e dessa forma,
prova a segunda Lei de Kepler.

Conclui-se, portanto, que a Segunda Lei de Kepler revela a variagdo da velocidade dos
planetas ao longo de suas Orbitas, garantindo que a area varrida pelo raio que liga o planeta ao
Sol seja sempre igual em tempos iguais. Essa lei evidencia a influéncia direta