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“O ser matemdtico, em uma palavra, deizou de ser o numero: passou a ser a lei de
variacao, a funcdo. A Matemdtica nao apenas foi enriquecida por novos métodos, mas foi
transformada em seu objeto”

(Jacques Hadamard)



Resumo

Na matematica do Ensino Médio do Espirito Santo, as fungoes quadraticas ocupam um
lugar notavel. Contudo, no estudo de seu grafico, a parabola, elementos fundamentais
como o foco e a diretriz sao frequentemente negligenciados, assim como caracteristicas
que possuem aplicagoes importantes como a propriedade refletora. Faremos, portanto
um levantamento dos trabalhos anteriores de colegas do PROFMAT sobre o tema em
que destacaremos apontamentos importantes que servirao como fundamento para as
consideracoes que serdo feitas nesta dissertagao acerca do ensino de grafico de fungoes
quadraticas. Essas consideragoes terao como preocupacao central servir como orientacao

aos colegas professores tentar minimizar as fragilidades supracitadas.

Palavras-chave: Func¢oes Quadraticas, Parabola



Abstract

In high school mathematics in Espirito Santo, quadratic functions occupy a notable place.
However, in the study of its graph, the parable, fundamental elements such as the focus and
the directrix are often neglected, as well as characteristics that have important applications
such as the reflective property. We will therefore carry out a survey of previous work
by PROFMAT colleagues on the topic in which we will highlight important notes that
will serve as a basis for the considerations that will be made in this dissertation about
teaching the graph of quadratic functions. These considerations will have the central
concern of serving as guidance to fellow teachers in trying to minimize the aforementioned

weaknesses.

Keywords: Quadratic Functions, Parable
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1 Introducao

As fungbes quadraticas possuem muitas aplicagdes, desde a relagao entre o espaco
e o tempo em um movimento de aceleracao constante até problemas de otimizagao que
envolvem inclusive calculo de drea. Porém, apds 20 anos de magistério, foi possivel perceber
muitas fragilidades no aprendizado relacionado a esse tema. Os conceitos envolvidos
pareciam mais abstratos e desprovidos de significado aos estudantes do que realmente
deveriam. Isso me levou a acreditar que a forma como esse conteido era apresentado
deveria passar por reformulacoes. As mudangas no ensino de Matematica na tltima década,
como as mudancas curriculares e o crescente uso de novas tecnologias, reforcaram ainda
mais essa ideia. Surpreendentemente, depois de ler trabalhos de colegas do PROFMAT
relacionados ao assunto, descobrimos um farto material de qualidade que poderia minimizar
tais problemas.

Nosso objetivo geral é orientar uma abordagem para o trabalho com graficos de
fungoes quadraticas que poderia se mostrar mais interessante e significativa ao discente. O
cerne dessas orientagdes seria uma integracao do ensino desse tipo de graficos com elementos

que seriam abordados no estudo de conicas. Acreditamos que isso estd em consonancia
com a nova realidade do Ensino Médio no Brasil. Afinal, como afirma (LOUZADA, 2013,

p 10):

“Ao unir conceitos que usualmente sao tratados nos livros didaticos de
forma independente e fragmentados, mostrar consequéncias das proprie-
dades matematicas em aplicagdes e indicar o uso de recursos tecnolégicos
para auxiliar no processo de aprendizagem, acreditamos estar inovando
nos modelos comuns de ensino do mesmo tema.”

Como objetivos especificos, nessa proposta, usaremos a definicdo bésica de parabola,
nos apropriando de seus elementos principais (foco e diretriz) para correlaciona-14 com as
funcoes quadraticas na finalidade de que o aluno perceba essa interligacao. Ao mesmo
tempo, o aluno deve perceber que parabola e fun¢ao quadratica sao entes matematicos
com identidade prépria. Adicionalmente, julgamos necesséario elucidar as aplicagoes da
propriedade refletora da pardabola ja no estudo de fungoes quadraticas tornando o processo

de ensino-aprendizagem de func¢des quadraticas ainda mais significativo.

No Capitulo 2 faremos uma compilacao de trabalhos anteriores de colegas do
PROFMAT sobre fungoes quadraticas, ressaltando suas contribui¢coes mais importantes,
no sentido de caracterizar os objetivos gerais e especificos de cada um deles. Em um
dos trabalhos anteriores foi feita uma coletanea desse tipo de 25 dissertagdes. Aqui
destacaremos 56 trabalhos, pois existe um intervalo de tempo de uma década entre o
primeiro e o ultimo trabalho publicado, e nessa década, o ensino da matematica passou

por profundas transformacoes como a instauragdo do Novo Ensino Médio.



Capitulo 1. Introdugdo 12

No Capitulo 3 faremos um arcabougo teérico das fungoes quadraticas com seus
elementos principais e de seu grafico, a parabola, de forma separada com o objetivo de
destacar a distingao entre os dois conceitos: Grafico de fungao quadratica e pardbola. Isso
pode ajudar no zelo da identidade da parabola como ente matematico. Também faremos
um breve histérico (também de forma separada) e evidenciaremos a propriedade refletora

e suas aplicagoes.

Nesse mesmo capitulo, faremos uma andalise sobre a abordagem no ensino de
grafico de fungoes quadraticas com base nas habilidades contempladas da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) de 2018 e das Orientac¢oes Curriculares de 2023 da Secretaria
de Educacao do Espirito Santo (SEDU). Tal anélise servird como orientagao para uma

abordagem alternativa de ensino de fungoes quadraticas.

No Capitulo 4 apresentaremos duas propostas de sequencias didaticas envolvendo

o ensino de gréaficos de funcoes quadraticas, baseadas nas consideragdes do Capitulo 3 .

O Capitulo 5 sera destinado as consideracoes finais da dissertacao.
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2 Contribuicoes Anteriores

Ja existe uma farta documentagao de qualidade feita pelos egressos do PROFMAT
sobre os mais variados aspectos que envolvem o assunto abordado aqui. Segue uma
compilagdo dos intmeros trabalhos de colegas do PROFMAT que tratam do tema fungoes
quadréticas. Nosso método de pesquisa foi uma busca no site do programa (PROFMAT,
2024) em 20/7/2023 com as palavras chaves “Funcao Quadratica”, “Fun¢des Quadraticas”,
“Fungdes Polinomiais do Segundo Grau” e “Fung¢ao Polinomial do Segundo Grau”. As
dissertagoes resultantes foram analisadas e foram destacadas as particularidades que de
alguma forma caracterizam os objetivos gerais e especificos de cada dissertacdao. Na escolha
dessas particularidades levamos em consideracao também a relevancia para o desenvol-
vimento desta dissertagao. A primeira dissertacao da lista ndo constava originalmente
nos resultados da pesquisa feita, sendo uma valiosa indicacdo do Prof. Dr. Etereldes

Gongalves Junior.

Abaixo consta uma tabela informativa da quantidade de dissertacoes da nossa

pesquisa de acordo com o ano em que foram publicadas.

Tabela 1 — Dissertacoes do PROFMAT sobre fungdes quadraticas

Ano da publicacao | Quantidade de dissertagoes
2013 11
2014
2015
2016
2017
2018
2019
2020
2021
2022
2023

ot

— O W W0 &~ 00

Enunciaremos esses trabalhos, portanto, citando o nome do autor, o titulo da

dissertacdo em ordem cronoldgica de publicacao e as principais contribuic¢oes:

1. Autor: Silvia Louzada
Titulo: Relagbes entre Cénicas e Fungoes no Ensino Médio (2013).

Contribuigoes:

o Demonstracao de que o eixo focal da parabola coincide com o eixo de simetria.

« Contextualizacao histérica detalhada sobre as conicas.
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o Demonstragao da propriedade refletora da pardbola com relato de diversas

aplicagoes.

« Atividades envolvendo grafico de fungoes quadraticas integrada com varios
conceitos da parabola e definigdes que geralmente nao sao abordadas na maioria

das aulas de matematica, livros didaticos ou outros materiais de apoio utilizados.
o Analise de 7 das principais colecoes de livros didaticos da época sobre a tratativa
envolvendo gréaficos de fun¢ao quadratica.
2. Autor: Ramon de Abreu e Silva.
Titulo: Fungoes Quadraticas e suas aplicagoes no Ensino Médio (2013).
Contribuigoes:
o Utiliza o problema de soma e produto para contextualizar historicamente um
trindmio de 2° grau, pois ele é usado na definicdo de fungdo quadratica.
o Forma fatorada da fun¢ao quadratica para visualizar as raizes.

e Observa que com a forma canoénica é possivel concluir que todas as parabolas

sao semelhantes e que a fungdo g(z) = ax? + bxr + ¢ é uma translacio da funcio
f(x) = ax®.
o Destaca que a “Férmula de Bhaskara” ja era um método conhecido pelos

babilonios em 2000 a.C. Recebeu esse nome porque foi publicado em um livro

escrito por outro matematico hindu no século 12.
o Faz um breve relato sobre a discriminante de equacao do 2° grau.

e Definicdo de Parabola usando o foco e diretriz, sua simetria em relacao ao eixo
focal e a proposicao de que o grafico de uma funcao quadrética é, de fato, uma
parabola.

3. Autor: Dayonne Soares dos Santos.

Titulo: O desenvolvimento de um aplicativo para o estudo de fungoes quadraticas

(2013).
Contribuigoes:
o Apresenta o trabalho de engenharia de software realizado para a construcao do
aplicativo NICOLAS para o estudo de fungoes quadraticas.

o Define grafico de func¢oes quadraticas usando a equidistancia dos pontos em

relacao a diretriz e o foco para provar que esse grafico é uma parabola.

o Anélise do comportamento da parabola baseado nos coeficientes da funcao, que

¢ melhor visivel usando ambientes de geometria dinamica.
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» Aplicagoes de pardbolas (fardis de carros, antenas paraboélicas, holofotes, lanter-
nas de mao), que usam a propriedade refletora (o autor menciona as aplicagoes
mas nao menciona a propriedade refletora).

4. Autor: Clésio Ricardo de Brito.
Titulo: O estudo das fungoes quadraticas e sua relagdo com o cotidiano (2013).

Contribuigoes:

e Relata sobre o conceito de Etnomatematica.

« Relata que as Orientacoes Curriculares vigentes orientam o estudo da forma
fatorada da funcao quadratica para estabelecer relagoes entre aspectos do grafico

e os coeficientes da funcao.
e Sequeéncia Didatica com varias aplicagoes e situagoes- problemas.
e Menciona a antena parabdlica como aplicacao, mas sem mencionar a propriedade
refletora.
5. Autor: Lucia Andréia de Souza Rocha.
Titulo: A utilizagao de softwares no Ensino de Fun¢oes Quadréaticas (2013).

Contribuigoes:

e Faz um relato historico sobre funcoes.

o Faz algumas reflexdes sobre o modo como ¢ feito o estudo de topicos anteriores
ao de funcao no Ensino Fundamental e a abordagem que alguns livros didaticos
fazem no estudo de fungoes destacando a auséncia do uso de softwares nesses

livros.

e Sugestao de atividades usando o software wxMaxima.

6. Autor: Allan Gomes de Oliveira.

Titulo: Fungoes e Geometria: O uso de ambiente de Geometria Dindmica como

subsidio para a caracterizagao das fungoes quadraticas (2013).
Contribuigoes:
o Faz uma critica aos livros didaticos, pois os contetidos tem poucas aplicacoes a

realidade e sdo “pouco atraentes” e propoe os ambientes de Geometria Dinamica

como alternativa para tentar sanar esse problema, em especial o Geogebra.

e Defende que a forma canoénica da fungao quadratica é a mais adequada para

analisar seus aspectos geométricos.

o Teorema de caracterizagao das funcoes quadraticas onde ela transforma uma

PA de primeira ordem em uma PA de segunda ordem.
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o Modelagem de problemas do 2° grau mais faceis de visualizar no Geogebra, por
exemplo, um problema de &rea.
7. Autor: Fabio Antonio Ledo Souza.
Titulo: Fungoes Quadraticas: Estudo do grafico das fungoes quadraticas (2013).

Contribuigoes:

o Destaca a utilizacao de ponto critico para determinar o vértice da parabola.

« Comenta sobre o fato da funcao quadratica ser monétona em intervalos deter-

minados, utilizando o ponto critico.
o Faz um estudo detalhado dos coeficientes como instrumentacao para analise do
comportamento do gréfico.
8. Autor: Rodrigo Carvalho Dias.

Titulo: Uma proposta para o uso do Winplot no ensino de fungdes quadraticas nas

turmas do proeja (2013).
Contribuigoes:
e Propoes atividades com o Winplot adaptadas para Educagdao de Jovens e
Adultos.
o Defende que com o winplot fica mais viavel e didatico analisar o comportamento
do grafico de acordo com o coeficiente b, fixados os coeficientes a e c.
9. Autor: Dayse Maria Alves de Andrade Ribeiro.
Titulo: Uma abordagem didatica para fungao quadratica (2013).

Contribuigoes:

e Resenha Historica sobre Fungao Quadratica.

o Comparacao do significado geométrico e retorico de Parabola, segundo Aristo-

teles.
o Apresenta propriedade refletora e suas aplicacgoes.
» Caracterizacao da fungao quadratica.

o Comportamento do grafico segundo os coeficientes de uma fungao quadratica

com uso de ambientes de geometria dinamica.

o Algumas aplicagdes de Fungdo Quadrética.

10. Autor: Jobson Hugo de Souza Soares.
Titulo: Funcao Quadratica (2013).

Contribuigoes:
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11.

Faz uma critica aos livros didaticos no quesito ensino de func¢oes quadraticas e

propoe um material complementar.

Critica o método da “Formula de Bhéskara” como um procedimento mecanizado
para resolucao de equagoes do 2° grau, citando como alternativa o método de

completar o quadrado.

Defende a forma canoénica como instrumento para melhor entendimento de

elementos de uma funcao quadratica.

Autor: Renato Camara Victério de Almeida Junior.

Titulo: Desenvolvimento de Conceitos e Resolucao de Atividades de Funcao Quadra-

tica com uso do Software Geogebra (2013).

Contribuigoes:

o Apresentacao da Metodologia da Engenharia Didatica.

o Proposta de atividade interativa usando o Geogebra para que os alunos descu-

bram o comportamento de um grafico de acordo com os coeficientes (objetivo

geral), dividida em 7 atividades com objetivos especificos variados.

o Durante as atividades foi percebido que muitos alunos nao tém familiaridade

com o conceito de translacao.

12. Autor: Ruimar Calaga de Menezes.

Titulo: Fungoes Quadraticas: Contextualizagao, Analise Grafica e Aplicagdes (2014).

Contribuigoes:

Contextualizagao historica de equacoes e funcgdes quadraticas partindo dos

Babilonios até Euler e Dirichlet.
Aplicagoes da Parabola e dos Paraboloides de Revolugao.

Uma prova simples de que uma func¢ao quadratica é bem definida pelos seus

coeficientes.
Caracterizacao da funcao quadratica.
Analise da variacao dos coeficientes da funcao.

Citacao de varias aplicagoes.

13. Autor: Reilson Matos de Souza.

Titulo: O uso do Geogebra no ensino de fun¢ao quadratica (2014).

Contribuigoes:
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Ressalta o uso de recursos computacionais como importante instrumento de
suporte a aprendizagem, mas condiciona esse fato a uma reformulagao no

curriculo, com novos modelos metodolégicos.

Destaca que Paulo Freire disse que “Ensinar é criar possibilidades para a
producao do conhecimento.” Essa frase sintetiza a ideia defendida no trabalho
de que o Geogebra ¢ um importante instrumento de aprendizagem interativa,

em que o aluno participa ativamente do processo.

Fez uma pesquisa com os alunos de uma escola estadual sobre as praticas

cotidianas docentes.

Apresentacao do Geogebra com atividades de construcao de graficos de uma

funcao quadratica.

14. Autor: Marcio do Socorro Costa Ferreira.

15.

Titulo: Uma abordagem didatica para o ensino de maximo e minimo de fungao
quadratica (2014).

Contribuigoes:

o Construcao de parabola usando esquadro e barbante.

» Virias situacoes problemas de otimizagdo de Fungao Quadrética.

Autor: José Vicente da Silva Fetizzola.

Titulo: Uma abordagem didatica para o Ensino de maximo ou minimo na fungao

quadrética e o software Geogebra (2014).

Contribuigoes:

Excelente contextualizacao historica acerca de fungoes quadraticas.
Construgao da Parabola usando esquadro e barbante.

Explicacao de Fungoes Béasicas do Geogebra pertinentes ao ensino de fungoes

quadraticas.

Incentivo ao docente para usar abordagem histérica, formal e tecnolédgica.

16. Autor: Aristételes Alves Feitosa.

Titulo: Interatividade no ensino-aprendizagem de funcao quadratica (2014).

Contribuigoes:

o Defende o uso de tecnologias para analisar as representagoes semioticas: Excel

para tabelas e formulas, Winplot e Geogebra para gréficos.
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Comenta sobre 8 dissertacoes anteriores que abordaram o tema ressaltando
a visao de cada autor sobre a probleméatica acerca das novas tecnologias na

ensino-aprendizagem.

Propoe atividades interativas sobre marcagao de pontos no plano cartesiano,

calculo de valores numéricos de uma funcao quadratica e montagem de gréaficos.

Analise de desempenho de turmas de um Instituto Federal nas quais foram

trabalhadas as questoes das atividades.

17. Autor: Joao Franscisco Medina Aratjo

18.

19.

Titulo: Uma complementacgao para o ensino do conceito de func¢ao, fungoes afins e

fungoes quadraticas para o curriculo da rede publica estadual de Sao Paulo (2015).

Contribuigoes:

e Sugere uma sequéncia para construcao do conceito de funcao de forma a

complementar o material usado na rede estadual de Sao Paulo (Relagao de 2

conjuntos).

Explanacio de funcoes quadréticas do tipo y = ax? e y = ax? + v mostrando a
translacao vertical através do Geogebra e finalmente a relagao entre as fungoes
do tipo y = a(x — h)*> e y = a(x — h)* + v.

Relacao entre a forma geral e a forma candnica da funcao quadratica, mas o

estudo é feito partindo da forma canonica para a forma geral. Geralmente o

topico é abordado no sentido contrario.

Autor: Mateus Pierry Banhato.

Titulo: Maximos e minimos com proposta de aplicagao para fungoes quadraticas
(2015).

Contribuigoes:

Arcabougo tedrico com énfase na existéncia de maximos e minimos de fungoes.

Destaca que para que o ponto seja maximo ou minimo ele deve ser um ponto

critico.
Equacao do eixo de simetria da parabola enquanto funcao quadratica.

Apresenta alguns problemas classicos envolvendo maximos e minimos.

Autor: Cleber Valadares da Silva

Titulo: Modelagem, Célculo e Geogebra: uma nova proposta para o ensino para

fungdes quadréticas (2015).

Contribuigoes:
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e Oficina de langcamento de um carro num plano inclinado e graduado e registro
do espacgo e do tempo para montagem de um modelo matematico com ajuda do

Geogebra.
o Significado Geométrico dos coeficientes de uma fun¢do quadratica.
» Conceito de ponto critico utilizando nogoes de calculo.

e Proposta de algumas atividades para cédlculo de valores maximos e minimos.

20. Autor: Vitor Hugo Duarte de Assis.

Titulo: Caracteristicas da fungdo quadratica e a metodologia de Resolucao de
Problemas (2015).

Contribuigoes:
» Abordagem sobre metodologia de Resolugdo de Problemas usando o método
proposto por Polya com exemplos aplicados ao estudo de fung¢ao quadratica.

o Demonstracao da unicidade de uma funcao quadratica pelos coeficientes e

definicao por 3 pontos explicitando sua relacao com polinomios do 2° grau.

e Demonstrou que uma parabola com diretriz paralela ao eixo x é grafico de uma

fungao quadratica.

e Determinacao da diretriz e foco do grafico de uma funcao quadratica com base

nos coeficientes a, b e c.

o Observa que o limite de uma fun¢ao quadratica tende ao infinito (ou menos

infinito) dependendo do valor do coeficiente de z2.

o Abordagem teorica das caracteristicas de uma funcao quadratica usando ins-
trumentos nao elementares (grupo, anel, limite e derivada), inclusive com a

definicao de concavidade.

21. Autor: Eliésio Alves da Silva.

Titulo: Desenvolvimento de Aplicagoes no Geogebra direcionadas ao Ensino da

Geometria Espacial e da Fun¢ao Quadratica (2015).
Contribuicgoes:
» Obtencao da diretriz e do foco de uma pardbola (com diretriz paralela ao eixo
x) a partir dos coeficientes da funcao quadratica que ela representa.
o Atividades de modelagem de estruturas parabdlicas usando o Geogebra.

o Oficina de lancamento de foguetes de garrafas PET e analise da trajetéria.

22. Autor: Adilson Maia Negrao.
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Titulo: O geogebra como proposta de intervencao pedagodgica no ensino da fungao
quadratica (2015).

Contribuigoes:

Referencial Teérico sobre Informatica na Educacdo no Brasil (Instruicionismo x

Construcionismo).
Relato Histérico do Geogebra com instrugoes de uso.

Faz uma comparacao no ensino de fun¢ao quadratica entre o método comumente
usado pelos professores da educacao basica e balizado pelos livros didaticos e o

método proposto pela dissertacao.

Transformagoes da pardabola: Translagao, simetria, dilatacao e compressao pelo

método de modificagoes sucessivas.

23. Autor: Vladimir Boechat Braga Filho.

24.

Titulo: Um estudo aprofundado sobre as fungoes quadraticas aplicado ao Ensino
Médio (2016).

Contribuigoes:

Apresenta como proposicao a simetria do grafico da funcao quadratica em

relacdo a uma paralela ao eixo das ordenadas.
Aborda problemas de otimizacao de fungoes quadraticas.
Defini¢cao de concavidade.

Demonstrou que uma fungao quadratica tem a parabola como grafico, restringindo-

se a parabolas com eixo de simetria paralelos ao eixo y.

Demonstrou a propriedade refletora restringindo-se a parabolas que sao repre-

sentacoes de fungoes quadraticas.

Autor: Leandro Souza Canavezi.

Titulo: Uma proposta ludica com utilizacao do Geogebra para o estudo de fungoes

quadréaticas e probabilidade geométrica (2016).

Contribuigoes:

Apresentacao da Metodologia da Engenharia Didatica.

Oficina de jogo de dardos com alvos de area variavel. O modelo matemaético
para calcular a probabilidade de acerto de determinado alvo é uma funcao

quadratica.

Atividades de otimizagao para analise e resolugdo com auxilio do Geogebra.
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25.

26.

27.

Autor: Cristiane Moura da Silva Bronsato Canella.

Titulo: Fungoes Quadraticas e suas aplicagoes no primeiro ano do ensino médio
(2016).

Contribuigoes:

o Contextualizagao histérica das Fungoes quadraticas.
o Caracterizagao da Funcao Quadratica.

e Muitos exemplos ordenados por subtépicos (otimizagao, esbogo de graficos,

determinagao de raizes, inequages) com proposta de exercicios.
o Demonstracao da simetria da parabola em relacao ao eixo focal.
o Construcao da parabola com dobradura.
o Aplicacoes do paraboloide de revolucao, em especial, nas usinas térmicas solares
com demonstracao da propriedade refletora.
Autor: Marcio Pereira Barbosa.

Titulo: Recursos Tecnologicos como ferramentas didaticas no processo ensino apren-

dizagem de fungao quadratica (2016).
Contribuigoes:
o Analise de 2 livros didaticos usados na escola onde trabalha o autor sobre a
abordagem do tema da dissertacao.

o Defende que no uso de recursos tecnoldgicos, o professor deve assumir o papel

de mediador de aprendizagem.

e Sequencia Didatica com aplicagdo de questionario para avaliagao de conheci-

mentos prévios.
o Concluiu que, na sequéncia didatica supracitada, o uso de Geogebra nao contri-
bui para sanar dificuldades relacionadas ao calculo algébrico.
Autor: Marco Antonio Brito Paiva.

Titulo: Uma proposta de utilizacdo do Winplot no ensino da funcao quadratica nas
turmas do 92 ano (2016).

Contribuigoes:

o Conceito Freireano de Educacao Bancaria.

e Apresentacdo do Winplot, com citagao sobre trabalhos anteriores do PROFMAT

acerca do software.

o Atividades do Winplot, usando comportamento do grafico de acordo com os

coeficientes da funcao com resolucao de questoes de vestibulares.
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o Proposicao: Se os coeficientes de uma funcao quadratica forem todos impares,
suas raizes nao podem ser nimeros racionais (o autor faz a prova algébrica e
mostra que é facil visualizar no Winplot).

28. Autor: José Fabio Xavier.

Titulo: Analise da Funcao Quadratica, com énfase em seus coeficientes, via Geogebra
(2016).

Contribuigoes:
« Ressalta a preocupagao dos documentos orientadores (nesse caso os Pardmetros
Curriculares Nacionais) com a formagao geral, para continuidade dos estudos,

em oposicao a formacao especifica, para o mundo do trabalho. Essa dualidade

é frequentemente motivo de debate no mundo académico, segundo o autor.
o Simetria da Pardbola em relacao ao eixo focal.
o Histérico sobre Fun¢ao Quadratica.
o Sugestao de atividades usando o Geogebra com foco em elementos notaveis da
pardbola (com excec¢ao do foco e da diretriz).
29. Autor: Bruno César Magalhaes Alquimim.
Titulo: Uma proposta do ensino de fungao quadratica utilizando o Geogebra (2016).
Contribuigoes:
o Relata as habilidades mais cobradas no ENEM nas questoes de fun¢ao quadra-
tica, a maioria relacionada a andlise e interpretacao de gréaficos, representacoes

algébricas e tabelas. Na opiniao do autor, isso vai de encontro as propostas dos

livros didaticos analisados pelo mesmo.

o Apresentacao da metodologia construtivista, visto que a proposta da dissertacao

¢é “construtivista sociointeracionista”.
» Relato sobre o ambiente Geogebra.

e Sugestao de Sequéncia Didatica com uso do Geogebra.

30. Autor: Pedro Paulo Sena Passos.

Titulo: Metodologias Ativas e tecnologia: Uma proposta de aula sobre conceitos

contextualizados de Fungao Quadratica com o Auxilio do programa Socrative (2016).
Contribuigoes:
» Ressalta o potencial didatico das metodologias ativas no ensino da matematica

e as AvaliacOes instantaneas como poderosos instrumentos orientadores para

uma intervencao Pedagogica.
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31.

32.

33.

34.

o Instrugoes para uso do ambiente Socrative.
o Proposta de sequéncia didatica com atividades de problematizacao sobre fungoes
quadraticas utilizando o ambiente Socrative.
Autor: Alisson Gleike Moraes.

Titulo: Uma contribuicdo ao ensino-aprendizagem da Matemaéatica na educagao
basica: aplicacao das fungoes quadraticas no lancamento de foguetes confeccionados
com garrafas PET (2017).

Contribuigoes:
o Utiliza-se da forma canonica de uma fun¢do quadratica para determinar seus
principais elementos. Fala brevemente sobre a discriminante.
o Propoe a construcao de foguetes com garrafas PET para o lancamento e leitura
de sua trajetoria em um modelo matematico com ajuda do sotfware Epiinfo.
Autor: Marlon Prudenciano da Silva.

Titulo: Equacoes e Fungoes Quadraticas: Aplicagoes e uma Coletanea de Problemas

(2017).

Contribuigoes:

¢ Relato da forma Canonica.

e Prova que o grafico da funcao quadratica é uma parabola usando o conceito de

equidistancia.
o Relata sobre a propriedade refletora da Parabola.
o Aplicagoes que envolvem a propriedade refletora, mencionando que ela se
conserva para paraboloides.
Autor: Max Cavalcante da Silva.
Titulo: As Fungoes Quadraticas e suas aplicages (2017).
Contribuigoes:
o (Calculo dos valores méaximos e minimos da func¢ao através da comparacao da
forma polinomial com a equacao candnica da parabola.
o Aplicacoes na area de Fisica, Quimica e Biologia.
o Sequéncia Didatica enfatizando as aplicagdbes o que, na opinido do autor,

mostrou-se exitosa.

Autor: Fabiano Santana Reis.
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Titulo: Uma proposta de Estudo de Fungoes Quadraticas mediada pela tecnologia
(2017).

Contribuigoes:

o Significado Geométrico dos coeficientes de uma fun¢ao quadratica.
o Demonstracao algébrica da propriedade refletora da parabola com aplicacoes.

e Sequeéncia Didatica de 13 aulas envolvendo estudo de func¢oes quadraticas que

prioriza o protagonismo do aluno no processo de ensino-aprendizagem.

o Construcao de parabola no Geogebra usando equidistancia (embasado pela

congruéncia de tridngulos) e usando a propriedade refletora.

35. Autor: Josias Barbosa de Miranda.

Titulo: Registros de Representagao Semiodtica de Fungdes Quadraticas: Anélise de
um livro Didatico (2018).

Contribuigoes:

o Faz uma contextualizagao historica do livro didatico como instrumento no

processo de ensino-aprendizagem.

o Faz uma analise de diversas representacoes semiéticas de uma fungao quadratica:

Algébrica, grafica, lingua Natural, tabela e Figura.

o O autor faz uma analise de um livro didatico para saber se existe alguma
predominancia de problemas que envolvam algumas representacoes semioticas
em detrimento de outras, uma vez que a maior parte dos problemas de funcao
quadratica exige que se faga uma conversao de uma representacao semiotica
para outra. O livro analisado foi: “Matematica-Contextos e Aplicagoes” de Luiz
Roberto Dante. O autor concluiu que os exercicios privilegiam a representacao

algébrica.

e Demonstrou que o grafico de uma func¢ao quadratica é sempre uma pardbola

utilizando o conceito de lugar geométrico de uma parabola.

« Destacou o potencial didatico da forma canonica de uma funcao quadratica.

36. Autor: Ligia Dalvane Samaritano Carnevali.
Titulo: Equagoes do 2° grau e Fungoes Quadréticas (2018).
Contribuigoes:
o Faz uma critica aos processos mecanizados usados para abordar o tema nos
livros didaticos e no ensino em geral. Evidencia que a “Matematica tem um

valor formativo essencial, sendo fundamental para desenvolver e estruturar o

raciocinio logico e dedutivo”.
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37.

38.

39.

o Faz uma analise dos livros didaticos do 9° ano no ensino fundamental acerca de
equacoes do 2° grau e de funcao do 2° grau. As colecoes foram: Dante: Projeto
Telaris (2016), Marilia Centurion: Matematica na medida certa (2015) e Alvaro
Andrini: Praticando Matematica (2015).

e Faz uma construcao histérica do conceito de funcao.

o Ressalta a importancia da aprendizagem significativa, que segundo Moreira
(2017, p.2), “se caracteriza pela interagao entre conhecimentos prévios e conhe-

cimentos novos|...]".

e Defende a abordagem do método de completar quadrados de Al-Khowarizmi
como abordagem na resolucao de equagoes de 22 grau e andlise de graficos de
fungoes quadraticas.

Autor: Thamyres Ribeiro Medeiros.
Titulo: Esboco de graficos: rigor na abordagem de fungoes quadraticas (2018).
Contribuigoes:

o Fez uma andlise de 8 livros didéaticos da Rede Estadual de Juiz de Fora com rela-

¢ao aos conceitos que envolvem construcao de graficos, levando em consideracao

o rigor matematico.
o Atividade de construcao da parabola usando esquadro e barbante.
o Proposta de Revisao de distancia entre 2 pontos.

e Propoe o trabalho com translacao de parabola usando a translacao de seu

vértice. No referencial tedrico utilizou a forma candnica.
« Justificativa da boa definicao de uma funcao quadratica através de 3 pontos
nao-colineares.
Autor: Arturo Leon Fernandes.

Titulo: Uma abordagem no Estudo de Fungoes Quadraticas, Exponenciais e Logarit-

micas utilizando o software Geogebra (2018).

Contribuigoes:

o Embasamento tedrico do uso de tecnologias no ensino da matematica.
» Sugere trés atividades envolvendo analise de coeficientes, construcao e andlise
de graficos e andlise de maximos e minimos de uma fun¢ao quadratica.
Autor: Anderson Leandro Gongalves Quilles.

Titulo: Uma Trajetoria Hipotética de aprendizagem para o ensino de func¢ao quadra-

tica na perspectiva de resolugao de problemas (2018).

Contribuigoes:
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o Comentarios sobre as metodologias de Resolucao de Problemas e das Trajetorias
Hipotéticas de Aprendizagem (THA).

o Abordagem de fun¢oes quadraticas partindo de um problema concreto e mode-

lando no sentido tabela-grafico.

o Coordenadas do foco e da diretriz do grafico de uma funcao quadratica em

funcao dos coeficientes.
» Justificativa da propriedade refletora da parabola.

o Curiosidades como o Pireliéforo e a Calculadora parabdlica.

40. Autor: Alan Bruno Lopes Barbosa.
Titulo: Uma aplicagdo do Geogebra no Ensino de Funcao Quadratica (2018).
Contribuigoes:
o Defende a necessidade de escolas bem estruturadas para o ensino de matematica,

com laboratoério de informética e material manipulavel como Torre de Handi e

Tangram.
o Fez uma comparacao entre aprendizagem significativa x aprendizagem mecénica.

o Pontuou que William Oughtred fez a generalizacao da férmula que é conhecida

aqui no Brasil como “Férmula de Bhaskara”.

« Pontou que James Sylvester deu a nogao de discriminante de equacao quadratica
e Albert Girard encontrou as relagdes entre os coeficientes e as raizes (soma e

produto).

o Citou a utilizacao de pontes penseis como aplicacao de fungao quadratica e a
economia de alguns investimentos, cuja curva de produgao se aproxima de uma

parabola.

o Instrugoes sobre uso de Geogebra e sugestao de atividades envolvendo funcoes

quadraticas.

41. Autor: Caroline Kosloski.
Titulo: Funcao Quadrética: Uma proposta para o ensino médio (2018).
Contribuigoes:
e Defende a compreensao da pardbola como uma conica pelo aluno ja no 1° ano
do ensino médio, mesmo que nao seja um estudo aprofundado.

» Relato da lenda da duplicagdo do altar de Apolo na guerra do Peloponeso para

contextualizar o problema da duplicagao do cubo.

» Caracterizacao das conicas antes e depois de Apolonio de Perga.
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o Nomenclatura das conicas através da aplicacao de areas.

« Observou que Kepler foi o primeiro a usar a construcao de pardbolas usando o
conceito de equidistancia, além de comentar sobre a parabola como uma elipse

com um foco no infinito e as esferas de Dandelin.

e Demonstrou a propriedade refletora, com extensao para os paraboloides de

revolucgao.

o Sequéncia didatica com 7 atividades com objetivos variados.

42. Autor: Edson Binga da Rocha.

Titulo: Abordagem da funcao quadratica por meio de sua forma canonica: Um

estudo de caso numa escola publica de Juaziero-BA (2018).
Contribuigoes:
» Baseado em um estudo de caso descrito na dissertagao, defende que a abordagem

usando a forma canonica melhora o nivel de compreensao e que isso é explorado

pelos livros didaticos.

» Destaca que, segundo o Programa Internacional de Avaliagdo de Alunos (PISA),
70% dos alunos no Brasil estdo abaixo do nivel 2 em dominio de competéncias
em Matematica (em uma escala de 1 a 6). Esses dados sao referentes a avaliagao

de 2015, com divulgacdao dos resultados em 2016.

» Critica o uso de tabelas como unica abordagem na construcao de gréficos, pois

os alunos perdem a ideia mais geral do comportamento da funcao.
o [lustra o Método de Descartes para resolucao de equagoes do 2° grau.
e Faz um relato detalhado do Método de Bhaskara.

o Pesquisa de campo com professores e 20 alunos da 1% série da escola referida

no titulo da dissertacao.
o Proposta de 3 sequéncias didaticas.
o Analise de 5 colegbes de livros didéaticos nos critérios de contextualizagao,
situacoes-problemas reais e articulacao entre conteudos.
43. Autor: Francisco Bruno Braga Teixeira.

Titulo: O uso do software Winplot no auxilio do ensino de func¢oes quadraticas

presentes nas questoes do Enem (2019).

Contribuigoes:

« Faz uma contextualizagao histérica do ensino de fungoes no Brasil.
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Lista as principais metodologias utilizadas, ressaltando as Tecnologias da In-
formagdo e Comunica¢ao (TICS) como recurso predominante no ensino da

matematica.

Propoe a forma candnica da funcao quadratica como instrumento de anélise

(principalmente quando os coeficientes nao sao inteiros).

Promove a discussao de questoes do Enem através de solugoes algébricas e

graficas usando o Winplot.

44. Autor: Cezario Silvino Bonfim.

45.

Titulo: Uma revisao sistematica sobre a abordagem geométrica no ensino de fungoes
quadraticas (2019).

Contribuigoes:

o Analisou 31 artigos de periddicos de educagao matematica com propostas

metodoldgicas para o ensino de fungdes quadraticas e classificou-os quanto a

intensidade do uso da abordagem geométrica.

Sobre um dos artigos em especial, foi percebido pelos seus autores e destacado
pelo autor da dissertagao que a ideia da construcao da parabola como lugar
geométrico de pontos equidistantes teve uma aceitagdo muito maior pelos alunos
do que o conceito livresco, onde a parabola é apresentada meramente como

grafico de uma funcao quadratica.

Autor: Hugo Leonardo da Silva.

Titulo: Funcdo Quadratica: Investigar os conhecimentos que os alunos do 1° ano
do ensino médio apresentam para lidar com questoes que envolvem os principais

conceitos associados a fungao quadratica (2019).

Contribuigoes:

o Destaca o mérito dos Babilonios em lidar com problemas do 2° grau, ja que

muitas ferramentas algébricas disponiveis hoje nao eram conhecidos por eles na
época.
Exemplos de aplicagoes da fungao quadratica em varias areas, inclusive em

componentes curriculares afins a Matematica.

Pesquisa em forma de questionario para avaliar conhecimento de alunos da 1*
série onde foi constatado que eles tem muitas dificuldades de aprendizagem,

principalmente em resolucdo de problemas envolvendo fung¢oes quadraticas.

46. Autor: Marcelo Gorges.

Titulo: Funcao Quadrética: Langamento Obliquo de Projéteis (2019).

Contribuigoes:
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o Relato histérico de fungao quadratica e parabola.
« Apresentacao sobre modelagem matematica.

» Relato sobre uma oficina que envolve langamento de projéteis e analise de sua
trajetoria com aplicacao posterior de questionario para descobrir as principais

dificuldades na montagem do modelo matematico da trajetoria dos mesmos.

47. Autor: Liliane Aratijo Lima Brito.

48.

49.

Titulo: Uma proposta de sequéncia didatica para o estudo de fungao quadratica por

meio da construcao de ponte de palitos (2019).

Contribuigoes:

o Usou a definicao de Apolonio no referencial teérico para definir parabolas.

o Anélise da abordagem do livro didatico Contato Matematico de Joamir Roberto

de Souza (editora FTD, 2016) nas fungoes quadréticas.
o Proposta de sequéncia didatica em 6 etapas em que uma delas é a construcao
de uma maquete de ponte de palitos.
Autor: Joao Paulo Neves e Silva.

Titulo: Geogebra: Explorando possibilidades de abordagem interativa dos contetidos

de funcao quadratica, limites e derivada (2019).
Contribuigoes:
o As caracteristicas interativas do Geogebra despertam o interesse para o trabalho
investigativo para o ensino de fungoes.
o Instrugoes para o uso de Geogebra.

o Proposta de atividades sobre area, coeficientes de func¢ao quadratica, raizes,
foco e diretriz e reta tangente (esta tltima usando nogoes de cdlculo) usando o
Geogebra.

Autor: Giuliano Eduardo Batista Cutrim.

Titulo: Funcao Quadratica na modelagem matematica no lancamento de foguete de
garrafa PET com alunos do 1° ano do Ensino Médio (2019).

Contribuigoes:

o Apresentacdo sobre modelagem matematica enquanto metodologia.

e O estudo de funcao decorre da necessidade de compreender e criar modelos

matematicos de fenomenos a fim de fazer estimativas sobre os mesmos.

o Cita varias aplicagoes da funcdo quadratica.
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« Relato sobre oficina de lancamento de foguetes com 35 alunos de 1° ano.

50. Autor: Juniane Ellen da Cunha Lara.

Titulo: Estudando Fungbes Quadraticas com o langamento de Objetos-Atividades

com o celular e o Geogebra (2020).

Contribuigoes:

e O trabalho destaca a importancia da modelagem matematica no ensino.
e Proposta do método dos minimos quadrados para ajuste linear das curvas.

o Propoe uma sequéncia didatica com lancamento de bolas e dardos na quadra e
analise das trajetorias no Geogebra, para que o aluno conclua que essa trajetéria

se aproxima de uma parabola.

o Propoe também uma experiéncia de casos de Covid em Itaguara - Minas Gerais
onde é feito um ajuste dos dados obtidos em curva de fun¢do polinomial de
grau 2 através do Geogebra para saber qual a funcao que melhor representaria
tais dados.

51. Autor: Viviane Fatima Oliveira.

Titulo: Dindmica de Fungoes quadraticas: uma abordagem no Ensino Médio (2020).

Contribuigoes:

 Utiliza conceitos de Anélise na proposta metodoldgica no Ensino de fungoes.
o Faz uma contextualizacao histérica sobre fungoes.
e A culminancia do trabalho apresenta um caderno de atividades que faz uma
abordagem de fungoes quadraticas usando sistemas dinamicos.
52. Autor: Ernesto Aratjo de Almeida.

Titulo: Fungoes Quadraticas: Ensino e Aplicagoes (2020).

Contribuigoes:
o Pontuou que Galileu Galilei definiu o modelo matemético que relaciona as

posicoes e o tempo de um movimento de queda livre nas proximidades da

superficie da Terra o qual é uma funcao quadratica.

e Demonstraciao da determinacao de uma fun¢ao quadratica por 3 pontos com

exemplos.

e Destaca as potencialidades da forma candnica, nao exploradas nos livros didati-

COS.

e Demonstragao da parabola como grafico de uma funcao quadratica através da

equidistancia.
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93.

54.

95.

« Esboco do gréfico usando o ponto simétrico ao ponto (0,c) em relagdo ao eixo

de simetria da pardbola ignorado nos livros didaticos.
« Comenta sobre o paraboloide de revolucao e demonstra a propriedade refletora
da parabola.
Autor: Aline da Silva Freitas Monteiro de Lima.

Titulo: Fungao Quadratica: Uma proposta didatico-pedagogica utilizando a sala de

aula invertida no ensino remoto (2021).
Contribuigoes:

o Proposta de Atividade remota por meio de sala de aula invertida e parddia

musical para estudo de funcao quadratica aplicada na pandemia, com relato

detalhado.
« Comenta sobre obstaculos comuns ao ensino de fun¢ao quadrética.

o Apresentacao da metodologia de Sala de Aula Invertida como submodelo do

ensino hibrido.

o Comentarios sobre alguns instrumentos usados: Google meet, Google classroom,
WhatsApp.

o Relato sobre 9 dissertacoes do PROFMAT que falam sobre Funcao Quadratica.

Autor: Mércia Falek Rocha.

Titulo: Estudo da Fungao Quadratica: Uma proposta utilizando investigagdo mate-
matica (2021).

Contribuigoes:
o Proposta que tem objetivo central de fazer o aluno reconhecer uma funcao
quadrética numa situagao-problema (modalidade presencial e online).

o Abordagem que permite comparar fungdes quadraticas com fungoes afins e

exponenciais.

» Revisao Bibliografica de 25 dissertagoes do PROFMAT com relato sobre algumas

delas.
o Atividade de circulos e moedas cuja culminancia é uma funcao quadratica como
modelo matematico.
Autor: Manoel Marcondes Germano Junior.

Titulo: Tecnologias Digitais no ensino de matematica: Uma abordagem do uso do

software Geogebra para o ensino de func¢ao quadratica (2021).

Contribuigoes:
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e Sequencia didatica com atividades interativas para aulas online que inclui

resolucao de questoes do ENEM pelo Geogebra.

» Relato da Educacao Brasileira com énfase em sua democratizagao e uso de

tecnologias no ensino de matematica.

o Fez uma pesquisa do ENEM entre os anos de 2011 e 2020 e concluiu que em

média 2,8 % das questoes de mateméatica envolvem fungoes quadraticas.

56. Autor: Marcia Regina Souza De Olanda.

Titulo: Funcao Quadratica: Aplicagoes de situagoes didaticas em sala de aula e no

Laboratério de ensino de Matematica (2023).

Contribuigoes:

o Apresentacao da Teoria das Situagoes Didaticas de Guy Brousseau e da Enge-
nharia Didatica de Michele Artigue como metodologias de ensino com contex-

tualizacao historica das mesmas.

« Enfatiza que a pesquisa realizada pela autora para investigar as habilidades
de compreensao dos alunos dos conceitos que envolvem func¢oes quadraticas se
baseou em uma avaliacao interpretativa da resolucao das questoes pelos alunos

utilizando resolugao de problemas, materiais concretos e software Geogebra.
e Resenha histérica do ensino de fungoes e de mateméatica em geral no Brasil.

o Atividade de montagem de poligonos com EVA pelos alunos para representar

expressoes algébricas e equacoes e de elaboracao de mapas mentais.

o Destaca que alguns entraves educacionais do ensino médio foram minimizados no
século XXI com metodologias e curriculos mais significativos, uso de tecnologias

e contextualizacao de problemas.

Varios desses trabalhos apresentam a definicdo da parabola por equidistancia e
a propriedade refletora em seus arcaboucgos tedricos, mas apenas um deles propos uma
integragao dos topicos tratados no estudo de conicas com os tépicos abordados no estudo
de funcao quadratica. Por esse motivo tomaremos como uma das principais referéncias a
dissertacao de Silvia Louzada chamada “Relacoes entre Conicas e Fungdes no Ensino Médio™.
A proposta de integrar o estudo de conicas e fungdes aborda especialmente (mas nao
somente) o contetido de fungoes quadraticas. Ao invés de estudar a parabola simplesmente
como a representacao geométrica dessas fungoes, podemos analisar as propriedades das
parabolas como conica, maximizando assim seu potencial significativo. O processo de ensino
aprendizagem por esse método pode aumentar a quantidade de habilidades obteniveis no
processo de ensino-aprendizagem de fungoes, ja que trabalhando as parabolas como entes
geométricos estaremos dando énfase as suas caracteristicas fundamentais e propriedades

mais relevantes no cotidiano.
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O trabalho de Louzada sobre conicas faz uma rica resenha historica que serve para
uma boa contextualizacao. Papus de Alexandria é mencionado e Descartes tratado com
detalhes. Existe também uma sugestao de sequéncias didaticas de carater complementar
em relacao aos 7 livros didaticos que foram analisados. Os livros sao amplamente utilizados

e possuem autores renomados como Manoel Paiva, Gelson lezzi e Luis Roberto Dante.

Dos livros pesquisados, apenas 2 definem parabola como objeto geométrico e 2
deles provam que o grafico de uma fungdo quadratica é uma parabola. Apenas 3 citam a
propriedade refletora, mas sem argumentacdo matematica. A autora (LOUZADA, 2013, p
24) comenta que ja naquela época (2013), o conteido de conicas ji nao era incluido em
alguns curriculos do Ensino Médio e, como veremos nas consideragoes posteriores, tem

recebido ainda menos énfase hoje.

E necessdrio enaltecer a proposta desse trabalho, pois apesar de ter sido escrito
em 2013, ele trata de fungdes quadraticas de uma forma que entendemos que é necessaria
atualmente. A BNCC de 2018 ndo aponta nenhuma habilidade que aborde diretamente o
estudo de conicas, possivelmente porque esse contetido ja nao era trabalhado nas instituigoes
de ensino por falta de tempo. Em adicao a isso, as Orientacoes Curriculares de 2023 da
Secretaria de Educagao do Espirito Santo (SEDU) nao abordam o estudo de conicas, mas

propoe o estudo de fungoes quadraticas na 1% e 3* séries do Ensino Médio.

A atividade 1 da sequéncia didatica da dissertagao de Louzada trata da propria
defini¢cao de parabola por equidistancia e serd usada como referéncia na sugestao de uma
das sequéncias didaticas deste documento. A atividade 2 é altamente recomendavel para
reforcar o conceito de simetria e falar da importancia do uso do ponto simétrico do ponto
(0,¢) da fungdo f(x) = ax® + bz + ¢ na hora de esbocar um grafico manualmente.

Na conclusao ela sugere aplicacao das sequéncias didaticas sugeridas para os alunos

e também posterior observagao na aprendizagem dos discentes e como segunda sugestao,
na pagina 66:

Elaboracao de um trabalho completo sobre o tema “fungoes quadréticas”,
reunindo o melhor de cada material indicado pelo MEC, no guia [16],
bem como de outras referéncias usualmente utilizadas nas escolas de
ensino médio.

Os outros trabalhos abordam cada tema de maneiras diversas. Enquanto alguns
autores se apropriaram de instrumentos algébricos, outros optaram pelo predominio dos
geométricos. A grande maioria dos trabalhos defende o uso de ambientes de geometria
dindmica para correlacionar as representacoes semidticas de uma funcao quadratica.
Acreditamos que, além de tornar o processo de mediacao de aprendizagem mais dindmico
e atrativo, tal instrumento é um facilitador para aquisicdo de habilidades matematicas
relacionadas a percepcao. Isso provavelmente explica a grande quantidade de Sequéncias

Didaticas presentes nessas dissertacoes onde instrumentos como o Geogebra sao utilizados.
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Outra caracteristica marcante nesses trabalhos sao as criticas na forma como
¢ ensinada a funcao quadratica, principalmente nos livros didaticos. Entre as criticas
destacamos a auséncia do uso da forma canonica da fungdo quadratica. A forma canonica
é um instrumento com grande potencial no estudo dos graficos, a partir do qual as
transformacoes geométricas que envolvem parabolas se tornam mais facilmente perceptiveis
em comparacio com a forma polinomial. E importante salientar que a maioria das
dissertacoes é anterior ao ano de 2018. Existem alguns fatos que se sucederam a esses
trabalhos e mudaram os paradigmas do ensino da Matematica nao s6 no Espirito Santo,

mas também no Brasil:

o A aprovacao do Novo Ensino Médio em 2017, com sua posterior instauracao a partir
de 2022. Foram sugeridas inclusoes de componentes curriculares diversificados, com
consequente reducao da carga horaria destinada ao ensino da Matemaéatica onde
houve uma inevitavel reducao dos contetdos a serem trabalhados e de habilidades

matematicas a serem consolidadas.

o A Aprovagao da Base Nacional Comum Curricular, em 2018 , na qual ndo existem
habilidades diretamente relacionadas ao ensino de conicas. Embora esse documento
seja apenas um parametro, isso por si s6 ja é um desestimulo a insercao desse topico
nos curriculos estaduais. Isso acabou acontecendo inclusive no Espirito Santo. Em
adicao a isso ocorreu a aplicagao dos descritores para andlise de desempenho nas
avaliacoes externas estaduais e nacionais, que também nao contemplam diretamente

0 ensino de coOnicas.

o A pandemia de Coronavirus, que comecou oficialmente em marco de 2020. Como
veremos, durante esse periodo houve um aumento da discrepancia de aprendizagem de
alunos com diferentes classes sociais. Com isso, a prioridade das agoes subsequentes
a pandemia passou a ser a recomposicao de aprendizagens para tentar consolidar
no ensino médio habilidades matematicas que nao foram adquiridas no Ensino
Fundamental, impactando diretamente no conteido que era trabalhado no Ensino

Médio antes da pandemia.

As criticas orientadoras das consideragoes que faremos neste trabalho também
estao presentes nos trabalhos supracitados: A auséncia de informagoes a respeito das
aplicacoes da propriedade refletora da parabola nos livros didaticos e a relutancia em

abordar elementos fundamentais da parabola, como o foco e a diretriz.
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3 Arcabouco Tedrico e Contexto Histérico

Apresentaremos inicialmente algumas fundamentagoes tedricas com o objetivo de
explicitar caracteristicas notaveis da funcao quadratica, que a distinguem de outras fungoes
abordadas no ensino médio, como valor maximo (ou minimo). A apresentagao sera feita
deliberadamente sob o ponto de vista algébrico de modo a reforcar a sua independéncia da
representagao grafica. Apds isso, apresentaremos a parabola, para depois identificarmos

(sob circunstancias especificas) a mesma como um grafico da funcao quadratica.

3.1 Funcdo Quadratica

Apresentaremos algumas caracteristicas fundamentais da fungao quadratica, como
valores maximos e minimos que ela pode assumir e intervalos de crescimento e decrescimento
de modo a prover instrumentos que ajudarao a relacionar tal funcao com o seu grafico,

que abordaremos posteriormente.

Definicao 3.1.1. Dados dois conjuntos A e B, o conjunto A x B, formado pelos pares
ordenados (z,y) onde x € A ey € B € chamado de produto cartesiano de A e B. A partir
daqui, chamaremos de R o conjunto dos nimeros reais e A e B serdo subconjuntos de R

no contexto de funcoes e de plano cartesiano.

Um produto cartesiano de subconjuntos de nimeros reais pode ser representado no

plano cartesiano, onde cada um dos seus elementos representa um ponto desse plano.

Definigao 3.1.2. Dados dois conjuntos A e B. Uma funcio f : A — B € um subconjunto
de A x B com uma lei de formacao que faz corresponder a cada elemento de A um unico

elemento de B.

O conjunto A é chamado de dominio da func¢ao e o conjunto B é chamado de
contradominio da fungao. O conjunto imagem Im ¢é formado pelos elementos de B que,

pela lei de formacao da funcgao, sdo associados aos elementos de A.

Quando nao houver especificacbes quanto ao dominio e contradominio de uma
funcao, consideraremos que a mesma ¢ uma funcao f : R — R, onde R é o conjunto dos

numeros reais.

Como ja foi dito, qualquer subconjunto de A x B pode ser representado no plano
cartesiano. Se uma figura no plano cartesiano representa um subconjunto de A x B,

através dessa figura fica mais facil dizer se esse subconjunto de A x B é uma funcao.
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Figura 1 — Funcdo y = f(z) Figura 2 — Nao é fungao y = f(x)

4
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Autoria propria(2024). Autoria propria(2024).

Por exemplo, na Figura 1, esta representado o subconjunto de R x R, f : R — R,
definido por (z,y) tal que y = 2 + 6x;y € R. A cada valor do dominio estd associado
apenas um valor do contradominio. Na Figura 2, estd representado o subconjunto de
R x R definido por (z,y) tal que 2% = y* + 2zy + 4. Nesse caso, existem elementos do
dominio ao qual estao associados mais de um elemento do contradominio ou nao esta
associado nenhum valor do contradominio. O subconjunto representado nao é, portanto,

uma funcao.

Definicao 3.1.3. Denomina-se funcdao quadrdtica uma funcao f : R — R, da forma

f(x) = ax® + bz + ¢ onde os coeficientes a, b e ¢ sGo nimeros reais e a # 0.
Exemplo 3.1.4. f(z) = 32* + 17z + 10, onde a = 3, b = 17 e ¢ = 10.
Exemplo 3.1.5. f(z) = —2% + 6z, ondea= —1,b=06 e c= 0.
Exemplo 3.1.6. f(z) =522 — 25, ondea=5,b=0 e c= —25.
Trataremos agora de alguns valores como raizes e intervalos notaveis desse tipo de

fungao. Para isso existem formas alternativas na sua escrita que possibilitam uma melhor

andlise desses intervalos. A forma mais notavel nesse aspecto é a forma candnica.

Se tomarmos uma funcio na forma y = az? + bx + ¢ com a # 0 e colocarmos

. RPN . . . . 2
o coeficiente a em evidéncia teremos y = a(x? + %I + £). Adicionando e subtraindo 4%

obtém-se:

bx b? b? c
2
v = (x T T T e ) (8:1)
b\> v
= a<x+2a> —f4a~|—c (3.2)



Capitulo 3. Arcabougo Teorico e Contexto Historico 38

Essa é a forma canonica da funcao quadratica. Ela é 1til para determinar as suas

raizes e torna mais facil prever o comportamento do seu grafico como veremos adiante.

As raizes de uma func¢ao quadratica sao os valores x do dominio para os quais a
funcao (ou seja, o valor de f(z)) se anula. Para o calculo desses valores podemos usar a
sua forma canonica e igualar a zero. O termo b? — 4ac é chamado de discriminante da

equagao e é representado pela letra grega A.

Se o valor de A é negativo, a fung¢do nao possui raizes reais ja que nao existe

numero real que seja raiz quadrada de um nimero negativo. Resolvendo a equagao temos:

2 2
b b — dac b b?> —4ac A
“ <w + 2a> 4a (x * 2(1) 4a 4a? (34)
Essa equacao s6 tem solugao se:
A =b* —4dac > 0,Vz € R. (3.5)
Se A é positivo, entao:
b\> A b A
pr ) A i _vA (3.6)
2a 4a? 2a 2|al
Com isso, temos que:
b +\/Z —b+ Vb? — dac (37)
w = — = .
! 2a 2a 2a
ou
b VA  —b— b2 —dac
2a 2a 2a
Observe que a média aritmética entre essas duas raizes é —%. Isso quer dizer que a
reta y = ;—é’ serve como eixo de simetria para essas raizes. Veremos posteriormente que

essa reta serve como eixo de simetria para o grafico da funcao quadratica, além de conter

o vértice e o foco, elementos fundamentais desse grafico.

Se o valor de A é zero, a funcdo tem uma raiz, chamada de raiz dupla:

—b++0 b
T (39)

A forma candnica permite fazer conclusées sobre o valor maximo e minimo de uma funcao

T

quadratica e analisar intervalos de crescimento e decrescimento. Ainda analisando essa

variagao da forma candnica e considerando o coeficiente a > 0:
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fle) = a <<+ 2) + 2 62) .

O primeiro fator desse produto é a. O segundo fator tem duas parcelas: a segunda

parcela é uma constante e a primeira parcela depende do valor de x, sendo obrigatoriamente
nao negativa. Como o primeiro fator a é positivo, é possivel concluir que a expressao
admite um valor minimo. Tal valor é obtido quando a expressao x + %20. De onde

concluimos que:

b
’ b v —4 A
f@)=f <—2a> = —7;a ©- 1 (3.11)

4ac—b?
4a?

2
Se a < 0, a expressao adquire valor maximo quando a expressao (x + %) +

2
é a menor possivel. Isso acontece quando o valor de (a: + %) é igual a zero, ou seja,
o valor maximo da funcao serd igual ao da Equacao 3.11 com z correspondendo ao da

Equacao 3.10.
Explicitaremos agora os valores que uma fun¢ao quadratica pode assumir.

Definicao 3.1.7. Seja a funcao f: A — B., com A e B subconjuntos de R. O conjunto

imagem de f € constituido pelos elementos b € B para os quais f(a) = b para algum a € A.

Para uma funcdo quadritica y = ax® + bx + ¢ com a # 0, se f(x1) = y; entdo a
equacio ax? + bxy + ¢ = y; possui solugdo. Portanto a equacio ax? + bry +c—1y; = 0 tem
solucdo, o que significa que sua discriminante b? — 4a(c — y;) > 0 = b — dac > —4ay;.

Multiplicando essa ultima inequacao por —1 temos:
—b? + dac < day, < 4ay; > —b? + 4ac

Se o coeficiente a for positivo, dividimos a inequacao por 4a e obtemos:

—b% + dac B A

4a 4a’

Y

n

Portanto, o conjunto imagem da funcao quadréitica y = ax? + bx + ¢ com a # 0 é:

{yGR/yz —i}.

Se o coeficiente a é negativo, dividimos a inequacao 4ay; > —b? + 4ac por 4a e obtemos:

—b% + 4ac B A

4a 4a

IN

n

e o conjunto a imagem da funcao serd
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{yER/yS —ﬁl}.

Explicitaremos agora em quais intervalos a func¢ao quadratica é crescente ou

decrescente.
Definicao 3.1.8. Uma funcgio f : A — B, com A e B subconjuntos de R ¢é crescente se
‘v’xl,xg € A,ZL’l < Ty = Y1 < Y2

e decrescente se
\V/371,£C2 € A,l‘l < Ty = Y1 > Y2
para y1 = f(x1) € B ey2 = f(x2) € B.

. ~ _ b _ _A
Para o resultado a seguir, usaremos a notacao zr, = —3- € ¥, = —¢, quando

usarmos a forma canodnica da fungao quadratica.

Teorema 3.1.9. Seja a fungio y = ax? +br+c=0 coma >0 (a<0):

e Se x1 e xy pertencem ao dominio da fungao e x1,r9 < X, (T1,T2 > T,), entio a

fungao € decrescente para todo v < x, (x> x).

e Se x1 e xy pertencem ao dominio da fungao e x1,x9 > X, (T1,72 < T,), entao a

fungao € crescente para todo x > x, (x < x,)

Demonstragio. Temos y = ax? + bx + ¢, onde yo > y; e a > 0 :

a-(zy—2,)° + 5y, >a- (11— 1) +yp = (3.12)
=a- (g —1,)° >a- (1 —1,)° = (3.13)

= (29 — 2,)° > (21 — 2,)% = (3.14)

= |xe — zy| > |11 — T |. (3.15)

Temos 2 casos a considerar:

e Iy € Ty SA0 menores que T,, temos que T, — T > T, — T] —> —Tg > —T1 — To < T1

de onde podemos concluir que a fungao é decrescente.

e Iy € T9 SA0 maiores que x,, temos que xo —x, > r1 — T, —> Ty > 1 de onde podemos

concluir que a func¢ao é crescente.
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Nao obstante, se y = ax? + bx + ¢, onde y > y; e a < 0

a (v —2,)2 +yp >a- (11— 1) + 7y, = (3.16)
=a- (19— 1,)° >a- (r; —1,)° = (3.17)

= (13— 1,)° < (11 — 1) = (3.18)

= |x9 — x| < |21 — 20| (3.19)

Novamente, temos 2 casos a considerar:

e X1 € Ty SA0 menores que x,, temos que T, — o < T, — T — —Ty < —T] — Ty > T

de onde podemos concluir que a funcao é crescente para z < x,.

e Iy € T9 SA0 maiores que x,, temos que ro —x, < 1 — T, —> Ty < 7 de onde podemos

concluir que a fungao é decrescente para r > x,.

Se yo = y1, temos:

a-(zy—,)" +yp=a- (21 —2,)* +y, = (3.20)
=a-(rg—1,) =a- (1 —1,)° = (3.21)

= (12— 2,)" = (11 — )" = (3.22)

= |(z2 — x0)| = [(21 — ). (3.23)

Dai concluimos que x; = x5 ou que x, = % o que contraria a hipotese de z; e

T9 Seremm ambos maiores ou menores que Ty.

]

O teorema a seguir fala da boa definicao de uma fungao quadratica conhecendo

trés pares de valores que se associam através de sua lei de formacao.
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Teorema 3.1.10. Sejam x1,xo € x3 trés numeros reais distintos e yi,ys € Y3 nUmMeros
reais tais que os pontos A = (x1,y1), B = (29,y2) e C = (x3,y3) ndo sio colineares em

R2. Eziste uma, e somente uma, fungio quadrdtica f(x) = ax?® 4+ bx + ¢ com a # 0 tal que

f(x1) =y, f(x2) = 12 € f(w3) = y3.

Demonstracao. Se 1, € x3 nao sao colineares vale a relagao:

B B Iz
Ys — U 4 Y2 — U o1 2y 1yl 0, (3.24)
T3 — I To — T
I z3 ys

Trocando a primeira e a terceira coluna de lugar e considerando que f(z;) =

Y1, f(@) =1Y2€ f(xg) = y3, temos:

w1 ar? +bry+c z; 1
Yo Ty 1| & |azi+bry+c zo 1] #0, (3.25)
ys w3 1 ari+brs+c zz3 1

Se substituirmos a primeira coluna pela soma dela com a segunda coluna multiplicada por

—b com a terceira coluna multiplicada por —c¢, o valor da determinante continua o mesmo,

chegando a:
ar? x; 1 22 oz 1
ard xo 1| |23 3y 1/ #0. (3.26)
ar? z3 1 3 z3 1

Mas a veracidade da sentenca acima equivale ao fato de que o sistema de equagoes abaixo
é possivel determinado. O que significa que existe apenas uma terna ordenada (a, b, ¢) que
satisfaz as 3 equacoes do sistema
ar? +bry +c=y = f(x))
ax3 + bry + ¢ =y = f(xs) , como querfamos demonstrar.
azi +bxs +c=ys = f(z3)
O

De maneira geral, as fungoes quadraticas nem sempre foram apresentadas como nos
dias de hoje. Iniciaremos agora um breve relato histérico da producao cientifica relacionada

as fungoes quadraticas através dos tempos.

(MENEZES et al., 2015, p 17) relata que o estudo das fungoes quadréticas tem
origem na resolucao de equacoes de grau 2 pelos babilonios por volta de 1700 a.C., mas
sem os instrumentos algébricos disponiveis nos dias de hoje. Eles abordaram o problema
de encontrar um par de nimeros conhecidos sua soma e seu produto. Chamando os dois

numeros em questao de x; e o temos entao as equacoes:

T1Ty = @ (3.27)
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T+ 2o=b& 11 =b— 29; (3.28)

Substituindo o valor de z; da Equacao 3.28 na Equacao 3.27 temos:

(b—29)1y =a < 22 — bry +a =0. (3.29)

Mais tarde, por volta do século VI antes de Cristo, os gregos voltaram a abordar o
assunto por intermédio do estudo da razao aurea, que ¢é a razao entre duas partes de um
segmento de reta dividido em média e extrema razao. O modelo matematico que soluciona
o problema é uma equacao de 2° grau. Apesar disso, (FILIZZOLA et al., 2014, p 17)

pontua que na Grécia, as solugoes de problemas eram predominantemente geométricas.

Ainda de acordo com (MENEZES et al., 2015, p 22), os arabes e hindus também
estudaram as equacgoes do 2° grau. Brahmagupta e seu aluno, Bhaskara II descreveram
a forma de resolver uma equacao desse tipo no século 6 depois de Cristo, ainda sem o
emprego de férmulas ou representagao da equacgao por meio de letras e seus coeficientes.
O simbolismo algébrico comecou a ser utilizado com o francés Frangois Viéte (1540-1603),
quase um milénio depois. Ainda assim, (FILIZZOLA et al., 2014, p 20) atribui o crédito de
demonstrar algebricamente e geometricamente a férmula resolutiva aos drabes. De acordo
com o mesmo autor, a insercdo do nome “Férmula de Bhaskara” a férmula resolutiva
aconteceu no Brasil a partir de 1960 e s6 recebe esse nome por aqui.

Contemporaneo de Viéte, Galileu Galilei era nascido em Pisa, Itélia. Ele desenvolveu
um modelo matematico para a queda livre de corpos: s = %, onde g ¢é a aceleragao da
gravidade, s é o espago percorrido e t o tempo a partir do inicio da queda. Finalmente, o
alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) usou o termo fungao para descrever uma
relacdo entre duas quantidades. O suico Leonard Euler (1707-1783) criou a notacao f(x)
e o alemdo Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1854) formulou uma defini¢ao
de fun¢ao mais parecida com a atual, aperfeicoada com a posterior criacado da Teoria dos

Conjuntos.

3.2 Parabola

Definicao 3.2.1. Dados um ponto F' e uma reta d, o lugar geométrico dos pontos que

equidistam de F e da reta d constitui a pardbola de foco F e diretriz d (Figura 3).

Além do foco e da diretriz, existem outros elementos importantes para serem
considerados em uma parabola. Um deles é o eixo focal, reta perpendicular a diretriz que
passa pelo foco. Outro elemento é o vértice (Figura 4): ponto da pardbola cuja distancia

até a diretriz é a menor possivel. O vértice é também o ponto médio do segmento que
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Figura 3 — Representagao da parabola

*—|
d
d

Diretriz

Autoria prépria (2023).

determina a distancia entre o foco e a diretriz, além de ser o ponto de interse¢ao do eixo

focal com a parabola.

Figura 4 — Representagdo do Vértice e do Eixo Focal

Eixo Hocal
5

4
Foco

[ ] 3

2

Veérticg

-2

Autoria propria (2023).

Uma parabola P divide o plano em duas regides. Conforme indicado na Figura 5,
a regiao my, que contém o foco F, é a regiao focal da pardbola. A regiao ms, que contém a
diretriz, é a regido ndo-focal. Se um ponto P ¢ P, entdo P € m ou P € my. A importancia

disso ficara evidente na definicao de reta tangente a uma parabola, que veremos adiante.

Definicao 3.2.2. Uma reta r é tangente a uma parabola P se ela nao € paralela ao eixo
focal e intercepta P em exatamente um ponto T'. Todo ponto P € r tal que P # T se situa

na regiao nao-focal de P conforme representado na Figura 5.

Todos os pontos da reta tangente a uma parabola P de foco F' e diretriz d tém a
seguinte propriedade: a distancia desses pontos até a reta d é menor do que a distancia
desses pontos até F' de P. Obviamente a tnica excecao é o ponto de tangéncia, ja que ele

pertence a P.

O resultado a seguir mostra que o eixo focal de uma parabola ¢ também o seu eixo

de simetria.
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Figura 5 — Representagao das Regioes determinadas pela parabola.

Regido Focal m
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Regi&o ndo-focal T2
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Autoria prépria (2024).

Figura 6 — Representacao de uma reta tangente a uma parabola.
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Autoria prépria (2024).

Teorema 3.2.3. Sejam 1I; e Ily os semiplanos determinados pelo eixo focal de uma
pardbola P. O ponto P, € 11y estd a uma distancia L do eixo focal e Py € 1l é um ponto

simétrico de Py, em relacdo ao mesmo eixo. Entao P € P — P, € P .

Demonstracao. Seja a parabola P com foco F. O ponto N ¢ a intersecao do segmento
Py P, com o eixo focal de P (Figura 7). Tomemos os pontos C e Cy, que sdo os pés das

perpendiculares baixadas, respectivamente, dos pontos P; e P, na diretriz da parabola.

Note que o segmento P, P, é paralelo a diretriz, pois o mesmo ¢ perpendicular ao
eixo focal (P, e P, s@o simétricos em relagao ao eixo focal). Pela definicao de distancia
entre ponto e reta, o segmento P,Cs é paralelo ao segmento P;C,. Entao P,CyC P é um

paralelogramo e P;C tem a mesma medida de P,Cs.
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Figura 7 — O eixo focal coincide com o eixo de simetria

Eiko Focal 1
5
HQ Hl P
F
l\4
N
Py L 1 P
2
Diretriz
C2 M (31
-5 -4 -2 -2 1 0 1 2 3
-1

Autoria prépria (2023).

Suponha agora, que P, € P, entao F'P; = P;C. Os segmentos P,N e PN tem a

mesma medida, pois P; e P, sdo simétricos em relagao ao eixo focal.

Os angulos m e ]ﬁ\f?l medem 90°.

O segmento F'N é lado comum aos triangulos P,NF e P NF. Pelo caso LAL
(lado-dngulo-lado), esses tridngulos sdo congruentes. Entao o segmento F'P; tem a mesma
medida que o segmento F'P,, que, por sua vez, tem a mesma medida que o segmento

P,C5. Ora, se o segmento F'P, tem a mesma medida que P,Cs pela definicao de parabola,
P, eP.

]

O proximo resultado é a culminancia deste arcabougo tedrico, pois estabelece a
relacao entre as fungoes quadraticas e as parabolas, que até agora foram apresentadas de
forma independente. Para tanto consideraremos as parédbolas com diretriz paralela (ou
coincidente) ao eixo z, pois do contrario, ela nao representa uma fungao. Além disso essa

consideracao torna o resultado mais simples.

Teorema 3.2.4. Toda parabola com diretriz d na forma y = k onde k é um nimero real é

grdfico de uma fungdo quadrdtica.
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Figura 8 — Pardbola com diretriz paralela ao eixo das abscissas

F(a.b) P(x.y)

Autoria propria(2023).

Demonstragio. Considere a parabola com foco F(a,b) e diretriz y = k com k € R.
Tomemos um ponto da pardbola de coordenadas P(x,y), a distancia entre esse ponto e o

ponto F' é igual a distancia entre esse ponto e a diretriz.

Como a diretriz ¢ da forma y = k, onde k € R, a distancia entre o P e a diretriz

pode ser calculada por | y — k |. Dai, temos que:

dpp = dpg = (3.30)

= J@—a2+(y—b2=ly—k|= (3.31)

= (r—a)l+ (-0 =y -2ky+ k= (3.32)

= (20— 2k)y = 2 — 2ax + a* + b* — k* = (3.33)
1 ) 2a a? 4 b* — k?

=y (3.34)

B R T T T
——— ——— —_——
Onde k£ # b, ja4 que o foco da pardbola nao pertence a sua diretriz (Figura 8).
Portanto, a relagio entre as coordenadas de qualquer ponto da pardbola é P(x, ma®+nx+c),

onde os coeficientes da func¢ao estao bem definidos na tltima equacdo da demonstracgao.

]

Definicao 3.2.5. Concavidade de uma parabola. Seja a pardbola P que corresponde

a fungdo quadrdtica f(zr) =y = ax* + bxr + ¢ com a # 0 e uma reta r tangente a P.
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A concavidade da pardbola é voltada para cima se para todo ponto P(x,y) € r satisfaz
a relagio y < ax?® + bxr + ¢ e é voltada para baizo se P(x,y) € r satisfaz a relagio

y > ax® + bx + c.

Abordaremos agora o célculo da diretriz e do foco de uma parabola em fungao dos
coeficientes da funcdo quadratica associada essa parabola, assim como a determinacgao de
sua concavidade. Para demonstragao desses resultados, lancaremos mao de uma forma

alternativa de escrever uma fun¢ao quadratica que é

(z = 20)* = 4p(y — o), (3.35)

onde (g, yo) sdo as coordenadas do vértice da parabola, o foco tem coordenadas F'(z¢, yo+p)
e a equacao da diretriz é y — yg + p = 0. A varidvel p é a distancia entre o foco e o vértice,
chamado de parametro. Essa forma alternativa sera utilizada no teorema seguinte, que
corrobora a proposta de incluir o foco e a diretriz nos estudos de funcao quadratica no

Ensino Médio.

Para o resultado a seguir usaremos mais uma vez as notagoes =, = —% e Yy, = —%,

na funcdo y = ax? + bz + ¢, pois ja conhecemos o valor da discriminante A.

Teorema 3.2.6. O grdfico da funcio f(x) =y = ax® + bx + ¢ com a # 0 e discriminante

A = b? — 4ac. é uma pardbola de foco F = (—%, _ijl) e diretriz y = _fa_l.

Demonstracao. Ja sabemos que a forma canonica pode ser escrita na forma:

yza(<x+2ba> —ﬁz) = (3.36)

sy=a(@-np+%) - (3.37)
= % = (x —1,)* + %v = (3.38)
- ) _ayv _ (:U o xv>2 = (339)
> (=)= (= ). (3.40)

Comparando as Equagoes 3.35 e 3.40 temos que:

b
To =Ty =5 (3.41)
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dac — b? A
— vy, = = —— 3.42
oo=9 4a 4a ( )
e, finalmente:
1
= —. 3.43
P= (3.43)

Com isso as coordenadas do foco F' sao:

b b 4dac—b*+1 b —A+1
F=(—-—— -l == ——]. 44
( 2a’y0 —i—p) ( 2a’ 4a ) ( 2a¢’ 4a ) (3.44)

A equacao da diretriz é:

y_<_A+1>:o, (3.45)

4a
ou seja,
-A—1
= —. 3.46
y 1 (3.46)
O]

E possivel também, condicionar a concavidade da parabola a posigao relativa do

seu foco e de sua diretriz. Observe que se o coeficiente a é positivo:

-A+1 -A-1
>

3.47
4a 4a ( )

Multiplicando por 4a temos:

“A+1> A1, (3.48)

onde o primeiro membro da desigualdade é a ordenada do foco e o segundo membro é a
ordenada de qualquer ponto que pertence a diretriz, ou seja, a distancia da origem até
a diretriz. No sistema cartesiano, isso equivale a dizer que o foco esta em uma posicao

superior a diretriz.

Analogamente, se o coeficiente a é negativo:

—A—|—1<—A—1
4a 4a

(3.49)

Multiplicando a inequacao por 4a temos:
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“A+1> A1 (3.50)

A ordenada do foco é menor que a distancia da diretriz até a origem, disso decorre

o fato de o foco estar em uma posicao inferior a diretriz.

Portanto, se a concavidade é voltada para cima, o foco estd em um semiplano
superior a diretriz, ou seja, acima da diretriz. Se estiver voltada para baixo, o foco estd em
um semiplano inferior a diretriz, ou seja, abaixo da diretriz. Esse fato fica bastante evidente
graficamente, mas a demonstracao algébrica torna ainda mais explicita a relagdo entre as
representacoes semioticas de funcao quadratica. Ainda mais em relagao a elementos que

nao sao comumente estudados como foco e diretriz.

Uma das aplicagdes conhecidas da parabola ¢ o fato de que qualquer objeto langado
traca uma trajetoria que pode ser determinada por uma parabola. Outra aplicacao
importante tem relacao com as pontes pénseis, que sao as que possibilitam os maiores vaos.
A estrutura dessas pontes tem formato parabdlico e a carga nessas pontes é distribuida

igualmente.

Figura 9 — Ponte Jucelino Kubitschek, Brasilia -DF

Fonte: turismbr.com

Mas, as aplicacoes mais significativas talvez tenham a ver com a propriedade

refletora da parabola. Para a sua demonstracao usaremos a definicao abaixo.

Definicao 3.2.7. O angulo entre uma reta r e uma curva P € o angulo entre essa reta e

a reta tangente a curva no ponto de tangéncia.

Teorema 3.2.8. Propriedade Refletora da Parabola: Seja r uma reta tangente a uma
pardbola P de foco F onde P € o ponto de tangéncia. Para toda reta t, paralela ao eizo
focal da pardbola P, que a intercepta em P e forma um angulo o com r, existe uma reta

s # t que também faz um dangulo o com r que passa obrigatoriamente por F'.
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Uma forma mais lidica de enunciar essa propriedade seria: todos os raios de luz
paralelos ao eixo focal da pardbola e refletidos em sua superficie passarao pelo foco da

pardabola.

Figura 10 — Propriedade refletora da Parabola

2\
<
LY,

YyYvYyVvYyYVvyYy

Fonte: brasilescola.uol.com.br

Para a demonstracao desse teorema, vamos considerar os caso em que a concavidade
da parabola é voltada para cima. O raciocinio sera analogo no caso em que a concavidade
¢é voltada para baixo. Também consideraremos a seguinte propriedade: Seja a parabola P
com diretriz d e foco F' e um ponto P do plano. Se a distancia de F' até P for menor que
a distancia de P até d, entao P esta na regiao focal da parabola. Se a distancia entre F

até P for maior que a distancia de P até d, entao P esta na regiao nao focal da parabola.

Usaremos também a Lei de Refracao em que o angulo de incidéncia de um raio de

luz em uma superficie ¢é igual ao angulo de reflexdo conforme ilustrado na Figura 11.

Figura 11 — O angulo de Incidéncia ¢ igual ao dngulo de reflexao

/ {

Autoria propria (2023).
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Figura 12 — Prova da Propriedade Refletora da Pardbola

-—_

/ .
Autoria propria (2023).

Demonstracao. Considere a parabola P com foco F' e diretriz d e um ponto P € P e seja
A o pé da perpendicular baixada de P sobre d. Tomemos a mediatriz r dos pontos A e F.
Como P € P, d(PA) = d(PF) pelo conceito de equidistancia. Portanto P € r.

Tomemos um ponto R € r distinto de P. Provaremos que R nao pertence a
pardabola P e portanto, que r é tangente a parabola. Seja M o pé da perpendicular baixada
de R sobre a diretriz d. O tridngulo AMR é retangulo em M, portanto AR é seu maior
lado (hipotenusa). Como R pertence a mediatriz r, temos que d(AR) = d(RF). Mas
d(AR) > d(RM) e disso decorre que d(FR) > d(RM). Consequentemente, R estd na
regiao nao-focal da parabola e portanto nao pode pertencer a mesma o que conclui a

demonstracao (Figura 12).

Teorema 3.2.9. Seja P uma pardbola com foco F' e diretriz d. Dada uma reta r paralela a
d que contém pontos na regido focal, entdo: Se s é uma reta perpendicular a r intersectando

P em um ponto T e r em um ponto R, temos que d(TF) + d(TR) é constante.

Essa propriedade deixa mais evidente o fato de que uma frente de luz refletida na
parabola caminha na velocidade constante, ja que r é uma reta genérica paralela a diretriz.
Isso faz com que a iluminacdo ocorra na mesma intensidade em todas os pontos dessa

frente de ondas.

Um exemplo da aplicagdo dessa propriedade reside no farol de carro (Figura 14),
onde a fonte luminosa estd no foco do paraboloide e a frente de ondas é iluminada de

maneira uniforme como representado na Figura 13.
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Figura 13 — Ondas refletidas em uma parabola

Fonte de Luz

Frente de Ondas

\

Autoria propria (2024).

Figura 14 — Representacao de Farol de Fusca

Fonte: produto.mercadolivre.com.br

Abaixo temos a demonstracao do Teorema:

Demonstracao. Sejam T e Ty pontos distintos de P, com s; e sy retas perpendiculares a
r que interceptam essa reta nos pontos R; e Ry, respectivamente. Os pontos S; e Sy sao
as intersecgoes da diretriz d com s; e sq, respectivamente (Figura 15). Como d//r, entao
d(SiTy) + d(T1Ry) = d(SoT3) + d(TaRy) e, pela propriedade da equidistancia referente a
parabola, d(T1F) = d(S,T}) e d(TyF) = d(S5T3). Portanto temos que d(T1F) + d(Ty R;)
= d(TyF) + d(TyRy) sendo entdo comprovado que d(TF) + d(TR) é constante VI € P .

]
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Figura 15 — A reta r é paralela a diretriz de P

S1 S2

Autoria propria(2024).

Teorema 3.2.10. Reciproca da propriedade refletora. Seja P uma curva no plano. Além
disso, em cada ponto da curva a reta tangente estd definida. Existe um ponto F' ¢ P e
uma reta d com a sequinte propriedade: Toda reta s perpendicular a d intersecta a curva
P em algum ponto T'. Além disso, se D € a intersegcio de s com d e a bissetriz do FTD
também é a mediatriz do segmento FD, entdo a curva P é uma pardbola. Perceba que a
bissetriz em questao é a reta tangente a essa curva no ponto T e essa exigéncia é o mesmo

que ter a propriedade refletora.

De forma mais lidica esse Teorema enuncia que se raios de luz sdo emanados de
um ponto (que seria a fonte de luz) e incidem sobre uma curva sendo refletidos na dire¢ao
perpendicular a reta d, entao essa curva ¢ uma parabola. Da mesma forma, se raios de
luz incidem sobre essa curva na direcao perpendicular a reta d e refletirem em um mesmo

ponto, entao a curva em questao ¢ uma parabola.

Demonstracao. Por hipotese, a bissetriz do angulo FTD coincide com a mediatriz do
segmento F'D. Portanto, todos os pontos dela sao equidistantes das extremidades F e D,
incluindo o ponto T'. Podemos concluir com isso que P é uma parabola com foco F' e
diretriz d.
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Figura 16 — A mediatriz dos pontos F' e D coincide com a bissetriz de FTD

bissetriz

Autoria prépria(2024).

Se girarmos uma parabola em torno de seu eixo focal, a superficie gerada é
chamada de Paraboloide de revolucao. A propriedade refletora se conserva ao longo de
toda a superficie desse sélido, ou seja, todo raio de luz paralelo ao eixo focal reflete na

superficie na direcao do foco.

Figura 17 — Propriedade Refletora no Paraboloide de Revolugao

Ctr

Superficie
Refletora

Fonte: pir2.forumeiros.com

Existem muitas aplicagoes oriundas desse fato:

« Antenas Parabdlicas: Seu eixo focal é apontado para a fonte do sinal (geralmente um
satélite). Os sinais recebidos sao refletidos na superficie convergindo no foco onde
fica o receptor que converte as ondas em um sinal que as televisdes transformam em

imagens de qualidade.

« Radar: Esta em constante rotacao, portanto a posicao do eixo varia, estando quase
sempre aproximadamente na horizontal. As ondas eletromagnéticas saem do radar na
direcao do eixo e quando encontram um objeto, sao refletidas de volta ao transmissor

que fica no foco.
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Figura 18 — Antena Parabdlica

Fonte: cronoshare.com.br

Figura 19 — Radar

Fonte: https: www.gralon.net

o Telescopios: Nesse caso, o eixo é apontado para a por¢ao do céu a ser observada. A luz
que alcanga o receptor é refletida para o foco, onde a imagem é criada. Dependendo
do tipo de telescopio, sdo necessarios espelhos auxiliares para que o observador possa

ver a imagem captada pelo foco.

« Fornalha Solar: Os raios solares sao captados na superficie de um grande espelho
parabdlico, com ajuda de espelhos auxiliares que redirecionam os raios na dire¢ao
paralela ao eixo focal. Isso garante que todos esses raios sejam refletidos para o foco

onde a energia solar é coletada e convertida em eletricidade.

De acordo com (CANELLA, 2016, p 107), as usinas solares térmicas funcionam de
forma semelhante. Elas redirecionam os raios solares para o foco onde a energia

solar é convertida em eletricidade.
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Figura 20 — Telescopio

Fonte: 123rf.com

Figura 21 — Fornalha de Odeillo, Franca com area de 1830 m? e foco situado a 18 m do
espelho. Em primeiro plano é possivel visualizar os espelhos auxiliares.

Fonte: Matematica e Atualidade - volume 2 (2015)

Figura 22 — Usina térmica Gemasolar, Espanha.

Fonte: (CANELLA, 2016)

o Fardéis de Carros: Neste caso, a luz é emitida do foco e reflete na superficie parabdlica
emitindo raios paralelos ao eixo focal para iluminar com mais eficiéncia. O mesmo

principio se aplica aos holofotes e lanternas de mao.
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3.3 Contexto Histérico das Parabolas

Faremos um breve relato sobre o desenvolvimento historico do estudo das parabolas.

O estudo da pardabola tem muito em comum com o estudo de outras conicas. Essas
curvas receberam esse nome porque podem ser obtidas mediante a interse¢ao de uma plano

CO11l um cone.

Na gramatica, uma parabola é uma narrativa que utiliza comparacoes simbodlicas
para transmitir uma mensagem proverbial. A origem etimoldgica vem do grego "parabole",
que significa comparagao. Outras duas conicas, a elipse e a hipérbole, tem significados

gramaticais que remontam a ideia de falta e excesso, respectivamente.

Na matematica, esses termos foram usados pelos pitagoricos, uma escola e uma
irmandade liderada por Pitdgoras de Samos, cerca de 540 a.C. A terminologia pitagorica
consistia no uso de areas para caracterizar as trés curvas. A construcao geométrica tinha
predeterminado o eixo focal e um ponto genérico P da conica (Figura 23). A partir disso era
estabelecido um parametro e feita a comparagao desse parametro com um segmento feito

a partir de uma comparacgao de areas entre retangulos e quadrados, como foi explicitado

em (KOSLOSKI, 2018, p 17).

Se o segmento era menor que esse parametro, a curva resultante era uma elipse. Se

o segmento fosse maior, a curva era uma hipérbole. Se fosse igual seria uma parabola.

Figura 23 — Caracterizacao das trés curvas segundo os Pitagoricos

Q

Fonte: (KOSLOSKI, 2018)

Os estudos dessas curvas como conicas foi impulsionado por trés problemas da

Geometria Grega:
e Quadratura do circulo: cujo objetivo era construir um quadrado com a mesma area
de um circulo dado.

e Duplicagao do cubo: cujo objetivo era construir uma cubo com o dobro do volume

de um cubo dado.
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o Trisseccao de um angulo: cujo o objetivo era obter um angulo cuja medida era a

terca parte de um angulo dado.

Euclides de Alexandria (cerca de 300 a.C.), autor de “Os Elementos”, primava pela
resolucdo através de construgdes geométricas. Porém, Arquimedes de Siracusa (287-212
a.C.) era adepto de métodos mecénicos de construgao, inspirado em parte na investigagao
de procedimentos de Fudoxo. Tais métodos mecanicos deveriam posteriormente ser

demonstrados geometricamente.

Um dos problemas que Arquimedes resolveu foi o da Quadratura da Pardbola, que
compara a area delimitada por uma parabola e um segmento de reta com a area de um
triangulo, cuja base é o segmento e altura igual a medida do segmento parabdlico na
razdo de 4 para 3. No entanto, foi Menaecmus (380-320 a.C.), discipulo de Eudoxo, que
descobriu as secoes conicas quando tentava resolver o problema da duplicacao do cubo.
Ele estabeleceu que uma parabola poderia ser pensada como a interse¢cao de um plano

perpendicular a geratriz de um cone reto quando o angulo gerador desse cone era reto.

Figura 24 — Quadratura da Parabola

Autoria prépria(2023).

Apolonio (262-190 a.C.) nasceu em Perga, mas estudou em Alexandria usando os
métodos de Euclides. Através de sua maior obra, As Cénicas, conseguiu uma defini¢ao
das conicas que era mais abrangente que a de Menaecmus: Essas curvas poderiam ser
obtidas pela intersecao de um plano com qualquer cone e a conica gerada depende apenas
da inclinacao desse plano. A parabola, por exemplo, seria obtida pela intersecao de um

cone com um plano que fosse paralelo a sua geratriz.

Apolonio também passou a usar cones duplos em algumas dessas definigdes. Junto

com os Elementos de Euclides, as Conicas representa o apogeu da matemética grega.

Papus de Alexandria classificou os problemas geométricos em:

« Problemas Planos: Podem ser resolvidos com retas e circunferéncias (régua e com-

passo).
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Figura 25 — Parabola de acordo com Apolénio

Fonte: site Brasil Escola

o Problemas Sélidos: Podem ser resolvidos por uma ou mais conicas.

o Problemas Lineares: Suas solugoes requerem outros elementos além dos citados no

dois primeiros itens.

A solucao da duplicacao do cubo pela metodologia Euclidiana foi feita por Apolonio
nas Conicas. Hoje sabemos que os trés problemas classicos nao podem ser resolvidos com

régua e compasso, nao sendo, pela classificacao acima, problemas planos.

Pierre de Fermat, ja no século XVII, queria expressar os problemas tratados por
Apolbnio na linguagem algébrica introduzida anteriormente por Francois Viéte. René
Descartes (1596-1650), um dos pioneiros da Geometria Analitica, ansiava encontrar uma
equacgao que satisfaz um lugar geométrico conhecido. Fermat queria fazer o caminho
inverso, conseguindo mostrar que o lugar geométrico dos pontos que satisfazem uma

equagao do 2° grau é uma conica através de técnicas algébricas que definiam essas curvas.

Fermat também apresentou uma maneira de encontrar tangentes a uma curva com
um método que precede o célculo infinitesimal de Leibniz e Newton. (ROQUE, 2019, p

268) descreve o método usado para achar a tangente a uma pardbola.

Segundo (KOSLOSKI, 2018, p 19), Johanes Kepler foi o primeiro matemético a
utilizar a nomenclatura de foco de uma conica. O matematico alemao, nascido em 1571,
também definiu a parabola como tendo um foco no infinito e usou a equidistancia do foco

e da diretriz para definir o lugar geométrico dessa curva.

Germinal Pierre Dandelin, belga nascido em 1794, argumentou que se um plano
secciona um cone, existem uma ou duas esferas tangentes simultaneamente ao plano e ao

cone: As esferas de Dandelin.

No caso da parabola, a esfera de Dandelin tangencia um plano paralelo a geratriz

do cone no ponto que é o foco da parabola gerada pela intersegao.
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Figura 26 — Esfera de Dandelin: Parabola

Fonte: (MONTEIRO, 2014, p 14)

3.4 Ensino de Graficos de Funcées Quadraticas no Espirito Santo

Atualmente, a maioria dos estudantes que ja tiveram contato com fungoes qua-
draticas tem a impressao erronea de que a parabola ¢ meramente uma representacao
grafica desse tipo de fungdo. Uma pardabola é uma conica e também o lugar geométrico
de todos os pontos do plano equidistantes de um ponto (foco) e de uma reta (diretriz)
pré-determinados, que coincide com o grafico de uma funcdo quadrética y = ax? + bx + ¢
com ¢ # 0 se a diretriz em questao é paralela ao eixo das abscissas. Uma boa parte desses
estudantes também nao esta ciente das aplicagoes praticas que envolvem a parabola em si,
pois os livros didaticos e outros materiais de apoio tendem a priorizar em suas descri¢oes
as aplicacoes que sao modeladas por uma funcao do 2° grau.

I[sso nao é necessariamente uma surpresa, ja que a Base Nacional Comum Curricular
de 2018 nao explicita nenhuma habilidade que aborda diretamente o estudo de conicas e
tao pouco esta previsto o ensino-aprendizagem dessas curvas nas Orientagoes Curriculares
de 2023 da Secretaria Estadual de Educacao do Espirito Santo. Ja o estudo de fungoes

quadraticas estd previsto no documento orientador estadual tanto na 1* série, quanto na
3% série do Ensino Médio. Na (BNCC, 2018, p 543) estao as seguintes habilidades:

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as funges polinomiais
de 1° ou 2° graus para resolver problemas em contextos diversos, com ou
sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT503) Investigar pontos de méximo ou de minimo de fungdes
quadraticas em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira
ou Cinematica, entre outros, com apoio de tecnologias digitais.

Habilidades estas que aparecem tanto no curriculo estadual (Orientagbes Curricu-
lares SEDU, 2023) da 1? série (2° trimestre), quanto no da 3% série (2° trimestre), além

de varias outras habilidades da BNCC relacionadas ao estudo de fun¢ao quadratica que
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aparecem apenas na 1% série. Isso pode ser devido ao fato do contetudo referido estar
presente constantemente nas questoes do Exame Nacional do Ensino Médio (Enem), como

analisou (JUNIOR, 2021, p 41).

Outro motivo pode ser o fato de estar presente em todas as avaliagoes externas.

Entre elas destacamos:

« O Sistema de Avaliagdo da Educagao Bésica (SAEB): que teve inicio em 1990 e
atualmente acontece a cada dois anos no Brasil nos anos finais de cada modalidade
(Ensino Fundamental — Anos Iniciais, Ensino Fundamental — Anos Finais e Ensino
Médio) (RABELO, 2013). Alguns dos objetivos dessa avaliagdo sao:

Oferecer subsidios para formulagao, reformulacao e monitoramento de politicas

publicas de acordo com as demandas diagnosticadas.
— Identificar problemas regionais na educacao bésica.

— Analisar fatores socioecondmicos, culturais e escolares relevantes para o sucesso

ou fracasso escolar.

— Fornecer dados para o célculo do Indice de Desenvolvimento da Educacio Bésica

(IDEB).
— Avaliar a qualidade e equidade e eficiéncia das Redes de Ensino do Brasil.

— Municiar os agentes educacionais com informagoes sobre os resultados obtidos.

« Programa de Avaliacdo da Educagao Bésica no Espirito Santo (PAEBES): Avalia
a qualidade da educagao estadual no Espirito Santo e, por adesao, a educacao

municipal e privada.
Com relagao ao SAEB, (RABELO, 2013) destaca que :

As matrizes de referéncia contemplam as habilidades consideradas essen-
ciais em cada etapa do ensino basico avaliada. Elas sdo compostas por
um conjunto de descritores que incorporam o objeto de conhecimento e a
operagao mental necessaria para a habilidade avaliada. Tais descritores
expressam os saberes significativo no processo de ensino-aprendizagem
e adquiridos pelos alunos, traduzindo-se em acoes e opera¢des mentais
realizadas por eles.

Esses descritores possuem um ou mais habilidades da BNCC que correspondem a
eles e vice versa. Porém, cada descritor da matriz de referéncia Saeb possui numeragao
prépria. Alguns Descritores do Saeb do ensino médio que podem ser trabalhados (ou

devem ser revisitados para o sucesso na aprendizagem) nas fung¢oes quadraticas sao:

o D6-Identificar a localizagao de pontos no plano cartesiano.

o D17-Resolver problema que envolva equacao do 2° grau.
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o D18-Reconhecer expressao algébrica que representa uma funcao a partir de uma
tabela.

e D20-Analisar crescimento/decrescimento, zeros de fungoes reais apresentadas em

graficos.

o D25-Resolver problemas que envolvam os pontos maximos ou de minimos no grafico

de uma funcao polinomial do segundo grau.

o D26-Relacionar as raizes de um polindbmio com sua decomposi¢ao em fatores do

primeiro grau.

Os descritores acima estao presentes na matriz de referéncia do PAEBES, mas com
numeracao diferente. O descritor D20, por exemplo aparece na matriz estadual com a
numeracao D071__M. O descritor D25 da lista nacional aparece na matriz estadual com a

numeragao D133 M.

Existem outros descritores que podem ser abordados no estudo de funcoes qua-
draticas, como os que envolvem calculo de area. Ha também os descritores da matriz de
referéncia do Ensino Fundamental — Anos Finais (cuja numeracao independe dos descrito-
res da matriz do ensino médio) que sdo frequentemente abordados no ensino de funges

quadraticas, ja que o conteido ja é estudado no 9° ano:

o D9-Interpretar informacoes apresentadas por meio de coordenadas cartesianas.
« D30-Calcular o valor numérico de uma expressao algébrica.

o D31-Resolver problema que envolva equacao de 2° grau.

Entretanto, existem outras demandas que devem ser observadas na mediacao de
aprendizagem de fungoes quadraticas além daquelas direcionadas as avaliagoes externas.
Para que haja sucesso no processo didatico, a aprendizagem precisa ter significado ao
aluno. Nesse sentido, nao é uma opcgao deixar de tratar das aplicagoes da pardabola que

tém maior relevancia social.

Sendo a parabola um modelo para uma aplicagao pratica, os elementos utilizados
nesse modelo podem e devem ser abordados. Boa parte das aplicacdoes da parabola
no cotidiano utilizam a propriedade refletora. Nessa propriedade, o foco da parabola
¢ um ponto de convergéncia dos raios de luz refletidos na mesma, sendo um elemento
protagonista nos modelos matematicos pertinentes. Visto que nao existe uma orientacao
para tratativa de conicas no Ensino Médio na Rede Estadual do Espirito Santo, uma opcao
viavel seria integrar elementos como o foco e a diretriz da parabola no ensino aprendizagem

de fungoes quadraticas.
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Um dos empecilhos apontados por alguns docentes seria a falta de conhecimentos
prévios dos estudantes do Ensino Médio para a insercao desses elementos. Este é um
argumento improcedente atualmente, ja que o foco pode ser identificado como um ponto
no plano cartesiano e a diretriz do grafico de uma fungao quadratica é uma reta cuja
equacao é uma funcao constante. Ambos os elementos podem, inclusive, ser obtidos em
funcao dos coeficientes de uma funcao quadratica conhecida como ficou demonstrado no

Arcabougo Tedrico de parabolas desta dissertacao.

Existe também a preocupacgao com a abordagem da equidistancia, que exige nogoes
de geometria analitica como o cdlculo da distancia entre 2 pontos. No entanto, essa

habilidade esta prevista tanto na BNCC quanto nas orientacoes curriculares estaduais:

(EF09MA16) Determinar o ponto médio de um segmento de reta e a
distancia entre dois pontos quaisquer, dadas as coordenadas desses pontos
no plano cartesiano, sem o uso de formulas, e utilizar esse conhecimento
para calcular, por exemplo, medidas de perimetros construidas no plano.
(BNCC, 2018, p 543)

O numero entre parénteses na descricao da habilidade é um codigo alfanumérico.
De acordo com esse codigo, essa habilidade esta prevista para ser adquirida no 92 ano do
Ensino Fundamental na disciplina de matematica. O ntmero 16 se refere a ordem em
que a habilidade aparece na listagem da Base Curricular Nacional. Portanto, o calculo da
distancia entre 2 pontos ja é uma habilidade pré-existente no momento que o tépico da
equidistancia da pardbola for abordado. A distdncia entre um ponto e a diretriz pode ser
calculada sem problemas, pois como ja foi observado, a diretriz do grafico de uma fungao

quadratica é uma reta paralela ao eixo horizontal.

O conceito de concavidade de uma curva pode gerar dificuldades. Por exemplo,
definir e determinar a concavidade do grafico de uma fungao utilizando instrumentos
puramente algébricos requer um nivel de abstragdo que provavelmente nao é acessivel a
uma boa parte dos alunos. Na funcao quadratica esse conceito pode ser trabalhado usando
o seu grafico como referencial. Uma boa estratégia seria uma atividade de construgao
de uma parabola usando dobradura tendo uma reta, que serd a diretriz da parabola e
um ponto fora dessa reta, que seria o foco. Tal atividade é abordada por (CANELLA,
2016, p.102) e ao final da mesma, o conceito de reta tangente a uma parabola poderia
ser absorvido de forma quase intuitiva. E interessante observar que a parabola vai sendo
definida a partir de varias retas tangentes e que cada uma delas é a mediatriz do foco F e

um ponto da diretriz, como observado na Figura 27

Em adicao a isso, é possivel ao discente perceber nessa mesma atividade com
dobradura que a concavidade de uma parabola pode ser condicionada a posicao relativa
de seu foco e de sua diretriz e também pela posicao das retas tangentes em relagdo a

parabola.
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Figura 27 — Construgao de Parabola com dobradura

Fonte: (CANELLA, 2016, p 104)

Figura 28 — Concavidade voltada Figura 29 — Concavidade voltada
para cima para baixo
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Autoria propria(2023). Autoria propria(2023).

Apesar de haver outras formas de perceber, geralmente, é através das representagoes
graficas que se verifica com mais facilidade se uma relacdo é uma funcao ou nao. As
relagbes cujo grafico é uma parabola nao sdo uma excecao a essa regra, como podemos

verificar na Figura 2.

A respeito da propriedade refletora da parabola, além de elevar muito o potencial
significativo das fungoes quadraticas, sua demonstragao geométrica envolve conceitos que
sao acessiveis aos alunos da 1* série do Ensino Médio. Com efeito, aqui estao exemplos
de algumas habilidades da BNCC trabalhadas no ensino fundamental relacionadas as
propriedades de triangulos, congruéncia de triangulos e angulos opostos pelos vértice, que

estdo presentes na demonstracao referida.

« (EFO6MA19) Identificar caracteristicas dos tridngulos e classificd-los em relagao as

medidas dos lados e dos angulos.

« (EFO8MA14) Demonstrar propriedades de quadrilateros por meio da identificacao
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da congruéncia de triangulos.

« (EFO8MA17) Aplicar os conceitos de mediatriz e bissetriz como lugares geométricos

na resolucao de problemas.

o (EF09MA10) Demonstrar relagoes simples entre os angulos formados por retas

paralelas cortadas por uma transversal.

Essa demonstracao ¢ uma boa oportunidade para realizar um nivelamento dos
estudantes revisitando os conceitos geométricos referentes a essas habilidades, se necessario.
A reciproca da propriedade refletora garante que a parabola é a tnica curva em que um
feixe de ondas paralelas reflete em sua superficie e converge em um ponto. Entender esse

fato pode ser tao importante quanto entender sua demonstragao (ou mais).

Para esse fim, (BARBOSA, 2018, p 11) observa que o uso de recursos concretos
e manipulaveis sado boa opc¢ao que facilita a percepcao da solugdo de um problema. A
ferramenta na Figura 30 é um “Golf Matemdtico” idealizado pelos professores Etereldes
Gongalves Junior, Fabio Correa Castro e Fabio Julio Valentim e construido no Laboratoério
de Ensino e Aprendizagem Matemética da Universidade Federal do Espirito Santo (LEAMA-
UFES). O objetivo do jogo é lancar a bola a partir da borda retilinea até atingir a borda
oposta, que tem formato parabélico da forma que a bola caia no buraco. E possivel
perceber a impossibilidade de isso acontecer se a trajetéria da bola a partir da borda
parabdlica for em linha reta e perpendicular a essa borda retilinea (que é paralela a
diretriz), ji que de acordo com a propriedade refletora, tal trajetoria deve ser na dire¢ao

do foco. Na Figura 31 ¢é perceptivel que isso nao acontece.
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Figura 30 — GOLF Parabdlico produzido no LEAMA-UFES

Fonte: LEAMA-UFES (2023)

Figura 31 — GOLF Parabdlico produzido no LEAMA-UFES

Fonte: LEAMA-UFES (2023)

-

E senso comum que o método resolutivo de Bhaskara para resolugao de equagoes
quadraticas é trabalhado de forma mecanizada na maioria das vezes. A despeito disso,
a discriminante A é um instrumento que nao deve ser desprezado. De acordo com
(BARBOSA, 2018, p 20), o matemético inglés James Joseph Sylvester (1814-1897) foi o
primeiro a introduzir a no¢ao de discriminante de uma equacao quadratica. Na equacao
geral do 2° grau Az? + By*+ Cxy+ Dx+ Ey+ F = 0, o valor da discriminante B? —4AC
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serve para identificar quase que imediatamente qual tipo de conica ela representa. Na
funcao quadrética y = ax? + bx + ¢ é possivel ter uma ideia de como serd a pardbola que a

representa pelos valores do coeficiente a e da discriminante A:

Figura32 -a>0e A >0 Figura33 ~a<0e A >0

2
1 fied \
/ 2 2 -2 -4 0 1 H
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-2

Autoria prépria(2023). Autoria prépria(2023).
Figura 34 —a>0e A =0 Figura 35 —a<0e A =0
f 1
f
Autoria prépria(2023). Autoria prépria(2023).

Figura 36 —a>0e A <0 Figura 37 —a<0e A <0

3 -2 -1 0 1 2

Autoria propria(2023). Autoria propria(2023).

Além disso, os valores das coordenadas do foco e do vértice e a equacao da reta
diretriz da parabola podem ser obtidos e até memorizados mais facilmente usando o valor

da discriminante, conforme vimos no Teorema 3.2.6.
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Como observado nas Figuras 36 e 37, o grafico da funcdo y = ax?® + bx + ¢ com
a # 0 nao intercepta o eixo das abcissas quando o valor de A é negativo. Para esbogar esse
tipo de gréfico, é desejavel que hajam pelo menos trés pontos e nessa situagao teriamos
o vértice e o ponto (0,c¢) da fungdo, que sao distintos desde que b # 0. Nessa situacao,
torna-se explicita a importancia do ponto simétrico do ponto (0, c) em relagdo ao eixo
focal, que conforme consta em (ALMEIDA, 2020, p 45), tem como coordenadas (—2, c).
Interessante salientar que ainda —g ¢ a soma das raizes da equacao az? + bx + ¢ = 0, caso
existam, sendo essa uma das conhecidas Formulas de Viéte (ALMEIDA, 2020, p 26).

A Forma Canoénica é um poderoso instrumento no trato de grafico de fungoes
quadraticas. Através dela, é possivel tornar evidente aos discentes que as parabolas
representadas por 2 funcoes com mesmo médulo do coeficiente do termo x? sdo congruentes,

sendo uma translacao e/ou reflexdo da outra.

Outras transformagoes geométricas também podem ser trabalhadas, como compres-
sao ou dilatacao de graficos de funcao quadratica através da mudanca do coeficiente do
termo 2. Com o uso de ambientes de geometria dindmica como o Geogebra, é possivel até
que o aluno adquira nogao intuitiva de que a reta é uma parabola degenerada em que o
foco é um ponto que pertence a diretriz. E possivel também (e recomendavel) realizar um
nivelamento das habilidades listadas abaixo, concomitantemente com o ensino de grafico

de fungoes quadraticas:

« (EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composigdes de transfor-
magoes geométricas (translacao, reflexao e rotagdo), com uso de instrumentos de

desenho ou de sotfwares de geometria dinamica.

« (EM13MAT105) Utilizar as nogoes de transformagoes isométricas (translacao, re-
flexao, rotagao) e composicoes destas e transformagoes homotéticas para construir
figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produgdes humanas (fractais,

construgdes civis, obras de arte, entre outras).

Com a Pandemia de Coronavirus em 2020, houve a necessidade de abrir mao das
aulas presenciais para proteger a saide da comunidade escolar em geral. Em consonan-
cia com (BARBOSA ANA BEATRIZ LEITE DOS ANJOS, 2020, p 5), o prejuizo na
aprendizagem foi inevitavel, embora de forma bastante distinta para alunos de diferentes
classes sociais. Alguns fatores determinantes nessa distor¢ao foram a disponibilidade
de recursos digitais, ambiente adequado para assistir aulas online e realizar atividades
académicas, a dependéncia de frequentar a escola para ter acesso a alimentagao saudavel e

a vulnerabilidade ocasionada por questoes de género.

Devido a essas desigualdades, a Secretaria de Educagao do Espirito Santo elaborou

um conjunto de agdes que visam minimizar as desigualdades no ensino-aprendizagem que
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se intensificaram nesse periodo, dentre as quais se destacam:

e O Plano de nivelamento: Consiste na realizagdo de uma Avaliacao Diagnostica para
analisar os descritores em que os alunos apresentam maior fragilidade, seguido da
definicao de estratégias e recursos que serao utilizados para atacar tais fragilidades.
Até o ano de 2023 foram feitas duas Avaliagdes Diagnésticas em cada ano letivo.
Finalmente, é feita uma avaliacdo cumulativa que indica se as estratégias foram

efetivas, servindo como uma devolutiva para a equipe escolar e discentes.

O Plano de nivelamento ¢ elaborado conjuntamente pela equipe pedagogica e leva em
consideracao os descritores em que cada turma apresenta menor aproveitamento nas
avaliagoes diagnodsticas e em avaliagoes externas, entre outros indicadores internos e
externos no intuito de definir metas para o nivel de aprendizagem das turmas seja

mais homogéneo.

o Programa de Fortalecimento de Aprendizagem: Consiste em uma ac¢ao para mitigar
desigualdades na aprendizagem de Portugués e Matematica mediante a contratagao
de um profissional para aulas de reforco e recuperacao de aprendizagem de forma
a atender as variadas necessidades didaticas de forma mais individualizada no

contra-turno ou concomitantemente as aulas do respectivo componente curricular.

« A Rotina Pedagogica Escolar (RPE), uma iniciativa que consiste em um curriculo
estruturado semanalmente para uniformizar os conteidos trabalhados no Ensino
Médio das unidades da rede estadual de ensino. Instituida em 2024, ela prioriza
topicos que levam em consideracao os descritores com menor assertividade no
Programa de Avaliagao da Educagao Bésica do Espirito Santo (PAEBES) 2023, os
descritores em queda de aproveitamento nos PAEBES nos 3 anos anteriores a 2024,
os descritores trabalhados em cada série e os descritores que se referem a habilidades
pré-requisitadas para os contetidos da série em questao. Descritores relacionados a
funcao quadratica estao presentes na RPE em todas as séries do Ensino Médio. Os
descritores envolvidos no estudo de fun¢oes quadraticas no Ensino Médio sao estao

listados abaixo com a numeracao da matriz de referéncia do PAEBES:

— D43 M-Identificar a localizacao de pontos no plano cartesiano.

— D87 __M-Resolver problema que envolva equacao do 2° grau.

D133 M-Resolver problemas que envolvam os pontos maximos ou de minimos

no grafico de uma funcao polinomail do 2° grau.

D)71_M-Analisar crescimento e decrescimento, zeros de fungoes reais apresen-

tadas em graficos
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4 Propostas de Sequéncia Didatica

De acordo com (OLANDA, 2023, p 20), as Sequéncias Did4ticas foram introduzidas
como documentos oficiais na educacao nos anos 80 para estruturar atividades onde os
discentes consolidam competéncias desenvolvidas parcialmente, além de desenvolver outras

novas.

1. Jogo dos trés Pontos

Quantidade de aulas estimadas: 3 horas/aula (duas para montagem dos tabuleiros e

outra para o jogo).

Objetivos:

o Compreender o comportamento dos elementos notaveis de um grafico de uma
funcao quadratica através da mudanca de seus coeficientes, assim como algumas

transformacgoes geométricas sofridas pela parabola.

o Compreender que dados 3 pontos nao colineares no plano, existe um e apenas

um grafico de fungao quadratica que passa por esses 3 pontos.

Essa é uma proposta da aplicacao e fixagao do Teorema 3.1.10. Para realizar essa
atividade, o professor deve ter conhecimento basico de como funcionam alguns instru-
mentos do Geogebra. Alguns trabalhos do Capitulo 2 contém tutoriais interessantes

direcionados ao ensino de Fung¢oes Quadraticas. Entre os quais destacamos:

o O trabalho (SILVA, 2019, p 46) e na pégina 12 deste mesmo trabalho existe a
nomenclatura das entradas do ambiente de geometria dindmica mais comumente

usada e que serao utilizadas na descri¢ao da atividade.
« O trabalho (BARBOSA, 2018, p 21).
e O trabalho (ALQUIMIM, 2016, p 18).

O ideal é que a atividade seja feita em um laboratorio de informatica com 2 alunos
por computador, no maximo. Os computadores devem ter acesso a internet ou ja
ter o Geogebra instalado. E interessante que as construcoes sejam feitas de forma
simultdnea com o professor demonstrando os passos em um projetor e os alunos

refazendo nos computadores.
Atividade:

A primeira parte da atividade é a construcao do “tabuleiro” do jogo através do

seguinte procedimento:
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a)

Na barra de ferramentas, acesse o controle deslizante e crie trés controles

deslizantes a, b e ¢ variando entre —10 e 10 com incremento de 0, 1.

Digite no Campo de Entrada a funcio y = ax? + bz + ¢ e surgird na Janela de

Algebra a funcdo e seu grafico na Janela de Visualizacio Gréfica.

Digite no Campo de Entrada a reta z = ;—f Com isso teremos uma reta na
Janela de Visualizagdo Grafica. Em configuracoes, mude a cor da reta e mude
a Legenda para “Firo Focal”.

—b —b’+4act+1
2a’ 4a

na janela de visualizacao grafica. Va em configuracoes e mude a cor desse ponto

Digite no campo de Entrada o ponto F' = ( ). Aparecerd um ponto

e a legenda para Foco.

—b —b’+4ac
2a”’ 4a

anterior mudando a legenda do ponto para Vértice.

Digite no campo de entrada o ponto V' = ( ). Proceda como no item

—b%44ac—1
4a

ao eixo x, que em configuracoes tera seu nome mudado para Diretriz.

Digite no campo de entrada a reta y = . Vai surgir uma reta paralela

final o tabuleiro deverd estar como na Figura 38.

Figura 38 — Tabuleiro do Jogo dos trés pontos

~ o -
AP0 4L N = Q
o |
-10 Y 10 ® f eTofoca\
c=1 E
-10 ® 10 ® g
f(x) = ax® +bx+c H
a=1
= 1@ +1x+1 e ®
1 b=1
eql:x:—ﬁ \\\\\\ ®
4 c=1
Ve b —-bi+4ac\ ¢ B N v e— &
- 2a’ 43
= (-0.5,0.75) 2
ECIDCS
Pl b b’ +4ac+l g
B 2a’ 4a
—10 -2 & —4 -2 0 2 4 6 8 10
= (-05.1)
. _ -1P+4.1-1-1 H
eq2:iy = 71 2

Autoria prépria(2023).

E importante que cada férmula utilizada ja seja conhecida ou explicada para os

alunos. Ao final da montagem do tabuleiro, alguns questionamentos podem ser feitos.

O que acontece com o grafico da funcao quadratica ax? + bz + ¢ se:

o Aumentarmos o valor do coeficiente de 2% partindo de a=1?

A resposta esperada é que a parabola sofre um processo de extensao (aumenta

a sua abertura). Mas as posigoes de seu vértice e eixo focal nao mudam.

« Diminuirmos o valor do coeficiente de z? a partir de 1 até préximo de zero?
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A resposta esperada é que a parabola sofre um processo de compressao (diminui

sua abertura).

¢ O valor do coeficiente a se torna zero?

A resposta esperada é que a pardbola se degenera em uma reta com o foco se

tornando um ponto da diretriz.

e Diminuirmos o valor do coeficiente a a partir de zero?

A resposta esperada é que a concavidade da parabola vai mudar, assim como
a posicao relativa entre foco e diretriz. A partir dai a parabola estende sua
abertura, sendo possivel observar inclusive que pardbolas com mesmo méodulo

sao congruentes.

e Alterarmos o valor do coeficiente c?

A resposta esperada é que todos os elementos da parabola sofrerao uma trans-
lagao vertical de acordo com o valor de ¢, mas nao existe mudanga na abertura

da parabola.

e Alterarmos o valor do coeficiente b?

Uma das varias conclusoes a que se pode chegar é que o eixo focal se translada.
Em adicao a isso, se o coeficiente em questao se anula, o eixo de simetria é o
proprio eixo das ordenadas. Como consequéncia, o ponto (0,¢) é o vértice da

parabola, ndao possuindo simétrico em relacdo ao eixo focal.

Na segunda parte da sequencia didética, o professor vai digitar os pontos A =
(2,1),B=(3,2) e C = (—1,10) no Campo de Entrada. Esses pontos vao aparecer no
grafico e o professor vai mudando os valores dos coeficientes nos controles deslizantes
até que a parabola passe pelos 3 pontos. Se houver alguma duvida sobre a veracidade

da resposta encontrada, basta substituir os valores dos pontos na funcao.
Veremos que, nesse caso, a funcao encontrada é y = 2 — 4x + 5. Veja a Figura 39.

Posteriormente, o professor vai fornecer 3 pontos a cada rodada e os alunos vao
manipular os controles deslizantes em seus computadores até achar a parabola que
passe por esses pontos. O primeiro que conseguir ganha 7 pontos na rodada, o
segundo aluno que conseguir ganha 5 pontos e o terceiro, 3 pontos. Ganha o jogo
quem conseguir mais pontos ao final de todas as rodadas. Se os alunos demorarem
muito para achar a pardbola, o professor (que ja vai conhecer as respostas) pode dar
algumas dicas, como dar o valor de um dos coeficientes. E interessante estipular um
tempo de 10 minutos, no maximo, para cada rodada e as dicas podem ser dadas a

partir de 5 minutos, caso necessarias.

Sugestoes de pontos para as rodadas subsequentes:

« Pontos A= (2,6),B=(—1,—-6) e C = (—2,—6).
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@

@ @ @ O

Figura 39 — Gréafico da funcao y = 2? —4x + 5

AL OO 4L N e
B immy el

= 14 —4x+5 0 focal

—4 :
eql.x-—ﬁ C
V= b
- 2a’
=(21)

Fo b —b?+dac+1
N 2a’ 4a

—b*+4ac
4a

= (2.125)

—(—4P°+4-1.5-1 2

eq2:y = 1

A=(21)

B=(32)

C=(-1,10)

Autoria propria(2023).

A funcdo procurada nesse caso é y = 22+ 3z —4. Uma dica que pode ser dada se
a turma tiver com dificuldades é que, por terem a mesma ordenada, os pontos
B e C sao simétricos em relacao ao eixo focal. Portanto é interessante deslizar
o valor do coeficiente b de modo que o eixo focal seja mediatriz desses pontos.

Depois de fixar o valor de b fica mais simples determinar os outros coeficientes.
Pontos A = (1,5),B=(2,8) e C = (0,6).

A funcdo procurada nesse caso é y = 222 — 3z + 6. Uma dica que pode ser
dada se a turma tiver com dificuldades tem relacao com o ponto C, ji que esse

ponto ja nos fornece o valor do coeficiente ¢ e com ele fixado sera mais facil

determinar os valores dos outros coeficientes.

Pontos A = (1,4), B=(0,0) e C' = (-1, -8).

A funcio procurada nesse caso é y = —2x? + 6. Aqui vale a mesma dica em
relacao ao coeficiente ¢ mas agora consideramos o ponto B, fixando o valor do
coeficiente supracitado em zero.

Pontos A =(0,3),B=(3,-9) e C = (—2,1).

A funcdo procurada nesse caso é y = —x? — x + 3. Aqui, mais uma vez, vale

a mesma dica em relagdo ao coeficiente ¢ mas agora consideramos o ponto A,

fixando o valor do coeficiente supracitado em 3.

2. Determinacao de uma Funcao Quadratica por Equidistancia

Duragao: 2 horas/aula

Sugestao do periodo: Fim do 1° trimestre da 1* serie do EM

Objetivos:

Calcular corretamente a distancia entre 2 pontos no plano cartesiano.
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o Desenvolver expressoes com produtos notaveis.

o Reconhecer coeficientes de uma fungao quadratica.

Essa atividade tem como meta que o aluno aprenda a determinar uma funcao
quadratica dadas as coordenadas do foco e a equacao da diretriz do grafico que
corresponde a mesma. A sugestao é que ela seja aplicada como uma avaliacao de saida
(avaliagdo cumulativa) para determinar o quao efetivo foi o plano de nivelamento

que avaliaria as habilidades (ou descritores) relativas aos objetivos supracitados.

Ezemplo

Determinar a funcao quadratica que corresponde a parabola com foco F' = (4,4) e

diretriz d : y = —4.

O ideal é representar o foco e a diretriz graficamente antes de desenvolver os calculos.
Utilizando o conceito de equidistancia iremos comparar a distancia entre um ponto
P(z,y) da pardbola até o foco com a distdncia de P até a diretriz d, que serd o
modulo da diferenca entre a ordenada do ponto e —4. Essa atividade é til para
perceber através de linguagem algébrica que uma reta e um ponto fora dessa reta
sdo elementos suficientes e necessarios para determinar uma parabola. Depois de

esclarecidos todos esses conceitos, seguem os calculos:

V-2 + @y —42=ly—(—4)| =
=22 —8r+16+1y* —8y+16=y> +8y + 16 =

= 16y = 2> — 8z + 16 =

2 1'2

sy = T
V=163 7

Como ¢ possivel perceber, os calculos envolvem calculo de distancia entre 2 pontos
e manipulagdo algébrica envolvendo produtos notaveis. Sao contetidos que inevi-
tavelmente terao que ser revisitados no Ensino Médio. A potencialidade didatica
dessa atividade é cumprir esse anseio ao mesmo tempo em que apresenta o conceito
de parabola envolvendo equidistancia por uma representacao semiotica que nao a

geométrica.

Posteriormente, aplica-se um exercicio avaliativo. As resolucoes dos exercicios estao

destacadas.
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FExercicio

Determine a equacao quadratica cuja parabola correspondente tem foco F' e diretriz

d em cada caso.

a) F=(0,-3)ed:y=1

V@ =02+ (y+32=y—1] =
=22+’ +6y+9=9y"-2y+1=

2

=8y=—-1"-8=

b) F=(0,0)ed:y=6

() +(y)? =y —6|=
=2+t =y — 12y + 36 =

= —12y = 2> — 36 =

c) F=(-1,4)ed:y=38

VaE+1)2+ @y —22=]y—§ =
=274+ 22+ 1+ -8y +16 = 3> — 16y + 64 =

= 8y = —2? — 20 +47 =
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d) F=(1,Ted:y=—-1

Va-12+@y-12=y+1] =
=224+ 14¢y° -1y +49=> +2y +1 =

= 16y = 2> — 220 + 49 =

L x2 1+49
Y7716 8 16



78

5 Conclusao

Considerando a potencialidade didatica existente nos trabalhos apresentados no
Capitulo 2 , aconselha-se fortemente a apropriacao desse material por parte dos docentes
para enriquecimento de suas agoes de nivelamento de aprendizagem e aprofundamento de

habilidades e descritores relacionadas ao ensino-aprendizagem de fungoes quadraticas.

Faz-se necessaria a reflexdo sobre a caréncia de conceituagoes importantes que
permeia o ensino do tema abordado nessa dissertacao. Esse é um problema que se intensifica
nas relagoes dessas fungoes com os seus graficos, as parabolas, pois a mesma ¢é apresentada
comumente de forma desprovida de identidade e caracteristicas relevantes no cotidiano.
Um exemplo dessa caréncia sao elementos como foco e diretriz, que sao fundamentais na
definicdo da parabola e protagonistas de propriedades que possuem muitas aplicagoes, e
sao tradicionalmente ignorados. Frequentemente as avalia¢oes externas citadas no Capitulo
3 demonstram que os alunos da Rede Estadual de Ensino do Espirito Santo possuem
baixa assertividade nos descritores relacionados a esse topico. Esse problema poderia ser
minimizado tornando através de mediagoes de aprendizagem em ocorre uma integracao de
topicos que geralmente sdo estudados separadamente (conicas e fungbes quadraticas), o

que aumenta o potencial significativo no estudo de graficos de fungoes quadraticas.

Em concordancia com (OLANDA, 2023, p.92), no século XXI alguns empecilhos
no ensino da matematica foram mitigados através de metodologias e curriculos mais signi-
ficativos, uso de tecnologias, problemas contextualizados e uma tendéncia a construcao do
préprio conhecimento do aluno (protagonismo). Acreditamos que as consideragoes enun-
ciadas nessa dissertacao componham instrumentos para a consolidacao desses principios
no tocante ao ensino de graficos de func¢des quadraticas na rede estadual de ensino do

Espirito Santo.
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