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RECURSO EDUCACIONAL:
PROJETO DE INICIACAO CIENTIFICA JUNIOR (PIBIC-Jr)

A proposta de recurso educacional aqui apresentada trata-se de um projeto de iniciagao ci-
entifica junior (PIBIC-Jr). Esse projeto poderéd ser utilizado pelos professores de matemética
do Ensino Médio para participarem dos editais de Iniciacao Cientifica Junior lancado pelas
FAP’s, CAPES, CNPq ou outras agéncias de fomento, estimulando assim os professores de
matematica a incorporarem em seu cotidiano a pesquisa com estudantes do ensino médio,
desenvolvendo o pensamento cientifico e o espirito questionador em seus alunos, ampliando
o conhecimento deles na area de matematica e preparando-os para um futuro desempenho
profissional e académico através do enfrentamento e resolucao de problemas. Além disso, a
iniciacao cientifica junior também pode ser uma fonte de descobertas de novos talentos para
a matematica!

Abaixo apresentamos o projeto com seus principais elementos (Titulo, Introdugao, Obje-
tivos, Metodologia, Plano de Trabalho, Cronograma, Referéncias e no Apéndice: Material de
estudo). O professor deve, se necessario, adaptar o projeto abaixo as condigoes exigidas pelo
edital e colocé-lo também na formatacao exigida (tamanho da fonte, margens, espagamento
entre linhas, etc).
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NILPOTENTES DE INDICE 2

. 1
Francismara Fernandes Guerra

Mariana Garabini Cornelissen Hoyos2

Introducao

O conceito de matriz nao é importante s6 em matematica, ja que matrizes se destacam
por sua ampla aplicabilidade em diversas areas de conhecimento. Matrizes podem ser vistas
como tabelas e hoje em dia usamos tabelas em quase tudo! Desde criptografia, modelos
populacionais, teoria de grafos, controle de trafego terrestre, ciéncia de dados, inteligéncia
artificial, dentre outras diversas aplicagoes (KUERTEN, 2001; MIRANDA e CASTELO,
2021; e LEITE e FELICE, 2016). Dai a importancia do seu estudo e conhecimento da teoria
de matrizes.

Podemos definir no conjunto das matrizes as operacoes de soma e multiplicacao. Esse
conjunto com as operacoes usuais de soma e multiplicacao apresenta diversas propriedades,
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algumas delas consideradas “estranhas”a primeira vista. Por exemplo, a multiplicagao usual
de matrizes nao é comutativa, isto €, se A e B sao matrizes tais que A.B e B.A estao definidos,
podemos ter A.B # B.A. Além disso, podemos ter um produto de matrizes nao nulas igual
a zero (matriz nula), o que nao acontece nos nimeros reais. Outra propriedade do produto
usual é que ele é associativo, isto é, (A.B).C = A.(B.C) para todas as matrizes A, B e C
desde que os produtos estejam definidos.

Por outro lado, se definirmos um outro produto entre matrizes, dado por:

AoB==(A.B + B.A)

1
2
onde A.B e B.A denotam o produto usual de matrizes, podemos mostrar que esse produto
é comutativo, mas nao associativo. Entretanto, ele satisfaz a seguinte identidade, conhecida

como identidade de Jordan:
(AoB)o(AoA)=Ao(Bo (Ao A))

para todas as matrizes A e B. O produto acima é conhecido como produto de Jordan e foi
exatamente esse produto que foi utilizado por Erns Pascual Jordan, em 1934, para formalizar
os principios da mecanica quantica, utilizados até hoje.

Uma matriz quadrada A é dita nilpotente se existe um inteiro positivo k tal que

AP = QA A=

k—vezes

onde ) é a matriz nula de mesma ordem de A. O menor k satisfazendo tal condigao é dito
indice de nilpoténcia de A.

Observe que se A for uma matriz nula, qualquer produto dela por ela mesma resultara
em todos seus elementos nulos. Existe alguma outra matriz cujo produto por ela mesma seja
nulo? Quando uma matriz real nao nula e quadrada é nilpotente de indice 27 E possivel
caracterizar as entradas dessa matriz?

Neste projeto estamos interessados em estudar as propriedades dos conjuntos das matrizes
utilizando as duas formas de produto apresentadas e também em caracterizar as matrizes de
ordem 2, nilpotentes de indice 2, com os dois produtos apresentados: produto usual de
matrizes e produto de Jordan.

Objetivo geral

Caracterizar as matrizes reais de ordem 2, nilpotentes de indice 2, considerando o produto
usual de matrizes e também o produto de Jordan.

Objetivos especificos

e Estudar as propriedades basicas (comutatividade, associatividade, distributividade, ele-
mento neutro, existéncia de divisores de zero, dentre outras) do conjunto de matrizes
com o produto usual de matrizes e com o produto de Jordan;

e Propiciar o desenvolvimento do raciocinio matematico por meio de exercicios que envol-
vam matrizes reais de ordem 2 e suas propriedades, com operacoes usuais e nao-usuais;



e Proporcionar ao aluno a aprendizagem de rigor matematico, métodos e técnicas de
pesquisa em matematica;

e Desenvolver o pensamento cientifico e o espirito questionador dos alunos.

Metodologia

Ao inicio do projeto, o aluno recebe o projeto, o material de estudo, orientacoes sobre
a metodologia da pesquisa e o cronograma de trabalho/estudos. A metodologia do projeto
consiste em encontros semanais presenciais entre aluno e orientador, com duragao de 2 (duas)
horas. Em cada encontro, o professor apresenta um semindario no qual descreve um assunto
especifico, seguindo a sequéncia do cronograma estabelecido. Em seguida, aluno e orientador
discutem o tema e concluem o encontro com a resolugao de exercicios.

Além disso, nesses encontros, também sao propostos exercicios avaliativos de desempenho,
cuja resolucao deve ser entregue ao professor no encontro seguinte. Sempre que houver duvida,
o orientando pode solicitar uma reuniao ao orientador, ainda que esta nao esteja prevista no
cronograma. Cada tarefa proposta deve ser referente ao tema discutido nos encontros tidos,
e deve ser corrigida pelo professor no encontro seguinte.

Ao final do projeto, o orientando devera elaborar um poster para apresentagao em evento
compativel com a pesquisa desenvolvida, tal como apresentacao em semana de iniciagao
cientifica, feira de ciéncias, etc.

Plano de trabalho

Para o desenvolvimento do projeto, sugere-se o estudo da sequéncia dos seguintes tépicos:

1. Matrizes: defini¢ao, notagdo, tipos especiais de matrizes (matriz linha, matriz coluna,
matriz quadrada, matriz transposta, matriz diagonal, matriz triangular, matriz identi-
dade), traco de uma matriz, operagoes com matrizes (adigcdo, multiplica¢do por escalar
e produto usual de matrizes).

Para o item acima, sugere-se descrever a notacao e as operacoes, especialmente, das
matrizes especiais e das matrizes de ordem n, exemplificando cada caso.

2. Propriedades das operacoes com matrizes: associatividade, comutatividade, distributi-
vidade, elemento neutro, divisores de zero.

Para o item acima, sugere-se verificar se as propriedades acima sao validas para qual-
quer matriz, principalmente as matrizes reais de ordem n com as operagoes de soma
e multiplicacao vistas no item anterior. Em caso afirmativo, deve-se apresentar uma
prova desse fato; em caso negativo, deve-se apresentar um contra-exemplo.

3. Determinante de uma matriz: determinante de matrizes de ordem 2 e 3, determinante
de uma matriz de ordem maior por cofator e suas propriedades.

Para o item acima, sugere encontrar o determinante de qualquer matriz por reducgao a
determinantes de matrizes de menor ordem até se obter matrizes de ordem 2.



4. Matriz Inversa: operagoes elementares (troca de linhas, multiplicagdo de uma linha por
escalar, soma de um produto de uma linha a outra), matrizes elementares, escalona-
mento de matrizes, matriz escada, posto de uma matriz, matrizes inversiveis, calculo
da matriz inversa por meio da identidade

Para os itens 1, 2, 3 e 4, sugere-se a leitura do(s) capitulo(s) de Matrizes e Determinantes
de um livro didatico para o ensino médio aprovado pelo Programa Nacional do Livro e
do Material Didético (PNLD), incluindo a colegao adotada pela escola do aluno, bem
como as seguintes referéncias: Santos (2002), Chiapinotto e Lutz (2020), Filho (2011)
e Lima (2021). Recomenda-se também a resolugao dos exercicios propostos do livro
escolhido em consonancia com os temas discutidos. Caso o aluno ja tenha visto esse
conteiudo em sala de aula, pode-se revisa-lo.

5. Matrizes Nilpotentes: definicao e exemplos. Indice de nilpoténcia.

Para este item, sugere-se a leitura do “Apéndice: Material de estudo”, sessao “Matrizes
nilpotentes”, onde também constam exercicios propostos.

6. Produto de Jordan: definicao e exemplos.

Para esse item, sugere-se a leitura do “Apéndice: Material de estudo”, sessao “Pro-
duto de Jordan”, onde também constam exercicios propostos. Sugere-se ainda verificar
se as seguintes propriedades: propriedades das operagoes com o produto de Jordan:
comutatividade, distributividade, elemento neutro, divisores de zero. Em caso afirma-
tivo, deve-se apresentar uma prova desse fato; em caso negativo, deve-se apresentar um
contra-exemplo.

7. Matrizes Jordan Nilpotentes: definicao e exemplos. Para este item, sugere-se a lei-
tura do “Apéndice: Material de estudo”, sessao “Matrizes Jordan Nilpotentes”, onde
também constam exercicios propostos.

8. Caracterizagao das Matrizes Reais de Ordem 2, nilpotentes de indice 2.

Para esse item, sugere-se a leitura do “Apéndice: Material de estudo”, sessao “Matrizes
reais de ordem 2 nilpotentes de indice 2”7, onde também constam exercicios propostos.
Encontrar qual deve ser o tipo da matriz A, quadrada, com entradas reais, de ordem 2,
tal que A.A é igual a matriz nula de ordem 2. Nesse item, o aluno nao tera referéncias
bibliograficas. Ele devera encontrar a solucao do problema com a orientagao do seu
professor.

9. Propriedades das matrizes reais de ordem 2, nilpotentes de indice 2. Para esse item,
sugere-se a leitura do “Apéndice: Material de estudo”, sessao “Matrizes reais de ordem
2 nilpotentes de indice 2”7, onde também constam exercicios propostos.

Cronograma

O plano de trabalho apresentado acima tem a proposta de ser desenvolvido em um periodo
de 12 (doze) meses como segue no cronograma apresentado.



Atividade/Més | 01 | 02|03 | 04 |05 |06 |07 |08 |09 |10 | 11 | 12
Topico 1 X
Topico 2 X
Topico 3 X
Topico 4 X
Topico 5 X | X
Tépico 6 X | X
Topico 7 X
Topico 8 X | x
Topico 9 X | x

Escrita do poster X

Sugere-se flexibilizar a cronograma levando-se em consideracao as férias e os recessos escolares.
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Apéndice: Material de estudo

Como nao se encontra material didatico especifico na literatura existente para os tépicos
de 5 a 9, apresentamos neste apéndice uma proposta de estudo com a teoria sobre matrizes
nilpotentes e Jordan nilpotentes, incluindo exercicios resolvidos e propostos.

Matrizes nilpotentes

Uma matriz nilpotente é aquela que, quando elevada a alguma poténcia, resulta em uma
matriz nula. Abaixo segue a definicao formal.

Definigao 1 (Matriz nilpotente) Uma matriz quadrada A é dita nilpotente se existe um
inteiro positivo k tal que
AP =AA - A=1
k

onde () é a matriz nula de mesma ordem de A. O menor k satisfazendo tal condicao é dito
indice de nilpoténcia de A.

Aqui estd um exemplo de uma matriz de ordem 2 nilpotente:
0 2
A=
Neste caso, A é uma matriz nilpotente de indice 2. Como exercicio, mostre que A% = ().
Considere, agora, a mesma matriz A e facamos A3. Embora A% = (), esta matriz nao ¢
nilpotente de indice 3, pois, a menor poténcia de A que resulta na matriz nula é 2.

Agora, vejamos algumas propriedade de matrizes nilpotentes apresentadas nas proposicoes
a seguir.

Proposicao 1 Se A é uma matriz nilpotente, entdo det(A) = 0.

Demonstracao: De fato, seja A é uma matriz nilpotente, isto é, A¥ = () para um inteiro
positivo k. Dai, temos que:

det(A*) = det () = 0.
Como:
det(A*) = det(A.A---A) = fiet(A).det(é) - det(A) = (det(A))".
k—vezes k—vezes
Assim, conclufmos que (det(A))* = 0, portanto det(A) = 0. O



Proposicao 2 As matrizes nilpotentes nao sao inversiveis.

Este resultado decorre do fato de que toda matriz nilpotente possui determinante nulo.
Como toda matriz, cujo determinante é nulo, é nao inversivel, segue que as matrizes nilpo-
tentes sao nao inversiveis.

Exercicios

1. Calcule A? e diga se A é nilpotente indice 2.

©a={% 2

oa-f

2. Calcule A3 para as matrizes da questao anterior e diga se A é nilpotente indice 3.

3. Calcule o determinante das matrizes da questao 1. Dica: use a proposicao 1.

b . . .
} ,a,b,c,d € R, e determine a equagao de seu determinante.

4. Calcule A2, onde A = {a
c d

Produto de Jordan

Abaixo, apresentamos a definigdo dada por Jordan, Neumann e Wigner (1993) do que é
o produto de Jordan.

Defini¢ao 2 (Produto de Jordan) O produto de Jordan é uma operacdo, denotada por o
(lé-se bola), que satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Ao B = BoA (comutatividade)
(i1)) (AoB)o (Ao A)=Ao(Bo(AoA)) (identidade de Jordan)
para todo A, B € M,(R).

Observe que o produto de Jordan é, por definicao, comutativo. Nao precisa ser, em geral,
associativo, mas deve satisfazer a identidade de Jordan.

Agora, apresentamos o produto de Jordan no conjunto das matrizes reais quadradas
M, (R) que é aplicado neste trabalho.



Proposicao 3 Considere o sequinte produto:

1
Ao B =

5(AB+B.A)

onde A, B € M,(R), e A.B e B.A significam o produto usual de matrizes. Esta opera¢ao é
um produto de Jordan.

Demonstracdo: Vamos mostrar que o produto o acima definido é um produto de Jordan.
Note que, dados A e B € M,(R), temos:

AoB:;AB+Bm
_ %(B.A+A.B) _BoA

o que prova que M, (R) é comutativo com o produto o. Agora, mostremos a identidade de
Jordan:

(AoByﬂAoA):%@&B+B¢Qo%@P+A%
= J[(AB+B.A)o A
= i[(A.B + B.A)A* + A*(A.B + B.A)]
:5ABM+BA%HRB+ﬁBA]
_ %[A%(B.AQ L AB) + %(B.AQ L AB)A]
— Ao %(B.AQ + A2B)

:Ao(BoAQ):AO(BO%(A2+A2))
:AO(BO(AOA))

Portanto, segue que o é um produto de Jordan no conjunto das matrizes M, (R). Il

Ja sabemos que o produto usual do conjunto das matrizes M, (R) é associativo e nao
comutativo, entretanto, vale ressaltar que o conjunto das matrizes munido com esse “novo”
produto é comutativo, mas é, em geral, nao associativo.



De fato, dadas A, B, C' matrizes quadradas de mesma ordem, observe que:

(AOB)OCZE(A.B—FB.A)OC
1 1
2[Q(AB—FBA)C'-I—C' (A.B+B.A)]
1 1
:—A.B. ~B.A. ~C.AB+-C.B.A
1 C+4 C+4C +4C
AO(BOC):AO%(B.C'—G—C.B)

= %[A.%(B.C +C.B)+ %(B.C + C.B).A

1 1 1 1
— “AB.C+-ACB+-BCA+-CB.A
BT ACE Y BOAT O

Tomemos, como exemplo, o produto de Jordan das matrizes:
-1 1 0 1] 1 1
A_{O 0]’8_[0 1_’0_{0 —1}’

0 0
(AoB)oC = 0 01

encontramos:

R

o que ilustra a nao associatividade do produto de Jordan. O desenvolvimento desse resultado

deve ser feito como exercicio.

Exercicios

1. Dadas as matrizes abaixo:
31 1 1 01
a=[p ) 2=lo e[,

calcule e responda.

(a) A.(B.C)
(b) (A.B).C
)

)

a

(¢c) (AoB)oC
(d) Ao (BoC)

Vocé encontrou A.(B.C') = (A.B).C? E(AoB)oC = Ao (Bo(C)?
disso?

2. Calcule o determinante das matrizes A, B e C' da questao acima.

10

O que conclui



3. Dados A, B,C € M, (R) e I a matriz identidade de ordem n, mostre que para o produto:

AoB = %(A.B + B.A)
temos que:
(a) a matriz identidade I é o elemento neutro do produto de Jordan, ou seja:
IToA=Aol = A;
(b) o produto de Jordan é distributivo com rela¢ao a soma pela esquerda, ou seja:
(A+ B)oC =(Ao(C)+ (Bo()
(c¢) o produto de Jordan é distributivo com relagdo a soma pela direita, ou seja:

Ao(B+C)=(AoB)+ (Ao ().

. . 1
4. Determine as poténcias para A = [0 g] , usando o produto de Jordan.

(a) A?
(b) A3

(c) AF, onde k é um niimero inteiro positivo.

5. Dadas as matrizes diagonais abaixo:

a=fp =5 2= ]

calcule e responda.

Vocé encontrou A.B.C' = A.C.B=BAC=BCA=CAB=CBA?
6. Para as mesmas matrizes do exercicio anterior, calcule e responda.

() (Ao B)oC
(b) Ao (BoC)

Vocé encontrou (Ao B)oC' = Ao (Bo()? O que conclui sobre matrizes diagonais?

7. Calcule o determinante das matrizes A, B e C' da questao 5.

11



Matrizes Jordan Nilpotentes

Uma matriz Jordan nilpotente é aquela que, quando elevada a alguma poténcia pelo
produto de Jordan, resulta em uma matriz nula. A seguir, apresentamos sua defini¢ao formal.

Definigao 3 (Matriz Jordan nilpotente) Uma matriz quadrada A € dita Jordan nilpo-
tente se existe um inteiro positivo k tal que

AP = ((AoA).)oA=10
k—;erzes

onde O € a matriz nula de mesma ordem de A. O menor k satisfazendo tal condicdo é dito
indice de Jordan nilpoténcia de A.

Uma matriz Jordan nilpotente de indice 2 é aquela cujo o produto de Jordan dela por
ela mesma resulta em uma matriz nula, isto é, A é Jordan nilpotente de indice 2 quando

Ao A=1.

Proposicao 4 As matrizes nilpotentes de indice 2 (pela multiplica¢io usual) sao Jordan
nilpotentes de indice 2.

Demonstracao: De fato, tomemos A uma matriz nilpotente e teremos:

AoA==(AA+AA

(A% + A7)

—~
=
+
=

~—

=

SN RN RN RN

Note que, qualquer matriz B que seja o produto de um escalar real o por uma matriz
nilpotente A, ndao nula, de indice 2 também tera o produto de Jordan A o B nulo. realmente,
se AA=0e B =aA, segue que:

AoB=AB+B.A
= A.(aA) + (aA).A
—a(A.A+AA)
0+ 0)
0

I
= Q2 0

12



Por exemplo, ja vimos que a matriz:
0 2
A=
i

é nilpotente indice 2. Dessa forma, se multiplicarmos A por qualquer constante, encontrare-
mos outra matriz nilpotente de indice 2. Ou seja, se multiplicarmos A por -1/2, encontrare-

mos:
0 -1
2=l o]

que também é nilpotente indice 2. Como exercicio, mostre que B? = ().

Exercicios

1. Mostre que se B é uma matriz real quadrada tal que B = oA, onde o é um numero real
qualquer e A uma matriz Jordan nilpotente de indice 2, entao B também sera Jordan
nilpotente de indice 2.

2. Calcule Ao A e diga se A é Jordan nilpotente indice 2.

2.0 0
() A= |0 50
0 00
o] ]
(C)A:'g 1(/)3}
@ A=y )
-1 2
() A=1_1) 1]
0a-p

3. Determine uma matriz B tal que Ao B = (). Dica: use as questoes 1 e 2 acima.

-2 00
(a) A=]0 50
0 00
(b) A 8 1(/)3}
0= )
[ -1 2
<d)A:_—1/2 1]
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Matrizes reais de ordem 2 nilpotentes de indice 2

O objetivo do trabalho é demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 1 As dnicas matrizes reais de ordem 2, nao nulas, nilpotentes de indice 2 (com o
produto usual de matrizes) sao as matrizes abaizo:

ERIR IR

. . b . .1 :
Demonstracao: Seja A = {Z d} uma matriz nilpotente de indice 2, onde a, b, c,d € R, isto

é A.A = (. Dessa forma:
0 0 J|a b a bl a’+be ab+ bd
0 0| |ec d ¢ d|  lac+ed be+d?|°

Comparando termo a termo, encontramos o seguinte sistema:

com a,b,c € R*.

a?+bc=0 (1)
bla+d)=0 (2)
cla+d)=0 (3)
be+d*>=0 (4)

Inicialmente, suponhamos que b = 0 e ¢ = 0, consequentemente, por (1) e (4) temos que
a?> = d? =0, logo a = d = 0. Portanto, a matriz encontrada é a matriz nula.
Suponhamos que b = 0 e ¢ # 0, assim, por (1) e (4) temos que a* = d*> = 0, logo a = d = 0.
Portanto, a matriz nilpotente é da forma:

00

il

Agora, suponhamos que b # 0 e ¢ = 0, por (1) e (4) também temos que a*> = d* = 0, logo
a = d = 0. Dai, a matriz nilpotente é da forma:

0 b
0 0"
Por fim, suponhamos que b # 0 e ¢ # 0, por (2) e (3) tempos que a + d = 0, logo d = —a.

Substituindo em (1) e (4), encontramos ¢ = —4%-. Enfim, a matriz nilpotente é da forma:

a b

Portanto, todas as matrizes nilpotentes de ordem 2 e de indice 2 apresentam as caracteristicas
apresentadas acima. ]

Além disso, a partir do teorema acima, podemos concluir o seguinte resultado:
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Teorema 2 As unicas matrizes reais de ordem 2, nao nulas, Jordan nilpotentes de indice 2
sGo as matrizes nilpotentes de indice 2 (com o produto usual).

Demonstracao: Seja A uma matriz nilpotente de ordem 2 de indice 2, ou seja, Ao A = 0.
Assim, temos o seguinte produto de Jordan:

D= AoA
_;AA+Am
= %(A2 + A?)

S04

iy

Portanto, se A% = (), entdo A é uma matriz nilpotente de indice 2. O

Podemos concluir que uma matriz Jordan de ordem 2, nilpotente de indice 2 é da seguinte

forma:
0 b 00 a b
0 0]"|c 0]"|=2 —a

com a, b, c € R* tais como as matrizes nilpotentes de indice 2.

Exercicios

1. Mostre que as matrizes reais de ordem 2, nilpotentes de indice 2, possuem traco nulo.

2. Mostre que as matrizes reais de ordem 2, Jordan nilpotentes de indice 2, possuem
determinante igual a zero. Conclua que as mesmas nao sao inversiveis.
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