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Resumo:

Neste trabalho, exploramos a introducao do estudo de recorréncias no ensino bésico, focando no
ensino fundamental e médio. Demonstramos como as recorréncias podem ser integradas a outros
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estudo das sequéncias numéricas, e uma aplicacdo relevante do método recursivo é a obtencao de
formulas fechadas para diversas sequéncias. Abordamos a utilizacdo de recorréncias no contexto da
matematica basica, com exemplos como os nimeros figurados, a sequéncia dos pentagonos inscritos,
o Problema da Pizza de Steiner e as sequéncias recursivas presentes no Tridngulo de Pascal. Além
disso, discutimos uma aplicacdo pratica das recorréncias na Matematica Financeira, ilustrando sua

versatilidade e utilidade em diferentes areas do conhecimento matematico.
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1 Introducdo

O estudo das recorréncias é um tema que normalmente nao faz parte da matematica do ensino
médio e na maioria das vezes também nao esta presente nos cursos superiores de exatas, inclusive nos
cursos de licenciatura em matematica. Visto isso, ao longo da elaboragao desse trabalho, procuramos
mostrar como é possivel desenvolver o ensino das recorréncias no ensino médio pelos professores de
matemaética, sendo que as suas resolugoes sdo feitas por técnicas conhecidas e relativamente de facil
compreensao.

A recorréncia é uma regra, um modelo matematico, que permite calcular um termo qualquer de
uma sequéncia numérica em funcao de termos anteriores.

Uma sequéncia numérica, definida por recorréncia, tem a sua lei de formacdo e um ponto de
partida, geralmente os primeiros nimeros da sequéncia. A lei de formagcao de uma sequéncia numérica
é a regra que permite encontrar qualquer termo da sequéncia.

Através da solugdo de uma recorréncia, é possivel obter diretamente e exclusivamente qualquer
um dos infinitos termos de uma sequéncia e a posicao que ele ocupa.

Visando os alunos do ensino médio, estudantes do ensino superior e professores de matematica
que possivelmente tenham o interesse em utilizar esse material, procuramos facilitar a leitura de
toda estrutura matemaética que envolve as recorréncias e o estudo das sequéncias numéricas de forma
recursiva.

Uma importante aplicagdo das recorréncias é a sua aplicagdo na geometria, podemos por exemplo
determinar o niimero de diagonais ou determinar a soma dos adngulos internos de um poligono
qualquer de forma recursiva.

Para conhecer mais sobre as recorréncias e relaciona-las diretamente com a matemaética bésica,
permitindo que o seu uso seja uma pratica mais frequente, utilizamos diversos exemplos relacionados
com os nimeros figurados (triangulares, quadrados perfeitos, pentagonais, hexagonais e tetraédricos),
com calculos e ilustragoes, apresentamos uma sequéncia com infinitos pentdgonos, ampliamos a
proposta do problema da Pizza de Steiner, muito utilizado no estudo das recorréncias, mostramos
as sequéncias recursivas presentes no Triangulo de Pascal e citamos uma pequena aplicagdo das
recorréncias na Mateméatica Financeira.

Priorizamos o estudo das recorréncias lineares de primeira ordem, visto que as suas resolugoes
e as suas aplicagoes estdo mais relacionadas com os temas do ensino médio, também iniciamos o
estudo das recorréncias lineares de segunda ordem, com exemplos e aplicagoes, abrangendo assim,
grande parte do estudo das recorréncias.

As figuras presentes nesse trabalho foram elaboradas no GeoGebra e no Google Apps Documentos

- Gmail.

2 Recorréncias

Uma sequéncia numérica pode ser finita ou infinita, crescente, decrescente ou oscilante, recursiva
ou nao-recursiva que na maioria das vezes obedece uma lei de formagao, com caracteristicas pré-
estabelecidas.

A lei de formacgao de uma sequéncia pode ser descrita ou ndo por uma equacio, quando uma

sequéncia numérica pode ser descrita por uma equag¢do, temos uma sequéncia recursiva, essa equacao



é justamente a sua lei de formagao, nesse caso podemos representa-la de forma recursiva, dizemos
que existe uma relagdo de recorréncia entre os termos dessa sequéncia. Quando a lei de formacao de
uma sequéncia nao pode ser descrita por uma equagao, temos uma sequéncia nao-recursiva.

Nem sempre a lei de formacao é fornecida nos enunciados, portanto precisamos identificar a
lei de formagao, procurando padroes matematicos, possibilitando a elaboragao de equacoes, para
serem usadas ao longo das resolu¢des. Um bom exemplo do que estamos falando se vé na Geometria,
principalmente na sala de aula com os alunos, quando obtemos os primeiros valores das sequéncias
de forma intuitiva, através de desenhos geométricos, permitindo identificar de forma recursiva a lei
de formacgao.

A sequéncia dos nimeros triangulares, a sequéncia de Fibonacci, as progressoes aritméticas, as
progressoes geométricas, sdo exemplos de sequéncias que podem ser descritas por equagoes, sao
exemplos de sequéncias recursivas.

A sequéncia dos niimeros primos:

(2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ...), ndo é uma sequéncia recursiva, apesar de existir uma lei
de formagao, sdo niimeros que possuem apenas dois divisores, 1 e ele mesmo.

A sequéncia finita dos ntimeros naturais que sao divisores de 100:

(1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100), ndo é uma sequéncia recursiva, apesar de existir uma lei de
formacgao, a divisdo de 100 pelos niimeros acima nao deixam resto.

A sequéncia finita dos niimeros naturais menores que 100 que possuem o algarismo 9:

(9, 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99), ndo é uma recorréncia,
apesar de existir uma lei de formagao.

A sequéncia dos niimeros triangulares e a sequéncia de Fibonacci sdo as mais frequentes no estudo
e nas aplicacoes das recorréncias. Os nimeros triangulares e os nimeros de Fibonacci aparecem
constantemente em diversos calculos matematicos e geométricos, de forma clara ou de forma oculta,

o que serviu de motivacao para o nosso estudo e é o que vamos abordar ao longo desse trabalho.

2.1 Forma Recursiva e Férmula Fechada

A forma recursiva de uma recorréncia é a equacao que relaciona um termo da sequéncia com o
seu antecessor, ou seja, que expressa matematicamente a relacao de recorréncia entre dois termos
consecutivos, ja a féormula fechada é uma funcado onde cada termo da sequéncia depende apenas do
valor de n, onde o valor de n refere-se a posicio de cada termo da sequéncia.

Uma progressao aritmética é uma sequéncia onde cada termo ¢ igual ao antecessor adicionado de

um valor fixo (razdo da P.A.), equacionando temos:

Apt+1 = Qp + T

Quando temos a lei de formagao de uma sequéncia descrita por uma equacao e o seu termo
inicial, temos a sua representacdo na forma recursiva, o que é necessario para desenvolver e resolver
a recorréncia e chegar na férmula fechada, mas apenas com a forma recursiva ainda nao é possivel
obter diretamente um termo qualquer da sequéncia sem conhecer os outros, chegando na férmula
fechada é possivel obter diretamente e exclusivamente qualquer um dos infinitos termos de uma
sequéncia e a posi¢do que ele ocupa, a formula fechada é a solugdo da recorréncia, que veremos como

obté-la nas préximas segoes.



No exemplo da P.A. a equagdo a,1+1 = an, + 7 é a forma recursiva inicial e a equagdo

anp=a;+ (n—1).r

é a féormula fechada ou solu¢do da recorréncia, que conhecemos como a férmula do termo geral
da P.A.
Uma progressao geométrica é uma sequéncia onde cada termo é igual ao anterior multiplicado

por um valor fixo (razdo ¢ da P.G.), equacionando temos:

an+1 = Gn - q

A equagdo acima é a forma recursiva inicial da P.G. e a equacao

n—1
anp = a1.q

¢é a férmula fechada ou solucao da recorréncia, que conhecemos como a férmula do termo geral
da P.G.
As representagoes a,, X, e T, sdo as mais usadas para indicar sequéncias no estudo das
recorréncias, veja:
A sequéncia a,, dos nimeros naturais impares (1, 3, 5, 7, ...) pode ser descrita por:
Qn+1 = Qp + 2, com a; = 1.
A equagao acima é a forma recursiva ou lei de formacdo que resultara na féormula fechada:

a, =2n—1

Se a1g é o décimo niimero impar, temos a;g =2-10—1=20—1=19.
A sequéncia X,, dos nimeros naturais pares (0, 2, 4, 6, ...) pode ser descrita por:

Xpnt1 =X, +2, com X; =0.

A equagdo acima é a forma recursiva ou lei de formacao que resultara na féormula fechada:

X, =2n

A sequéncia dos nimeros pares, a sequéncia dos nimeros impares e todas as demais progressoes
aritméticas de razao 2 possuem a mesma lei de formacao, mas possuem termos iniciais diferentes e

consequentemente terdao formulas fechadas diferentes.

2.2 Tipos de Recorréncias

Identificamos as recorréncias:

e como lineares ou nao-lineares;

o de acordo com a ordem (de 1? ordem ou de 22 ordem);



e como homogéneas ou ndo homogéneas e
« se os coeficientes de seus termos sdo constantes (nimeros reais) ou se sdo fungoes de n.

Portanto, para identificar o tipo de recorréncia que vamos resolver, devemos observar esses quatro

aspectos;

Uma recorréncia ¢é linear quando a fungdo que relaciona cada termo aos termos anteriores € linear,

ou seja, uma fungao do 1°grau (os expoentes dos seus termos sio iguais a 1);

O que define a ordem de uma recorréncia é a quantidade de termos anteriores que ela depende;
Quando X, 11 depende apenas de X, temos uma recorréncia de 1* ordem;
Quando X2 depende de X, 11 e de X,,, ou seja, de dois termos anteriores, temos uma recorréncia

de 22 ordem:;

Uma recorréncia é homogénea quando nao possui termos independentes ou nao-homogénea

quando possui termos independentes.

Vejamos alguns exemplos, ( , )

Exemplo 2.2.1. As recorréncias Xn+1 = 2X, e Xn+1 = 3X,, sdo lineares de 1% ordem

homogéneas com coeficientes constantes.

Exemplo 2.2.2. Recorréncias lineares de 1% ordem homogéneas com coeficientes ndo-constantes:
Xnt1 =n.X, e Xpy1=(n+1).X,

Exemplo 2.2.3. Recorréncias lineares de 1% ordem ndo homogéneas com coeficientes constantes:
XTL+1 = 2Xn + 3 (& Xn+1 = 3Xn -+ 2m

Exemplo 2.2.4. Recorréncias lineares de 1 ordem ndo homogéneas com coeficientes ndo constantes:
Xpt1=Mn+1)X,+3 e Xpt1 =nX, +n!
Exemplo 2.2.5. Recorréncias nao lineares:
Xop1=(Xn)? e Xpp=X;+n
Exemplo 2.2.6. Recorréncias lineares de 2% ordem homogéneas:
Xngo — Xp41 — 20X, =0, com X1 =1 e Xy =2.
Xpt1 — 95X, +6X,-1=0, com X1 =1¢e Xo =5.
Exemplo 2.2.7. Recorréncias lineares de 2% ordem nao homogéneas:

Xnto+ Xp41 —6X, =6—8n, com Xg=1 e X; =4.

Xpyo —4X, 01 +4X, =2"73 com Xg=3 e X| =6.



2.3 Processo Basico de Resolucdo de Recorréncias Lineares de Primeira Ordem

Para compreender o processo basico de resolucao de recorréncias lineares de primeira ordem,

vamos utilizar como exemplo, a sequéncia dos niimeros naturais impares:

X1=1,X,=3X3=5X,="7,...

Cada ntmero natural impar a partir do 3 é igual ao valor do seu antecessor acrescido de 2

unidades, ou seja:

Xi=1
Xo=X1+2

Somando as duas equagoes, temos:

Xi+Xo=1+X1+2

Veja que X, se anula e obtemos Xy = 3.

Da mesma forma:

Xi1=1
Xo=X1+2
X3=Xo+2

Somando as trés equagdes, temos:

X1+ Xo+Xsg=14+X1+2+Xo+2

Veja que X1 e X5 se anulam e obtemos X3 = 5.

Repetindo o processo, ou seja,

Xi=1
Xo=X1+4+2
X3:X2+2
Xy =X3+4+2
Xp=X,1+2

Somando as n equagdes, temos:

X1+X2—|-X3+X4+...+Xn:1—|—X1+2—|—X2—{—2—|—X3—|—2—|—...—|—Xn,1—|—2

Veja que X1, Xo, X3, X4, ..., Xp—1 se anulam e como o ntimero 2 repete (n— 1) vezes no segundo

membro da equagao, obtemos X, =1+ (n —1).2

6



Portanto,

X,=2n-—1

¢é a férmula fechada para representar a sequéncia dos ntimeros naturais impares.

Utilizamos esse processo de forma intuitiva para resolver as recorréncias lineares de 1? ordem
nao-homogéneas da forma X,4+1 = X, + C, onde o coeficiente de X,, é 1 e a parte ndo-homogénea é

uma constante C' qualquer.
No exemplo da sequéncia dos nimeros impares, temos a seguinte lei de formacao:

Xpr1=X,+2, com X;=1.

Abaixo apresentamos um exemplo ilustrativo, de como resolver uma recorréncia linear de primeira
ordem, veja que para resolver essa recorréncia usamos o cancelamento de termos semelhantes, nessa
ilustracdo, colocamos os termos semelhantes com a mesma cor, onde é possivel visualizar como sao

feitos os cancelamentos:

X, =1

Xo =X, + 2
Xy =X+ 2
Xy =X+ 2

Xg =X+ 2

Xn-2=xn-3+2
Xn-1=)‘(n-2+2

X, =X +2

X, =1+(M-1).2
X, =1+2n-2
X, =2n-1

Figura 1 — Visualizacdo dos termos semelhantes na resolu¢do de uma recorréncia

Agora vamos pensar na progressao geométrica de razdo 2 e que comeca com 1.

Assim, temos:
X1=1,X0=2,X35=4, X4 =8, X5 =16, Xg =32, X7 =064, ...

Como cada termo dessa sequéncia é o dobro do seu antecessor, montamos uma sequéncia de

equacoes, da seguinte formas:



X1 =1
Xo=2X3
X3 =2Xy

Xpo= 2Xn—3
Xn-1=2Xp2
Xn=2X,

Multiplicando as n equacoes, temos:

X1 Xo - Xg- Xy Xpo- X1 - Xy =1-2X7 -2X9-2X3---2X3-2X,,2-2X, 1

Veja que o nimero 2 repete (n — 1) vezes no segundo membro da equagao, assim temos:

X1 Xo - X3- X4 Xpo Xpn1-Xn=1-X1-Xo-X3-- Xy 3-Xp9-Xp1-2"""

Veja que X1, Xo, X3, X4, ..., Xn—3, Xn—2, X,—1 se anulam e obtemos:

X, =1-2n"1

Onde a equacdo acima é a férmula fechada da progressdo geométrica de razao 2 com termo inicial

igual a 1.

Utilizamos esse processo de forma intuitiva para resolver as recorréncias lineares de 12 ordem
homogéneas da forma X,.1 = C - X, onde o coeficiente de X,, é uma constante C e sem termos

independentes.
No exemplo da progressiao geométrica, temos a lei de formacao:
Xpy1=2-X,, com X;=1

Resumindo o processo basico de resolucdo de recorréncias lineares de 12 ordem

De posse da equagao de lei de formacao, que é a forma recursiva da recorréncia e com o primeiro

termo da sequéncia, montamos uma sequéncia de equagoes da seguinte maneira:

12 equacdo: informamos o valor de X3
2% equacao: X9 em funcao de X3
32 equacao: X3 em funcio de Xo

equagao de posigao (n —2): X,,_9 em fungao de X,,_3
equagao de posigao (n —1): X;,_1 em fungao de X,,_o

enésima equacao: X, em funcao de X,



Apés montar a sequéncia de equagoes, somamos todas as equagdes (recorréncia linear nao-
homogénea) ou multiplicamos todas as equagoes (recorréncia linear homogénea), onde os termos
semelhantes se anulam, gerando uma unica equagao. Observe que X,, estard apenas em funcdo de n

e a equacao serd a formula fechada ou a solucdo da recorréncia.

Duas aplicagoes interessantes do processo basico de resolugao de recorréncias lineares de 1 ordem,
que podemos utilizar nas aulas de matematica do ensino médio, sdo as dedugoes das férmulas do
termo geral da progressao aritmética e do termo geral da progressao geométrica, a seguir vamos

mostrar como construir essas dedugoes recursivamente, ( , ).
e Progressao Aritmética

Como uma progressao aritmética é uma sequéncia onde cada termo é igual ao antecessor
adicionado de um valor fixo (razao da P.A.), podemos elaborar uma sequéncia de equagoes da

seguinte maneira:

al = aq
ay =a1+r

az =az +r

ap—2 = Ap-3+7T
Ap—1 = Ap—2+7T

p = Ap—1+7T

Veja que r repete (n — 1) vezes, somando as equagoes, obtemos:
an=a1+(n—-1)-r
Assim, deduzimos recursivamente a férmula do termo geral da P.A., expressa pela equacio acima.
e Progressdo Geométrica

Como uma progressao geométrica é uma sequéncia onde cada termo é igual ao anterior multiplicado

por um valor fixo (razdo ¢ da P.G.), podemos elaborar uma sequéncia de equagoes da seguinte

maneira:
ap = aq
as = ay.q
a3z = az.q

Gp—2 = Gp-3.9
an—1 = Gnp—2.4

Gp = Gp—1-9



Veja que ¢ repete (n — 1) vezes, efetuando o produto das equagdes, obtemos:

n—1
anp = 4ai - q

Assim deduzimos recursivamente a férmula do termo geral da P.G., expressa pela equacao acima.

3 Sequéncia dos Pentagonos Inscritos

Quando tracamos as diagonais de um pentiagono, obtemos uma estrela de cinco pontas e no
interior dessa estrela, obtemos um novo pentagono. Se tracarmos as diagonais desse novo pentagono,
obtemos uma 22 estrela e um 3° pentagono. Podemos repetir esse processo infinitas vezes, obtendo

infinitas estrelas e infinitos pentagonos.

Figura 2 — Infinitos Pentagonos

Logicamente, cada novo pentagono serda menor que o anterior e imaginando o desenho da sequéncia
infinita dos pentagonos, teremos infinitas estrelas e infinitos pentdgonos cada vez menores, mas
matematicamente os pentdgonos nunca deixarao de existir.

Considerando que o 12 pentdgono é regular, os demais pentadgonos também serdo regulares, entao
teremos uma razao de semelhanca entre os lados dos pentagonos, se descobrirmos quantas vezes
menor é a medida do lado do 2° pentagono em relacdo a medida do lado do 1° pentdgono, podemos
elaborar uma recorréncia e descobrir através da solugdo da recorréncia a medida do lado de qualquer
um dos infinitos pentdgonos (por menor que seja essa medida).

Da mesma forma, podemos elaborar uma recorréncia para as medidas dos lados das infinitas
estrelas (infinitos Pentagramas) e uma recorréncia para as medidas das diagonais dos infinitos
pentagonos, visto que, tanto os lados das infinitas estrelas quanto as diagonais dos infinitos pentdgonos
possuem a mesma razdo de semelhanca dos lados dos infinitos pentagonos.

Em cada recorréncia, vamos calcular essa razao de semelhanga, para mostrar que ela permanece
constante, (DOLCE; POMPEO, 1993).



3.1 Recorréncia das Medidas dos Lados dos Pentagonos Inscritos

Vamos utilizar a semelhanca de tridngulos para descobrir quantas vezes menor ¢ a medida do lado
do 2° pentiagono em relacdo a medida do lado do 1° pentdgono, assim podemos montar a equagao
da lei de formacao da recorréncia e chegar na formula fechada que fornecera a medida do lado de

qualquer um dos infinitos pentdagonos:

Figura 3 — Pentagono Regular

Considere que o 1° pentdgono ABCDE teré lado de medida z1 e o 2° pentagono A’B'C'D'E’
terd lado de medida x5 e os segmentos AC’, C'E, EB', B'D, DA’, A'C, CE', E'B, BD', D' A, terao
medidas y;

Observe as Figuras 3 e 4, 0o AABC" é is6sceles de base AC' pois temos:

Angulo C'AB = 72°, Angulo ABC" = 36° ¢ Angulo AC'B = 72°,

logo os lados AB e BC' sdo iguais:

AB=BC'" = zx1=x29+y

Vamos obter a razao de semelhanca dos triangulos A spr e Aacp, para obter xo em funcao de

X

CD _ BE
A'C AB

ou seja,

T y+aty
) ‘al
como AB = BC' = x1 = x5 + vy, temos:

Tyt

Yy x1

11



o c

Figura 4 — Angulos presentes no interior do Pentégono e no Pentagrama
reescrevendo:
v+ a1y = af

y2+x1.yf$%:()

Obtendo as raizes da equagao:

A = a2~ 4(1)(~a3) = 523
_ —x1:t\/5x%

2
Yo = xlfﬂcl eyp = x12fw1
5—1 —v5—1
Yo = x1(+2 ) ey = z1( Y )

Como estamos trabalhando geometricamente, x; é positivo, assim somente a raiz y, é valida.

Lembrando que AB = BC’, ou seja, x1 = x5 + y, temos:

T2 =1 —Y

— 5
Ty = @y — (S0
Ty = 2x1+1:1:217\/5x1

xg = (3;2\/5)961

Logo, o lado do 2° pentagono sera (3%@) vezes menor que o lado do 12 pentdgono. Procedendo
de modo analogo, o lado do 32 pentagono sera (3;2‘/5) vezes menor que o lado do 22 pentagono e

assim sucessivamente.

12



3—5

Como o lado de cada novo pentagono é (*=~>) vezes menor que o lado do pentdgono antecessor,

podemos elaborar a lei de formacao da recorréncia, que seré:

Xn+1 = (3 — \/5> Xn

2

Veja que essa P.G. é uma recorréncia linear de 1* ordem homogénea (de ficil resolugao).

Através da solucao da recorréncia, podemos determinar a medida do lado de qualquer um dos
infinitos pentdgonos apenas em fungdo da medida do lado do 1° pentdgono, podemos observar
também que essa sequéncia trata-se de uma P.G. de razao (%) e como (3;5/5) ¢ menor que 1,
temos uma P.G. decrescente.

Resolvendo a recorréncia:

X1 =X;

)(2 —_ (3—2\/5))(1

X3 = (3_2\/5)X2
Xn-2=(335) X0 3
Xn—l - (3_2\/5)Xn—2

Xn (3 2\/5)Xn—1

Multiplicando as equacdes, obtemos:

‘_x <3_\/5>n

2

Como toda sequéncia definida por recorréncia deve ter um valor inicial, vamos considerar a

medida do lado do 1° pentdgono igual a 1.

Lei de formacao:

Xpy1 = (3 _2\/5> X,, com X;=1.

Solucdo ou féormula fechada:

()
2

3.2 Recorréncia das Medidas dos Lados das Estrelas Inscritas

Vamos descobrir quantas vezes menor é a medida do lado da 2% estrela em relagdo a medida
do lado da 1? estrela, assim podemos montar a lei de formagao da recorréncia e chegar na féormula

fechada que fornecerd a medida do lado de qualquer uma das infinitas estrelas.
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Figura 5 — Estrela

A 22 estrela é semelhante a 12 estrela e é semelhante a todas as infinitas estrelas, pois todas sao

regulares, todas possuem 5 pontas que sdo angulos iguais a 36°.

O Ang. C'AD’ mede 36°, para obter yo em funcio de g, precisaremos do cosseno de 36°.

Vamos aplicar a lei dos cossenos no A¢yaps isésceles de base C’'D’ para obter o cosseno de 36°.
z1(v5-1)

Como y1 = 5, tomando z; = 1, obtemos:
_L(V5-1) V-1
Y1 = 5 = 5
3—v5

Como 3 = (*5%)x1, tomando 1 = 1, obtemos:

(7)1
Ty = 1=

2 2

Aplicando a lei dos cossenos:

(22)? = (11)° + (11)* =2+ (1) - (1) - cos(36%) = 2(y1)*(1 — cos(36%))
Assim (3_2‘/5)2 = 2(‘/52_1)2(1 — c0s(36°)), donde obtemos

2(7-3v5) o
m =1— cos(36°)

Logo

005(360):6—2\/5 (7-3v5) _ (V-1 3+Vv5) _2v6+2 V5+1

6—-2v5 6-2v/5 2B-V5)(3+v5)  2-4 1

14




Vamos obter a razao de semelhanca dos Acrapr € Apierp, para obter ys em funcao de yq:

AC"  C'B
C'D'  B'F
b T2
X2 Y2
Y12 = (22)?

y1) - (y1) - cos(36°), temos:

?)

Como (x2)* = (y1)* + (y1)* —
yiy2 = (11)? + (y1)* — 2()*(H

yiye = 2(y1)(1 — (155))

yiys = 2y11 - (322)

Yo = 1 (3505)

Logo, o lado da 2* estrela serd, (3= 5 ) vezes menor que o lado da 12 estrela. Procedendo de modo

analogo, o lado da 3% estrela serd (3= \f) vezes menor que o lado da 2% estrela e assim sucessivamente.
Como o lado de cada nova estrela é (3;2‘/5) vezes menor que o lado da estrela antecessora,

podemos elaborar a lei de formacao da recorréncia, que seréa:

3—\/5>

Yn+1 = Yn < 9

Assim, através da solucao da recorréncia, podemos determinar a medida do lado de qualquer

uma das infinitas estrelas apenas em funcdo da medida do lado da 1? estrela.
Como ja temos a solucdo da recorréncia, a medida do lado de qualquer uma das infinitas estrelas

em funcao do valor de yi, serd dada pela férmula fechada:

Yn = U1 B

Vamos considerar a medida do lado da 1 estrela igual a f , ja que consideramos a medida do

lado do 1° pentdgono igual a 1.

Lei de formacao:

") =N
Yn+1 = 2 Yn, cOom Yy = .

B \/5_1 3_\/5 n—1
In=1\"" 2

Com as medidas do lado do 1° e do 2° pentigono e do lado da 12 estrela que encontramos,

Solucdo ou féormula fechada:

aplicando a lei dos cossenos e o teorema de Pitdgoras (para obter as alturas dos tridngulos), podemos

obter as medidas do seno e do cosseno dos angulos 18°, 36°, 54°, 72° e 108° (veja as Figuras 3, 4 e 5).
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3.3 Recorréncia das Medidas das Diagonais dos Pentagonos Inscritos

Bed
XS

Figura 6 — Diagonais do Pentagono

D

Observe as Figuras 5 e 6, chamaremos de di e do, as diagonais do 12 e do 2° pentdagono

respectivamente, vamos obter a razdo de semelhanca dos tridngulos A 4opr € Acrarpr, para obter do
em funcao de dy:

AC C'A
CB'  A'B’
dy @
Y1 + x2 T2
como y1 = ‘/52_1 , Top = 3_2‘/5 e Y1 + o = 1, temos:
dy  d
1~ 3=v5
2
dy = dy (3 _2\/5>

Logo, a diagonal do 2° pentagono sera (3_2‘/5) vezes menor que a diagonal do 1° pentagono.

Procedendo de modo anélogo, a diagonal do 3° pentidgono serd (3;5/5) vezes menor que a diagonal

do 2° pentagono e assim sucessivamente. Como a diagonal de cada novo pentdgono é (3_72‘/5) vezes

menor que a diagonal do pentdgono antecessor, podemos elaborar a lei de formacao da recorréncia,
que sera:

dn+1 = dn (3 - \/g>

2

Através da solucao da recorréncia, podemos determinar a medida da diagonal de qualquer um
dos infinitos pentdgonos apenas em funcao da medida da diagonal do 1° pentagono.

Como ja temos a solugdo da recorréncia, a medida da diagonal de qualquer um dos infinitos

pentagonos em funcdo do valor de dy, serd dada pela formula fechada:

n—1
a5

2

Observe as Figuras 5 e 6, dy terd medida igual a y; + 2 + y1, entao:

16



dy =2y + @2
d1:2.\/5271+3*2\/5

dy = Y5t
Concluindo,

Lei de formacgao:

— 1
dn+1:<3 ﬁ)dn, com d1:\/5+.

Solucéo ou féormula fechada:

o (VB1) (3=vB\"
" 2 2

4 Recorréncias com os Nimeros Figurados

Numeros figurados sdo niimeros que podem ser representados por um conjunto de pontos, criando
uma figura geométrica, quando esse posicionamento de pontos forma um poligono, temos um nimero
poligonal ou um ntmero figurado, como por exemplo os niimeros triangulares, quadrados perfeitos,

pentagonais, hexagonais, tetraédricos e outros.

4.1 Nuameros Triangulares

Um ntimero triangular é um niimero natural resultante da soma de um conjunto de pontos que

formam um tridngulo equildtero, como vemos na Figura 7:

WV VAVA

1+42+3 142+3+4 1+2+3+4+5 142+3+4+5+6

Figura 7 — Ntumeros Triangulares

A sequéncia dos ntimeros triangulares representada de forma recursiva, é um 6timo exemplo para
entender os passos de como resolver uma recorréncia:

153567105155215285365457355176615783917;105...

Somente observando a sequéncia acima e analisando os intervalos entre os niimeros triangulares,

conseguimos montar a sequéncia de equagoes de forma recursiva:
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CL1:1
as =ai + 2

a3:a2+3

ap—2 = ap-3 + (7’L - 2)
ap—1 = Gp—2 + (n - 1)
ap = Gp—1+N

Somando, resulta:

Un=142+4344+546+7+...+(n—-2)+n—1)+n
Ou seja,
(1+n)n
2

é a férmula fechada para encontrar qualquer nimero triangular.

Ay =

No processo de construgao da lei de formagao e na resolugdo de varias recorréncias utilizamos os
numeros triangulares, por exemplo, no Problema da Pizza de Steiner, muito utilizado no estudo das
recorréncias e abordado nesse trabalho, mostramos diversas aparigoes da sequéncia dos niimeros

triangulares.

4.2 Nameros Quadrados Perfeitos
A partir da sequéncia dos nimeros quadrados perfeitos podemos ver uma sequéncia recursiva,

por exemplo, os intervalos entre os niimeros quadrados perfeitos é a sequéncia dos niimeros impares:

0715459716525 1736 ;5497564181 7510057121 55144521695-196...

Figura 8 — Ntumeros Quadrados Perfeitos

Vemos claramente que a férmula fechada para a sequéncia dos niimeros quadrados perfeitos é

X,, = n?, mas podemos obté-14 também de forma recursiva:

0l1=1
04=1+3
09=1+3+5

16=1+3+5+7
25=14+3+5+7+9

Montando a sequéncia de equagoes de forma recursiva e resolvendo a recorréncia, temos:
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X1 =1

Xo=X1+3
X3 =Xo+5
X4=X3+7

X5 =X4+9

X, =Xn1+ (27’L — 1)
Somando, resulta:
Xn=14+34+54+74+9+---+(2n—-1),
note que temos uma soma de P.A. de razdo 2. Assim,

X%:[L+&Z_1W1:%f:”ﬂ

4.3 Nuiameros Pentagonais

Um ntmero pentagonal é um nimero natural resultante da soma de um conjunto de pontos que

formam um pentdgono regular, como vemos na Figura 9:

PP

Figura 9 — Ntumeros Pentagonais

(1,5,12,22,35,51,...)

Como cada numero da sequéncia é o conjunto de pontos que forma cada uma das figuras
pentagonais da sequéncia, podemos montar e resolver a recorréncia dos nimeros pentagonais,

observando o acréscimo de pontos de uma figura para a outra:

P=1
Phb=1+14
P3:1+4—|—7

Py=1+4+7+10
Ps=1+4+7+10+13

Montando a sequéncia de equagdes de forma recursiva e resolvendo a recorréncia, temos:
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P =1

Po=P +4
Ps=P+7
Py=P;+10

Ps = P, + 13 note que temos uma P.A. de razéo 3

.]Dn_l =P, o+ [1 + (n — 2)3]
Po=Py i +[1+(n—1)3

Somando, resulta:

P,=14447+10+13+ ...+ (3n—5)+ (3n—2)

Assim
1+ @Bn-2)]n GBn-1)mn 3n*-n
P, = _ _
2 2 2

¢é a formula fechada para encontrar qualquer niimero pentagonal.

4.4 Niameros Hexagonais

Um ntimero hexagonal é um nimero natural resultante da soma de um conjunto de pontos que

formam um hexagono regular, como vemos na Figura 10:

@

Figura 10 — Ntmeros Hexagonais

(1,6,15,28,45,...)

Como cada nimero da sequéncia é o conjunto de pontos que forma cada uma das figuras hexagonais
da sequéncia, podemos montar e resolver a recorréncia dos nuimeros hexagonais, observando o

acréscimo de pontos de uma figura para a outra:

Hi =1
Hy=1+5
Hs3=14+5+9

Hy=1+5+9+13
Hs =14+5+9+13+17
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Montando a sequéncia de equagdes de forma recursiva e resolvendo a recorréncia, temos:
H =1

Ho=Hi+5
H3=H2+9
Hy=Hs+ 13

Hs = Hy + 17 note que temos uma P.A. de razéo 4

Hy 1 =Hp o+ 14 (n—2)4]
H,=H, 1+ [1+ (n—1)4]

Somando, resulta:

Hy=14+54+9+13+17+ ...+ (4n—7) + (4n — 3)

Logo
", - [1—|—(41;—3)]n _ (4n;2)n _ 4n22—2n 0?1

é a féormula fechada para encontrar qualquer ntimero hexagonal.

As sequéncias dos nimeros figurados sd@o exemplos de recorréncias que podem ser facilmente traba-
lhadas em sala de aula com forte ligagdo com outros assuntos que ja sdo abordados tradicionalmente

no ensino béasico da matematica.

5 Pizza de Steiner

O Problema da Pizza de Steiner é um classico problema de geometria e otimizagao, proposto
pelo matemaético suigo Jakob Steiner em 1842.

A Pizza de Steiner é um excelente problema que pode ser descrito de forma recursiva, a ideia
inicial desse problema consiste em obter sempre o (maior) nimero de regides quando se divide um
plano, tracando uma sequéncia de n retas.

Para obter o niimero maximo de regides, deve-se tracar uma sequéncia de retas concorrentes, de
modo que a proxima reta a ser tragada sempre corte todas as demais retas anteriormente tracadas e
que cada nova reta também nao passe por nenhum ponto de interseccdo de duas retas anteriormente
tracadas.

Essas exigéncias sdo importantes, pois fazendo com que cada nova reta tragada corte as demais
retas anteriormente tragadas, temos a garantia que nao haverd nenhum par de retas paralelas, ja
que a existéncia de retas paralelas aumentara o niimero de regides, mas nao determinara o niimero
méaximo de regides (que é o objetivo do problema).

Além disso, tracar uma nova reta passando por um ponto de interseccdo de duas retas anterior-
mente tracadas aumentara o ntimero de regioes, mas também nao determinara o nimero maximo de
regioes (que é o objetivo do problema).

A medida que o ntmero de retas tracadas vai aumentando, torna-se um pouco trabalhoso,
esbocar o desenho, visualizar e contabilizar o nimero de regides e pontos de intersec¢des, mas com o
desenvolvimento do calculo por recorréncias é possivel determinar o nimero de regides de acordo

com o numero de retas para qualquer niimero de retas.
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Figura 11 — Pizza de Steiner (7 retas e 29 regides)

Ao longo da elaboracéo dessa dissertacéo, apliquei esse problema em algumas turmas do ensino
médio, apds esclarecer as regras e os objetivos do problema para os alunos, come¢amos a esbocar
as primeiras retas, identificando e contabilizando as primeiras regidoes e os primeiros pontos de
interseccoes, fomos registrando os primeiros resultados em tabelas e através da sequéncia dos valores
apresentados, os alunos identificaram a relacdo de recorréncia observando os intervalos entre os
nimeros, o que permitiu equacionar e elaborar a lei de formacao do Problema da Pizza de Steiner.

A primeira tabela obtida foi:

Retas |0 |1]2|3] 4|5 |6/ 7]..
RegiGes | 12|47 |11 |16 |22]29] ..

Diante da sequéncia do niimeros de regioes obtidas (1, 2, 4, 7, 11, 16, 22, 29, ...), em cada sala
de aula, um dos alunos percebia visualmente o padrao apds analisar os intervalos entre os valores e

informava aos demais alunos:

1-2-4-7-11-16-22-29...
1 2 374 ) 66 7 )

O padrao foi citado pelos alunos das seguintes formas:

e O ntmero de regioes estd aumentando de acordo com a sequéncia dos niimeros naturais.

e O acréscimo de regides a partir de uma nova reta tragada segue a sequéncia dos niimeros

naturais.

e Aumentou 1, aumentou 2, aumentou 3, aumentou 4, aumentou 5, aumentou 6, ...
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A partir da tabela, equacionamos a lei de formacao.

Sendo R, o numero de regides obtidas e n o nimero de retas tragadas, temos:
Ry=1

Ri=Ryp+1=14+1=2

Ro=R1+2=2+4+2=4

R3=Ry+3=44+3=7

Ry=Rs+4=7+4=11

Rs=R4+5=11+5=16

Rg=R5+6=16+6=22

R;=Rg+7=22+T7=29

R,=R, 1+n

Ryy1=R,+(n+1)

Portanto, a equagao acima é a lei de formagao para o Problema da Pizza de Steiner.

Apenas com a equacgdo de lei de formagédo ainda néo é possivel determinar o niimero de regioes
obtidas de acordo com o nimero de retas tragadas (para qualquer nimero de retas), para isso

precisamos resolver a recorréncia e obter a sua férmula fechada:

Ry=1
Ri=Ry+1
Ry =Ry +2
Ry =Ry +3

R4=R3+4

Ry 9=R, 3+ (n—2)

Ry, 1=Rp 2+ (n-1)

R,=Rp,_1+n

Somando, resulta:

Ry=1+142+43+44..+n—-2)+(n—-1)+n

Agora com a solugdo da recorréncia (que é a sua formula fechada), podemos determinar o niimero
de regides obtidas de acordo com o ntimero de retas tragadas (para qualquer nimero de retas).

Para n = 7 retas, por exemplo, temos:

2 .~ ., .
Ry =1 +27+2 = 49+27+2 = % = 29 regides (como ja avinhamos encontrado pelo desenho e pela

tabela).

Para n = 10 retas, por exemplo, temos:

_ 10241042 __ 10041042 __ 112
Ry = 2 - =y

Para n = 100 retas, seria um pouco trabalhoso esbocar o desenho com as 100 retas tracadas,

= 56 regioes.
visualizar e contabilizar o nimero de regites obtidas, mas utilizando a solucdo da recorréncia, obtemos

rapidamente esse valor:

1002 +100+2 10000 4+ 100 +2 10102
2 a 2 2

Rigo = = 5051 regioes.
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O Problema da Pizza de Steiner, apesar de bastante conhecido, reduzia-se apenas em determinar
qual seria o nimero maximo de regides obtidas & medida que as retas iriam sendo tracadas de acordo
com as regras iniciais do problema, mas a medida que realizei os primeiros desenhos, juntamente com
os alunos, encontramos outras relacoes de recorréncias, assim analisamos cada padrao encontrado,

também de forma recursiva e ampliamos a proposta inicial do problema.

Os padroes encontrados foram:
o Nuamero de Regidoes Abertas (Sequéncia dos Numeros Pares), exceto o caso com zero retas, que

é o proprio plano original, onde temos 1 regido aberta:

Retas lof1]2]3|4]5]6]7]8].
Regies abertas | 1 |24 |6[8]10]12] 14|16 ] ..

Utilizando o Problema da Pizza de Steiner em sala de aula, além de contabilizar o nimero
méximo de regides obtidas a medida que as retas estao sendo tracadas (proposta inicial do problema),
podemos contabilizar com os alunos, o niimero de regioes abertas e fechadas e o nimero de pontos
de interseccao de retas também de forma recursiva.

O Problema da Pizza de Steiner é o mais indicado para introduzir o estudo das recorréncias
no ensino basico da matematica, além de ser um problema geométrico, que envolve os conceitos
bésicos da geometria (ponto, reta e plano), esse problema também esclarece muito bem o objetivo, a
estrutura e a maneira de resolver uma recorréncia, permitindo que os alunos possam resolver outros

problemas semelhantes ou mais elaborados, utilizando as resolugbes por recorréncia.

6 Numero de Diagonais de um Poligono Convexo

Vamos obter uma equacdo de forma recursiva, o qual permite calcular o nimero de diagonais de
um poligono convexo qualquer, vamos representar por d,, o nimero de diagonais de um poligono de

n lados.

24



Essa maneira é uma alternativa interessante que pode ser usada nas aulas de matematica no
ensino basico, desenhando os quatro primeiros poligonos convexos com suas diagonais, podemos

fazer com que os alunos de forma intuitiva, percebam o seguinte padrao de recorréncia:

Ay 8D

Figura 12 — Nimero de Diagonais de um Poligono Convexo

e O triangulo nao possui diagonais;

o O quadrildtero possui 2 diagonais (2 a mais que o tridngulo);
o O pentdgono possui 5 diagonais (3 a mais que o quadrilatero);
o O hexdgono possui 9 diagonais (4 a mais que o pentdgono);

Assim, de forma intuitiva, concluimos que o heptigono terd 14 diagonais (5 a mais que o
hexdgono). O processo ird se manter com a sequéncia dos poligonos convexos, o que permitird
elaborar recursivamente a sua lei de formacao.

A medida que o nimero de lados vai aumentando, cada poligono terd o nimero de diagonais do

poligono anterior mais (n — 2) diagonais, ou seja:
o O quadrado (4 lados) teve um acréscimo de (4 - 2 = 2 diagonais) em relagao ao tridngulo;
o O pentdgono (5 lados) teve um acréscimo de (5 - 2 = 3 diagonais) em rela¢ao ao quadrado;
o O hexdgono (6 lados) teve um acréscimo de (6 - 2 = 4 diagonais) em relagdo ao pentdgono;
O heptagono (7 lados) teve um acréscimo de (7 - 2 = 5 diagonais) em relacdo ao hexagono;

Assim, temos:
dp =dp—1+ (n—2), com d3 =0 en >3, que equivale a
dpt1 =dp+(n—1),comds=0en >3

Resolvendo a recorréncia chegamos na formula para calcular o nimero de diagonais de um

poligono convexo qualquer:
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d3 =0

dy = d3 + 2
ds = dy+3
dg = ds + 4

d7 =dg+5

dp—1 =dp—2+ (TL - 3)
dp = dp—1 + (n — 2)
note que temos (n — 3) equagoes de dy até d,, somando as (n — 3) equagoes, obtemos:

dy=2+3+4+5+---+(n—-3)+(n—-2)
d, = [2+(n*§)](n*3)

d, = n(n—3)

-3) ~ . . , . .
Ed, = "("2 ) ¢ a equacgao ou a férmula que permite calcular o nimero de diagonais de um

poligono convexo qualquer de n lados.

7 Soma dos Angulos Internos de um Poligono Convexo

Vamos obter uma equacao de forma recursiva, o qual permite calcular a soma dos dngulos internos
de um poligono convexo qualquer, vamos representar por 5,, a soma dos angulos internos de um
poligono de n lados.

Essa maneira é uma alternativa interessante que pode ser usada nas aulas de matematica no
ensino béasico, desenhando os quatro primeiros poligonos convexos e dividindo esses em poligonos
em triangulos, podemos fazer com que os alunos de forma intuitiva, percebam o seguinte padrao de

recorréncias:

A\

Figura 13 — Soma dos Angulos Internos de um Poligono Através de Tridngulos

Como ja sabemos, a soma dos dngulos internos de um tridngulo qualquer é igual a 180°.

Podemos dividir um quadrilatero qualquer, tracando uma diagonal e assim obtemos dois tridngulos,
a soma dos angulos internos do quadrilatero serda 180° + 180° ou 2 - 180°.

Podemos dividir um pentdgono qualquer, tracando duas diagonais, partindo do mesmo vértice e
assim obtemos trés tridngulos, a soma dos dngulos internos do pentagono sera 180° + 180° + 180°
ou 3 - 180°.

Podemos dividir um hexagono qualquer, tragando trés diagonais, partindo do mesmo vértice e
assim obtemos quatro triangulos, a soma dos angulos internos do hexdgono serd 180° + 180° + 180°
—+ 180° ou 4 - 180°.
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Assim, de forma intuitiva, concluimos que podemos dividir um heptdgono qualquer, tracando
quatro diagonais, partindo do mesmo vértice e assim obtemos cinco tridngulos e a soma dos dngulos
internos do heptagono serd 180° + 180° + 180° + 180° + 180° ou 5 - 180°. O processo ira se
manter com a sequéncia dos poligonos convexos, o que permitird elaborar recursivamente a sua lei
de formacgao.

Em cada novo poligono convexo, a soma dos angulos internos ¢ igual a soma dos angulos internos

do poligono anterior com um aumento de 180°:

Snt1 = Sp +180°, com S3 = 180° e para n > 3.

Resolucao:
Ss = 180°
Sy = S3 4+ 180°
S5 =S4 + 180°
Se = S5 + 180°

S7 = S¢ + 180°

Sp—1 = Sp—2 + 180°

Sp = Sp—1 + 180°

note que temos (n — 2) equagoes de S3 até S, somando as (n — 2) equagdes, obtemos:
Sy = (n —2) - 180°

E S, =(n—2)-180° é a equagdo ou a férmula que permite calcular a soma dos dngulos internos

de um poligono convexo qualquer de n lados.

As dedugobes das férmulas para calcular o niimero de diagonais e para calcular a soma dos angulos
internos de forma recursiva, sao ideais para o aluno perceber que é capaz de montar uma férmula
e ndo apenas utilizé-la ja montada, com isso a aprendizagem pode atingir um resultado maior,

incentivando assim, a montagem de outras formulas quando possivel, também de forma recursiva.

8 Recorréncias no Triangulo de Pascal

O Tridngulo de Pascal tem diversas aplicacbes no ramo da analise combinatoria e probabili-
dade( , ), facilitando célculos através das suas propriedades, além disso,
podemos utilizar o Tridngulo de Pascal no estudo das recorréncias, é possivel identificar visualmente
e algebricamente diversas sequéncias recursivas no Tridngulo de Pascal, a seguir vamos apresentar

algumas delas.

Maiores detalhes sobre a Teoria do Tridngulo de Pascal, podem ser vistos nos livros que utilizamos

como referéncias para a elaboracdo desse material, os Titulos constam na secao (Referéncias).
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8.1 A 32 Coluna e a 32 Diagonal - Nimeros Triangulares

A sequéncia dos nimeros triangulares é uma sequéncia recursiva e esta presente no Tridngulo de
Pascal, a terceira coluna e a terceira diagonal é formada pela sequéncia dos ntimeros triangulares,

como vemos destacado de vermelho na Figura 14:

1 2 1

1 3 3 1

1 4 3 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

Figura 14 — Nimeros Triangulares Presentes no Tridngulo de Pascal

8.2 A 42 Coluna e a 42 Diagonal - Niimeros Tetraédricos

Um ntmero tetraédrico ou niimero piramidal triangular, é um nimero figurado que pode ser
representado por uma pirdmide de base triangular com quatro faces regulares (tetraedro), como

vemos na Figura 15:

Figura 15 — Numeros Tetraédricos - Foto (Acervo Pessoal)

Na Figura 15 temos o niimero 20, que é o 4° niimero tetraédrico, formado pela soma dos quatro
primeiros ntimeros triangulares (143+6+10=20).

A sequéncia dos numeros tetraédricos é uma sequéncia recursiva e estd presente no Tridngulo
de Pascal, a quarta coluna e a quarta diagonal é formada pela sequéncia dos ntimeros tetraédricos,

como vemos destacado de vermelho na Figura 16:
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1 5 10 10 5 1
1 3 15 20 15 3 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

Figura 16 — Ntimeros Tetraédricos Presentes no Tridngulo de Pascal

A 42 coluna e a 4* diagonal é formada pelos niimeros tetraédricos, que sdo as somas dos nimeros
triangulares de acordo com a respectiva ordem:

o 22 ntmero da 4% coluna é a soma dos dois primeiros niimeros triangulares,

0 32 nimero da 4% coluna é a soma dos trés primeiros nimeros triangulares,

0 42 ntmero da 4% coluna é a soma dos quatro primeiros nimeros triangulares,

0 52 nimero da 4% coluna é a soma dos cinco primeiros nimeros triangulares,

O enésimo numero da 4% coluna é a soma dos n primeiros nimeros triangulares, de fato, veremos

isso a partir da recorréncia;

Veja:

01=1

04 =143
10 = 14346

20 = 14+3+6+10

35 = 1+346+10+15

56 = 14+34-6+10+15+21

84 = 14-34+64+10+154-214-28

Tp=1+3+6+10+15+21 428+ 4 ML)

Montando a sequéncia de equagdes de forma recursiva e resolvendo a recorréncia:
=1

To=T1+3
T3 =T54+6
Ty =T34+ 10
T5 =Ty + 15
T, = Ts + 21
T7; =Ts + 28
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Tyt = Ty + (=)D
Ty =T 1+ (1+2n)n

Somando as equagoes, obtemos:

(1+n)n
2

Note que a soma acima, nao é uma soma de P.A. e ndo é uma soma de P.G., como estamos

T,=14+3+6+10+15+21+28+---+

trabalhando com o Tridngulo de Pascal, vamos aplicar a Propriedade das Colunas do Triangulo de

Pascal (veja as Figuras 17 e 18), para realizar essa soma.

Segundo a propriedade, a soma dos binomiais de uma coluna, com inicio no primeiro elemento,

tem como resultado o binomial & direita da linha abaixo do ltimo elemento que foi somado, entao:

Ty =1+4346+10+15+21 428+ ..+ d£on
T, =C22+C32+C42+Cs520+Cp2+Cro+Cso+...+Chy12=0Chinz
T —C . (2! (n+2)! _ (n+2)(n+1)(n)(n—1)!
n = Ynt+2,3 = 3(p42-3)! — 6(n—1)! 6(n—1)!
T n(n+1)(n+2)
n

6

ET, = M é a formula fechada para encontrar qualquer nimero tetraédrico e a posicdo

que ele ocupa dentro da sequéncia.

E interessante perceber que além dos recursos utilizados nos exercicios de andlise combinatéria,

o Tridngulo de Pascal também contribui para as resolu¢ées dos exercicios de recorréncia.

1

1 1

1 2 1+

1 3 3+ 1

1 4 6+ |4 1

1 5 10+ |10 |5 1

1 6 15+ 120 |15 |6 1

1 7 21+ 135 |35 |21 |7 1

1 8 28+ (5% |70 |56 |28 |8 1

1 9 36 | =84 |126 (126 |84 |36 |S 1

Figura 17 — Propriedade das Colunas do Tridngulo de Pascal
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Coo Tifrures teraocros

Cio Ci

Cao Cax 1°=Cy, +

Cio Cii 2°=0C;, +|Css

Cap Cyr 3°=0Cy, +|Cas

Cso Cs. 4° =G, +|Css
o

Cn,D c:n,1 (1) = Cn,2 + Cn,3

Crrio Crn.1 (° = Cruz +|Cra

Crizo Criz Chizz = Chi2a

Figura 18 — Propriedade das Colunas do Tridngulo de Pascal

Prova por Inducao
Vamos mostrar por Indugdo que a igualdade
nn+1) nn+1)(n+2)

1+34+64+104+15+21+284 ...+ 5 = 6

é verdadeira:

Seja P(n) : 14346410+ 15421 + 28 4 ... 4 2ntl) — nlndD)(ni2)

. , : : 114+1)(14+2) _ 6 _
i) P(1) é verdadeira, visto que =——¢—= = ¢ =1

ii) Suponhamos que P(n) seja verdadeira, para algum n natural. Isto significa que, para este

valor de n, temos:

14346+ 10+ 15 + ... 4 Mot — nlntD(nt2)
(n+1)(n+2)
2

Somando o préximo termo do somatério, , em ambos os membros da igualdade, obtemos:

14+346+10+15—+...+ n(n2+1) + (n+1)2(n+2) _ n(n+lg(n+2) + (n+1)2(n+2)

Agora devemos manipular a expressao no segundo membro, de modo a torné-la igual a:
(n+1)((n+D)+1)((n+1)+2) _ (n+1)(n+2)(n+3)
6 - 6

De fato, temos:
n(n+1)(n+2) | (n+1)(n+2) _ n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2) _ (n+1)(n+2)(n+3)
6 + 2 - 6 - 6

Portanto:
1+34+6+104+15+ ...+ n(n2+1) + (n+1)2(n+2) _ (n+1)(n—é—2)(n+3)

o que mostra que P(n + 1) é verdadeira;

Assim P(n) implica P(n + 1), para todo n natural;

Logo, pelo Principio da Inducao Finita, P(n) é verdadeira para todo n natural.
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8.3 Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci, (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...), é uma recorréncia linear
de 22ordem, onde cada termo, a partir do terceiro, é a soma dos dois termos anteriores, sendo que os

dois primeiros termos sao iguais a 1, descrevendo isso na forma de equacdo, temos:

F,=F, 1+ F, 2 comF|=1e Fy,=1.

A sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia recursiva e estd presente no Tridngulo de Pascal.

A soma dos numeros de cada uma das diagonais secunddarias do tridngulo de Pascal, gera a

sequéncia de Fibonacci, como vemos na Figura 19:

Figura 19 — Diagonais Secundarias do Tridngulo de Pascal

Soma dos ntimeros por diagonal

Sequéncia de Fibonacci

1
1
141
142
143+1
1+44-3
145+641
14+6+10+4
1+74+15410+1
14842142045
14+9+28+3541541
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8.4 Progressdo Geométrica de Razao 2

A progressao geométrica de razao 2 e termo inicial 1 é uma sequéncia recursiva e estd presente
no Tridngulo de Pascal.

A soma dos nimeros de cada linha do Tridngulo de Pascal tem como resultado uma poténcia de
2 e a sequéncia dessas somas ¢é a sequéncia das poténcias de 2, de acordo com a sequéncia das linhas,

como vemos na tabela:

Soma dos ntimeros por linha | Sequéncia das poténcias de 2
1 1=20
1+1 2=21
14+2+1 4 =22
1+3+3+1 g§=23
144464441 16 = 2*
1+5+104+10+5+1 32=2°
14+6+15+20+15+6+1 64 = 26
14+7+421+435435421+7+1 128 = 27
A 17 linha (linha 0) possui 1 nimeros, cuja soma ¢ 2° ou 1.
A 2? linha (linha 1) possui 2 nimeros, cuja soma é 2! ou 2.
A 3? linha (linha 2) possui 3 niimeros, cuja soma é 22 ou 4.
A 47 linha (linha 3) possui 4 niimeros, cuja soma é 23 ou 8.
A 5% linha (linha 4) possui 5 ntimeros, cuja soma é 24 ou 16.

A enésima (linha (n — 1)) possui n nimeros, cuja soma 2"~ 1.

A enésima-primeira (linha n) possui (n + 1) nimeros, cuja soma 2.
Essa relagao é mais conhecida como o Teorema das Linhas do Tridngulo de Pascal e consta no

Apéndice deste trabalho.

8.5 Nudmeros de Mersenne

Os nimeros de Mersenne sao os nimeros da forma M, = 2" — 1

(1,3,7,15,31,63,127, ...)

A forma M, = 2" —1 ja é a férmula fechada para a sequéncia dos nimeros de Mersenne ( ,
), mas vamos mostrar como obté-la recursivamente. Um fato interessante é que a sequéncia dos

nimeros de Mersenne é uma sequéncia recursiva e também estd presente no Tridngulo de Pascal da
seguinte forma:

O tnico nimero da 12 linha é o 12 namero de Mersenne, que é o niimero 1;

A soma dos ntimeros das 2 primeiras linhas gera o 2° nimero de Mersenne, que é o niimero 3;

A soma dos nimeros das 3 primeiras linhas gera o 3% nimero de Mersenne, que é o nimero 7;

A soma dos nimeros das 4 primeiras linhas gera o 42 nimero de Mersenne, que é o ntimero 15;

A soma dos nimeros das 5 primeiras linhas gera o 5% nimero de Mersenne, que é o nimero 31;
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A soma dos ntimeros das n primeiras linhas gera o enésimo nimero de Mersenne, de fato, veremos

isso a partir da recorréncia;

Veja:

1

1? linha (1 ndmero), cuja soma é o proprio 1.

1

1,1

Duas primeiras linhas (3 nimeros), cuja soma é 3.
1+2271=14+2=3

1
1,1
1,2,1

Trés primeiras linhas (6 nimeros), cuja soma é 7.
342371 =344=7

1
1,1
1,2,1
1,3,3,1

Quatro primeiras linhas (10 nimeros), cuja soma é 15.
T+271=748=15

1
2.1
3.3,1

1,4,6,4,1

Cinco primeiras linhas (15 ntimeros), cuja soma é 31.
1542571 =15+ 16 = 31

1
1
1
1

i

Veja que cada nova soma (ou cada novo nimero de Mersenne) é obtida somando o valor da soma
anterior (ou o nimero de Mersenne anterior) com a soma dos ntimeros da tltima linha (ou linha
(n — 1)), cujo valor coincide com 2”1, com essa relacio podemos elaborar a lei de formacdo para a

recorréncia da sequéncia dos nimeros de Mersenne, que € igual a:

M, = M,_1 + 2" !, que equivale a
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Mpy1 =M, +2" com M =1

Resolvendo a recorréncia:

M, =1
My = M, + 21
M3:M2—|—22

My = Ms + 23

M,_3=M,_4+2"4
My_9 = M,_3+2"3

M,_1 = M,_o+2"2

M, = M,_; + 27!

Somando, resulta:

M, =1+2V422423 4 . 42n4 4 on=3 4 on=2 on-l

Note que temos uma soma de termos de uma P.G. de razao 2, com a; = 1 e n termos.
My =15

M, =2"—1

Através da resolugdo da recorréncia chegamos na forma do niimero de Mersenne (M,, = 2" — 1),

que citamos inicialmente.
O 20° nimero de Mersenne por exemplo ou a soma dos niimeros das vinte primeiras linhas do

Tridngulo de Pascal é:
My =220 — 1 = 1.048.576 — 1 = 1.048.575 ou Sy = 1.048.575

Esses sao alguns exemplos, utilizando o Tridngulo de Pascal, os nimeros figurados e os cdlculos

por recorréncia, que podem ser trabalhados em sala de aula pelos professores de matematica.

9 Matematica Financeira

Os calculos de juros sobre juros de investimentos, financiamentos, compras a prazo, empréstimos
e outras operagoes financeiras sdo progressdes geométricas e progressoes geométricas sdo recorrén-
cias lineares de primeira ordem homogéneas ( , ), uma alternativa
interessante para os professores é mostrar para os alunos esse tipo de cdlculo de forma recursiva.

Antes de resolver qualquer cédlculo financeiro na sala de aula com os alunos que envolve juros

sobre juros, devemos esclarecer de forma intuitiva a ideia que:

Quando a taxa de juros é 1% — multiplicamos por 1,01
Quando a taxa de juros é 2% — multiplicamos por 1,02
Quando a taxa de juros é 0,5% — multiplicamos por 1,005
Quando a taxa de juros é 1,5% — multiplicamos por 1,015
Quando a taxa de juros é 10% — multiplicamos por 1,10

Quando a taxa de juros é 15% — multiplicamos por 1,15
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Vamos mostrar de forma recursiva, como uma quantia inicial se comporta em um investimento
que rende 1% ao més:

Chamamos a quantia inicial ou o capital inicial de ¢, portanto o 1° termo da sequéncia ou da
recorréncia sera c, ou seja, X1 = c.

Sabemos que quando uma quantia rende 1% ao més, multiplicamos essa quantia inicial ¢ por
1,01 sucessivamente (més a més) até atingir a quantia final desejada.

Assim a lei de formacao da recorréncia sera:
Xp1 = X, - 1,01

Cada novo valor é igual ao anterior acrescido de 1%.

Resolvendo a recorréncias:

X1:C
Xo=X;-1,01

X3 = X5-1,01

Xpo1=Xp-2-1,01
X,=X,-1-1,01
Multiplicando as equagoes, obtemos:
X, =c-1,01"!
Portanto, a férmula fechada para um investimento que rende 1% ao més com um capital inicial ¢
¢é igual a:
X, =c-1,01""!

Assim, uma quantia de 100 reais aplicada 12 meses (1 ano) em um investimento que rende 1%
ao més, serd igual a:

X1 =100-1,01271 =100 - 1,01 = 100 - 1, 1156683467 = 111, 56683467 ~ 111, 57reais.

A disciplina Educagdo Financeira foi incluida no curriculo do Novo Ensino Médio e deve ser
ministrada por professores de matemaética, como o objetivo principal da utilizacdo das recorréncias é
descobrir qualquer termo de uma sequéncia apenas informando a sua posicao, podemos calcular o
valor de qualquer rendimento ou qualquer prestacdo de uma operacao financeira de forma direta

com o uso das recorréncias.

10 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

Uma recorréncia da forma X, 1 = A.X,, + B.X,,_1 é uma (Recorréncia Linear Homogénea com
Coeficientes Constantes de 2% Ordem), porque os coeficientes de X,, e X,,_1 s@o constantes (A e B
respectivamente), é linear porque X, 1, X,, e X,,—1, que sdo os termos da recorréncia, tem como
expoentes o nimero 1, é homogénea porque nao possui nenhuma parte adicional (ndo possui nenhum
termo independente), e é de 2% ordem porque o X, 1 depende de X,, e também de X,,_1, ou seja,
de dois termos anteriores.

Na recorréncia X, 11 = A.X,, + B.X,,_1, logicamente devemos ter B # 0, caso contrario, ela seria

de 1? ordem.
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Resolvemos uma recorréncia de 22 ordem da forma:

Xny1 = AX, +B.X,_1

Observe a recorréncia da forma X, 41 = Q.X,,, como ji sabemos, ela é uma recorréncia linear
homogénea de 1* ordem, onde @) é o coeficiente de X,,, ¢ linear porque tanto o X, 41 quanto o Xy,
que sdo os termos da recorréncia, tem como expoentes o nimero 1, é homogénea porque nao possui
nenhuma parte adicional (ndo possui nenhum termo independente), e é de 1* ordem porque o X,,4+1
depende apenas de X,,.

Observe também que a recorréncia X, 1 = @.X,, trata-se de uma progressdao geométrica, que

tem como solugao ou formula fechada, a equacao:

Xn = Cl.Qn_l

Onde c¢; é o termo inicial da P.G. e ) é a razao da P.G.

Como X171 =Q.X,, e Xpy1 = AX,, + B.X,,_1, possuem caracteristicas semelhantes, diferenci-
ando apenas em relacdo a ordem, e como j& sabemos que X,, = ¢1.Q" ! é solucdo da recorréncia de
12 ordem, podemos considerar que X,, = ¢;.Q" ! também seja uma possivel solucio da recorréncia
de 22 ordem.

Entéo vamos substituir X, = ¢;.Q" ! em Xnp11 = A.X, + B.X,,_1, considerando também que
Xnt1=01.Q" e X1 = ¢1.Q" 2, assim:

Xny1 = AX,+ B.X,_1

sera

Cl.Qn = A.Cl.Qn_l + B.Cl.Qn_2

Dividindo ¢1.Q" = A.c1.Q" ' + B.c;.Q"? por ¢1.Q" 2

c1.Q" :A'Cl-Qn_l +B,01'Qn_2
Cl'Qn72 Cl.Qn72 Cl‘Qn72

Q*=AQ+B

Q>-AQ-B=0

Veja que chegamos em uma equacao do 2° grau, resolvendo Q% — A.Q — B = 0 e considerando
A positivo, encontraremos duas raizes distintas, que chamaremos de rq e ro.

Toda recorréncia linear de 22 ordem, com coeficientes constantes, da forma

Xn+1 = A.X,, + B.X,,_1, pode ser associada uma equacao do 22 grau, como fizemos acima
Q*>=A.Q+ B= Q> A.Q — B =0, chamada Equacao Caracteristica.

Para o caso do discriminante positivo, teremos duas possiveis solucoes:

Uma possivel solugdo em fungdo de Q1 = r1:

X, = cl.Q?_l = X, = 01.7“711_1

n—2
(§] Xn+l = 01.7‘? (§ Xn—l =C.7
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E uma possivel solucao em fungao de Qo = ro:

X, = CQ.QS_I = X, = 02.7“721_1

(§] XnJrl = 62.7’3 [§ Xn,1 = CQ.T‘giz

Substituindo as respectivas igualdades acima em X, 11 = A.X,, + B.X,,_1, temos:

Xn+1=AX,+B.X,_1

i = A.cl.r?_l + B.cl.r?_2 e

Co.Th = A.CQ.’I"gil + B.CQ.TQFQ

Somando as duas equacoes acima, temos:

1t 4 o = A (er. VT oY 4B (e F e )
‘Xn Xn—l Xn—2

Assim a solucdo parcial seré:

n n
Xp =c1.7) + ca.19

Onde 71 e ry sdo as rafzes da equacio caracteristica Q2 — A.Q — B =0

Dizemos que a solugao X,, é uma combinagao linear das solugdes (¢1.r7") e (c2.78);

Além da lei de formagao X, 11 = A.X,, + B.X,,_1, teremos a informacdo dos valores de X7 e Xo;

Substituindo o valor de X; em X,, = c¢;.r] + c2.ry e n por 1, obteremos uma 1% equagao;

Substituindo o valor de X2 em X,, = ¢1.77 + c2.75 e n por 2, obteremos uma 22 equacao;

Resolvendo o sistema com as duas equagdes acima, encontraremos os valores de c; e ¢y e
finalmente teremos a solu¢do completa para a recorréncia de 22 ordem, (esse tltimo passo, sera
melhor compreendido através dos exemplos).

Assim cada recorréncia de 2% ordem da forma X,11 = A.X,, + B.X,,_1, tera solugdo da forma:

n n
Xn = 1.7 + C2.T9y

A prova que X,, = c1.r! + co.ry € valida para todo n natural, pode ser feita pelo Principio da

Inducéo Finita e consta no Apéndice desse trabalho.
o Caso (r; =r2)

Na recorréncia linear de 2%ordem com coeficientes constantes X, 1o + p. X411 + ¢. X, = 0, se as
raizes de sua equacdo caracteristica 72 + p.r + ¢ = 0 forem iguais (r; = ro = r), entdo X,, serd uma

combinacao linear de Y,, = r" e Z,, = n.r™:

X,=a.Y, tc.Z,

X, =c1.r" +conr”
A prova pode ser feita por Inducdo de forma andloga ao caso em que ry # ro.

Exemplo 10.0.1. Vamos resolver a recorréncia:

Xngo = Xp11 +20X,, com X7 =1 e Xg=2.

Antes de iniciar a resolugdo, vamos calcular alguns valores iniciais:
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Xnto = Xp1 + 20X,

Xito=X3=X141+20X; = X2+20X; =2+20.1=2+4+20=22

Xoyo =Xy =Xo11 +20X9 = X3+ 20X9 =22+ 20.2 =22+ 40 =62

X349 = X5 = X341 +20X3 = X4 +20X3 = 62 4 20.22 = 62 + 440 = 502

(1,2,22,62,502,...)

Resolugdo: A recorréncia Xpio = Xnpa1 + 20X, tem equagdo caracteristica igual a r? = 1r + 20.
Cuja solugoes sao 1 = —4 e ro = 5. Substituindo r1 = —4 e ro = 5 na solu¢do da forma
Xp =c1.r] + co.ry, temos:

Xn =c1.(—4)" + c2.5"

Agora vamos encontrar os valores de c1 e ca de acordo com X1 =1 e Xo =2
Xi=c1.(-4) ' + o5t =1= —dey + 52 =1
Xo = c1.(—4)? + ¢2.5% = 2 = 16¢1 + 25cp = 2
Montando e resolvendo um sistema com as duas equacées acima, temos:
—4c1 +5c =1
{ 16¢c1 + 25¢c0 = 2
—1601 + 2062 =4
{ 16¢c1 4 25¢c9 = 2
4502:6:>02:%:>02: 5

| =N

—401+5.1—25:1:>—4c1+%—1:>—4c1:%:01:—1—12
Substituindo ¢4 = —% ecy = % em X, = c1.(—4)" 4 ¢2.5", temos a solugao da recorréncia:
1 2
X,=—— - (-4)"+—=-5"
" 12 (=4)"+ 15

Agora vamos calcular novamente os termos iniciais com a solugcio ou a férmula fechada da

recorréncia que encontramos:
_ _ 1/ n\n 2 En
Xn=—15.(=4)" + 3.5

Xg=—-5.(-43+25=84+20-16430_6_9

Xi=—gh () 50— - B g

X5 = —15.(—4)5 + .55 = 1024 4 6250 _ 286 4 1250 _ 1506 — 502

(1,2,22,62,502, ...)

Para n = 10, temos:

X10 — _1712.(_4)10 + 1275‘510 — _104182576 + 195213})250 — _2623144 + 3905250 — 364;1106 = 1214702

(1,2,22,62,502, X¢, X7, Xs, Xo, 1214702, ...)

10.1 A Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci

(1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, .. ),

possui a seguinte lei de formacao:
Cada termo, a partir do terceiro, é a soma dos dois termos anteriores, sendo que os dois primeiros
termos sao iguais a 1.

Equacionando temos, ( , ):
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F,=F, 1+ F, 9 comF,=1e Fr, =1.

Resolugao:

Associando a recorréncia da Sequéncia de Fibonacci F,, = F,,_1 + F,,_s com a sua equacao

caracteristica 72 = 1r + 1, temos:

A= (-1)2-41.(-1)=5
I o ) E SV S ESV:
2.1 2

Substituindo 7“1 1-v5 ery = 1+v5 na solucao da forma F,, = c;.r! + c2.1y, temos:

Agora vamos encontrar os valores de ¢ e ¢3 de acordo com Fy =1e Fy = 1:
Fi= 1. (350)! + o0 (B50)! =
Fy=c1.(158)? + 0. (155)2 =1

Montando e resolvendo um sistema com as duas equagodes acima, temos:
{ cr.(150) + e () = 1
e (150).(15%) + en.(H50).(152) = 1

{ Cl.(l 2f) =1- CQ.(1+2\/5)
(1 - c2.(15).(358) + c0.(15).(145) =1
(155) — 2.(155).(352) + 2. (150).(A8) =1
o 1+2 5 '(1—2\/5) +c2.(1+2‘/5) (1+2x/5) —1_ 1—2\/5)
2. (1B~ (158) + (148)] = 2145
co (1+\/5)[—1+\/5+1+\/5] — 146
: 2 2 2
c2.(L50) /5] = 15
02.\/5: 1
Cy = %
V5
27 5
. (158) + e (158) =1
e1.(1505) + 5 (1/5y — 4
c1.(1505) = 18 _ (V543)
e1 (5—5\/5) _ 55
: 10 10
o = 5=v6_ (4V5) _ 545v/5-v5-5 _ 45
L= 50=v5) (1+v5) 5(1—5) —15
V5
Cl — ——
5
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Substituindo ¢; = —% eco =% em F,, = c.(-57)" + 02.(1+2‘/5)", temos a solucao da

recorréncia da Sequéncia de Fibonacci:

F, = _% (1—2\/5)n + % ) (1+2\/5)n
F, = R(52) - (552)7]
Fn — %[( 1+2\/5>n _ 1—2\/5)71]
g (52— (55
V5
(1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1597, ...)
A raiz positiva da equacdo caracteristica 72 = 1r+1 da Sequéncia de Fibonacci F,, = Fj,_1+ Fy_2

é conhecida como o Numero de Ouro ou Razao Aurea, representado pela letra grega ®:

541
q):f;r

=1,6180339887...

Entre outras curiosidades, a taxa de crescimento dos nimeros da sequéncia de Fibonacci, que é

Fn+1
E,’

tende ao Numero de Ouro, ou seja,

F 541

lim —2 = = Vi+l 1,6180339887...
n—oo [, 2

Veja

2 5 13 34 89
2 — 1,66666... — 1,625 — 1,61904... — 1,61818... —» ... —» &

10.2 Uma Recorréncia com Dominds

¢ De quantas maneiras diferentes podemos cobrir um tabuleiro 2 x n, utilizando pecas de um

dominé?

Esse tabuleiro seria na verdade uma fileira formada por pecas de domind, teriamos pecas em pé
e pecas deitadas, mas sempre respeitando o formato 2 x n.

Durante a elaboracao dessa dissertacao apliquei esse problema nas turmas de ensino médio da
escola onde leciono, esse problema ¢ ideal para mostrar para os alunos o conceito de recorréncias de
22 ordem, visto que sua resolucao apresenta uma sequéncia classica da matematica;

Os tabuleiros ou as fileiras das formas 2 x 1,2 x 2, 2x 3, 2x 4, ..., 2 X n, terdo 2 linhas e uma
quantidade de colunas de acordo com o valor de n;

Para cobrir um tabuleiro 2 x 1ou2x2ou2x3ou?2x4ou?2xn,ndo importa a quantidade
de pecas de dominé que vamos utilizar, vamos preocupar apenas com a quantidade de maneiras

diferentes que podemos cobrir os tabuleiros;
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Mais uma vez, juntamente com os alunos, iniciei a resolucdo do problema através de desenhos e

observando os primeiros casos:
e Desenhando o tabuleiro 2 x 1, temos 1 maneira de cobrir o tabuleiro;

e Desenhando o tabuleiro 2 x 2, visualizamos que existem 2 maneiras diferentes de cobrir o

tabuleiro;
e Desenhando o tabuleiro 2 x 3, visualizamos 3 maneiras diferentes de cobrir o tabuleiro;

o Antes de desenhar o tabuleiro 2 x 4, a resposta mais provavel seria que (existem 4 maneiras

diferentes de cobrir o tabuleiro), mas nao é o que acontece;
e Desenhando o tabuleiro 2 x 4, visualizamos 5 maneiras de cobrir o tabuleiro;
e Desenhando o tabuleiro 2 x 5, visualizamos 8 maneiras de cobrir o tabuleiro;
e Desenhando o tabuleiro 2 x 6, visualizamos 13 maneiras de cobrir o tabuleiro;

Registrando os resultados dos primeiros casos em uma tabela, assim como no problema da Pizza
de Steiner, podemos pedir aos alunos que identifiquem alguma relagado de recorréncia na sequéncia

apresentada e que apontem quais sdo os préximos valores:

Tabuleiros l2x1|2x2|2x3|2x4|2x5|2x6|2x7|2x8]..

N‘—’demaneirasdecobrir‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 5 ‘ 8 ‘ 13‘ ? ‘ ? ‘

A sequéncia que vemos na tabela é a sequéncia de Fibonacci, onde cada termo a partir do 3° é a
soma dos dois termos anteriores, portanto trata-se de uma recorréncia de 22 ordem;

Mesmo identificando a sequéncia de Fibonacci, o problema ainda néo estd resolvido, devemos
elaborar a lei de formagcao e chegar na férmula fechada que permitira calcular diretamente o ntimero
de maneiras de cobrir um tabuleiro 2 x n, para qualquer valor de n, ou seja, para qualquer tamanho
de tabuleiro formado por 2 linhas e n colunas;

Nesse problema vamos considerar os termos iniciais (1 e 2) e ndo (1 e 1) como de costume;

Apéds o estudo inicial desse problema, podemos oferecer aos alunos a seguinte estratégia para
resolver o problema de forma recursiva, que trata-se de como inicia a posi¢do da primeira ou das
duas primeiras pecas:

No tabuleiro 2 x 1, a tnica peca de dominé esta de pé;

No tabuleiro 2 x 2, podemos cobri-lo com 2 pecas deitadas ou 2 pecas em pé;

No tabuleiro 2 x 3, podemos comecar a cobri-lo de duas maneiras:

1?) Iniciando com 2 pegas deitadas ou

22) Iniciando com 1 peca em pé.

— Iniciando com 2 pecas deitadas, resta verificar como se deve preencher o restante do tabuleiro,
que serd 1 forma;

— Iniciando com 1 peca em pé, resta verificar como se deve preencher o restante do tabuleiro,
que serd 2 formas;

— Ao todo temos 1 + 2 = 3 formas de preenchimento para o tabuleiro 2 x 3.
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No tabuleiro 2 x 4, pensamos da mesma formas:

— Iniciando com 2 pecas deitadas, resta verificar como se deve preencher o restante do tabu-
leiro, esse restante é justamente um tabuleiro 2 x 2, que como ja sabemos, existem 2 formas de
preenchimento;

— Iniciando com 1 peca em pé, resta verificar como se deve preencher o restante do tabuleiro, esse
restante é justamente um tabuleiro 2 x 3, que como ja sabemos, existem 3 formas de preenchimento;

— Portanto temos 2 + 3 = 5 formas de preenchimento para o tabuleiro 2 x 4.

Esse processo pode ser usado para todos os seguintes tabuleiros:

No tabuleiro 2 x 5 :

— iniciando com 2 pecas deitadas, o restante é um tabuleiro 2 x 3, que tera 3 formas,

— iniciando com 1 peca em pé, o restante é um tabuleiro 2 x 4, que terd 5 formas,

— portanto teremos 3 + 5 = 8 formas de preenchimento para o tabuleiro 2 x 5.

No tabuleiro 2 x 6, teremos:

5 formas de cobrir referentes ao tabuleiro 2 x 4 (iniciando com 2 pegas deitadas) e

8 formas de cobrir referentes ao tabuleiro 2 x 5 (iniciando com 1 pega em pé),

ou seja, b + 8 = 13 formas.

Generalizando essa ideia, temos:

O niimero de maneiras diferentes de cobrir um tabuleiro (2 por n) é igual ao nimero de maneiras
de cobrir um tabuleiro (2 por n — 1) mais o niimero de maneiras de cobrir um tabuleiro (2 por n — 2).

Sendo X, o ntimero de maneiras diferentes de cobrir um tabuleiro (2 por n), X,_1 o nimero de
maneiras de cobrir um tabuleiro (2 por n — 1) e X,,_2 o nimero de maneiras de cobrir um tabuleiro

(2 por n — 2), temos a lei de formacao da recorréncia de 2% ordem referente ao problema:

X=X 1+ X, 9,com X;=1e Xy =2.

Como resolvemos essa recorréncia no exemplo anterior, podemos aproveitar a solucao:

(5 — (158))
Xn — 2 \/5 2

Porém no exemplo anterior consideramos X; = 1 e Xo = 1 como termos iniciais e agora

consideramos X1 =1 e X = 2, assim a féormula fechada sera:

[(1—&-27\/5)71+1 _ (1—72\/5)n+1]
V5

Xp =

Para o tabuleiro 2 x 5 (n = 5), como exemplo, temos:

xo o (G2 (58)5h) [(H52)%)3— ((2575)%)7)
5 V5 V5
6+2v5\3_ (6—2v513 2164+216v/54+3604+40v/5  (216—2161/54+360—405
P G o G v W 64 )—( 64 )
5 V5 V5
Y. 432\/%# _ 5125 1 _ 512
5= Vs 64 5T 6

X5 = 8 formas.
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Observe que o calculo através da féormula fechada, apesar de ser um pouco trabalhoso, sempre

fornece um ntmero inteiro positivo como resultado.

A seguir temos a tabela com o ntimero de maneiras possiveis de cobrir os tabuleiros, até o
tabuleiro 2 x 17:

Tabuleiros [2x1|2x2|2x3|2x4|2x5]2x6|2x7[2x8]|2x9

N® de maneiras decobrir | 1 [ 2 | 3 | 5 | 8 [ 13 | 21 | 34 | 55

[ 2x10 | 2x11 | 2x12 | 2x13 |2x14 [2x15 | 2x16 | 2x17 | ..
| 89 | 144 | 233 | 377 | 610 | 987 | 1597 | 2584 | ..

Com esse exemplo finalizamos o estudo das recorréncias de 12 e 22 ordem, com o foco na aplicagdo
nas aulas de matematica do ensino médio e finalizamos também a elaboracao deste trabalho, onde

abrangemos grande parte do estudo geral das recorréncias.

Consideracées Finais

De acordo com a orientagdo da coordenacao nacional do PROFMAT e com a orientagdo inicial
da Professora Gilcélia Souza, acreditamos que o objetivo principal do trabalho foi alcancado, que
consistia em criar um material apropriado sobre as recorréncias e as suas aplicacoes para os alunos
do ensino médio.

Durante a elaboragao, apliquei como teste em sala de aula, os exemplos e exercicios presentes
neste trabalho, com resultados bem satisfatorios, principalmente em relagdo aos alunos que possuem
aptidao com a matematica, confirmando que é perfeitamente possivel introduzir o estudo das
recorréncias na matematica basica, mesmo sendo um assunto pouco conhecido.

Constatamos também a praticidade de usar o método recursivo no processo de construcao de
algumas férmulas matematicas que utilizamos com frequéncia em problemas algébricos e geométricos.

Podemos relacionar as recorréncias com diversos assuntos tradicionais da matematica, como
fizemos com as figuras geométricas e com o Tridngulo de Pascal. Outras aplicagoes das recorréncias,
que nao abordamos nesse trabalho, seriam por exemplo, no estudo das func¢oes e em resolugoes de
problemas de contagem.

Outros topicos sobre as recorréncias, podem ser vistos por quem interessou e pretende conhecer
mais sobre o assunto, nos livros que utilizamos como referéncias para a elaboragdo desse material, os

Titulos constam na segdo (Referéncias).
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Apéndice

Teorema das Linhas do Tridangulo de Pascal

Teorema das Linhas do Tridngulo de Pascal:

A linha n do Tridngulo de Pascal possui (n + 1) ntimeros, cuja soma é igual a 2".
Demonstragao:

A enésima-primeira (linha n) do Tridngulo de Pascal é formada pelos (n + 1) nimeros binomiais:

()G

Pelo Bindémio de Newton, sabemos que:

(x+a)" = ( g )x”ao—l—( 7; )x"lal—i—( ;L )3:”2@2—1---'—1-( " . ):L‘la”1+< " )xoa”
n — n

Tomando z =n = 1, temos:

(1+1)n: n 1n10_|_ n 1n—111_|_ n 1n—212+.“+ n 111n—1_|_ n 101n
0 1 2 n—1 n

ou

wz(z>14+(T>14+<g)L1+m+<nj1>y1+(z>yl

ou
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() () ) G0

Logo, a soma dos (n+1) nimeros binomiais ou a soma dos (n+ 1) nimeros naturais que compoem

a linha n do tridngulo de Pascal é igual a 2™:

(o) (0)+(5) (00 (0) ==

Solucdo da Recorréncia de 22 Ordem Homogénea com Coeficientes Constantes

Se r1 e ry sdo raizes distintas da equacao caracteristica da recorréncia de 2# ordem da forma

Xpy1 = AX, + B.X,,_1, com X1 e Xo conhecidos, entdo a solucdo da recorréncia serd da forma:

n n
Xn =c1.r7 + ca.1y

Prova por Inducao:

Vamos provar por Inducao que X,, = c1.r} + co.ry é valida ndo s6 para X; e X9, mas também

para todo n natural.
Caso Base: Paran =1 e para n = 2.

X1 = Cl.(T‘l)l + CQ.(’I"Q)l
Xy = Cl.(T1)2 + CQ.(T2)2

Como os valores de X7 e X5 sdo fornecidos, como ry e 9 sdo as raizes da equacdo caracteristica
Q> — A.Q — B =0, como r; e ry sdo distintas e diferentes de zero, o sistema com as duas equacoes
acima sempre terd solugdo tnica (devido ao fato das duas equagdes nunca serem proporcionais), ou

seja, sempre encontraremos os valores de ¢; e co, portanto a propriedade é valida paran=1en = 2.

Vamos supor como hip6tese de indugao que X,, = ¢1.77 + co.ry é valida para n e para (n — 1).

Para (n — 1), temos X,,_1 = 01.7’71%1 + 02.7"’21*1

Tese: X, é valida para n + 1, ou seja, X1 = cl.r;Hl + CQ.TSH

Na igualdade X,4+1 = A.X,, + B.X,—1 vamos substituir X,, por ¢;.r{ + c2.ry e X,,_1 por
et 4 et (por HLL):
n—1

Xpi1 = A(cr ] + car) + Bo(err? ™ 4 cord™h)

Xp+1=Acrrf + Accary + B.cl.r?_l + B.cz.rg_l
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Vamos reorganizar de modo que as duas primeiras parcelas aparecam c; e as duas ultimas

aparecam cs:
Xpy1=Acrr + B.cl.r?_l + A.cory + B.cz.rg_l
Vamos colocar cl.r?_l e 02.7“3_1 em evidéncias:

Xpi1 =1 Y Ary + B) + cary L (Arg + B)

Vamos somar e subtrair cl.r?ﬂ e CQ.’I”;H_l:

-1 -1 1 1 1 1
Xpi1 = 1.7y YAy + B) + cord T (Arg + B) + crrP T — ey Pt 4 eo T — o

Vamos reorganizar de modo que as duas ultimas parcelas sejam +cl.r?+1 + cz.rgﬂz

Xpi1 = cl.r?*l(A.rl +B) — cl.r?ﬂ + 02.7“371.(14.7“2 +B) — cz.rgﬂ + cl.r?ﬂ + CQ.TSH
Vamos colocar —c1.r{ ™t e —co.ri ™! em evidéncia, preservando 4¢P corp
Xpi1 = —cl.r’ffl[—A.rl — B+ (r1)?] — 02.7“371[—14.7“2 — B+ (r2)?] + cl.rqfﬂ + 02.7‘72”1
X1 = —c1.777(r)? = Ay — B) = co.ry H(r9)? — Arg — B + ¢ 4 couri

Veja que entre os colchetes acima temos a equagao caracteristica com as raizes r1 e ra, logo
[(r1)? — Ary — B=0] e [(r2)? — A.rg — B = 0], ou seja:

Xpt1 = —cl.r{‘_l[O] - 62.7'3_1[0] + cl.r?ﬂ + CQ.T;H—I

Xpy1 = [0] - [0] + Cl.?"?—H + CQ.T’S'—H

1 1
Xpi1 =1+ et

Assim, pelo Principio da Indugéo, a propriedade é valida para (n 4+ 1) e para todo n natural.

Assim cada recorréncia de 2%ordem da forma X, = A.X,, + B.X,,_1, terd solugdo da forma

Xp=rc1.rf +ca.ry.

o No caso (ry = ry), X,, serd da forma:

X, =c1.r" +conr”

A prova pode ser feita por Inducdo de forma andloga ao caso em que ry # ro.
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