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Resumo: Este trabalho explora o tema divisibilidade, e é voltado para professores e alunos do Ensino
Fundamental, em especial para o sexto ano, propondo uma abordagem interativa e contextualizada.
A narrativa se desenvolve a partir de uma feira escolar, onde uma aluna representa Hipatia, guiando
os participantes por meio de um aplicativo educacional. A personagem interage com Euclides,
destacando conceitos historicos e matematicos para ajudar os alunos a vencerem diferentes fases,
resolvendo exercicios ligados ao tema proposto, até chegarem ao desafio final, o “Chefao”. Ao
longo das fases, os usuarios do aplicativo sdo introduzidos a conceitos ligados ao tema, como a
divisdo euclidiana, a prépria divisibilidade, divisores e multiplos, méximo divisor comum (MDC)
e minimo multiplo comum (MMC), dentre outros. Essa abordagem integra conceitos historicos,
praticas pedagdgicas e recursos tecnoldgicos, proporcionando aos professores uma ferramenta didatica
diferenciada. Nessa dinadmica, os educadores assumem o papel de orientadores, enquanto os alunos
se tornam protagonistas ativos no processo de aprendizagem.

Palavras-chave: Critérios de divisibilidade, Algoritmo de Euclides, MDC, MMC.

Abstract: This work navigates through the topic of divisibility, and it is aimed to teachers
and students of Elementary School, specially of sixth-grade, and it proposes an interactive and
contextualized approach. The narrative starts in a school fair, where a student lays the role of
Hypatia, guiding participants through an educational app. Hypatia interacts with Euclid, highlighting
historical and mathematical concepts to help students progress through different levels by solving
exercises related to the proposed theme, ultimately reaching the final challenge, the “Big Boss”.
Throughout the levels, app users are introduced to concepts related to the topic, such as Euclidean
division, divisibility, divisors and multiples, greatest common divisor (GCD), and least common
multiple (LCM), among others. This approach integrates historical concepts, pedagogical practices,
and technological resources, offering teachers a unique didactic tool. In this dynamic, educators take
on the role of facilitators, while students become active protagonists in the learning process.
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1 Introducdo

1.1 Desafios do ensino de Matematica no Brasil

O ensino de matematica no Brasil convive com desafios demonstrados por diversas estatisticas,

onde se destacam alguns dados relevantes como:

e O desempenho do Brasil em avalia¢bes internacionais, segundo os dados do Programa Inter-
nacional de Avaliacdo de Estudantes (PISA*), revelou que, em 2022, o pais ficou abaixo da
média dos paises da OCDE (Organizagao para a Cooperagao e o Desenvolvimento Econémico),
nao somente em matematica, como também em outras areas avaliadas. Dados fornecidos pelo

Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP) ( , ).

e As taxas de evasdo escolar, uma vez que frequentemente alunos justificam desistir de estudar
por nao assimilarem os contetidos mateméticos. A falta de dominio dos contetidos mateméaticos

gera desmotivagdo quanto aos estudos, dados do ministério da Educagao (MEC) ( , ).

e Os indices de reprovacdo em matematica no Ensino Fundamental, especialmente nos anos
finais, tém sido elevados, refletindo desafios significativos na aprendizagem dos contetidos

matematicos, conforme estabelecido pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ( ,

).

Outra estatistica desfavoravel onde o desafio da educacdo matematica é evidenciado vem dos
resultados do Indice de Desenvolvimento da Educacio Bésica (IDEB) de 2023 ( , ), onde
as escolas publicas do estado de Minas Gerais, em dmbitos municipais, estaduais e federais, nao
atingiram as metas em nenhuma das etapas de ensino. O desempenho insuficiente dos alunos em
matematica nas avaliagdes externas que compoem a taxa do IDEB demonstra a falta de conhecimento
matematico basico que acompanha o aluno até o ensino médio.

Diante de um cenério com desafios no ensino da matemética no ambiente nacional, estadual
e municipal, podemos identificar nas escolas uma abordagem de conceitos matematicos para um
perfil de aluno que “segue o exemplo”, sem buscar aprofundar o entendimento nos contetidos e sem
visualizar a aplicabilidade matematica no cotidiano. Os alunos, por sua vez, ao seguirem o exemplo
sem o dominio do contetdo, distanciam-se dos conceitos matematicos e, quando questionados, em
sua maioria, demonstram falta de habilidade nos mais simples conceitos, gerando desmotivacao com
a disciplina, alegando que se sentem incapazes e frustrados quanto a aplicacdo da aprendizagem.
Ao mesmo tempo, consideram a matéria importante, até mesmo rotulando como “mais inteligentes”
aqueles que gostam e dominam o contetdo.

Por outro lado, temos professores com um extenso conteido programatico, grande carga horéria,
buscando suprir a falta de investimento financeiro na categoria e, em muitos casos, sem atualizacao
na formacao académica.

Com alunos e professores desanimados, frustrados e inseguros, torna-se um grande desafio para o
professor relacionar os contetidos, buscando que o aluno construa o conhecimento légico-mateméatico

ap6s visualizar o conteido abordado.

4 Do inglés Programme for International Student Assessment.



Uma das grandes dificuldades para o professor de matematica é motivar o aluno no processo de
ensino-aprendizagem, exigindo que muitas vezes o mesmo busque na literatura a importancia para

essa motivagao. De acordo com ( , )

Toda pessoa dispoe de certos recursos pessoais, que sdo tempo, energia, talentos, conheci-
mentos e habilidades, que poderdo ser investidos numa certa atividade. A maneira como
vao utilizar esses recursos vai ser diferente de uma pessoa para outra. Cabe, ao professor,
estabelecer maneiras de ativar esses recursos em seus alunos e motiva-los a participar e

estar atentos as aulas.

Em busca de ativar os recursos pessoais, bem como motivar e atrair a atencdo e o interesse
dos alunos, cresceu a necessidade da utilizagdo de tecnologias para auxiliar no processo de ensino-
aprendizagem.

O cotidiano na escola piiblica e particular permitiu observar que tanto os professores como os
alunos utilizam tecnologias em seu dia-a-dia, mas pouco utilizam essas ferramentas na sala de aula.
Hoje existe uma recomendagao constante para integrar tecnologias no processo de aprendizagem. Os
professores das escolas estaduais de Minas Gerais receberam Chromebooks que sdo um novo tipo de
computador que executam o Chrome(OS, um sistema operacional que tem armazenamento em nuvemn,
com acesso as ferramentas do Google Workspace for Education, como o Docs, o Sheets e o Meet, bem
como o programa “Wi-fi nas Escolas”, que proporcionou a modernizacao da infraestrutura de rede
sem fio, de modo que professores e alunos terdo acesso a internet.

Com base na infraestrutura disponibilizada pela escola e nos dados de uma pesquisa realizada
em sala de aula, constatou-se que, em média, 27 dos 30 alunos utilizam celulares regularmente,
enquanto os outros 3 acessam a internet por outros meios. Diante desse cenario, surgiu a proposta de
desenvolver um aplicativo que retina os contetidos do sexto ano do Ensino Fundamental, promovendo
uma aprendizagem mais acessivel, continua e dindmica. O aplicativo podera ser utilizado tanto no
laboratério de informética da escola quanto em casa, integrando tecnologia ao processo educacional
de forma acessivel, continua, dindmica e eficiente.

Hoje o material didatico sugere atividades em programas especificos que normalmente poderiam
ser utilizados nos laboratorios de informéatica. Na maioria das salas de ensino fundamental nas
escolas ptublicas, ir para o laboratério de informéatica nao é uma tarefa tdo pratica. Sdo turmas com
no minimo 30 alunos, ndo existe um técnico de informatica para auxiliar o professor, as aulas sdo de
50 minutos onde, no minimo, 15 a 20 minutos seriam usados para organizar os alunos (com 10 e 11
anos) nos computadores. Essa inviabilidade quanto ao laboratério acaba influenciando os professores
a seguir praticas didaticas tradicionais voltadas para o uso do livro e do quadro, e que se mostram

pouco atrativas para os alunos.

1.2 Um aplicativo para tornar o aprendizado mais interativo e dinamico

A tecnologia tem transformado o processo educacional ao oferecer ferramentas que tornam o
aprendizado mais acessivel e envolvente. Nesse contexto, o aplicativo desenvolvido propoe uma
jornada matemdtica interativa, estruturada em 7 fases, cada uma cuidadosamente projetada para

explorar conceitos fundamentais de maneira dindmica e pratica.



Buscando facilitar a utilizagdo do aplicativo, sera disponibilizado um link que o aluno podera
ter acesso no celular como atividade para casa, ou se preferir a professora podera usa-lo em sala de
aula, seja no computador com a internet da escola, ou até mesmo espelhando na televisao. O mais
indicado, no entanto, seria levar a turma para o laboratério quando as aulas forem geminadas, caso
a professora tenha conhecimento basico e/ou algum auxilio profissional da escola, dependendo da
quantidade de alunos.

Ao acessar o aplicativo com login e senha, o aluno tera acesso a 7 fases sequenciais projetadas
para introduzir conceitos matemaéticos de forma diversificada. Cada fase aborda um tépico especifico
e inclui atividades interativas que permitem ao aluno aplicar e testar seus conhecimentos, seja no
laboratorio de informatica da escola ou em casa, utilizando computador ou celular. O design do
aplicativo incentiva um progresso dinamico e envolvente, com questoes geradas de forma randdmica,
permitindo que o aluno revisite fases ja concluidas com novos desafios. Essa abordagem promove a
fixacdo do contetido de maneira pratica, lidica e personalizada. Na figura abaixo, temos o ambiente

onde o aluno iréd fazer o login e visualizar o caminho a ser percorrido.

Figura 1 — Tela incial: login do aluno no aplicativo.

Este trabalho tem como objetivo apresentar um aplicativo de matematica que permita aos
alunos interagir, tanto na sala de aula quanto em casa através do celular, com alguns conceitos de
divisibilidade ensinado no sexto ano do Ensino Fundamental. O aluno serd conduzido na construcio
do conhecimento em divisibilidade através de uma ferramenta que permite ao professor individualizar
sua aula, acrescentar informacoes e exercicios, sendo o orientador de uma forma diferenciada, onde o
aluno é o centro da aprendizagem.

O ambiente comum a todas as fases é um mapa com alguns paises da Europa e Egito, onde se
destaca a Biblioteca de Alexandria e a personagem central Hipatia, que na primeira fase explica o
contexto do aplicativo, bem como as instrugoes de navegagao.

A definicdo do publico alvo, que sdo os alunos do sexto ano, estd relacionada ao contetdo
de divisibilidade estudado em aritmética, abordado no programa profissional de mateméatica —
PROFMAT. A divisibilidade é um dos contetidos abordados no sexto ano e, apds pesquisa com outros
professores do referido ano, identifiquei a necessidade de se visualizar conhecimentos fundamentais
que serdo abordados, inclusive, no ensino superior.

Ao entrar no aplicativo, serdo disponibilizadas sete fases, cada uma com seu mapa conforme a

figura 2 abaixo. O aplicativo é um jogo retr6 inspirado em cléssicos como Super Mario World e
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outros titulos do Super Nintendo, proporcionando uma experiéncia nostalgica para fas de games
das geragoes passadas, ao mesmo tempo que oferece uma abordagem simplificada e acessivel para
a nova geracao. Assim como nos jogos antigos, ele apresenta niveis desafiadores, com dificuldade
progressiva que testa as habilidades do jogador. Um destaque especial é o conceito de “chefao” —
figuras ou desafios iconicos que surgem ao final de determinadas fases para avaliar o dominio do
jogador. Esses “chefées” vao além de adversarios comuns: eles possuem padroes de ataque tnicos e
demandam estratégias especificas para serem superados, criando momentos de tensdo e conquista,
caracteristicas marcantes dos jogos que definiram gera¢ées. Em nosso projeto, o Chefao se apresenta
como uma sequéncia de exercicios organizados de forma aleatéria, desafiando o jogador a fixar os
conceitos aprendidos, que até entdo eram trabalhados de forma linear dentro de cada fase. Neste
momento, os desafios passam a abranger contetidos de diferentes fases, permitindo uma avaliagao

mais ampla da aprendizagem do aluno.

Figura 2 — Mapa do aplicativo

o Inicio: Hipatia explica que ela se encontra em uma mostra de ciéncias de uma escola, na
qual a turma dela é responsavel por explicar a divisibilidade, bem como apresentar o contexto
histérico e apresentar alguns personagens, que de alguma forma contribuiram na histéria da

matematica.

o Fase I: Divisao euclidiana — serd apresentada um pouco de histéria da matemética, com
foco no algoritmo desenvolvido pelo matematico grego Euclides, destacando a importancia
pedagogica da operacdo de divisdo. Além disso, serdo propostas quatro atividades que visam

estimular o raciocinio dos alunos, preparando-os para a fase I do aplicativo.

e Fase II: Escrita dos nimeros na base 10, ou sistema de numeragao decimal — Nesta fase, sera
revisado o sistema decimal posicional, uma etapa essencial para garantir a compreensio dos

critérios de divisibilidade.

e Fase III: Critérios de Divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000 — Os critérios
de divisibilidade serdo explorados por meio de padroes matematicos, com a utilizagdo da
decomposi¢do de nimeros no sistema decimal e adi¢do de fracoes, possibilitando a construcao

tedrica antes da apresentacdo de uma regra pratica.



e Fase I'V: Numeros primos e compostos: crivo de Erastostenes — serdo abordados os conceitos
de nimeros primos e compostos, a relacdo entre os niimeros primos e a criptografia, incluindo
métodos e testes para a identificagdo de niimeros primos. Entre os métodos apresentados,
destaca-se o Crivo de Erastostenes, um algoritmo eficiente para encontrar niimeros primos.
Além disso, serdo exploradas técnicas de decomposi¢do de niimeros compostos em fatores
primos, proporcionando uma compreensao pratica do tema. Para consolidar o aprendizado,

serdo propostas trés atividades de fixacdo, acompanhadas de suas respectivas resolucgoes.

o Fase V: Divisores — O contetido abordara a definigdo de divisores e a aplicagdo da decomposicao
em fatores primos na determinacdo da quantidade e da identificacdo dos divisores de um nimero
composto. Além disso, serdo apresentados métodos para calcular a soma dos divisores por
meio de uma féormula adaptada ao 6° ano do Ensino Fundamental, bem como o conceito de

nimeros perfeitos, proporcionando uma abordagem integrada e pratica do tema.

o Fase VI: Méximo divisor comum (MDC) — O conceito de Maximo Divisor Comum (MDC)
serd apresentado, juntamente com a demonstracao de suas aplicagoes praticas e os métodos de
determinagéo, incluindo o Algoritmo de Euclides. Serao analisadas as vantagens e desvantagens
de cada método, complementadas por uma tabela resumo que organiza as informagoes e uma

bateria de exercicios para reforcar o aprendizado.

o Fase VII: Minimo multiplo comum (MMC) — O contetdo tera inicio com uma breve revisao
do conceito de multiplo, destacando suas propriedades e incluindo atividades de fixagdo. Em
seguida, serd apresentado o conceito de Minimo Multiplo Comum (MMC), com a demonstracao
de suas aplicacdes praticas e métodos de determinacdo. Entre os tépicos abordados, sera
explorada a relacdo entre o produto de dois nimeros naturais e o produto do Méaximo Divisor
Comum (MDC) e do MMC. As aplicabilidades serdo sintetizadas em uma tabela resumo
para facilitar a compreensao e a aplicacado em diferentes contextos. Além disso, os métodos
para determinar o MMC serdo analisados, apresentando suas vantagens e desvantagens,
complementados por uma tabela comparativa e uma bateria de exercicios que reforcam o

aprendizado.

e “Chefao”: Coletanea de exercicios com atividades referentes a todas as fases. Esta fase marca

o encerramento do contetdo sobre divisibilidade, sendo também a ultima etapa do aplicativo

~ ) 3 )
para o tema. Cabe ao aluno resolver as questoes propostas para percorrer todos os ’caminhos
da divisibilidade. Realizar as atividades antes de utilizar o aplicativo permitira ao aluno
compreender o quanto precisara se desenvolver para ‘vencer’ a ultima etapa, preparando-o de

maneira eficaz para o desafio final.

1.2.1 Tela Inicial

Esse ambiente é uma introducao ao aplicativo. Nele, a personagem principal ird se apresentar
como Hipatia de Alexandria, uma homenagem a uma das primeiras mulheres que se dedicou ao
estudo de ciéncias no mundo antigo. Ela explicard que o aplicativo se passa em uma Mostra de

Ciéncias na escola, e que ela e outros personagens da histéria da matematica irdo, juntamente com



os alunos, seguir uma trilha de conhecimentos sobre o conceito de divisibilidade. Para desvendar a

trilha, é necessario que o estudante adquira conhecimento para mudar de fase.

T T L

Qlal Meu nome & H sou uma estudante do 6° ano e hoje, devido a nossa feira do saber,
estou vestida de Hipatia ¢ xandria! Fla foi uma fllésofa neoplatdnica do Egite Romane, sendo a
primeira mulher documentada come tendo side matematica .

Alam disso foi chefe da escola platénica em Alexandria, tambem lecionou filosofia e astronomia.

Hoje nés faremos um passeio pelo munde da matematica! Para facilitar nosso trabalha, vamos
separd los em pequenos reines, cada um voltado a uma “area” da matematica.

Vamos 147

Figura 3 — Apresentacéo inicial feita pela personagem Hipétia.

Durante todas as fases, o professor podera trabalhar contetidos referentes a histéria da matematica,
entdo neste capitulo faremos um breve relato sobre a importancia da contextualizacao histérica,
bem como a histéria de Hipatia de Alexandria. Ainda serd disponibilizado o link da biblioteca de
Alexandria a titulo de contexto histérico da matematica.

Sao diversas as praticas pedagogicas e estudos educacionais que apresentam énfase na impor-
tancia da contextualizacao historica no ensino de matemética. O ensino contextualizado busca
tornar o aprendizado mais significativo. Assim, podemos citar alguns aspectos que incentivam a

contextualizacao historica em atividades cotidianas na sala de aula:

o Auxilia na desconstrucao da ideia de que matemaética é apenas uma colecao de férmulas e

procedimentos abstratos, humanizando o conhecimento matematico.
e Estimula os alunos a pensar criticamente sobre a construcdo de um conhecimento.

o Estabelece um elo entre diversas dreas como ciéncias, filosofia e histoéria, criando conexoes

sobre o aspecto cientifico.

e Fortalece o progresso do conhecimento como um esforgo coletivo, envolvendo contribuicdes de

diferentes épocas e culturas, afastando a ideia que mateméticos nao trabalham em equipes.

o Portanto, a contextualizagao histérica no ensino é uma ferramenta que busca tornar o apren-
dizado mais significativo, atraente e critico, proporcionando uma visdo mais integral do

conhecimento humano.

1.3 Uma homenagem a Hipatia de Alexandria - Histéria de Alexandria

A cidade de Alexandria, localizada no Egito, foi construida para ser uma cidade com representa-
tividade cultural e econémica. Transformou-se em um centro cultural por onde passaram grandes

matematicos, filésofos, poetas e especialistas de areas diversas. Foi em Alexandria que o Rei e
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General Ptolomeu I construiu a Biblioteca de Alexandria, famosa nao s6 pelo seu acervo como pelos
alunos e professores que por ali passaram.

Infelizmente, um grande incéndio no ano de 48 a.C. destruiu grande parte do acervo da biblioteca.
Apesar de muitas obras terem sido transferidas, houve perdas de obras importantissimas, e outras

obras foram roubadas no decorrer da historia da Biblioteca. Em 2002, o Egito inaugurou uma

moderna biblioteca em Alexandria.

da pasLl Adts

Biblioteca de Alexandria

mhic

O edificio atual da Biblioteca de

Alexandria.
(a) Vista interna da Biblioteca de Alexan- (b) Edificio atual da Biblioteca de Alexan-
dria. Figura de dominio publico, dispo- dria. Dominio publico, 2010, disponivel
nivel em (PANEQUE, 2020). em (WIKIPEDIA, 2024a).

Figura 4 — Biblioteca de Alexandria

Atualmente, a biblioteca de Alexandria pode ser visitada no aplicativo “Museu Virtual de
Antiguidades” (ALEXANDRINA, 2023).

1.3.1 Hipatia de Alexandria (dc. 360 — 415 d.C.)

A historia de Hipétia sempre esteve ligada ao conhecimento: seu pai, Teon de Alexandria, tinha
como habilidade a matematica e filosofia, sendo professor e diretor na Escola Neoplatonica de
Alexandria. Hipatia era natural de Alexandria, sendo agraciada com uma educacdo privilegiada, e tal
qual seu pai se destacou em areas diversas do conhecimento como matematica, astronomia, filosofia,
religido, poesia e arte. Foi professora e transmitiu seus conhecimentos para alunos de diversas partes
do Mediterraneo. Aos 30 anos ja havia sucedido seu pai na diregdo da Academia de Alexandria, onde
fizera a maior parte dos estudos. Ela desempenhou um grande papel na preservacio e transmissao
do conhecimento cldssico. E considerada a primeira mulher a fazer contribuicdes significativas a
ciéncia e a filosofia.

Apesar de seus escritos terem se perdido no decorrer da historia, ela é reconhecida por comentérios
em obras de grandes matematicos e também por suas cria¢des. Criou um método eficiente para fazer
grandes divisoes, melhorou consideravelmente o astrolabio, uma espécie de calculadora astronémica
usada até o século 19, dentre outros projetos e estudos, como, por exemplo, alguns instrumentos

usados na Fisica e na Astronomia, e possivelmente criou o hidrémetro.
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(a) Astrolabio, figura de dominio publico. (b) Hidrometro. Figura retirada de USP
Disponivel em (WIKIPEDIA, 2015). Imagens (SANTOS, 2010).

Figura 5 — Astroldbio e hidrémetro: avangos cientificos atribuidos a Hipatia de Alexandria
A opcéo pelo conhecimento fez com que Hipétia sofresse a perseguicdo de pessoas poderosas, o

que resultou em uma morte tragica em uma emboscada. A vida de Hipétia foi contada no filme
“Agora” (2009), dirigido por Alejandro Amenébar.

2 Fase | — Divisao Euclidiana

Hypatia

014, Euclides! Tenho ouvido falar muito sobre o seul trabalho em 'Os Elementos'. Dizem que vocé
sistematizou a divisao euclidiana. Poderia me explicar?!

Figura 6 — Fase 1 do aplicativo educativo "Matematicando".

Na fase I o aluno terd que resolver algumas atividades referentes a divisdo euclidiana. Em
busca de um melhor aproveitamento do aplicativo, bem como buscando dar suporte ao professor,
abordaremos um pouco do contexto histérico da divisdo que podera ser abordado pelo professor e
que serd explanado no aplicativo. Teremos exemplos de aplicagdes, propriedades, falaremos sobre a
importancia pedagbgica e daremos sugestoes de atividades para o aluno fazer no caderno antes de

ter acesso a primeira fase do aplicativo.



Desafio 1
Durante a producao de gravatas para pets, 311cm de fita de cetim foram cortadas em pedagos de 12em.

Qual o total de pedagos obtides?

Ao dividir 311 por 12, obtém-se quociente 25 e resto 11. Logo faram 25 pedagos de 12em

Qual 0 tamanho da fita que sobrou?

De acordo com o item a sobrou Tlem

Quanto sobraria de fita se 05 pedagos cortados tivessem 25cm de compriments ao invés da 12cm?

Coma 311 = 25 = 12 + 11 entio pela divisde euclidiana de 311 por 25 tem o mesma resta de 311 por 12

Todas as respostas esido corretas!

o =

Figura 7 — Tela inicial de desafios da Fase I, com foco na divisao euclidiana.

2.1  Um pouco de histéria

A divisao é uma operacdo fundamental, muito antiga e praticada por civilizacbes como a do
Antigo Egito e da Mesopotdmia, sendo uma maneira pratica para distribuir por igual uma certa
quantidade de objetos, e ainda estimar se sobrariam objetos. Apesar de eficientes, as divisdes néo se
apresentavam como um método de facil aplicagdo, sendo utilizados durante muito tempo métodos
intuitivos usando estimativas ou aproximacoes.

A busca por um algoritmo estruturado e que pudesse ser generalizado rendeu frutos por volta
de 300 a.C. pelo matematico grego Euclides, autor da obra “Os Elementos” (Fuclides, 2009), que
apresentava de forma sistematizada conhecimentos de geometria e aritmética da época. Euclides
abordou em sua obra o conceito de dividir ntimeros inteiros (dividendos) por um nimero inteiro
(divisor), tendo como resultado partes inteiras (quocientes) e deixando um resto que sempre é menor

que o divisor.

2.2 O algoritmo da divisdo euclidiana

O ensino do algoritmo da divisdo euclidiana no sexto ano tende a ter um maior éxito nas turmas
onde as operagoes de subtragdao e multiplicagdo estdo consolidadas, fazendo-se necessario, muitas
vezes, uma revisao nas operagoes fundamentais. Comecgaremos definindo a divisdo entre dois ntimeros

inteiros positivos.

Definigao 2.2.1. Se a e b sdo dois numeros inteiros positivos, o quociente da divis@o de a por b
€ o maior ndmero inteiro q tal que bg < a. O resto da divisdo de a por b é o numero r dado por

r=a— bq.

Da definicdo acima, segue que 0 < r < b. Quando r = 0, dizemos que a divisdo é exata. Neste
caso, dizemos que a é multiplo de b, e também que b é um divisor de a. E possivel provar que,
dada a defini¢do 2.2.1 acima, o quociente e o resto sdo unicos (HEFEZ, 2022).

A figura abaixo nos mostra um exemplo de como o algoritmo da divisao é ensinado aos estudantes

do sexto ano.
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dividendo divisor

36 3
3
06 quociente
6
0 resto

Fante: Secretaria Mumicipal de Educac¥o de Croilnia (SME), 2025,

Figura 8 — Dados dois inteiros a e b, com b # 0, existem inteiros tinicos g e r, com 0 < r < |b| tais
que a = b-q+ r. Na figura temos a = 36, b = 3, ¢ = 12 e r = 0. Fonte: Secretaria
Municipal de Educagao de Goiania ( , ).

2.2.1 Importincia pedagogica.

O ensino da divisado euclidiana no sexto ano tende a desenvolver nos alunos diversas habilidades
cognitivas além das matematicas, acrescentando uma importancia pedagbgica que transcende a sala
de aula. Listamos abaixo algumas das habilidades matemaéticas e cognitivas que sdo desenvolvidas

com o estudo da divisdo euclidiana.

1. E a base para contetidos como fra¢des, multiplos, divisores, bem como a aritmética modular,

conceito aprendido na graduacdo e nas especializacoes.

II. Organiza de maneira légica o raciocinio do aluno que aplica outras operagoes para verificar
se o quociente e o resto sdo corretos, verificando que o resto é sempre menor que o divisor,

sabendo assim determinar quantos e quais sdo os possiveis restos para qualquer divisor inteiro.

III. Permite, dentro do conceito de multiplos e divisores, entender o processo de decomposi¢do em
fatores primos, conhecimento dos critérios de divisibilidade que sdo estudados em aritmética,

criptografia e aplicagOes diversas.

IV. A divisdo de dividendos e divisores com uma quantidade maior de algarismos proporciona
ao aluno uma “familiarizagao” com a aplicagdo do algoritmo, estimulando o raciocinio com

operagoes fundamentais como a soma, multiplicagdo e subtracao.

V. Possibilita a aplicabilidade da matematica em situacdes cotidianas, no processo de divisao,
na resolucdo de problemas e em areas diversas como engenharia, administracdo e tecnologia,

passando a ser observada como ferramenta do mundo real.

VI. O dominio da divisao euclidiana, onde o universo é o conjunto dos niimeros inteiros, permite
que o aluno compreenda a aplicacao do algoritmo da divisdao longa, ou seja, a divisdo com casas
decimais. Assim, o ensino da divisdo euclidiana no sexto ano vai muito além de simplesmente
aprender a dividir. Ele ajuda a construir uma base sélida para o pensamento matematico,
além de fomentar habilidades praticas e cognitivas que serao uteis ao longo da vida académica

dos alunos.

Buscando um maior entendimento das questoes usadas no aplicativo, seguem modelos de exercicios

que contemplam o contetdo da fase 1 com as devidas resolugoes.
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2.3 Atividades com resolucao

Questao 1: Durante a producao de gravatas para pets, 311 cm de fita de cetim foram cortadas

em pedagos de 12 cm.
a) Qual o total de pedagos obtidos?
b) Qual o tamanho da fita que sobrou?

c) Explique porque sobraria o mesmo tamanho de fita se os pedagos cortados tivessem 25 cm de

comprimentos.
Resolucgao:
a) Ao dividir 311 por 12, obtém-se quociente 25 e resto 11. Logo foram 25 pedagos de 12 cm.
b) De acordo com item a), sobraram 11 cm de fita.

c) Como 311 =25-12+ 11, entdo por definigdo a divisao euclidiana de 311 por 25 tem o mesmo

resto da divisao de 311 por 12.

Questao 2: Arthur trabalha em uma fabrica de equipamentos eletronicos. Sabe-se que em um
determinado componente sao instalados 32 parafusos. Considere que Arthur instale 1.680 parafusos

por hora. Com base nessas informacoes faga o que se pede:
a) Determine a quantidade de componentes inteiros montados por hora.

b) Arthur usa uma caixa com 2.000 parafusos. Determine quantos componentes podem ser
montados com os parafusos dessa caixa e quantos parafusos sobram na caixa apds o maximo

de montagens com essa quantidade de parafusos.

¢) Buscando evitar desperdicio, a empresa de Arthur resolveu colocar nas caixas uma quantidade
de parafusos entre 3.525 e 3.560, na qual ndo restasse nenhum parafuso apés a montagem dos

componentes. Determine a quantidade de parafusos por caixa.
Resolucgao:

a) A cada hora sao utilizados 1680 parafusos, sendo 32 em cada componente. Assim 1680 =

52 - 32 + 16, ou seja, a cada hora sao montados 52 componentes inteiros.

b) O aluno devera usar o algoritmo da divisdo. Assim espera-se que ele encontre que 2000 =

62 - 32 + 16. Chegando a conclusao que sao montados 62 componentes e restam 16 parafusos.

c) Sabendo que na caixa deve conter de 3.525 e 3.560 parafusos, o aluno devera dividir 3.525 por
32, encontrando um resto igual a 5. Logo apds se sobraram 5 parafusos, e portanto precisamos
de mais 32 — 5 = 27 parafusos para obtermos um quociente com resto zero. Assim sendo, a

caixa devera conter 3.552 parafusos, pois 3.525 + 27 = 3.552.
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Questao 3: Na divisdao do nimero natural z pelo nimero natural y, encontramos o quociente 15
e o resto igual a 11. Qual o menor valor do dividendo dessa divisao?

Resolugao: Para obtermos o menor dividendo a, temos que o resto r deve ser o maior valor
natural possivel. Logo, se o resto é o maior possivel, entdao o divisor b serd b =r+1=11+4+1=12.
Portanto, a =12 -15+ 11 = 191.

Questao 4: Numa divisdo inexata de nimeros naturais, o divisor é o triplo de cinco. Se
acrescentarmos uma unidade ao dividendo e nao alterarmos o divisor, o resto desta nova divisao
passa a ser o maior possivel. Se adicionarmos mais uma unidade ao novo dividendo e mantivermos
ainda o divisor inicial, o quociente passa a ser 14. Qual a soma dos algarismos do dividendo inicial é?

Resolugao: Pela tltima afirmacao, temos que a + 2 = 15 - 14 = 210. Portanto, o dividendo

anterior serd 210 — 2 = 208. Assim, a soma dos algarismos serd 2 + 0 + 8 = 10.

3 Fase Il — Sistema de numeracdo decimal

Hypatia

Euclides, veja que fascinante o sistema de numeragao decimall Ele organiza os niimeros de forma
tao eficiente, usando apenas dez simbelos. O que vocé acha dele?

Figura 9 — Sistema de numeragao decimal da Fase II.

A revisao da base do nosso sistema de numeragao é essencial para compreender como os nimeros
sdo organizados e representados. Essa etapa é fundamental para que os alunos desenvolvam
uma compreensao sélida dos critérios de divisibilidade, facilitando a identificacdo de padroes e

caracteristicas dos nimeros.

3.1 Ordens e classes

Definicao 3.1.1. O sistema de numeragdo decimal é um sistema de numeragdo posicional que €
0 nosso sistema padrdo de numeragdo. Eformado por 10 algarismos, a saber {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
com 0s quais podemos escrever todos os nimeros. E decimal por formar grupos de 10, e € posicional
porque o valor de cada algarismo depende da posigcdo do algarismo no nimero. Os numeros apresentam
uma ordem contada da direita para a esquerda e a cada trés ordens, também contadas da direita

para a esquerda, temos uma determinada classe.
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A figura a seguir detalha o funcionamento do sistema de numeracio decimal.

Clasze dos milhdes Clazzse dos milhares Clasze das unidades
92 ordem 82 ordem 72 ordem &2 ordem 52 42 grdem | 32 ordem | 22 12 ordem
ordem crdem
Centenas Dezenas Unidades Centenas Dezenas | Unidades | Centenas | Dezenas | Unidades
de milhGes de milhées | de milhdes | de de de
milhares milhares | milhares
100.000.000 | 10.000.000 | 1.000.000 100,000 10,000 1000 100 10 1
108 107 10° 10% 104 102 10? 10! 10°

Figura 10 — Sistema de numeracdo decimal, até a ordem das centenas de milhoes.

3.2 Atividades com resolucao

Questao 1: Represente cada nimero abaixo no quadro de ordens e classes, e depois decomponha

de acordo com o sistema de numeracao decimal:

a) 1.692 c) 323.827.470 e) 8.048.010 g) 12.459.520
b) 2.034.586 d) 5.079.610 f) 50.300.000 h) 999
Classe dos milhdes Classe dos milhares Classe das unidades
centenas Dezenas unidades centenas | dezenas unidades | centenas | dezenas unidades
de milhdes | de milhSies | de milhdes | de de de
milhares | milhares | milhares
Resolucgao:
Classe dos milhdes Classe dos milhares Classe das unidades
centenas Dezenas unidades centenas | dezenas unidades | centenas | dezenas unidades
de milhtes | de milhdes | de milhdes | de de de
milhares | milhares [ milhares
1 6 9 2
2 0 3 4 5 8 b
3 2 3 8 2 7 4 7 0
= 0 7 9 6 1 0
8 0 4 8 0 1 0
B 0 3 0 0 0 0 0
1 2 4 5 9 5 2 0
g 9 9
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Questao 2: De acordo com o sistema de numeragao decimal, é possivel fazer a decomposicao de
um numero, como: 8.573 = 8 x 1.000 + 5 x 100 + 7 x 10 + 3. Faca a escrita na base 10 dos nimeros

a seguir:
a) 796
b) 9.634
c) 120.234
d) 458.752
e) 1.111.111
Resolugao:
a) 796 =7x100+9 x 10+ 6
b) 9.634 =9 x 1.000 4+ 6 x 100+ 3 x 10+ 4
c) 120.234 =1 x 100.000 + 2 x 10.000 + 0 x 1.000 + 2 x 100 + 3 x 10 + 4
d) 458.752 =4 x 100.000 4 5 x 10.000 + 8 x 1.000 + 7 x 100 + 5 x 10 + 2
e) 1.111.111 = 1 x 1.000.000 + 1 x 100.000 + 1 x 10.000 + 1 x 1.000 4+ 1 x 100+ 1 x 10+ 1

Questao 3: Escreva os niimeros a partir da decomposigao:

a) =3x100+5x10+7

b) =8x1.000+0x1004+2x10+5

c) = 9 x 100.000 + 8 x 10.000 +5 x 1.000 +2 x 10 + 7
d) =5x1.000+7x1004+3 x 10+ 2

e) =1x10.000+1x1.0004+1x100+1x10+1
Resolugao:

a) 357=3x100+5x 10+ 7

b) 8.025 =8 x 1.000+ 0 x 100+ 2 x 10 +5

c) 985.027 = 9 x 100.000 + 8 x 10.000 + 5 x 1.000 +2 x 10+ 7
d) 5732 =5x1.000+7 x 100 +3 x 10 + 2

e) 11.111 =1x10.000+ 1 x 1.000 +1 x 100+ 1 x 10+ 1
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4  Fase Ill — Divisibilidade

Euclides

Com prazer, Hipatia! A divisibilidade ¢ um tema fascinante. No sistema decimal, ela se baseia na
decomposi¢do numérica na base 10, permitindo analisar as propriedades dos numeros de forma
eficiente.

Préximo

- X e
=

= R e 3 - — = S

Figura 11 — Critérios de divisibilidade da Fase III.

Os critérios de divisibilidade determinam, através de regras, se um nimero natural é divisivel por
outro niimero natural, sem precisarmos efetuar os cdlculos. Essas regras sdo usualmente colocadas
para que os estudantes as memorizem, sem nenhuma demonstragdo. Acreditamos tratar-se da
perda de uma excelente oportunidade de que os estudantes entendam o funcionamento légico da

matematica, e por isso a fase III ¢ um momento central do aplicativo proposto aos alunos.

4.1 Divisibilidade

O sistema de numeragao decimal possibilita a compreensdo dos critérios de divisibilidade,
permitindo que o aluno construa conhecimento sobre esse tema por meio da decomposi¢do numérica
na base 10, ensinada nos anos finais do ensino fundamental I e abordada na fase II do aplicativo,
vide secao 3.

Introduzir os critérios de divisibilidade sem considerar uma abordagem adaptada ao conhecimento
prévio do aluno significa perder uma oportunidade valiosa de incentivar questionamentos, engajamento
e construcao ativa do aprendizado. Essa abordagem também permite ao professor assumir o papel de
orientador, utilizando operacoes basicas como embasamento tedrico para demonstrar a aplicabilidade
e a importancia da escrita numérica na base 10.

O objetivo ndo é desestimular o uso de regras praticas que facilitam calculos diversos, mas
sim garantir que o aluno compreenda a estrutura légica que fundamenta essas regras. Todas as

demonstragoes apresentadas foram desenvolvidas com base na escrita decimal e no uso de fragoes.

4.2 Critérios de divisibilidade

Divisibilidade por 2: No sistema decimal, todas as ordens, com exce¢do das unidades,
sdo escritas como miultiplos de 10 e, portanto, sdo divisiveis por 2, uma vez que 10 = 2 - 5.
Consequentemente, um ntmero sera divisivel por 2 se, e somente se, o algarismo das unidades for
divisivel por 2. Portanto, é suficiente e necessario que o algarismo da unidade tenha um dos valores

a seguir: 0, 2, 4, 6 ou 8. Em outras palavras, o niimero precisa ser par.
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Exemplo 4.2.1. O ndmero 8 é divisivel por 2. Com efeito, usando a definicdo 3.1.1, temos que
8=4-2.

Fazendo a divisdo por 2 e escrevendo na forma de fracdo, temos

logo 8 é divisivel por 2.
Exemplo 4.2.2. O nidmero 38 é divisivel por 2. Com efeito, usando a definicio 3.1.1, temos que
38=3-10+38.

Fazendo a divisao por 2 e escrevendo na forma de fracio, temos

38 3-10 8
_ S _g. 4=1
5 5 —|—2 3-5+ 9,

logo 38 € divisivel por 2.
Exemplo 4.2.3. O numero 738 é divisivel por 2. Com efeito, usando a definicdo 3.1.1, temos que
738 =7-100+3-10+8.

Fazendo a divisdo por 2 e escrevendo na forma de fragdo, temos

738 7-100 3-10 8
= - —=17. . 4 =
5 5 + 5 + 5 7-50+3-5+ 369,

logo 738 é divisivel por 2.

Exemplo 4.2.4. O numero 735 nao é divisivel por 2. Note que os trés algarismos que compdem o

numero sao impares,. Procedendo como no exemplo 4.2.3, temos que
735="7-1004+3-10+ 5.

Fazendo a divisao por 2 e escrevendo na forma de fracio, temos

735 7-100 3-10 5 5
7— 5 +T+§—7'50+3'5+§.

Mesmo que os algarismos 7 e 3 sejam impares, vemos acima que, como eles estdo respectivamente
na ordem das centenas e das dezenas, esses numeros representam 700 e 30, que sdo ambos pares.
No entanto, como o algarismo das unidades é impar, vemos acima que ndo é possivel fazer a divisao

exata de 5 por 2. Concluimos que o nimero 735 ndo é divisivel por 2.

Portanto, podemos concluir que

Um nimero sera divisivel por 2 quando ele terminar em 0, 2, 4, 6, ou 8, ou

seja, quando ele for par.

Divisibilidade por 3: Um numero é divisivel por 3 quando a soma de seus algarismos,

considerados os seus valores absolutos, for divisivel por 3.
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Exemplo 4.2.5. O nidmero 9 é divisivel por 3. Usando novamente a definicio 3.1.1, temos que
9=3.3.

Fazendo a divisdo por 3 e escrevendo na forma de fracdo, podemos ver que

9
~=3.
3

Jad podemos ver que 9 serd divisivel por 3 se, e somente se, 9 for o resultado de uma multiplicacio

por 8.
Exemplo 4.2.6. O ndmero 81 é divisivel por 3. Usando novamente a definicio 3.1.1, temos que
81=8-10+1=8-(9+1)+1
Da propriedade distributiva da multiplicacao, seque
81=8-9+(8+1).
Fazendo a divisao por 3 e escrevendo na forma de fracdo, podemos ver que
81_8:9 8+1 841

3= 3 T3 T8t

Jd podemos ver na expressio acima que 81 serd divisivel por 3 se, e somente se, 8 + 1 for divisivel

por 8. Como 8 +1 =9, entdo temos que 81 € divisivel por 3. Com efeito
81:8-3—1—2224—1—3:27.
Exemplo 4.2.7. O numero 758 é divisivel por 8. Usando novamente a definicdo 3.1.1, temos que
738=7-100+3-10+8=7-(994+1)+3-(9+1)+8.
Da propriedade distributiva da multiplicacao, seque
738=7-99+3-94 (7T+3+28).
Fazendo a divisdo por 3 e escrevendo na forma de fragcdo, podemos ver que
738 799 3.9 T+3+8 T+3+8

3 3 + 3 + 3 =7-33+3-3+ 3

Jd podemos ver na expressdo acima que 738 serd divisivel por 3 se, e somente se, 7T+ 3 + 8 for

divisivel por 3. Como 7+ 3 + 8 = 18, entdo temos que 738 € divisivel por 3. Com efeito

1
738:7~33+3~3+§8:246.

Exemplo 4.2.8. O numero 737 nao é divisivel por 3. Vamos proceder como no exemplo 4.2.7
acima

737=7-100+3-10+7=7-(994+1)+3-(9+1)+7.
Da propriedade distributiva da multiplicacao, seque

737 =T7-99+3-9+ (T+3+7).

Fazendo a divisao por 3 e escrevendo na forma de fracdo, podemos ver que
738 7-99 39 T+3+47 17
= =7-334+3-3+ —.
3 3 + 3 + 3 + + 3
Vemos na expressdo acima que 787 ndo € divisivel por 8, uma vez que ndao € possivel fazer a divisdo

exata de 17 por 3.
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Os exemplos 4.2.7 e 4.2.8 reforgam a conclusao abaixo.

Um nimero sera divisivel por 3 quando a soma de seus algarismos for divisivel

por 3.

Divisibilidade por 4: No sistema decimal, todas as ordens, com excecdo das unidades e das
dezenas, sdo escritas como multiplos de 100 e, portanto, sdo divisiveis por 4, uma vez que 100 = 4-25.
Consequentemente, um ntmero serd divisivel por 4 se, e somente se, o algarismo das dezenas e das

unidades, consideradas sua grandeza posicional, formarem um numero divisivel por 4.
Exemplo 4.2.9. O ndmero 3.300 é divisivel por 4. Com efeito, usando a defini¢io 3.1.1, temos que
3.300 =3-1.000 43 -10040-10+ 0.

Fazendo a divisao por 4 e escrevendo na forma de fracio, temos

3.300 3-1.000 3-100 0-104+0 _

4 4 * 4 + 4
:3-250+3~25+(1l—0:825+%.

Assim podemos ver que o numero 3.300 serd divisivel por 4 se, e somente se, 00 for divisivel por 4.
Uma vez que 00/4 = 0, temos que 3.300 é divisivel por 4, e que 3.300/4 = 825.

Exemplo 4.2.10. O ndmero 73.388 ¢ divisivel por 4. Com efeito, usando a definicio 3.1.1, temos
que
73.388 = 7-10.000 + 3 -1.000 + 3 - 100 + 8- 10 + 8.

Fazendo a divisdo por 4 e escrevendo na forma de fracao, temos
73.388  7-10.000 4 3-1.000 n 3-100 . 8-10+8
4 4 4 4 4
88 88
:7-2.500+3-250+3-25+Z :18.325+Z.

Assim podemos ver que o numero 73.388 serd divisivel por 4 se, e somente se, 88 for divisivel por 4.
Uma vez que 88/4 = 22, temos que 73.388 é divisivel por 4, e que 73.388/4 = 18.347.

Exemplo 4.2.11. O numero 773.388 € divisivel por 4. Com efeito, usando a definicio 3.1.1, temos
que

773.388 = 7-100.000 + 7 - 10.000 + 3 - 1.000 4+ 3 - 100 + 8 - 10 + 8.
Fazendo a divisao por 4 e escrevendo na forma de fracio, temos

773.388  7-100.000 = 7-10.000 ~3-1.000 ~3-100 8-10+8

4 4 + 4 * 4 + 4 * 4
88 88
:7'25.000—#7‘2.5004—3'250+3‘25+Z:193.325+Z.

Assim podemos ver que o numero 773.388 serd divisivel por 4 se, e somente se, 88 for divisivel por
4. Uma vez que 88/4 = 22, temos que 773.388 é divisivel por 4, e que 773.388/4 = 193.347.
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Exemplo 4.2.12. O namero 398 nao é divisivel por 4. Com efeito, procedendo como no exemplo
4.2.11, temos
389 =3-100+9-10+8.

Fazendo a divisdo por 4 e escrevendo na forma de fracio, temos

773.388  3-100 9-10+8 98 98
=t =3B =T

Uma vez que a divisdo de 98 por 4 ndo € exata, temos que 398 ndo € divisivel por 4.

Assim

Um nimero sera divisivel por 4 quando seus dois iltimos algarismos formarem

um numero divisivel por 4.

Divisibilidade por 5: No sistema decimal, todas as ordens, com exce¢do das unidades,
sdo escritas como miultiplos de 10 e, portanto, sdo divisiveis por 5, uma vez que 10 = 2 - 5.
Consequentemente, um nimero serd divisivel por 5 se, e somente se, o algarismo das unidades for
divisivel por 5. Logo, é suficiente e necessario que o algarismo da unidade tenha um dos valores a

seguir: 0 ou 5.
Exemplo 4.2.13. O nimero 35 € divisivel por 5. Com efeito, usando a definigdo 3.1.1, temos que
35=3-10+5.

Fazendo a divisdo por 5 e escrevendo na forma de fracdo, temos

35 3-10 5
—=—+4+_-=3-2+1=7
) ) +5 * ’

logo 85 € divisivel por 5.
Exemplo 4.2.14. O nidmero 735 € divisivel por 5. Com efeito, usando a definicio 3.1.1, temos que

735=7-100+3-10+5.

Fazendo a divisdo por 5 e escrevendo na forma de fracio, temos

735  7-100  3-10 5
— = 4T =7-20+3-2+1=14
- st T =T 204324 7,

logo 735 é divisivel por 5.

Exemplo 4.2.15. O numero 8.730 é divisivel por 5. Com efeito, usando a definicao 3.1.1, temos
que
8.730 = 8-1000 + 7 - 100 + 3 - 10 + 0.

Fazendo a divisao por 5 e escrevendo na forma de fracio, temos

8';30:8’15000+7‘;OO+3'510+§:8-200+7-20+3-2+0:1746,

logo 8.730 é divisivel por 5.
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Exemplo 4.2.16. O ndamero 738 nao é divisivel por 5. Com efeito, procedendo como no exemplo
4.2.15, seque
738 =7-100+3-10+ 8.

Fazendo a divisdo por 5 e escrevendo na forma de fracio, temos

738 7-100 3-10 8 8
?7T+T+577'20+3'2+5’

e como a divisGo de 8 por 5 nao é exata, entdo 738 ndo é divisivel por 5.

Um nimero sera divisivel por 5 quando o algarismo da ordem das unidades

for 0 ou 5.

Divisibilidade por 6: Sabendo que 6 pode ser escrito como o produto de dois ntimeros primos,
a saber 6 = 2 - 3, entdo, para que um namero seja divisivel por 6, é suficiente e necessario que ele

seja divisivel por 2 e por 3 ao mesmo tempo, isto é, o niimero tem que ser par e divisivel por 3.

Exemplo 4.2.17. O nidmero 738 € divisivel por 6, pois jd sabemos dos exemplos 4.2.3 e 4.2.7 que

ele é divisivel por 2 e por 3.

Exemplo 4.2.18. Contra-exemplos da divisibilidade por 6 podem ser construidos diretamente dos
critérios de divisibilidade por 2 e 8. Por exemplo, 735 ndo ¢ divisivel por 6 por nao ser par, embora
seja divisivel por 8 (T+3+5=15). Jd 736, mesmo sendo par, ndo é divisivel por 6 por nao ser divisivel
por 8 (T+3+6=16). Jd 247 nao é divisivel nem por 2 nem por 3 (2+44+7=13), logo com mais razio

ndo é divisivel por 6.

Um ntmero sera divisivel por 6 quando ele for divisivel por 2 e por 3, ou seja,

quando ele for par e a soma de seus algarismos for um nimero divisivel por 3.

Divisibilidade por 8: No sistema decimal, todas as ordens, com exce¢ao das unidades, das
dezenas e das centenas, sdo escritas como multiplos de 1.000 e, portanto, sdo divisiveis por 8, uma
vez que 1.000 = 8- 125. Consequentemente, um nimero serd divisivel por 8 se, e somente se, os
algarismos das centenas, das dezenas e das unidades, consideradas sua grandeza posicional, formarem

um namero divisivel por 8.

Exemplo 4.2.19. O numero 773.000 € divisivel por 8. Com efeito, usando a definicio 3.1.1, temos
que
773.000 = 7 - 100.000 + 7 - 10.000 + 3 - 1.000 4+ 0 - 100 + 0 - 10 + 0.

Fazendo a divisdo por 8 e escrevendo na forma de fragdo, temos

773.000  7-100.000 N 7-10.000 N 3-1.000 N 0-1004+0-10+0
8 8 8 8 8 -
:7-12.500+7.1.250+3-125+g:96.625+g.

Assim podemos ver que o numero 773.000 serd divisivel por 8 se, e somente se, 000 for divisivel por
8. Uma vez que 0/8 = 0, temos que 773.000 € divisivel por 8, e que 773.000/8 = 96.625.
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Exemplo 4.2.20. O numero 773.000 ¢é divisivel por 8. Com efeito, usando a definicio 3.1.1, temos
que
773.456 = 7-100.000 + 7 - 10.000 4+ 3 - 1.000 + 4 - 100 4 5 - 10 + 6.

Fazendo a divisdo por 8 e escrevendo na forma de fracio, temos

773.456  7-100.000 n 7-10.000 L 3-1.000 n 4-100+5-104+6
8 8 8 8 8 B

4 4
:7-12.500+7-1.250+3-125+§:96.625—1—%.

Assim podemos ver que o numero 773.456 serd divisivel por 8 se, e somente se, 456 for divisivel por
8. Uma vez que 456/8 = 57, temos que 773.456 é divisivel por 8, e que 773.456/8 = 96.682.

Exemplo 4.2.21. O numero 773.457 ndo é divisivel por 8. Sequindo o exemplo 4.2.20, temos
773.457 = 7-100.000 4+ 7-10.00043-1.000+4-100+5-10+ 7.

Fazendo a divisdo por 8 e escrevendo na forma de fracao, temos

773.457  7-100.000 N 7-10.000 N 3-1.000 N 4-100+5-10+7

8 8 8 8 8 N
457 457
:7-12.500+7-1.250+3~125+?:96.6254—?.

Dado que a divisdo de 457 por 7 ndo € exata, temos que 773.457 nao € divisivel por 8.

Portanto

Um namero sera divisivel por 8 quando seus trés altimos algarismos formarem

um numero divisivel por 8.

Divisibilidade por 9: Um ntmero ¢é divisivel por 9 quando a soma de seus algarismos,

considerados os seus valores absolutos, for divisivel por 9.

Exemplo 4.2.22. O nidmero 738 ¢ divisivel por 9. Usando novamente a definicio 3.1.1, temos que
738=7-100+3-10+8=7-(99+1)+3-(9+1)+8.
Da propriedade distributiva da multiplicacdo, seque
738=7-99+3-94 (7T+3+28).
Fazendo a divisao por 9 e escrevendo na forma de fracdo, podemos ver que
738 7-99 3.9 T4+3+8 7T4+34+8
T + + _

=7-11 -1
9 9 9 9 7 LA 9

Jd podemos ver na expressdo acima que 738 serd divisivel por 9 se, e somente se, 7T+ 3 + 8 for

divisivel por 9. Como 7+ 3 + 8 = 18, entdao temos que 738 € divisivel por 9. Com efeito

18
738:7-114-3-14-5282.

22



Exemplo 4.2.23. O numero 733 nao ¢é divisivel por 9. Sequindo o exemplo 4.2.22,
733=7-100+3-104+8=7-(99+1)+3-(9+1)+ 3.
Da propriedade distributiva da multiplicacao, seque
738=7-994+3-94+ (7+3+3).
Fazendo a divisdo por 9 e escrevendo na forma de fracdo, podemos ver que
@:7-99 3:9 T7+34+3 13

=7-114+3-1+ —.
9 9 * 9 * 9 * +9

Concluimos que 733 ndo € divisivel por 9, pois a divisdo de 13 por 9 ndo € exata.

Um niimero sera divisivel por 9 quando a soma de seus algarismos for divisivel

por 9.

Divisibilidade por 10: No sistema decimal, todas as ordens, com exce¢ao das unidades, sao
escritas como multiplos de 10 e, portanto, sdo divisiveis por 10. Consequentemente, um nimero sera
divisivel por 10 se, e somente se, o algarismo das unidades for divisivel por 10. Portanto, é suficiente

e necessario que o algarismo seja 0.
Exemplo 4.2.24. O ndmero 730 é divisivel por 10. Com efeito, usando a defini¢do 3.1.1, temos que
730 =7-1004+3-10+ 0.

Fazendo a divisdo por 10 e escrevendo na forma de fracao, temos

730  7-100 3-10 O
o7 c L 7.1 -1 -
10 10 + 10 —1—10 7-104+3-14+0=73,

logo 730 ¢ divisivel por 10.

Exemplo 4.2.25. O namero 731 ndo é divisivel por 10. De modo similar ao feito no exemplo
4.2.24 anterior, temos que
731=7-100+3-10+ 0.

Fazendo a divisao por 10 e escrevendo na forma de fragdo, temos

731 7-100 3-10 1 1
9 °C -7 1=
10 10 + 10 Jr10 7-10+3 +1()’

logo 731 ndo € divisivel por 10, pois a divisdo de 1 por 10 nao € exata.

Logo

Um ntimero sera divisivel por 10 quando o algarismo da ordem das unidades
for 0.

Divisibilidade por 100: No sistema decimal, todas as ordens, com exce¢ao das unidades e das
dezenas, sdo escritas como multiplos de 100 e, portanto, sao divisiveis por 100. Consequentemente,
um numero serd divisivel por 100 se, e somente se, os algarismos das dezenas e das unidades forem

ambos iguais a 0.
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Exemplo 4.2.26. O nudmero 7.300 é divisivel por 100. Com efeito, usando a definicio 3.1.1, temos

que
7.300 =7-1.0004+3-100+0-10 4 0.

Fazendo a divisao por 100 e escrevendo na forma de fracdo, temos

7300 7-1.000 3-100 0-10+0
= + + =

100 100 100 0
0
=71 1+ — =173.
7-10+3-1+ 100 73

Assim podemos ver que o niumero 7.800, que termina em 00, é com efeito divisivel por 100.

Exemplo 4.2.27. O namero 7.301 ndo é divisivel por 100. Com efeito, usando a defini¢io 3.1.1,

temos que
7301 =7-1.0004+3-100+0-10+ 1.

Fazendo a divisao por 100 e escrevendo na forma de fra¢do, temos

7.301_7-1.000+3-100 0-10+1

100 100 100 * 0
1
=71 14+ —.
7-10+3-1+ 100

Assim podemos ver que o numero 7.301 ndo é com efeito divisivel por 100, uma vez que a divisdo de

1 por 100 ndo € exata.

Um nimero sera divisivel por 100 quando os algarismos da ordem das unidades

e das dezenas forem ambos iguais a 0.

Espera-se, a partir deste ponto, que o estudante seja capaz de associar a divisibilidade pelas

poténcias de 10 com a quantidade de algarismos 0 no final de um ntmero.

4.3 Atividade proposta no desafio do aplicativo com resolucao

Desafio 1

nde a decomposicao de acordo com o sistema decimal, responda com 'sim’ ou ‘o’ se 648.000 ¢ divisivel por:

& divisivel por 2 pois & par {terminado em 0)

53

& divisivel per 3 pois a soma dos algarismos absolutos & divisivel por 3

4

& divisivel por 4 pois os algarismos da unidade e da dezena sdo
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Questao 1: Usando a escrita na base 10, mostre que 648.000 é divisivel por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9,
10, 100 e 1000.
Resolucgao: A ideia desta questao é que o estudante mostre a divisibilidade do nimero dado

sem utilizar os critérios de forma decorada. Ao decompor o niimero como
648.000 = 6 - 100.000 4 4 - 10.000 4 8 - 1.000, (1)

pode-se demonstrar a divisibilidade do niimero por cada fator. Comecando por 2, temos que

648.000 6 - 100.000 n 4 -10.000 n 8- 1.000
2 2 2 2
logo 648.000 ¢ divisivel por 2.

5 Fase IV — Nimeros primos e compostos

Hypatia

Bem-vindo a Fase IV, jovem explorador! Aqui, embarcaremos em uma jornada para desvendar os
mistérios dos nimeros primos e compostos. Vocé sabia que os numeros primos sao fascinantes
para os matematicos desde a antiguidade?

Figura 13 — Nimeros Primos Fase IV.

5.1 Ndmeros primos

Definicao 5.1.1. Os nimeros primos sao aqueles que possuem exatamente dois divisores distintos,
1 e o proprio numero. O numero que possui mais de dois divisores distintos, ou seja, que ndo é

primo, € denominado ndmero composto. O nimero 1 ndo é primo nem composto.

Os nimeros compostos podem ser escritos como um produto de ntimeros primos. Os niimeros
primos sao objetos de estudo desde a antiguidade, despertando o interesse de mateméaticos como
Fuclides e Eratéstenes. Uma das perguntas da antiguidade era se existia um maior nimero primo, e
Euclides demonstrou o teorema: O conjunto dos niimeros primos é infinito. Coube a ele também a

demonstragdo do Teorema Fundamental da Aritmética, conforme enunciado a seguir.

Teorema 5.1.2 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero inteiro maior que 1 pode ser

escrito como um produto unico de niumeros primos.

A demonstragao pode ser encontrada em (HEFEZ, 2022). Portanto, Euclides, em sua obra,

demonstrou que todos os nimeros compostos podem ser escritos como o produto de niimeros primos.
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Existem campos de estudo, na mateméatica da atualidade, que analisam a existéncia de um padrao
para os numeros primos. Dado um niimero inteiro n > 2, a decomposi¢ao citada no teorema 5.1.2

pode ser escrita como

— 1 72 N
n=py ‘Pa” - Pg > (2)
onde pi,pa,...,pr sdo fatores primos distintos, usualmente colocados em ordem crescente’, e
ni,na,...,NE SA0 0s seus respectivos expoentes. Vejamos alguns exemplos simples, mas que nos

serdo importantes adiante:

Exemplo 5.1.3. Todo numero primo p € trivialmente fatorado como
p=0p (3)
Exemplo 5.1.4. O numero 35 é composto, pois € fatorado como
35=5.7=5".7" (4)

Iremos discutir técnicas de fatoracdo mais adiante no texto. Continuemos, no momento, com

mais alguns exemplos:

Exemplo 5.1.5. O numero 12 é composto, e € fatorado como
12=4.3=2%.3% (5)
Exemplo 5.1.6. O ndmero 360 ¢ composto, e sua fatoracio €

360 = 23 -3%. 5%, (6)

5.2 Como ldentificar Nidmeros Primos

Existem métodos para identificar se um niimero é primo ou composto, sendo importante analisar o
tamanho do niimero, bem como a finalidade de seu uso para escolher o melhor método de identificacao.
Segue abaixo uma lista simplificada com alguns métodos para identificar se um ntimero é primo ou

nao.

e Teste da divisibilidade simples: E um método basico adequado para niimeros pequenos,
onde um numero n é dividido por todos os ntimeros primos menores que n. Se existir um
nimero primo tal que esta divisdo deixe resto zero, entdo o n serd composto. Caso contrario,

podemos afirmar que n é primo.

« Algoritmo de Divisdo Otimizada: E um método baseado no teste da divisibilidade simples,
onde se reduz a quantidade de verificagoes da divisibilidade de n, visto que testa-se se n é

divisivel pelos niimeros primos p tais que 1 < p < /n.

¢ Reconhecimento por Caracteristicas: Também usado para nimeros pequenos, verifica-se

por propriedades da divisibilidade para os nimeros primos 2, 3, 5, 7, 11.

5 TIsto é, p1 <pe <...< pi.
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Teste por Decomposi¢ao em Fatores: : Esse método consiste em decompor um niimero em
seus fatores primos para determinar se ele é primo ou composto. Se, ao fatora-lo, encontrarmos
divisores além de 1 e dele mesmo, entdo ele é um ntimero composto. Caso contrario, ele sera

primo.

Método Baseado em Fatoraciao Primal: Nesse método, tenta-se escrever o nimero como
um produto, ndo necessariamente de ntimeros primos. Se for possivel, entdo o niimero sera

composto.

Algoritmos Computacionais Avangados: Sao testes elaborados para ntimeros muito
grandes, como por exemplo, o Teste de Primalidade de Miller-Rabin, o Teste AKS (Agrawal-

Kayal-Saxena) e o Crivo de Atkin, uma forma moderna e aprimorada do crivo de Erastdstenes.

Crivo de Eratéstenes: E um método simples, que recebeu esse nome em homenagem ao
matematico grego Eratostenes, sendo aplicado para determinar os primos contidos em um
conjunto com n elementos. Consiste em organizar uma lista dos n primeiros niimeros naturais,
identificar um ndmero primo e cortar os multiplos desse niimero. O processo se repete até que

a lista apresente somente os nimeros que nao foram cortados, que sdo os nimeros primos.

O crivo é um processo simples, que nao é eficiente para determinar se um ntimero grande é primo

ou composto, porém ele é de facil compreensao para os alunos. Com o crivo de Eratéstenes, podemos

determinar todos os ntimeros primos presentes em uma lista de nimeros naturais de 1 até n. O

processo € iterativo e pode ser descrito da seguinte maneiras:

1. Inicialmente, determina-se o maior niimero a ser verificado. Ele corresponde a raiz quadrada
do valor limite, isto é \/n, arredondado para baixo.

2. Crie uma lista de todos os ntimeros naturais de 2 até o n.

3. O niimero 2 é primeiro nimero da lista, e ele ¢ um nimero primo. Remova da lista todos os
multiplos de 2, exceto ele préprio, até o valor limite n.

4. O préximo primo da lista, denominado p, é o primeiro niimero ndo removido apos a iteracdo.
Remova da lista todos os miltiplos de p, exceto ele préprio, até o valor limite n.

5. Repita o passo 4 enquanto for p < /n.

6. Os nimeros nao removidos da lista sdo todos os primos de 1 até n.

Exemplo 5.2.1. O exemplo abaizo foi retirado de ( , ). Na figura 14 abaizo,

podemos ver o crivo com todos os nimeros primos de 1 an = 120. Uma vez que /n = /120 ~ 10, 95,

devemos repetir o processo descrito acima para todos os primos p < 10, ou seja, o processo serd feito

apenas para p = 2,3,5,7.
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Prime numbers

2 3 5 T
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Animacio do crivo

Figura 14 — Crivo de Eratéstenes para n = 120. (WIKIPEDIA, 2024D)

Recomendamos a visita a pdgina (WIKIPEDIA, 202/b), onde pode-se ver uma versio animada da

figura abaizo, na qual podemos visualizar o processo de obtengdo dos primos no crivo de Eratéstenes.

5.3 Decomposicdo em fatores primos

Dentre outros motivos, os niimeros primos sdo objetos de estudo porque ainda nao foi definido
um padrao para sua distribuicdo entre os niimeros naturais. Portanto, geralmente é um problema
muito dificil determinar se um nimero grande é primo ou composto, e sendo ele composto, outro
problema dificil pode ser achar os seus fatores primos.

Nisto baseia-se o sistema criptografico RSAS, um dos sistemas mais usados e seguros do mundo.
E um dos primeiros algoritmos de criptografia assimétrica, que utiliza duas chaves — uma publica e
uma privada. De modo bastante simplificado, um usuario do RSA cria e divulga uma chave publica
baseada em dois nimeros primos grandes, junto com um valor auxiliar. Os niimeros primos devem
ser mantidos secretos. Qualquer um pode usar a chave publica para encriptar a mensagem, mas se
a chave publica for muito grande, apenas alguém com o conhecimento dos ntimeros primos pode
decodificar a mensagem de forma vidavel. Quebrar a encriptagdo RSA seria achar a decomposicdo da
chave publica em seus fatores primos.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, todo nimero inteiro maior que 1 pode ser escrito
como um produto tinico de nimeros primos, e a técnica de decomposicao é usada no ensino basico
(divisores, simplificacdo de fragoes, m.m.c. e m.d.c.) e em atividades como criptografia. As regras
usadas na divisibilidade tendem a auxiliar o aluno na decomposicdo, facilitando identificar alguns

divisores primos como 2, 3, 5, 7, 11. Algumas técnicas sao:

e« Decomposicao sucessiva: consiste em escrever o nimero como um produto de niimeros
naturais sucessivamente buscando escrever o produto somente com fatores primos. O resultado
¢é apresentado em uma arvore de fatores. A drvore de fatores é uma representacdo onde o

numero inicial é colocado no topo, e abaixo sdo colocadas ramificagoes com decomposigoes

6 RSA é composto das letras iniciais dos sobrenomes de Ron Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman, os quais foram

os primeiros a descrever o algoritmo em 1978.
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sucessivas do nimero. E uma estrutura didatica que facilita a visualizacdo do aluno, mas néo

é uma construcao pratica.
48
F il
8 6
& T o
4 2 2 3
/ \
g 2
48 =2x2Zx2Zx2x3

48 =2%3

Figura 15 — Arvore de fatores do niimero 48.

e Método pratico de fatoragao de um niimero natural: consiste em dividir o nimero
natural pelo menor fator primo sucessivamente, até que o quociente da divisdo seja 1. E uma

construcao facil que podera ser usada na determinacdo dos divisores, minimo miltiplo comum

(m.m.c.) e do maximo divisor comum (m.d.c).

Mumerc fatores Primos

420 2 —% Divisor
Quociente «——210 2
105 3
35 5
7 7
1

Figura 16 — Fatoracdo do niimero 420 = 22-3-5-7.

E esperado que, ao final dessa fase, o aluno domine o processo de aplicagao do crivo de Eratéstenes,

da decomposicao em fatores primos e reconheca a importancia dos nimeros primos dentre as diversas

areas da matemaéatica.

5.4 Atividades com resolucdo
Questao 1: Determine todos os ntimeros primos até 130, usando a tabela abaixo. Depois

responda o que se pede.
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11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20

21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

31 | 32 | 33| 34 | 35| 36| 37| 38|39 | 40

41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56| 57 | 58 | 59 | 60

61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70

71| 72 | 73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80

81 | 82 | 83 |84 |8 | 8 | 87 | 83 |89 | 9

91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

101 | 102 | 103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110

111 (112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120

121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129 | 130

1. Quantos sdo os nimeros primos entre 1 e 1307

2. Liste esses nimeros:

3. Qual é o inico nimero primo par?

Resolugao: Seguindo as instrugoes do texto, devemos verificar quais sao os primos p < /130 =
11,4. Ou seja, quando sobrarem apenas ntimeros maiores do que 11, podemos parar com 0 processo

iterativo do crivo. A solugao é

'b\‘. ‘{2' '3 (_3 .r‘ hwi‘ ;Sf‘ 't‘":':‘ .: ?'-}} '.&: x1 iJ.(f
Gt} [ 3] ¢ [ 2] 0 [ N [0
our [\g2{(23) | 2n]| s Thaee | e’ [ (20 2

i

28

Grf o \%‘1 a5 g |37 08" |oag’ [P
.__" ;,:' y* 3!'\ - - 1.-. [ LT P .
(Y | R4 A8487) 28| M |50
Ser’| 52¢|(53) 5] s’ | "ser | 3| w550 e
ot} | saciet | a5 bec(67) | |

GV [ 78| e [ s Love ] Trae[70) | B0

2 : ) " s b

YA PN AN CIRT
o | S0 S| o606’ | 97 ou (s oo
f101:; qu_"msj 104" '8 | 106+ "1p7‘:‘_10ﬁ3_"-~_109" 10"
“et| 02| 113 | 2|08 [as e

28 [ ‘W
Ciag | 22 [ | 12| 425 o[ 27 g | e | o0

Logo, as respostas as perguntas sao:
1. Quantos sdo os niimeros primos entre 1 e 1307 31 ntimeros.

2. Liste esses nameros: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 79,
83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127.
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3. Qual é o nico nimero primo par? 2.

Questao 2: Use a arvore de fatores (divisdes sucessivas) e decomponha os niimeros dados abaixo

em fatores primos.

40

L 78

X o e
X

X X \
X X X X X
Resolucgao:
78
pol 6| x |43

Questao 3: Decomponha os niimeros 40 e 78 pelo método pratico de fatoracao.

Resolugao:
40| 2 782
20| 2 393
10| 2 13(13
5|5 2.3.13
B
2375

Questao 4: Decodifique algumas mensagens utilizando o cdédigo dado na tabela abaixo:
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A B C E
0 1 F 3 4
G H 1 ] K L
b 7 8 9 10 11
M 0 P Q R
2 13 i4 15 16 17
T U v W X
18 19 20 21 22 23
Y Z
24 25

a)3-4-2-14-12-15-14-18-8-2-0- 14:

b) 5-0-19-14-17-0-2-0- 14:

c) 3-8-21-8-18-8-1-8-11-8-3-0-3-4:

Resolucao:

a)3-4-2-14-12-15-14-18-8-2-0-14: DECOMPOSICAO.
b) 5-0-19-14-17-0-2-0- 14: FATORACAO.

c) 3-8-21-8-18-8-1-8-11-8-3-0-3-4: DIVISIBILIDADE.

Questao 4: Use a tabela abaixo para codificar as mensagens dadas:

B C D E G H

5 v 7 11 a b 2
I ] K L M N 0 P

t 13 m i 3 m k 7

(#} R 5 T v W X
q 17 I 5 2 e h i

Fi espaco
19 C A

a) Histéria da matemadtica:

b) Preciso concentrar:

c) Eu estudo a criptografia:

Resolucgao:

a) Histéria da matemdatica: 2t r s k17t 5 A z5 A 35s1135stwbh
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b) Preciso concentrar: 717 11 wtrk A wkm w 11 ms 17 5 17

c) Eu estudo a criptografia: 11 2 Avrs2zk Awl1l7t7skb175ath

6 Fase V — Divisores de um nimero

Hypatia

Bem-vindo, jovem explorador! Nesta fase, iremos desvendar os segredos dos divisores de um
nimero. Conhecer os divisores € como descobrir as pegas que formam um grande quebra-
cabegal

Figura 19 — Divisores de um niimero Fase V.

Compreender os divisores permite consolidar o aprendizado e preparar os estudantes para a fase
VI, na qual o foco serd o Maximo Divisor Comum (MDC). Ao entenderem a identificacdo e o papel
dos divisores, os alunos estarao mais aptos a aplicar esse conhecimento na organizagdo e nos calculos
em contextos diversos. Assim, esta fase reforca a continuidade do conteiido e promove uma visao
integrada do sistema de aprendizagem.

6.1 Calculando a quantidade de divisores de um nimero natural

A definigdo de divisores de um nimero ja foi discutida na secio 4, mais especificamente apés a

definicdo 2.2.1. Abaixo apenas refraseamos a definicdo

Definic¢ao 6.1.1. Os divisores de um numero natural n sdo todos os numeros naturais pelos quais

ele pode ser dividido de forma que o resto seja zero.

Quando fatoramos um ntiimero natural n, conforme equagao (2), podemos determinar a quantidade

de divisores desse nimero usando a férmula
Qn)=Mm1+1)-(na+1)-...-(nx+1), (7)

onde recordamos que ni,ng, ..., n; sdo os expoentes dos fatores primos da decomposicao (2) de n.

Vamos exemplificar o uso da férmula (7) em um exemplo, e depois damos uma explicagao.

Exemplo 6.1.2. Quantos sdo os divisores do numero 40¢ Vamos fatorar o nimero.
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40| 2
20| 2
10| 2
¥ | 2—
1|23.5

Figura 20 — Fatoragao de 40

Vemos portanto, da decomposicio acima, que 40 = 23 -5. Usando (7), temos que
QM40)=3+1)-(1+1) =8,
logo 40 possui 8 divisores.

E importante ndo esquecermos o motivo de somarmos 1 a cada expoente na férmula (7). Ao
decompormos 40 e encontrarmos que 40 = 23 - 5, temos que 40 é divisivel pelas seguintes poténcias
de 2: 29,21,22 ¢ 23, logo sdo 4 fatores. De forma anéloga, 40 é divisivel pelos 2 fatores a seguir: 5° e
5. As combinacbes possiveis levam aos oito divisores, a saber: 1 =20.50 2 =21 .50 4 =22.50,
5=20.5 8=2%.50 10=2".5' 20 =22.5! ¢ 40 = 23 . 5'. Portanto, os divisores de 40 sdo
D(40) ={1,2,4,5,8,10,20,40}.

Embora o exemplo 6.1.2 nao tenha pedido quais sdo os divisores de 40, fizemos isso para elucidar
a ideia de como obter a féormula (7) para a quantidade de divisores de um ntmero. Na préoxima
subsecao iremos ver alguns métodos praticos para obtermos os divisores de um ntimero natural n
dado.

6.2 Calculando os divisores de um ndmero natural

Listamos a seguir alguns métodos para obtermos os divisores de um niimero natural n.
I. Método direto para determinar os divisores de um niimero n: Este primeiro método
tem a vantagem de ser bem direto e de facil compreensao. A desvantagem é que ele ndo é nada

pratico para niameros grandes.
1. Verifique quais ntimeros de 1 até n sao divisores de n.
2. Liste os valores obtidos.
Vamos ilustrar a sua utilizagdo em um exemplo simples.

Exemplo 6.2.1. Determinar os divisores de n = 8. Lembremos antes que 8 = 23, e portanto por
(7) o nimero 8 possui 4 divisores. Para achar quem sdo eles, o passo 1 € testar se cada nimero do
conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8} divide 8. Fazendo um a um, temos que a divisao de 8 por 1 tem resto
0 (divide), por 2 tem resto 0 (divide), por 3 tem resto 2 (nao divide), por 4 tem resto 0 (divide),
por 5 tem resto 3 (nao divide), por 6 tem resto 2 (ndao divide), por 7 tem resto 1 (nao divide), e
finalmente por 8 tem resto 0 (divide). Logo, os divisores de 8 sao D(8) = {1,2,4,8}.
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II. Método reduzido para determinar os divisores de um ntmero n: Este método

apresenta uma pequena melhoria em relagdo ao método anterior.
1. Determine /n para diminuir as possibilidades de testes.
2. Verifique quais nimeros de 1 até \/n por falta dividem n.
3. Liste os valores obtidos, considerando os dois fatores obtidos em cada divisor.
Um exemplo para esclarecer o uso do método.

Exemplo 6.2.2. Determinar os divisores de n = 28. Inicialmente, temos que /28 ~ 5,3, logo
devemos testar quais sio os divisores de 28 dentre {1,2,3,4,5}. Temos que 3 e 5 ndo dividem 28,
e para os divisores temos: 28 : 1 = 28, 28 : 2 = 14 ¢ 28 : 4 = 7, assim os divisores de 28 sdo
D(28) = {1,2,4,7,14,28}.

III. Método pratico para determinar os divisores de um niimero n por sua decompo-
sicao em fatores primos: Uma outra maneira de encontrar os divisores de n é, como diz o nome,

usando sua fatoracdo em primos.
1. Decompor o nimero em fatores primos, usando o algoritmo conhecido.

2. Multiplicar, sucessivamente, todos os fatores primos pelo divisores ja listados acima dele,

desconsiderando resultados repetidos.

Exemplo 6.2.3. Vamos achar novamente os divisores de n = 28, porém desta vez por sua fatorag¢do.

x 1.1
8 | 27 ﬂ;
1a | 2/

7 717,14, 28

1

D(28) =1{1,2,4,7,14,28}

Figura 21 — Divisores de 28
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7 Fase VI — Maximo Divisor Comum

Hypatia

Bem-vindo a Fase V1! Agora, o desafio & um pouco diferente, mas muito importante. Vamas falar

sobre o Maximo Divisor Comum, ou MDC. Essa habilidade sera essencial para o seu avango, e eu

sei que vocé esta pronto para isso. O MDC é como encontrar 6 maior niimero que divide dois ou
mais numeros de forma exata. Parece simples, mas tem muitos truques no caminho.

Figura 22 — Maximo Divisor Comum Fase V1.

Na sec¢ao 6, vimos alguns métodos para obter todos os divisores de um ntmero natural n. Uma
aplicacao direta para isso é o estudo do maximo divisor comum e do minimo multiplo comum de

dois niimeros naturais, que revisaremos respectivamente nesta e na proxima segio.

7.1 Definicdo e aplicabilidade do Maximo Divisor Comum

Definigao 7.1.1. O mdzimo divisor comum (MDC) entre dois ou mais nimeros naturais é o maior

numero natural que seja fator de todos esses niumeros.

Dados os ntimeros naturais n, m, denotamos o MDC de n e m por mdc(n, m). Analogamente, o
MDC de ni,...,ny, é denotado por mdc(nyg, ..., 7).

A busca pelo maior divisor comum foi objeto de estudo da matematica na Grécia Antiga. A
formalizacdo de um algoritmo para obtengdo do MDC deve-se a Euclides, na sua obra “Os Elementos”
(Euclides, 2009). O eficiente método para o cédlculo do MDC entre dois niimeros é conhecido como
o Algoritmo de Euclides, sendo usado até a atualidade, mas nao é o tnico atualmente abordado
nos livros didaticos. O uso do MDC permite a resolucdo de problemas com fragoes, proporcoes, a
construcgao de figuras geométricas, e até na construcdo de elaborados algoritmos de criptografia,
usados no passado de forma intuitiva por diversos povos, como, por exemplo, os babilonios e os
egipcios.

Um toépico importante no ensino do Maximo Divisor Comum, porém pouco abordado em livros
didaticos, é a aplicabilidade pratica e tedrica do MDC. Sédo diversas as aplicabilidades do MDC,

como:

o Simplificagdo de fragdes: Dividir o numerador e o denominador pelo maximo divisor comum

permite determinar a fracdo irredutivel.

e Problemas de divisdes: Usado para dividir quantidades diferentes em um méaximo nimero

de elementos iguais.
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7.2

Em problemas com periodos ciclicos: O Maximo Divisor Comum (MDC) permite
determinar o maior intervalo de tempo no qual diferentes ciclos ocorrem simultaneamente.
Esse conceito é amplamente utilizado em diversas areas, como astronomia, efemérides e tempos

musicais.

Criptografia e teoria dos niimeros: Usado em algoritmos com RSA, que sdo instrugoes
detalhadas escrita em linguagem de programacao, que permitem a comunicacao segura através
de duas chaves usadas para criptografar e descriptografar mensagens. Exemplos de algoritmos
com RSA: a comunicagdo por e-mail e aplicativos, assinaturas digitais e protocolos de seguranga

entre outros.

Reducgao de problemas na computagao: Usado em algoritmos que simplificam célculos,

como por exemplo, na solucdo de problemas em redes computacionais.

Planejamento de materiais e produgao: Permite determinar um tamanho maximo de

pecas iguais, evitando desperdicio.

Métodos para determinar o maximo divisor comum

I. Método dos divisores comuns: O méaximo divisor comum ¢é determinado listando os

divisores de cada ntimero e determinando o maior comum entre eles.

Liste todos os divisores de cada niimero.

Identifique o maior divisor comum.

Exemplo 7.2.1. Determine o mdximo divisor comum de 36 e 120. Podemos usar qualquer um dos

métodos da subsecdo 6.2 para encontrar a lista de divisores. Por exemplo

X1
120(2 | 2
= 6012 | 4
36| 2 |2 w5 5
12| 2 |4
5|2 |38 12 153 | 3,6, 12, 24
3|13 |918 36 5|2 | 310,20,15,30, 60, 120
D(36) =1{1,2,3,4,6,9,12,18, 36} D |:12|‘_]:| =11,2,3,4,5,6,10,12,15, 20,24,20,40,60,120}

Figura 23 — Obtendo os divisores de 36 e 120.

Das listas de divisores acima, obtemos que D(36) = {1,2,3,4,6,9,12,18,36} e D(120) =
{1,2,3,4,5,6,10,12, 15, 20, 24, 30,40, 60, 120}, onde jd destacamos em negrito o maior nimero em
comum das duas listas, logo mdc(36,120) = 12.

A principal vantagem deste método é que ele é simples e pode ser determinado apenas listando os

divisores, e ndo necessariamente exige o conhecimento de métodos como a decomposicdo em fatores
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primos. A desvantagem é que nao é pratico para nimeros grandes, pois necessita da comparacao
manual entre as listas de todos os divisores de cada niimero.
II. Método da fatoragao em nitmeros primos: O miximo divisor comum é determinado

pelo produto dos fatores primos comuns, usando-se o menor expoente de cada um deles.
o Fatorar cada ntimero.
o Identificar os fatores comuns com o menor expoente de cada fator.
e Multiplicar os fatores comuns elevados ao menor expoente acima obtido.

Exemplo 7.2.2. Determine novamente o mdximo divisor comum de 36 e 120, usando desta vez o

método II. Fatorando os dois niumeros:

120 2

36|l 2 g0l 2

18| 2 30| 2

93 15| 3
3 -
122 32 1| 23.3.5

Figura 24 — Fatorando os nimeros 36 e 120.

Das fatoracoes 36 = 22 - 3% e 120 = 22 - 3 - 5, vemos que os fatores comuns sio 2 e 3, e seus
menores expoentes sao, respectivamente, 2 e 1, logo mdc(36,120) = 22 .3 =12, conforme jd sabido

do exemplo 7.2.1.

As principais vantagens deste método sao: i) ele aplica o teorema fundamental da aritmética
5.1.2, sendo um processo onde o aluno visualiza os fatores primos e sua importéncia, ii) pode ser
aplicado sucessivamente para varios nimeros, e iii) revisa o conceito de decomposi¢ao em fatores
primos e poténcias. As desvantagens sdo: i) ndo é préatico para ntimeros grandes, ii) é necesséario
dominar as técnicas de decomposicao em fatores primos, iii) é particularmente dificil identificar
fatores primos grandes, e iv) é lento para aplicagdes computacionais.

ITII. Método das divisoes sucessivas por fatores comuns: Para determinar o MDC a

fatoracao é simultdnea e apenas pelos niimeros primos comuns.

[

. Identifique o menor ntimero primo comum a dois ou mais nimeros

[\V)

. Divida todos os niimeros pelo fator comum
3. Repita o processo até que ndo exista mais fatores comuns.
4. O méaximo divisor comum serd o produto dos nimeros primos comuns.

Exemplo 7.2.3. Determine novamente o mdzrimo divisor comum de 36 e 120, usando desta vez o

método III. Fatorando os dois numeros simultaneamente
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36,120 2
18,60 | 2
(]

3.10) 12

Figura 25 — Fatoracdo simultanea de 36 e 120.

Da fatoragao simultanea ilustrada na figura acima, temos diretamente que mdc(36,120) = 12.

As vantagens sdo: i) fica clara a redugao dos ntimeros, ii) diminui a quantidade de fatores, visto
que serdao apenas os fatores comuns, iii) requer apenas o conhecimento prévio de niimeros primos e
de divisoes.

As desvantagens: i) ainda é um processo nao eficiente para nimeros grandes, e ii) visualmente
pode parecer confuso para niimeros com grande diversidade de fatores primos.

IV. Algoritmo de Euclides: E um método que usa divisdes sucessivas para determinar o
MDC. Foi desenvolvido por Euclides e é eficiente para niimeros grandes, sendo talvez o mais antigo
algoritmo usado na atualidade. E importante que o aluno tenha conhecimento sobre divisdo e resto.
Os atuais livros didaticos do sexto ano ndo apresentam esse método para a determinagdo do maximo

divisor comum.
e Divida o niimero maior pelo menor e obtenha o resto.
e (Caso o resto seja ndo nulo, substitua o maior ntimero pelo menor e o menor pelo resto.
e Repita o processo até o resto ser zero.
e O 1ultimo divisor nao nulo é o MDC.

O processo pode ser visualizado na figura abaixo

Quociente |Quociente Quociente
Nimero Namero Resto MDC
Maior Menor /’
Resto resto = zero
% zaro

Figura 26 — Figura esquematica do algoritmo de Euclides.

Exemplo 7.2.4. Determine novamente o mdximo divisor comum de 36 e 120, usando desta vez o

método IV. Aplicando o algoritmo de Euclides
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quociente

L
Lad

120

36 /12 ——»MDC

resto

12/ 1}

Figura 27 — Algoritmo de Euclides para determinar o MDC de 36 e 120.

A aplicagdo direta do algoritmo nos dd que mdc(36,120) = 12.

As principais vantagens: i) é um processo mais rapido, principalmente para nimeros grandes, e

ii) por ser um algoritmo é facil de ser aplicado em qualquer linguagem de programacao, tornando-se

uma ferramenta para criptografia. As desvantagens: i) é necessario que o aluno domine a técnica

da divisao bem como o conceito de resto, e ii) o algoritmo apresenta o MDC mas nao apresenta os

fatores primos, o que pode ser necessario para alguns problemas.

Segue abaixo uma tabela comparativa entre os principais métodos para calcular o Maximo Divisor

Comum (MDC):

Critério

Método dos Di-
visores Comuns

Método da Fa-
toracao em Pri-
mos

Método dos Fa-
tores Comuns

Algoritmo de

Euclides

Definicao

Listar os diviso-
res de cada nu-
mero e determi-
nar o maior divi-
sor igual comum
a0s nuIneros.

Decompor os nu-
meros em fatores
primos. Multipli-
car apenas os fa-
tores comuns com
seus menores ex-

poentes

Decompor simul-
taneamente os ni-
meros apenas pe-
los fatores primos
comuns, até que
nao haja mais di-
visores comuns.

Usa divisoes suces-
sivas para reduzir
os niimeros, calcu-
lando o resto até
chegar ao MDC.

Facilidade
de entendi-
mento

Simples, é ideal
para iniciantes. E
necessirio saber
identificar diviso-
res.

Requisito saber fa-
toracdo e nimeros
primos.

Facil, pois lida
apenas com divi-
soes sucessivas de
fatores comuns.

Requer conheci-
mento basico de
divisao e restos.

Vantagem
principal

Simplicidade para
nUImeros pequenos
e ensino bésico.

Clareza na estru-
tura dos numeros.

Facil de entender
e aplicar manual-
mente.

Alta eficiéncia e
rapidez em calcu-
los.

Desvantagem
Principal

Ineficiente  para
nimeros grandes.

Trabalhoso para
nimeros grandes
com muitos fato-
res primos.

pratico
numeros

Pouco
para,
grandes ou com
muitos fatores
diferentes.

Requer dominio
de operacoes
de divisao e do
conceito do resto.

Tabela 1 — Tabela comparativa dos métodos para determinar o maximo divisor comum (MDC).

7.3 Atividades com resolucdo

Questao 1: Liste os divisores de 120.
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a) Quais desses nimeros também sao divisores de 907
b) Qual o méximo divisor comum entre 90 e 1207

Como 90 e 120 sdo numeros relativamente pequenos, vamos resolver listando os divisores.

Primeiramente, obteremos os divisores

X |12

e | X |1
w2 | 2 =
45/3 | 3,6 1200 2 | 2

: 60l 2 | 4
15/3 | 9,18 o oAl
5 |5 | 5,10, 15, 30, 45, 90 15| 3 | 3,612, 24
35 5, 10, 20, 40, 15, 30, 60, 120

=
= A

Figura 28 — Obtendo os divisores de 90 e 120.

Respondendo as perguntas, temos D(120) = {1, 2,3,4,5,6,8, 10, 12, 15, 20, 30, 40, 60,120}, D(90) =
{1,2,3,5,6,9,10, 15,18, 30, 45,90} e portanto mdc(120,90) = 30.

Questdo 2: Sendoa=23-3%.52.7 e b=12%.32.5.13% calcule mdc(a,b).
Como a e b ja sdo apresentados em suas respectivas formas fatoradas, entao o MDC é simplesmente

o produto dos fatores primos em comum, cada um com seu menor expoente, a saber

mdc(a,b) = 2% - 3% 5 = 360.

Questao 3: Uma loja comprou 640 litros de detergente, 280 litros de sabao liquido e 500 litros
de dgua sanitaria. A gerente deseja colocar esses produtos, sem mistura-los, em recipientes menores,
porém iguais, e na maior quantidade possivel de cada um. Qual devera ser a capacidade de cada
recipiente e quantas unidades serdao necessarias?

Queremos o MDC de 640, 280 e 500. O método da fatoracdo simultanea por ntimeros primos

comuns vai facilitar a resolu¢do do problema.

640, 220, 500/ 2
320, 140, 250/ 2
160, 70,125|5
32, 14, 25 |20

Figura 29 — Fatoracdo simultanea de 640, 280 e 500.

A capacidade de cada recipiente serd o MDC, ou seja, 20 litros. Teremos 32 recipientes com
detergente, 14 recipientes com sabao liquido e 25 recipientes de agua sanitaria, num total de
32+14+25= 71 recipientes.
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Questao 4: Para estocarmos em em caixas com quantidades iguais 144 garrafas de dgua, 96
garrafas de refrigerantes e 72 garrafas de suco caixas , com o maior nimero possivel de garrafas, sem
misturéd-las e sem sobrar ou faltar garrafas, qual deve ser a quantidade de garrafas por caixa?

Para determinar a quantidade de garrafas, é necessario calcular o MDC. Vamos decompor cada
quantidade e escrever como o produto de poténcias de fatores primos, e depois fazer a multiplicacao

dos fatores comuns com seus menores expoentes.

[

144 |2 96 73 |3

72 |2 48 2 35 |2

36 |2 24 |2 18 |2

18 |2 12 |2 g (3
3 |3 6 |2 3 |3
33 33 |2
1| &9 1| 25.3

Figura 30 — Fatorando 144, 96 e 72.

Logo o MDC é mdc(144,96,72) = 23 - 3 = 24, logo devemos estocar 24 garrafas por caixa.

Questao 5: Calcular, usando o método mais pratico para nimeros maiores, o maximo divisor

comum dos seguintes pares de niimeros:
a) mdc(2536,938)
b) mdc(12578,6248)
c) mdc(1589,3584)

Espera-se que o estudante escolha o algoritmo de Euclides

a) mdc(2536,938) = 2

Gupciemte | 3 Az 2 [ 2 |4 |2 | .07
! ! ! ! !

2536 938 | 660 278 104 70 | 34 2

Resto | 660 | 278 | 104 70 | 34 | 2 | 0

b) mdc(12578, 6248) = 2

Quociente | 2 76 5 B

12 578 6248 B2 16 2

Resto 82 16 2 0

c) mdc(1589, 3584)
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Chociente | 2. , 3 1 | 1@ | .1 |3

3.584 1589 | 406 371 35 X | &

Resto | 406 S?ll 35| 21 | FAN T

8 Fase VII = Minimo Miltiplo Comum

Hypatia

Bem-vindo de volta, aprendiz! Hoje vamos falar sobre um conceito fundamental na teoria dos
nimeros: os multiplos e o minimo multiplo comum. Euclides, quer nos explicar o que sao multiplos?

Figura 31 — Minimo Multiplo Comum Fase VII.

8.1 Muiltiplos de um nimero

No texto subsequente a definicdo 2.2.1, ja explicamos os conceitos de divisores e multiplos, e
podemos perceber que eles apresentam uma relagdo complementar diretamente relacionada com a
divisdo. E importante que o aluno entenda isso ao assimilar o conceito de divisibilidade. Vamos

repetir a definicdo de multiplo abaixo para os niimeros naturais.

Definicao 8.1.1. Sejam a,b nidmeros naturais, dizemos que a é um maltiplo de b caso exista um

numero natural k tal que a =b - k.

Seguindo a logica de nosso texto, apresentamos a definicdio de miltiplo para os niimeros naturais,
mais adequada para os alunos do sexto ano do ensino fundamental. A partir do sétimo ano os alunos
trabalham com a definigdo no conjunto dos ntimeros inteiros. Enfatizamos que da defini¢ao acima,

da defini¢do 2.2.1, temos que a é multiplo de b se, e somente se, b é divisor de a.

Exemplo 8.1.2. O numero 300 é mailtiplo de 3, pois 300 = 3 - 100. Consequentemente, 3 é um
divisor de 300.

Listamos abaixo algumas propriedades dos multiplos de um namero:
I. Todo niimero n é multiplo de si mesmo, poisn=mn"-1.

II. Zero é multiplo de qualquer niimero, pois 0 = n - 0.
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ITI. Os miltiplos de um ntimero sao infinitos, pois n - k é multiplo de n para todo k € N (ou para
todo k € Z).

IV. A soma ou subtracao de dois multiplos de um niimero n terd como resultado um multiplo de
N. Com efeito, se N1 e Ny sdo multiplos de n, entao existem ki e ko tais que Ny =n-ky e
Ny =n - ky. Assim, N1 + Ny =n - (k1 + k2), logo a soma é miltiplo de n. A demonstragao da

subtracdo é andloga’.

V. O produto de um niimero natural m arbitrario e de um multiplo de n também é um multiplo

de n. De fato, temos m - (n-k) = (m- k) - n.

8.2 Definicdo e aplicabilidade do Minimo Multiplo Comum

Definigao 8.2.1. O minimo mailtiplo comum (MMC) de dois nimeros naturais a e b é o menor

inteiro positivo que é miltiplo simultaneamente de a e de b.

Dados os nimeros naturais n, m, denotamos o MMC de n e m por mmc(n, m). Analogamente, o
MDC de ny,...,ny, é denotado por mmc(ny,...,ny,). A busca pelo menor miltiplo comum, assim
como o estudo dos divisores, foram objetos de estudo de povos antigos para a resolugdo de problemas
cotidianos e operagoes com fragoes. Por exemplo, os povos babilonicos, indianos e egipcios usavam o
menor multiplo comum de forma intuitiva, mas Euclides, em sua obra “Os Elementos” ( ,

), formalizou as definigdes de divisores e multiplos. Ele cita o minimo multiplo comum quando
relaciona o produto de dois ntimeros com o méximo divisor comum, isto é
a-b
mmc(a,b) = m ) (8)
onde a e b sdo dois nimeros naturais nao nulos.

Algumas aplica¢oes do MMC:

e Determinacao de frag6es semelhantes: Determinar fragoes semelhantes permite a operacao

de soma e subtracdo de fracbes com denominadores diferentes.

e Sincronizag¢ao de ciclos: Permite determinar o menor tempo que eventos em intervalos

diferentes irdo coincidir, eclipses...

« Engenharia e Mecanica: Para calcular o nimero de rotages necessarias para engrenagens

retornem & posicao inicial.

e Programacao de computadores: Usado para gerenciar eventos que ocorrem com intervalos

ou frequéncias diferentes, sincronizacao de tarefas periédicas, ciclos de animacéo.

« Matematica Financeira: Na interpretacao financeira para controle de pagamentos tanto

pessoa fisica quanto juridicas com periodos diferentes.

¢ Resolucao de problemas praticos: Problemas cotidianos sdo solucionados muitas vezes
de forma intuitiva, mas o minimo multiplo comum é uma ferramenta que pode auxiliar nos
cédlculos de sincronizacao de eventos, planejamento de intervalos repetitivos, organizacao de

turnos, gestao de estoque e producdo, planejamento de viagens.

7 Se estivermos restritos aos niimeros naturais, devemos tomar cuidado na ordem da subtracio para nio obtermos

um numero negativo.
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8.3 Meétodos para determinar o minimo miultiplo comum

Os métodos descritos a seguir sdo andlogos aos usados para a obtencdo do MDC e descritos na
subsecdo 7.2. Comentaremos a diferenca em cada caso.

I. Método das listas comuns: O minimo miltiplo comum ¢é determinado listando os miiltiplos
de cada nimero e determinando o menor comum entre eles. Note que a lista de multiplos ¢é infinita,

ao contrario das listas de divisores.
e Liste os multiplos de cada ntmero.
o Identifique o menor multiplo comum.

Exemplo 8.3.1. Determine o minimo maltiplo comum de 8 e 12. Os multiplos de 8 sdo M(8) =
{8,16,24,32,40,...}, ao passo que os mdltiplos de 12 sido M(12) = {12,24,36,48,60,...}. Jd

destacamos em negrito o primeiro miltiplo comum entre eles, ou seja mme(8,12) = 24.

Principais vantagens: i) simples de indicar os multiplos, ii) visualizagdo do comportamento
. (s , _ v - 1) nio é prati ,

dos multiplos, e iii) pratico para nimeros pequenos. Desvantagens: i) ndo é pratico para nimeros

grandes, ii) trabalhoso e demorado para nimeros com multiplos distantes, iii) a listagem tende a

erros, e iv) ndo é préatico para o MMC de uma maior quantidade de nimeros.

II. Método da fatoragcdo em nimeros primos: Assim como feito para o MDC, calcula-se o
MMC pela fatoracao dos niimeros dado. Entretanto, devemos considerar todos os fatores primos, e

cada qual com o seu maior expoente.
e Fatorar cada ntiimero dado, escrevendo como um produto de poténcias dos fatores primos.
« Identificar todos os fatores, cada um com o seu maior expoente.
e Multiplicar todos os fatores obtidos no passo anterior.

Exemplo 8.3.2. Determine o minimo multiplo comum de 8, 12 e 20. Fatorando cada nimero

12 |2
8|2 6 | 20 |2
4 12 10 |2
1 | 23 1 | 22.3 1| 22.5

Figura 32 — Fatorando os nimeros 8, 12 e 20.

Das fatoragoes acima, temos mmc(8,12,20) = 23 -3 .5 = 120.

Vantagens: i) é pratico e direto para nimeros com poucos digitos, ii) possui regra clara e direta,
iii) pode ser facilmente executado para mais de dois nimeros. Desvantagens: i) ndo é pratico para
nimeros grandes, ii) é necessario dominar as técnicas de decomposigao em fatores primos, iii) exige
atencao para identificar fatores primos comuns com maior expoente e os fatores nao primos, e iv)

lento para aplicagdes computacionais.
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II1. Método da decomposigao simultanea: Para determinar o MMC, efetuamos a fatoragao

simultanea, porém até que todos os quocientes sejam 1.
e Escreva os nameros lado a lado, separados por virgulas.
o Identificar o menor nimero primo que divide um ou mais niimeros a serem fatorados.
« Repita o processo até que todos os quocientes sejam 1.
e Multiplique todos os divisores primos para determinar o MMC.

Exemplo 8.3.3. Determine o minimo mdltiplo comum de 8,12 e 20, desta vez usando o método III.

Fazendo a fatoragdo simultinea

8,12,20| 2
4,6,10 |2
2,3, 5|2
1,3, 5|3

5
"2"5/.’?:5

]

1,1, 5
1,1,1

x

Figura 33 — Fatoragao simultanea de 8, 12 e 20.

Jd obtemos diretamente, conforme figura acima, que mmc(8,12,20) =23.3.5 = 120.

Vantagens: i) a apresentagao visual é facil, ii) pode determinar o minimo miltiplo comum para
uma maior quantidade de nimeros, iii) sé necessita que multiplique os fatores primos. Desvantagens:
i) ainda é um processo nao eficiente para nimeros grandes, ii) exige atengdo para nao deixar de
dividir um ntmero pelo seu fator primo, iii) pode ser demorado para nimeros que apresentam

nimeros primos grandes.

IV. Método da relagao entre MDC e MMC: Conforme o préprio nome diz, usa a relagao
entre o MDC e o MMC dada pela equagao (8). Foi desenvolvido por Euclides em sua obra “Os
Elementos” ( , ), e é eficiente para nimeros grandes. Pode-se usar qualquer um dos
métodos para o calculo do MDC, como os citados na subsecéo 7.2. E importante que o aluno domine
alguma técnica para determinar o MDC. Alguns livros didaticos do sexto ano apresentam essa

relagdo.
e Calcule o produto dos niimeros.
e Se o MDC nao for dado, calcule-o com o método que achar mais favoravel.
e Divida o produto dos ntimeros pelo MDC.

Exemplo 8.3.4. Determine o MMC de § e 12 usando a relagio com o MDC.

Podemos usar qualquer método para obter mdc(8,12) = 4. Assim

812 812
8,12) = - — 24
mme(®,12) = S5 819 = "4 ’

de acordo com o exemplo 8.5.1.
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Vantagens: i) é um processo rapido quando se conhece o MDC, ii) revisa o conceito de divisao,
iii) é adaptével para a linguagem computacional, iv) reduz o problema de multiplos nimeros para
uma sequéncia de célculos de dois nimeros, v) apresenta-se de forma sistemaética.

Desvantagens: i) tem que calcular o MDC se néo existir essa informagao, ii) em caso de mais de
dois nimeros tem que usar o MMC para calcular o préximo MDC, iii) dificuldade de multiplicar
nimeros grandes, iv) o processo manual é trabalhoso para niimeros grandes ou para uma quantidade

maior de nimeros.

Este método é mais elaborado, usado principalmente para ntimeros grandes e processos automa-
tizados, mas pode ser 1til didaticamente para uma sequéncia de poucos nimeros, de preferéncia dois.
Muito facil quando se conhece previamente o MDC, pode ser utilizado para fixar nos estudantes o
conceito de MDC e as técnicas para o calculo do mesmo. Também podemos fazer de forma inversa e

usar a relagdo (8) para calcular o MDC quando se conhece o minimo multiplo comum dos niimeros

dados.

Segue uma tabela comparativa dos métodos apresentados

muim.

a erros manuais.

Meétodo Descricao Vantagens Desvantagens Aplicabilidade

Lista de Mul- | Listar os multi- | Simples. Usado | Nao é pratico para | Nos primeiros

tiplos plos de cada ni- | para iniciantes ou | nimeros grandes, | exercicios, com
mero determinar o | nimeros  peque- | listas podem ser | nimeros peque-
menor multiplo co- | nos. longas e propensas | nos.

Fatoracao Depois de decom- | Sisteméatico, pode | Maior dificuldade | Para a decomposi-
em numeros | posto, fazer o pro- | ser usado para de- | na decomposicdo | ¢do em primos de
primos duto de todos fa- | terminar o MMC | de nimeros gran- | dois ou mais nu-
tores primos, cada | de uma quanti- | des, requer aten- | meros de tamanho
um com o seu | dade maior de nd- | ¢cdo aos expoentes, | moderado.
maior expoente. meros sem maio- | menos visual para
res dificuldades. iniciantes.
Decomposigao| Divide os nimeros | Visual, organi- | Trabalhoso para | Ensino basico,
simultanea simultaneamente, | zado e adequado | nimeros grandes, | em problemas
diminuindo a | para a decompo- | depende de diviso- | envolvendo varios
quantidade de | sicio de mais de | res corretos, pode | nimeros pequenos
passos mno pro- | dois niimeros. ser repetitivo. ou médios.
Cesso.

Relacao en-
tre MDC e
MMC

Usa a relacao (8).

Rapido e eficiente,
ideal para nime-
ros grandes (com-
putacional).

Exige o céalculo
prévio do MDC,
ideal para calcular

o MMC de dois nu-
meros.

Programagao e

calculos envol-
vendo  numeros
grandes ou
operagoes auto-
matizadas.

Tabela 2 — Tabela comparativa dos métodos para determinar o minimo multiplo comum (MMC)

8.4 Atividades com resolucdo

Questao 1: Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das afirmativas abaixo:
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(1) 240 é maltiplo de 8 () 18 é divisor de 72 () 14 divide 280

() 10 é divisor de 450 () 16 é maltiplo de 48 (1) 345 é maltiplo de 15

() 72 é divisivel por 18 () 48 é multiplo de 16 () 15 é divisor de 345
Resposta:

(V) 240 é multiplo de 8 (V) 18 é divisor de 72 (V) 14 divide 280

(V) 10 é divisor de 450 (F) 16 é maltiplo de 48 (V) 345 é multiplo de 15

(V) 72 ¢ divisivel por 18 (V) 48 é multiplo de 16 (V) 15 ¢é divisor de 345

Questao 2: Qual é o primeiro multiplo de 9 maior que 20007

Resolucgao: Pelo critério de divisibilidade por 9, um nimero é divisivel por 9 quando a soma
dos algarismos é um nimero multiplo de 9. Assim 2+0404+0=2 9-2= 7 entdo o primeiro nimero
sera 2000 +7 = 2007.

Questao 3: Escolha dois multiplos positivos de 8:
a) Calcule a sua soma
b) Determine a diferenca entre o maior e o menor.
c) Qual é o produto desses multiplos?

d) Os valores encontrados nas alternativas acima sdo multiplos de 87 Porque? Isso acontecera

com os multiplos de qualquer outro nimero natural?
Resolugao: Suponhamos que o aluno escolheu 16 e 32.

a) 16+ 32 =48.

b) 32— 16 = 16.

c) 16 x 32 = 512.

d) Sim. 6 x 8 =48, 2 x 8 = 16, 64X8 = 512. Portanto todos s@o multiplos de 8, em acordo com
as propriedades dos multiplos de um niimero que determina que a soma, subtracao e produto
dos miltiplos de um ntimero terdao como resultado multiplos desse ntimero.

Questao 4: Pense nos miltiplos de 3.
a) Indique quais sdo menores que 39.
b) Dos nimeros encontrados no item a), quais sao multiplos de 47

¢) Qual é o minimo multiplo comum entre 3 e 47

Resolugao:
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a) M(3) = {0,3,6,9,12,15,18, 21,24, 27, 30, 33, 36, 39}.
b) Sao eles: {0,12,24,36}.

c) mmc(3,4) = 12.

Questao 5: Sou maior que 200 e menor que 340. Sou multiplo de 20 e de 50. Quem sou eu?
Vamos fazer o minimo multiplo comum de 20 e 50. Determinar os multiplos do MMC e verificar

qual deles é maior que 200 e menor que 340.

2050 | 2

10,25 | 2
5,25 |5
1,5 |5
1,1 |100

|
Figura 34 — MMC de 20 e 50.
Os multiplos de 100 sao M (100) = {0, 100, 200, 300, 400, 500, . ..}, logo o ntimero procurado é
300.

Questao 6: Para cada item, determine os valores das letras para que as decomposic¢oes fiquem

corretas e, em seguida, calcule o MMC dos pares de niimeros:

A, 350 | 2

150, B |C

kil 0,175 | 3

B, S |C E, F |5

D,E |3 5 G |5

51 | F 1, 7 |H
1, 1 1, 1

(a) Ttem a) (b) Ttem b)
Resolugao:

a) A=9x2=18,B=30:2=15,C=9:3=3,D=15:3=5 E=3:3=1, F =5. Logo,
o MMC é mmc(30,18) =2x C x3x F=2-32-5=90.

b) A=150x2=300, B=350:2=175,C =2, D=150:2=75 E=75:3=25 F = 175,
G =175:5=35, H = 7. Assim, o MMC é mmc(300, 350) = 2xC'x3x5x5x H = 22.3-52.7 = 2100.

Questao 7: Em uma cesta ha menos de 70 ovos. Sabemos que:

e Se tirarmos de 4 em 4, sobram 2 ovos

49



e Se tirarmos de 10 em 10, sobram 2 ovos
e Se tirarmos de 15 em 15, sobram 2 ovos

Quantos ovos hé na cesta?
Resolucdo: Se o ntimero de ovos é n, sabemos que n — 2 é multiplo de 4 =22 ,de 10=2-5 ¢
de 15 = 3 - 5, e portanto mmc(4,10,15) = 22 -3 -5 = 60. Como h& menos de 70 ovos, entdo n = 62.

Questao 8: Se mdc(b, ¢) =4 e mmc(b, c) = 1008, e sabendo-se que b = 36, qual o valor de ¢?

Resolugao: Reescrevendo a equacao (8), obtemos

de(b, c) - b 4-1008
b-c=mdc(b,c) - mme(b,c) = c= mde(b, ¢) bmmc( %) = - 112.

9 Fase Final — “Chefao”

Finalmente vocés chegaram! Sempre fui o pupilo mais dedicado de Euclides, e ainda assim fui
deixado para tras nesta jornada. Agora provarei que sou superior a todos vocés!

Figura 36 — Chefao - o Desafio Fase VIII.

A fase do Chefao representa um momento crucial dentro do contexto do jogo. Nela, Teon, o
melhor pupilo de Euclides, surge para desafiar o aluno que chegou até essa etapa. Sentindo-se
injusticado por Hipatia ter percorrido a jornada ao lado de Euclides e nao ter sido escolhido por seu
mestre, Teon propde um duelo de conhecimentos. Para avancar, o aluno deve superar esse desafio e
conquistar o direito de entrar na Biblioteca de Alexandria.

Nessa etapa uma bateria de exercicios que permitird ao professor avaliar a aprendizagem do
aluno de forma mais detalhada. Esse diagnodstico sera essencial para identificar possiveis lacunas e
garantir que o aluno, ao utilizar o aplicativo, nao se sinta desmotivado por desconhecer a teoria ou os
modelos de exercicios. Um diferencial desta fase é que o aluno, diferentemente das etapas anteriores,

precisara identificar por conta prépria qual teoria deve ser aplicada para resolver cada exercicio.

9.1 Atividades com resolucdo

Questao 1: Considere A o algarismo das unidades do nimero abaixo. Qual deve ser o menor

valor atribuido a essa letra para que esse nimero seja divisivel por 2 e 9, simultaneamente?
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5068A

Resolugao: Pelos critérios de divisibilidade, temos:

Para ser divisivel por 2, o niimero tem de ser par, ou seja, os possiveis valores de A sao: 0, 2,

4, 6, 8.

Para ser divisivel por 9, a soma dos algarismos tem de ser multiplo de 9. Uma vez que

540+ 6+ 8 =19, o multiplo de 9 imediatamente superior a 19 é 27, entao 27 — 19 = 8.

Portanto para ser multiplo de 2 e de 9, temos A = 8.

Questao 2: Sabe-se que a decomposicado em fatores primos de 7200 pode ser escrita como

7200 = 2% x 3Y x 5%. Qual o valor de = + y + 27

Resolugao: Vamos decompor 7200 em fatores primos.

7200 |2
3600 2
1800 2
900 | 2
450 | 2
2253
753
255
5(5
1 | 25 % 32 % 52

Figura 37 — Fatoragao de 7200.

Temos x =5, y=2ez=2,logox+y+2=5+2+4+2=09.

Questao 3: Descubra a senha de trés digitos, observando as dicas:

1. Divisivel por 20.
2. Eum nimeroc entre 100 e 150
3. Possui exatamente 12 divisores.

A senha encontrada foi:

Resolugao:
1. Se é divisivel por 20 e tem 3 digitos, entdao é multiplo de 20, dentro desse intervalo temos:

{100, 120, 140, 160, . . .}.
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2. Sendo um nimero entre 100 e 150, temos: {120, 140}.

3. 120 = 23 x 3 x 5, assim Q(120) = 3+ 1) x (1+1) x (1+1) =4 x 2 x 2 = 16, logo ndo é
o ntimero 120. Confirmando a outra possibilidade, sabemos que 140 = 22 x 5 x 7, portanto
Q(40) =2+ 1) x(1+1)x(1+1)=3x2x2=12

4. 140 é par.

A senha procurada é 140.

Questao 4: Represente cada ntimero no quadro de ordens e classes, e depois decomponha cada

um de acordo com o sistema de numeracao decimal.

a) 2.874 d) 40.094.697
b) 827.484.470 e) 68.720
c) 9.086.253 f) 543.210

Classe dos milhoes Classe dos milhares Classe das unidades
Centenas | Dezenas | Unidades| Centenas| Dezenas | Unidades| Centenas| Dezenas | Unidades
de mi-|de mi-|de mi-|de mi-|de mi-| de mi-
lhoes lhoes Ihoes lhares lhares lhares

Tabela 3 — Tabela posicional
Resolucgao:

Classe dos milhoes Classe dos milhares Classe das unidades
Centenas | Dezenas | Unidades| Centenas| Dezenas | Unidades| Centenas| Dezenas | Unidades
de mi-|de mi-|de mi-|de mi-|de mi-| de mi-
lhoes lhoes lhoes lhares lhares lhares

2 8 7 4
4 0 0 9 4 6 9 7
8 2 7 4 8 4 4 7 0
6 8 7 2 0
9 0 8 6 2 5 3
5 4 3 2 1 0

Tabela 4 — Resolucao tabela posicional

temos:

a) 2874 =2x 1000 +8 x 100+ 7 x 10+4 x 1

b) 40094697 = 4 x 10000000 + 9 x 10000 46 x 100 +9 x 10+ 7 x 1
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c) 827484470 = 8 x 100000000 + 2 x 10000000 + 7 x 1000000 + 4 x 100000 + 8 x 10000 + 4 x
1000 4+ 4 x 100+ 7 x 10

d) 68720 = 6 x 10000 + 8 x 1000 + 7 x 100 + 2 x 20
e) 9086253 =9 x 1000000 + 8 x 10000 + 6 x 1000 + 2 x 100 +5 x 10 + 3 x 1
f) 543210 =5 x 100000 + 4 x 10000 + 3 x 1000 + 2 x 100+ 1 x 10
Questao 5: Divida 1458 por 34 e responda o que se pede.
a) Qual é o resto da divisao?

b) Qual valor deve ser subtraido de 1458 para que o quociente permanega o mesmo e a divisao

por 34 seja exata?

¢) Qual o menor valor que se deve somar a 1458 para que a divisao fique exata?

Resolucao:

1458| 34

-136 42
o8
- 6B
30

Figura 38 — Divisao de 1458 por 34

a) O resto da divisao é 30
b) Devera subtrair do dividendo o valor do resto, ou seja, 1458 — 30 = 1428.

¢) Como ja temos um resto de 30 unidades e precisamos que o total seja divisivel por 34, é

necessario somar mais 4 unidades a 1458, pois 30 + 4 = 34, que ¢ divisivel por 34.

Questao 6: Em uma competicdo de matematica, os participantes foram desafiados a analisar
o numero 16.632. Uma das tarefas propostas é determinar quantos divisores esse niimero possui.
Resolva o desafio e encontre a quantidade total de divisores de 16.632.

Resolucao:
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16 632 | 2

8316 |2
4158 2
2079 (3
693 |3
231 |3
T

11 |11

1

123 %33 x7x11

De acordo com (7)
D(16.632) = (3+1) x 3+ 1) x (1+1) x (1+1) =64

O nimero 16.632 possui 64 divisores.

Questao 7: Fernanda estd organizando sua colecdo de livros. Ela percebeu que:

e Quando coloca os livros em pilhas de 6, sobra 1 livro.

e Quando coloca os livros em pilhas de 7, ndo sobra nenhum.

Sabendo que a quantidade total de livros esta entre 20 e 70, quantos livros Fernanda tem?

Resolucgao:
Listar os multiplos de 6 no intervalo de 20 a 70.
Listar os multiplos de 7 no intervalo de 20 a 70.
Somar uma unidade a cada multiplo de 6.

Determinar a interse¢do do novo conjunto como os multiplos de 7.

M(6) = {24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66}
M(7) = {21,28, 35,42, 49, 56, 63}
M(6) + 1 = {25,31,37,43,49, 55,61, 67}

Fernanda tem 49 livros.
Questao 8: O dono de um estacionamento, apaixonado por conceitos matematicos, decidiu

inovar em seu estabelecimento, que aceita apenas carros. Ele instalou um placar que exibe o ntimero

de rodas dos veiculos estacionados e a capacidade maxima do estacionamento.
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Quantidade de rodas estacionadas: 2084
Capacidade do estacionamento: 550 carros

e e .

De acordo com as informagoes do placar, responda:
a) Quantos carros estao estacionados?
b) Com a informagao do placar, quantos carros ainda podem entrar nesse estacionamento?
c) Qual a capacidade desse estacionamento em quantidade de rodas?

Resolucgao:

2084 | 4

- 20 521
08
- 08

04
- 04
Figura 39 — Divisao de 2084 por 4

a) Existem 521 carros estacionados.
b) 550 — 521 =29

Ainda existem vagas para 29 carros.

) 29 x 4 =116
2084 + 116 = 2200

Existe uma capacidade para 2.200 rodas.

Questao 9: Escreva as respostas das questoes da cruzadinha por extenso, utilizando palavras

ao invés de niimeros ou abreviacées. Apds concluir, responda as perguntas propostas
1. Qual o divisor de 18 cujo quociente é 6 e resto é zero?
2. Qual o menor nimero natural, divisor de qualquer niimero?

3. Determine o resultado da poténcia de base 5 e expoente 1.
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4. Quanto representa uma unidade de milhar em valor ntimerico?
5. Qual o menor niimero primo existente?

6. Calcule o minimo multiplo comum (M.M.C.) entre 3 e 4.

7. Qual o maximo divisor comum (M.D.C) entre 245 e 8477

8. Quantos divisores possui o niimero 457

Resolucgao:

1

T R E S
2
U M
3
Cli1i|IN]JC]oO

4

M | L

5

D 0 I 5
6

Questiao 10: Dados os niimeros A = 24 x 3% x 53 x 13 e B = 23 x 32 x 5% x 11. Calcule escrevendo

na forma fatorada.
MDC(A,B) =
MMC(A,B) =
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MDC(A,B) x MMC(A, B) =

Resolucgao:

Devemos determinar o produto dos termos comuns de menor expoente, o exercicio pede para
deixar na forma fatorada.

MDC(A,B) =23 x 3% x 53.

Devemos determinar o produto dos termos comuns de maior expoente e 0s ndo comuns, 0 exercicio
pede para deixar na forma fatorada.

MMC(A, B) =2% x 3% x 5* x 11 x 13.

Usando a propriedade do produto de potencias de bases iguais, devemos multiplicar a base e

somar os expoentes

MDC(A,B) x MMC(A,B) =27 x 37 x 57 x 11 x 13

Questao 11: Um grupo de amigos com interesse em astronomia periodicamente se encontra para
observar dois fené6menos de astronomia O primeiro evento ocorre a cada 4 anos, nos anos bissextos.
O segundo evento ocorre a cada 10 anos, em um dia especial para observar eclipses raros. Se os
dois eventos foram realizados juntos pela tltima vez em 2005, em que ano os dois eventos ocorrerao
juntos novamente?

Resolucgao: Para determinar o menor tempo possivel para os eventos ocorrerem juntos vamos

fazer o m.m.c. (4,10).

4,10 2
2, 52
1, 5/5
1 3"

Figura 40 — Fatoracdo de 4 e 10

Préximo ano : 2000 + 20 = 2020

O evento ocorrerd novamente no ano de 2020.

Questao 12: Uma professora de matematica passou o seguinte desafio na sala de aula. “A
idade de meus filhos atualmente sdao dois nimeros primos. Se o produto das idades é
323”7 Qual a idade dos meus filhos?

Resolugao: Sabemos o valor do produto das idades. Entao fatorando 323 temos. Temos os
seguintes numeros primos: {2,3,5,7,11,13,17,19...} Queremos um produto onde a unidade é 3 por
tentativa e erro temos:

11 x 13 = 143 Ndo convém

17 x 19 = 323 Convém

Portanto os filhos da professora tem 17 e 19 anos.
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Questao 13: Codifique ou decodifique as mensagens utilizando o codigo fornecido na tabela.
Observe atentamente a relagdo entre os simbolos, niimeros ou letras e aplique as regras corretamente

para transformar a mensagem de acordo com o objetivo (codificar ou decodificar)."

L D E G H
5 X w z 11 a b 2
I ] K L M N P
t 13 m i 3 m k 7
Q R S I3 v W X
q 17 r s 2 e h i
Y Z espaco
19 C A

Figura 41 — codificacdo e decodificacao

a)z—t-e—t-r—k-17-11-1:

b) Numeros Primos:
c)b-s-t-e-t-z-5-z-11 -1

d) Matematica:

Resolugao:

a) DIVISORES
bpm-2-3-11-17-k-r-A-7-17-t-3-k-r
c) ATIVIDADES
d)3-5-s-11-3-5-s—-t—w-5

Questao 14: Em uma aula sobre divisores, o professor pede aos alunos que determinem a soma
de todos os divisores do niimero 1960. Qual é o valor correto que os alunos deverao encontrar ao
realizar esse calculo?

Resolucgao:

1960
980
490
245

49

NN SN NN

w
X
5 ]
X
~J
[

Figura 42 — fatoracao de 1960
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boxp+1 1 bf:xp+1 1 bexp+1 1
D _ 1 2 L k
S[D(n)] <b1 — X Tl X X T

3+1 1+1 241
S[D(1960)] = (22_11> « (55_11> « (77_11>

S[D(1960)] = (115> X @4) . <3§2>
S[D(1960)] = (115) x (T) 8 <31612>

S[D(1960)] = 15 x 6 x 57

Consideracées Finais

Este trabalho apresentou a proposta de um aplicativo educacional de matematica, desenvolvido
para envolver alunos do sexto ano do Ensino Fundamental em uma jornada interativa e divertida.
Além de apresentar o aplicativo, a monografia atuou como um suporte pedagdgico, fornecendo uma
base teodrica sélida antes que os alunos tivessem contato com as fases do aplicativo. O conteido
foi estruturado com conceitos, exemplos e demonstracoes adaptados ao conhecimento prévio de
estudantes dessa etapa, buscando transformar demonstracées matematicas, muitas vezes apresentadas
como regras a serem “decoradas”, em aprendizados significativos e compreensiveis.

Essa abordagem néao apenas visou garantir a compreensao dos conceitos, mas também buscou
preparar os alunos para se sentirem confiantes e aptos a superar as etapas do aplicativo. Durante
a jornada, eles foram incentivados a aplicar, de forma eficaz, todo o conhecimento adquirido,
consolidando o aprendizado e fortalecendo sua autoconfianga na matemaética.

Portanto, o aplicativo proposto ndo apenas contribui para o aprendizado matematico dos alunos,
mas também promove o desenvolvimento de habilidades de resolucdao de problemas, estimula a
curiosidade e incentiva a autonomia na aprendizagem. Ao conectar o contetdo matemaético a histéria
e ao desenvolvimento de competéncias, o aplicativo propoe uma transformacao do ensino tradicional,
tornando o aprendizado de matematica uma experiéncia mais envolvente e significativa para os

estudantes.
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