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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo investigar as possiveis contribuicoes da abordagem da
Teoria dos Grafos nos Anos Finais do Ensino Fundamental, por meio de uma sequéncia
didatica ludica. Para isso, elaborou-se e aplicou-se uma sequéncia didatica em formato de
oficinas com estudantes do 92 ano. A proposta visa oferecer aos alunos da educacao basica
a oportunidade de desenvolver novas aptidoes, capacitando-os a adquirir competéncias
necessarias para sua participagao plena na sociedade. Trata-se de uma pesquisa qualitativa
de carater exploratorio, que adota o estudo de caso como procedimento metodolégico. A
problematica que norteia o estudo é: “A introducao da Teoria dos Grafos, por meio de uma
sequéncia didatica liudica, pode contribuir para a melhoria da aprendizagem matemaética dos
alunos dos Anos Finais do Ensino Fundamental?” Para responder a esse questionamento,
desenvolveu-se uma sequéncia didéatica ludica aplicada em formato de oficinas, dividida
em trés modulos. Foram utilizados como instrumentos de coleta de dados: questionarios
de sondagem inicial, atividades desenvolvidas nas oficinas e um questionario pés-oficina,
com o objetivo de analisar a evolucao dos alunos. Dessa forma, por meio deste estudo,
verificou-se que a introduc¢ao da Teoria dos Grafos, por meio de uma sequéncia didatica
lidica no Ensino Fundamental Anos Finais em Matematica oportunizou a construcao de
habilidades nao apenas que contribuem para a compreensao dos conceitos abstratos da
matematica, por meio da modelagem de problemas com grafos, mas também capacitam os
estudantes a adquirir competéncias para resolver problemas reais de seu cotidiano. Além
disso, ampliam a visao dos alunos sobre o que é a matematica, ao nao limita-la ao uso de
formulas, desenvolvendo sua argumentagao légica e pensamento algoritmico, dialogando
com as habilidades da BNCC.

Palavras-chave: Teoria dos Grafos. Ensino Fundamental Anos Finais. Sequéncia Diddtica

Lidica.



ABSTRACT

This work aims to investigate the possible contributions of the Graph Theory approach
in the Final Years of Elementary School, through a playful didactic sequence. For this
purpose, a didactic sequence in workshop format was created and applied with 9th grade
students. The proposal aims to offer basic education students the opportunity to develop
new skills, enabling them to acquire competencies necessary for their full participation
in society. This is qualitative research with an exploratory nature, which adopts the case
study as its methodological procedure. The guiding question of the study is:“Can the
introduction of Graph Theory through a playful didactic sequence contribute to improving
mathematics learning for students in the Final Years of Elementary School?” To answer
this question, a playful didactic sequence was developed and applied in workshop format,
divided into three modules. The data collection instruments used were: initial survey
questionnaires, activities developed in the workshops, and a post-workshop questionnaire,
with the objective of analyzing student progress. Thus, through this study, it was verified
that the introduction of Graph Theory through a playful didactic sequence in the Final
Years of Elementary School in Mathematics enables the development of skills that not only
contribute to understanding abstract mathematical concepts through modeling problems
with graphs, but also equip students to acquire competencies to solve real problems from
their daily lives. Additionally, it expands students’ view of what mathematics is, by not
limiting it to the use of formulas, developing their logical reasoning and algorithmic
thinking, in dialogue with the BNCC skills.

Key-words: Graph Theory. Final Years of Elementary School. Playful Didactic Sequence.
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1 INTRODUCAO

A sociedade contemporanea vem passando por transformacoes significativas com
os rapidos avancos tecnolégicos, onde a matematica desempenha um papel fundamental
ao definir, modelar e resolver problemas em diferentes campos da vida humana. Despertar
o interesse e a curiosidade dos alunos por esta disciplina se torna uma tarefa importante
para os professores, que buscam sempre estratégias para tornar as aulas mais dindmicas e

atrativas.

O Documento Curricular Referencial da Bahia (DCRB) entende a importancia que
o conhecimento matematico desempenha na sociedade e a relevancia de estratégias que

busquem inserir esses conhecimentos na realidade sociocultural do educando, assim:

Considera que a sociedade contemporanea, ao realizar a¢ées das mais
simples até aquelas que envolvem conceitos cientificos e tecnolédgicos,
utiliza conhecimentos matematicos que vao sendo construidos historica-
mente pelas necessidades diarias dos individuos. Nessa perspectiva, para
que a escola acompanhe a histéria da civilizagdo, ou seja, o processo
de desenvolvimento humano que se encontra ancorado no contexto da
resolucao de situacdes-problema, deve-se conceber uma nova dindmica
para a mobilizagdo de saberes matematicos intrinsecamente ligados a
uma realidade sociocultural (Bahia, 2020, p. 335).

Deste modo, despertar o interesse e a curiosidade do estudante pela disciplina
de matemdtica torna-se uma tarefa essencial para os professores. Logo, muitos docentes
buscam proporcionar um ensino estimulante e motivador procurando sempre novos recursos

para tornar as aulas mais dinamicas e atrativas.

Observamos que o conhecimento matematico contextualizado estd cada vez mais
sendo explorado na pratica pedagogica do ensino da matematica de forma a torna-lo
tangivel a realidade onde o educando estd inserido. Nesse contexto, este estudo visa
apresentar uma sequéncia lidica para a introdugao a Teoria dos Grafos possibilitando ao
estudante vivenciar problemas reais por meio de uma abordagem que valoriza o pensamento

analitico.

Dessa forma, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) reforca a necessidade
de um ensino matematico que desenvolva a capacidade de enfrentar situagoes-problema
em multiplos contextos, expressar respostas e sintetizar conclusoes utilizando diferentes
registros e linguagens, como graficos, tabelas e esquemas. Nesse sentido, a BNCC estabelece
habilidades que incentivam a construcao e a interpretacao de algoritmos por meio de

representacoes visuais. Dentre essas habilidades, destacam-se:

Construir algoritmo em linguagem natural e representd-lo por fluxo-
grama que indique a resolugdo de um problema simples (por exemplo, se
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um ntimero natural qualquer é par)(Brasil, 2018, p. 301).

Interpretar e desenvolver fluxogramas simples, identificando as relagoes
entre os objetos representados (por exemplo, posicao de cidades consi-
derando as estradas que as unem, hierarquia dos funcionarios de uma
empresa ete.)(Brasil, 2018, p. 305).

Desde a década de 90, D’Ambrosio (1996, p. 59) alerta sobre a importancia da
Matematica discreta “Pode-se prever que na matematica do futuro serao importantes
o que hoje se chama matemaética discreta” e ainda faz criticas a sua restricdo ao nivel
superior, “[...] Lamentével isso s6 é estudado em algumas especialidade de matematica
aplicada. Justamente por representar a matematica do futuro, é muito mais interessante
para o jovem. Os problemas tratados sdo mais interessantes, a visualizacao é no estilo

moderno, parecido com o que se vé em TV e nos computadores”

Assim, a Teoria dos Grafos, uma area da Matematica Discreta, quando apresentada
de forma ltudica, oferece a oportunidade para estudantes da educacao basica desenvolverem
novas aptidoes de forma descontraida e atraentes. Construindo habilidades nao apenas
que contribuem para a compreensao dos conceitos abstratos da matematica, mas tam-
bém capacitam os estudantes a adquirirem as competéncias necessarias para resolverem

problemas reais vivenciados no seu cotidiano.

Segundo Jurkiewicz e Junior (2007, p. 423) “A teoria dos Grafos permite, de forma
simples e contextualizada, a construcao das ideias bésicas que permeiam os processos
algoritmicos, além de ser uma &area riquissima em aplicacoes, as quais nos remetem a

problemas realmente contextualizados (e nao “pretextualizados”)”.

A diversidade de conceitos abrangidos pela Teoria dos Grafos possibilita sua
adaptacao as necessidades de aprendizagem e as capacidades dos alunos. Esses conceitos
podem ser relacionados a contetidos ja contemplados no Curriculo Escolar, favorecendo,
assim, a assimilacao dos contetudos e o desenvolvimento das competéncias e habilidades

previstas para cada etapa.

Além de ampliar a forma como os alunos percebem a Matematica e torna-la mais
dindmica, por trazer uma matemadtica mais visual como destaca D’Ambrosio (1996), essa
abordagem os motiva a se envolverem ativamente no processo de aprendizado, ao trazer
conhecimentos que podem ser aplicados em situacoes concretas do cotidiano, conforme
Jurkiewicz e Junior (2007).

Nesse contexto, Carvalho (2019) destaca que a introducao dos grafos deveria ser

abordada no Ensino Béasico, pois contribui para desfazer alguns mitos sobre a Matemaética.

As pessoas ainda tém a ideia de que ser bom em matemaética é saber
fazer contas e, quando tém uma visado mais sofisticada, acreditam que
sdo pessoas que sabem resolver equagoes e inequagoes. Essa visao se
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deve & produgdo matemaética que normalmente fazemos na escola, uma
produgdo que consiste basicamente em usar expressoes algébricas. Mesmo
em temas como geometria, o que geralmente se faz é geometria métrica:
calcular coisas, como comprimentos, areas e volumes. A exposi¢do mate-
matica, aquela feita com argumentagdao que nao é de natureza aritmética
e algébrica, é muito pobre. Grafos fornecem um excelente tépico para
aliar a matemadtica ao poder de argumentacdo que transcende a pro-
pria matemdtica. Saber argumentar logicamente é algo 1til na vida em
sociedade (Carvalho, 2019).

Deste modo, a Teoria dos Grafos surge como uma alternativa para tornar o
conhecimento mais dinamico, promovendo a argumentacgao légica e ampliando a visao do
aluno sobre a matematica. A introdugao da Teoria dos Grafos na Educagao Bésica nao
apenas busca que o aluno construa seu préprio conhecimento, mas também oferece uma
oportunidade para os estudantes desenvolverem habilidades analiticas essenciais para a
participacao ativa em uma sociedade cada vez mais informatizada, uma vez que a Teoria

dos Grafos estimula o pensamento algoritmico.

Diante desse panorama, este trabalho de conclusao de curso tem a seguinte questao
de pesquisa: “A introducio da Teoria dos Grafos, por meio de uma sequéncia diddtica
lidica pode contribuir para melhoria da aprendizado dos alunos Ensino Fundamental Anos

Finais em Matemdtica?”.

A motivagao para essa questao se encontra na busca por estratégias pedagdgicas que
despertem a atencao dos estudantes. Observando-se uma tendéncia crescente em direcao a
contextualizacao do ensino da matematica, visando tornar o conhecimento mais tangivel e
aplicavel ao cotidiano dos alunos. Este projeto propde-se a colaborar com essa tendéncia de
contextualizacao apresentando uma sequéncia didatica lidica para a introducao a Teoria

dos Grafos. Assim, tem como objetivos.

1.1 OBJETIVOS GERAIS

Investigar possiveis contribui¢oes da abordagem da Teoria dos Grafos nos Anos

Finais do Ensino Fundamental, por meio de uma sequéncia didatica lidica.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

o Elaborar e Analisar uma sequéncia didatica ludica para a introducao da Teoria do

Grafos no Ensino Fundamental Anos Finais.

o Aplicar a sequéncia didatica ludica com alunos do 9°ano do Ensino Fundamental no

formato de oficina;

« Relatar e analisar a aplicacao da sequéncia didatica ladica.
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Para alcancar esses objetivos, o desenho metodologico adotado caracteriza-se por sua
natureza quantitativa, com uma abordagem exploratoria e a utilizagdo de procedimentos

tipicos de um estudo de caso.

A sequéncia didatica apresentada destaca conceitos fundamentais da Teoria dos
Grafos, como a defini¢do de vértices e arestas, o grau dos vértices, e a relagao entre a
contagem de arestas e a soma dos graus dos vértices. Além disso, enfatiza problemas que
envolvem Grafos Eulerianos e Semi-Eulerianos, coloracao de vértices e planaridade de
grafos, tudo isso por meio de atividades ladicas e praticas. Essa abordagem permite aos

estudantes compreender a aplicabilidade dos conceitos de grafos em situagoes reais.

Espera-se que esse trabalho contribua, por meio da Sequéncia Didatica, para
que os discentes ampliem sua visao sobre a matematica, bem como para construcao
do conhecimento sobre Teoria dos Grafos e desenvolvimento do raciono légico, além de
fornecer mecanismo para que este estudante possa aplicar a matematica em situacgoes reais

motivando e destacando a relevancia da matematica no cotidiano.

Para facilitar a leitura, este trabalho segue a seguinte estrutura organizacional. No
Capitulo 2, serao discutidos os referenciais tedricos relevantes para o desenvolvimento do
trabalho. No Capitulo 3, serd apresentada a metodologia adotada na conducao do trabalho.
No Capitulo 4, sao apresentados os resultados e discussoes da pesquisa. E, por fim, no

Capitulo 5, serao apresentadas as consideracoes finais.
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2 REFERENCIAL TEORICO

O referencial tedrico desta pesquisa é fundamentado em conceitos da Teoria dos
Grafos e ludicidade no processo de aprendizagem. Esta revisao visa embasar a proposta de
uma sequéncia didatica lidica para o ensino de Teoria dos Grafos no Ensino Fundamental

anos finais.

2.1 ORIGEM

O problema das sete pontes de Konigsberg, atual Kalinegrado na Rissia, que deu
origem a Teoria dos Grafos, surgiu em 1736, quando o mateméatico Leonhard Euler propos
uma solucao para uma duvida que servia de passatempo para habitantes de Konigsberg, a
cidade era cortada pelo rio Pregdlio, formando duas ilhas. As duas margens do rio, junto
com as ilhas, constitulam uma regiao que na época era ligada por 7 pontes conforme a
Figura 1. Assim, seus habitantes se perguntavam se seria possivel encontrar um caminho

que passe em cada uma das sete pontes da cidade exatamente uma vez?

Figura 1 — Pontes de Konigsberg

Fonte: Problema das Sete Pontes de Konigsberg, wikipédia.

Euler respondeu a pergunta usando um diagrama, possivelmente o primeiro grafo
da historia como ilustrado na Figura 2, onde representa cada porcao de terra pelos pontos
1,2, 3 e 4, que sao os vértices do grafo e cada ponte por uma ligacao, que sao arestas do

grafo.


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5d/Konigsberg_bridges.png
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Figura 2 — Representacao do grafo das pontes Konigsberg

1
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4
Fonte: Autor.

Ele percebeu que tal caminho nao existia em consequéncia dos teoremas 2.2 e 2.3
que veremos mais adiante na proxima se¢ao, onde abordaremos todos aspectos tedrico

para a compreensao deste trabalho.
2.2 TEORIA DOS GRAFOS

Definicdo 2.1 (Grafo). Um grafo é uma tripla ordenada G(V,E,g), em que V é um
conjunto finito e nao vazio, E é um conjunto de subconjuntos de dois elementos de V e
g: E(G) — V(G) x V(G) é uma fungdo que associa cada aresta a um par nao-ordenado

de vértices, que sao os extremos (Gersting, 1993).

Os elementos de V (ou V(G)) sdo chamados de vértices de G, e os elementos E (ou
E(G)) sao as arestas de G.

Grafos podem ser representados por diagramas, onde cada vértice é representado
por um ponto (elemento de V) e cada aresta em E por uma curva ligando os pontos que
representam seus extremos como pode ser observado na Figura 3, onde temos cinco vértices

e seis arestas.
V ={1,2,3,4,5}, F = {a,b,c,d,e, f}
A fungdo que associa as arestas aos seus extremos assume os seguintes valores:

gla) ={1,2};9(b) = {2,3};9(c) = {1,2}; 9(d) = {1,3}; g(e) = {3,3}; 9(f) = {3,4}

Definigao 2.2 ( Extremos e Incidéncia). Seja G um grafo e a uma aresta de G. Dizemos
que os vértices u e v de G sdo extremos de a se {u, v} = g(a). Dizemos ainda que também

a € incidente aos vértices u e v.
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Figura 3 — Exemplo de diagrama de um Grafo

on

&l e

2 3 1

Fonte: Autor.

Varios termos essenciais ao estudo da teoria dos grafos surgem quando representamos
grafos por meio de diagramas. Assim, observando a Figura 3 podemos encontrar varios
conceitos de grafos: adjacéncia, laco, arestas paralelas, grafos simples, vértices isolados,

tamanho, ordem, grafo completo, subgrafo, etc.

Defini¢ao 2.3 (Adjacéncia). Seja G um grafo e u,v € V. Dizemos que u é adjacente a v

se e somente se {u,v} € Im(g).

Definigao 2.4 (Lago). Seja G um grafo. Dizemos que uma aresta a € E € um lago se:

g(a) = {u,u}, para algum u € V.

Assim, de acordo do com a defini¢ao 2.3 e o grafo da Figura 3 podemos notar que
os vértices 1 e 3 sao adjacentes, pois sao extremos de uma mesma aresta, ja 1 e 4 nao sao
adjacentes, uma vez que, ndo sao extremos da mesma aresta. O vértice 3 é adjacente a ele

mesmo, logo a aresta e que conecta o vértice 3 a ele mesmo é denominada de lago.

Observe que as arestas a e ¢ estao ligadas aos mesmos vértices 1 e 2 denominam-se
arestas multiplas ou paralelas. Além disso, O vértice 5 ndo possui nenhuma aresta incidente

sobre ele, sendo, neste caso, denominado de vértice isolado.

Definigdo 2.5 (Ordem de um Grafo). Seja G um grafo. A ordem de G é o niumero de

vértice em G. A ordem de G é denotada por |V|.

Definigao 2.6 (Dimensao de um Grafo). Seja G um grafo. A dimensio de G é o nimero

de aresta em G. A dimensdo de G € denotada por |E|.

Iremos utilizar as letras n e m para representar |V| e |E|, respectivamente.

Definigao 2.7 (Tamanho de um Grafo). Seja G um grafo. O tamanho de G é a soma

n+m, ou seja, € a soma do numero de vértice com o numero de arestas de G.

Deste modo o grafo da Figura 3 apresenta ordem n = |V| = 5, dimensao m =
|E| =6 e tamanho n +m =546 = 11.
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2.2.1 Graus dos vértices de um grafo

Definigao 2.8 (Grau). Seja G e seja v € V. O grau de v é o nimero de vezes que ele

aparece como extremidade de uma aresta . O grau de v é denotado por d(v).

Teorema 2.1. A soma dos graus dos vértices de um grafo € igual a duas vezes o nimero

de arestas do grafo, ou seja:

Demonstracio. Cada aresta contribui com duas unidades para a soma dos graus dos

vértices. Logo a soma total é duas vezes o niimero de arestas. |

Dado o grafo da Figura 3, temos os seguintes graus d(1)= d(2)=3, d(3)=5, d(4)=1

e d(5)=0. E facil a verificacio da proposicao, onde:

Y dw)=d(1)+d(2)+d(3)+d(4) +d(5) =3+3+5+1+0=12
veV(Q)

2m=26=m=256

Corolario 2.1.1. Em qualquer grafo G, a soma dos graus de seus vértices é par.

Demonstragdo. De fato, > d(v) =2.m , e 2.m é sempre par. [
veV(Q)

Corolario 2.1.2. Todo grafo G possui um numero par de vértices de grau impar.

Demonstracao. Sejam Vp e V; os conjuntos dos vértices de grau par e impar de um grafo

G respectivamente. Como V(G) = Vp UV, e Vp NV, = (), pelo teorema 1, temos:

> d(v) =2.m

veV(G)

Logo,

> dw) =2 dw)+ ) d(v)

veV(G) veVp veVr

Ou seja,

Y dv)=2m— Y d(v)

veVr veVp
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Observe que o segundo membro da equagao é par, pois 2.m € par e a soma de

parcelas de nimeros pares é par. Portanto Z d(v) é par. Para que uma soma de nimeros
veVT
impares seja par, ¢ necessario que o nimero de parcelas seja par. Logo a ordem de V} é

par.

2.2.2 Classificagao de grafos

Embora tenhamos utilizado até o momento o termo Grafo de maneira geral sem
fazer distingao a espécies de grafos, faz-se necessario diferenciar alguns tipos como é o caso

dos grafos simples e multigrafos apresentados na Figura 4.

Os grafos podem ser classificados segundo caracteristicas presentes neles, tais
como a presenca de lacos, multiplas arestas, conexao entre vértices e arestas, etc. Essas
classificacbes sao essenciais para o entendimento do estudo de grafos. Assim, algumas
dessas classificagoes serao apresentadas agora, outros casos serao especificados a medida

que aparecerem ao longo do texto.

Figura 4 — Multigrafo e Grafo Simples

(]
s
[E]

Multigrafos = Grafo Simples

Fonte: Autor.

Definicao 2.9. Grafo Vazio é aquele que contém apenas vértices.

Figura 5 — Grafo Vazio

|

Fonte: Autor.

Definigao 2.10. Grafos Simples € aquele que ndo contém lagos nem duas ligagoes distintas

com mesmo par de extremos, ou seja, nao possuem arestas multiplas.
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Um exemplo de grafo simples pode ser observado na Figura 4 que compara um

multigrafo com um grafo simples.

Definicao 2.11. Grafo Completo é um grafo simples em que quaisquer dois vértices

distintos sdo adjacentes. Denota-se por K,, o grafo completo de ordem n.

Na Figura 6 temos como exemplos os diagramas dos grafos completos K;, Ko, K3,
K, e K5 respectivamente. E facil notar, pela definicdo, que, em um grafo completo K, o

grau de cada vértice é igual a n — 1 e que, consequentemente,

> dw)=n.(n—1)=n*>—n.

veV(Q)

Pelo teorema 2.1, podemos concluir que, em um grafo completo K, é valida a

relagao:
(n* —n)
E = =
Bl =m ="
Figura 6 — Grafo Completo
K K2 Ks Ky Ks

Fonte: Autor.

2.2.3 Grafo complementar

Dado um grafo G, denota-se por G o grafo complementar, o grafo que possui o
mesmo conjunto de vértices de G, ou seja, V(G) = V(G) e o conjunto de arestas de
G é o conjunto de arestas que sdo necessarias para que G torne-se completo, E(K,) =

E(G) U E(G), isto é, da unido de G com G tem-se um grafo completo.
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Figura 7 — Grafo Complementar

Pt

Fonte: Autor.

2.2.4 Passeios em Grafos

Esta subsecgao foi elaborada a partir das seguintes referéncias bibliogréficas: (Bondys;
Murty, 1976) e (Prestes, 2020)

Defini¢ao 2.12 (Passeio). Um passeio P em um grafo G é uma sequéncia alternada de

vértices e arestas da forma:

P = (U07 €1,V1,€2,V2,...,¢6EL, Uk)a
onde:
e Uy, V1,...,V SG0 vértices do grafo;
e €1,69,...,€ SGo arestas do grafo;
e Parai=1,2,...,k, a aresta e; tem extremidades v;_1 e v;.

O inteiro k € o comprimento do passeio P. Se vy = v, 0 passeio € dito fechado.

Se todas as arestas do passeio sao distintas, o passeio ¢ chamado trilha; se vy = vy
o passeio é uma trilha fechada, também conhecido como circuito. Conforme as defini¢oes
2.13 e 2.14.

Defini¢ao 2.13 (Trilha). Um passeio onde todas as arestas sao distintas.

Definigao 2.14 (Trilha Fechada). Passeio fechado que é uma trilha.

Se, além das arestas, todos os vértices sao distintos entao temos um caminho e se

vy = v temos um ciclo. Conforme as defini¢oes 2.15 e 2.16.

Defini¢ao 2.15 (Caminho). Um passeio onde todos os vértices sao distintos.
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Defini¢ao 2.16 (Ciclo). Caminho fechado em que os unicos vértices idénticos sao o

primeiro e o ultimo.
Observe que:

caminho C trilha C passeio

2.2.5 Grafos Conexos

Definigao 2.17 (Conexo). Um grafo G é dito conexo se, e somente se, ezistir pelo
menos um caminho entre qualquer par de vértices de G. Caso contrdrio, G é chamado de

desconexo.

De maneira informal, dizemos que o grafo G é conexo se for possivel caminhar a
partir de qualquer vértice para qualquer outro vértice através de uma sequéncia de aresta

adjacentes.

2.2.6 Grafo Euleriano

Um grafo G é dito euleriano quando este possui uma trilha fechada contendo todas
as arestas. Porém se este caminho for aberto, ou seja, o vértice inicial for diferente do

vértice final, diz-se que que é um grafo semi-euleriano.

Figura 8 — Grafo euleriano e semi-euleriano

Grafo Euleriano Grafo Semi-euleriano

6

Trilha fechada: 1-2-3-4-5 Trilha aberta: 5-1-2-3-4-8-6-7
Fonte: Autor.

Teorema 2.2. Um grafo conexo G € euleriano se, e somente se, o grau de qualquer vértice

de G for par.

Teorema 2.3. Um grafo conexo G é semi-euleriano se, e somente se, possuir exatamente

dots vértices de grau impar.
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Retornando ao problema das Sete Pontes de Konigsberg, apresentado no inicio
do capitulo, podemos verificar, a partir dos teoremas 2.2 e 2.3, que o problema nao tem

solucdo, pois os graus dos vértices do grafo sao todos impares.

2.2.7 Grafo Planar

Esta subseccao foi elaborada a partir da seguinte referéncia bibliografica: (Netto;

Jurkiewicz, 2017).

Definicao 2.18. Um grafo G € dito planar se seus vértices e arestas podem ser represen-

tados no plano tal que suas arestas ndo se cruzem.

Deste modo, um grafo G é planar se admite uma representacao no plano de modo
que nele ndo exista cruzamento de arestas. Exemplo classico de grafos planares sao dados
pelos grafos que representam os poliedros. Na Figura 9, estao ilustrados os grafos dos cinco

solidos platonicos: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

Figura 9 — Poliedro e suas representacoes como grafos planares

AR i '
Eye

Fonte: (Netto; Jurkiewicz, 2017).

Teorema 2.4 (Féormula de Euler). Seja G um grafo simples, planar e conexo com n
vértices e m arestas. Seja r o numero de regioes em uma representacao planar de G. Entao,

n—m-+r=2.

Corolario 2.4.1. Se G é um grafo simples, planar e conexo com m arestas e n vértices,

em que n > 3, entado m < 3n — 6.

Corolario 2.4.2. Se G ¢ um grafo simples, planar e conexo, sem triangulos com m arestas

e n vértices, em que n > 3, entao m < 2n — 4.

Corolario 2.4.3. Se G € planar, entdo 6 < 5. Onde 6 é o grau minimo do grafo.

2.2.8 Coloragao de vértices

Uma coloragao do conjunto de vértices de um grafo é uma atribuicdo de cores aos

vértices tal que vértices adjacentes recebem cores distintas. (Neto, 2003)
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Como podemos observar na Figura 10. Além disso, podemos também determinar o

seu nimero cromatico, x(G) = 3, conforme a defini¢ao 2.19.

Figura 10 — Coloracao do Grafo de Petersen

Fonte: Autor

Definicao 2.19. O numero cromdtico de um grafo é o menor numero de cores necessaria

para colorir os vértices desse grafo. O numero cromatico de um grafo G é denotado por
X(G).

Teorema 2.5 (Teorema das 4 cores). Num grafo planar G tem-se que x(G) < 4. (Jurki-
ewicz, 2009, p. 102)

2.3 O LUDICO NO PROCESSO DE APRENDIZAGEM

A matematica pode ser expressa de diversas formas, como por meio de jogos ou
brincadeiras, muitas vezes consideradas como ‘bobas’, e que desempenham um papel crucial
no processo de aprendizagem, pois permitem estimular o processo criativo. Conforme

Ferrari, Savenhago e Trevisol (2014, p. 17):

O ladico tem um papel crucial no processo criativo, pois é através
do brincar que a criatividade emerge. No entanto, a criatividade nao
vem do nada; requer que experiéncias anteriores sejam reinventadas,
ressignificadas e, portanto, recriadas. O individuo aprende recriando o
mundo real, presente nos jogos (Ferrari; Savenhago; Trevisol, 2014, p. 17).

Segundo Melo (2015, p. 33), “O termo ludico deriva da palavra latina ‘ludus’, que
significa ‘jogos e diversao’. E no brincar estao incluidos jogos, brincadeiras e entretenimento,
o que permite o aprendizado individual.” Ainda de acordo com o autor diversos estudos
demonstram que o lidico pode ser um meio de descoberta para o aluno, contribuindo para

construcao do conhecimento.

Conforme aponta Silva (2011), o lidico tem um papel central na promocao do

desenvolvimento humano através das experiéncias cotidianas no ambiente escolar, ele deve
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ser reconhecido como elemento da psicologia do desenvolvimento humano, deixando de

estar apontado para brincadeiras e jogos. Como aponta Sabidao (2018, p. 06):

O ludico é uma dessas estratégias que vem sendo utilizada atualmente na
prética educativa. Ajuda o aluno a aprender, permitindo que o professor
planeje aulas dindmicas que estimulem a interagao, pois o aluno fica
mais ansioso para aprender, seu interesse pelo material aumenta e, como
resultado, ele realmente absorve o material que estd sendo ensinado,
encorajando-o a ser um pensador e um questionador, em vez de um
receptor passivo de informagdes (Sabido, 2018, p. 06).

Dado o contexto, ¢ fundamental entender que a leveza constitui a estrutura teorica
e metodolégica do processo educativo, servindo como ferramenta fundamental no processo

de aprendizagem.

De acordo Ramos e Sqipano (2013, p. 8):

Como tudo requer atencao quando envolve criangas, o professor deve
ter cuidado na escolha dos materiais, jogos e atividades adequados para
aquela aula, série, etc. A ludicidade é um recurso muito importante para
garantir que as criancas continuem desenvolver plenamente e que resul-
tados educacionais eficazes sejam alcancados (Ramos; Sqipano, 2013).

A partir disso, a ludicidade pode ser entendida como ferramenta pedagogica em um
processo de aprendizagem educacional por meio do uso de jogos e atividades autonomas.
Como resultado, a leveza estd associada a atividades que inspiram o desejo de aprender a

se divertir.
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3 METODOLOGIA

A metodologia adotada para o desenvolvimento deste trabalho envolve uma aborda-
gem qualitativa, objetivo exploratéria e procedimento sendo o estudo de caso, com foco na
elaboracao, aplicacao e analise de uma sequéncia didatica lidica para o ensino de Teoria
dos Grafos no Ensino Fundamental Anos Finais. Abaixo estdo descritos os principais

elementos da metodologia.

Quanto a abordagem, a pesquisa tem caracteristica qualitativa, pois de acordo com
Bogdan e Biklen (1994, p. 47) tem o ambiente natural como sua fonte direta de dados e

tem no proéprio pesquisador o principal elemento de coleta de dados.

No que se refere aos objetivos, o estudo é caracterizado como exploratorio, visto
que busca proporcionar uma compreensao mais aprofundada sobre a introducao da Teoria
dos Grafos de maneira lidica no contexto do Ensino Fundamental anos finais. Além disso,
¢é direcionado por um estudo de caso, pois envolve a aplicacao de sequéncia didatica

desenvolvida para grupo especificos de individuos.

Segundo Gongalves (2003, p. 65), a pesquisa exploratéria:

E aquela que se caracteriza pelo desenvolvimento e esclarecimento de
ideias, com objetivo de fornecer uma visdo panordamica, uma aproximacao
a um determinado fendmeno que é pouco explorado. Esse tipo de pesquisa
também é denominado “pesquisa de base”, pois oferece dados elementares
que dao supor para a realizacdo de estudos mais aprofundados sobre o
tema (Gongalves, 2003, p. 65).

Quantos aos procedimentos, trata-se de um estudo de caso que segue as etapas
definidas por Gil (2002): formulac¢ao do problema; delimitacao da unidade-caso; coleta de

dado; analise e interpretacao dos dados.

O estudo foi realizado na escola Estadual Pedro Raymundo Moreira Régo localizada
na cidade de Juazeiro-BA. A escola estd situada em uma regiao periférica da cidade, oferece
Ensino Fundamental Anos Finais, Médio e EJA, a escolha se deu devido ao pesquisador
estd lotado nessa unidade de ensino, com intuito de facilitar a coleta de dados. O produto
educacional foi desenvolvido no Ensino Fundamental Anos Finais com foco nas turmas
de 9° ano. A pesquisa foi realizada com 20 discentes na faixa etaria entre 13 e 14 anos.
Os estudantes foram selecionados com base na disposicao para participagao do estudo e
disponibilidade para participar das oficinas. Assim, as oficinas ocorreram no contraturno

com os estudantes que sinalizaram o interesse em realizar as oficinas.

Para preservar a identidade dos participantes, foi adotada uma codificagao alfanumé-

rica, identificando-os como Aluno 1, Aluno 2, Aluno 3, Aluno 4, e assim sucessivamente até
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Aluno 20. Essa codificacao foi implementada para evitar qualquer tipo de constrangimento,

assegurando o anonimato dos envolvidos.

3.1 SEQUENCIA DIDATICA

O produto educacional desenvolvido foi uma sequéncia didéatica elaborada em uma
perspectiva ladica para o ensino de Teoria dos Grafos na educacao bésica. Essa sequéncia
didatica foi dividida em seis oficinas, com duracao aproximada de 1h40 cada, distribuidas
em trés modulos: Modulo I - Conceitos de Grafo, Estrutura de um Grafo e Relagdo entre
a Contagem de Arestas e Soma dos Graus dos Vértices; Modulo II - Caminho euleriano e
semi-euleriano; Médulo IIT - Coloracao de vértices de um Grafo. Algoritmo para determinar
o numero croméatico dos vértices de um grafo e Relacao de Euler para Grafos, conforme

apresentado no quadro 1 abaixo.

Dentro das oficinas os alunos foram organizados em grupos para incentivar a
cooperacao e discussao de ideias e estratégias a respeitos dos problemas apresentados para
que eles pudessem estabelecer relagoes e caminhar para resolucao dos desafios. Em seguida
os alunos foram levados a mostrar a validade dessas estratégias, o qual o professor julgou

como validas ou nao.

Antes de iniciar as oficinas foi realizado a aplicacdo do questionério diagnéstico B.1
com o objetivo de sondar se os alunos possuiam algum conhecimento prévio sobre a Teoria
dos Grafos para posteriormente analisar a evolugdo do conhecimento adquiridos durante a
oficina que seria feito através do instrumento B.3 para averiguar os conhecimentos obtidos

durante as oficinas.

Quadro 1 — Distribuigdo da Sequéncia Didatica em Oficinas

Modulo 1

Oficina 1 | Conceitos de Grafo, Estrutura de um Grafo, representagao por meio
de diagramas e algumas situagoes-problema na forma de grafo.
Oficina 2 | Relagao entre a Contagem de Arestas e Soma dos Graus dos Vértices,
investigacao da relacao.

Moédulo 11
Oficina 3 | Caminho euleriano e semi-euleriano, investigando a relacao.
Oficina 4 | Resolugao de problemas e atividades lidicas utilizando teoria dos
grafos

Moédulo 1T

Oficina 5 | Coloracao de vértices de um Grafo. Algoritmo para determinar o
numero cromatico dos vértices de um grafo.

Oficina 6 | Grafos Planares e a Relacdo de Euler. Problema das Trés Casas.

Fonte: Autor.

Objetivo do modulo I foi introduzir os alunos aos grafos, apresentar problemas que
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podem ser modelados através de diagramas, fazendo com que os alunos refletissem sobre
relacoes existentes usando representagao de grafos tais como a relacao entre o niimero de

arestas e soma dos graus dos vértices.

No moédulo II, tratamos do caminho euleriano e semi-euleriano abordando de forma

lidica através de problemas motivadores como o desafio encontrado na Figura 52 .

Figura 11 — Grafo com caminho Euleriano

Fonte: Autor.

Onde os alunos precisaram passar com a ponta do lapis por todas as arestas sem
repetir e sem tirar a ponta do lapis do papel. Este problema de carater ladico, tinha a
intencao de provocar a reflexdo do aluno a respeito das condigoes necessaria para que um

grafo seja euleriano ou semi-euleriano.

No médulo III, abordamos a Coloragao de vértices de um Grafo e o Algoritmo
para determinar o niimero cromatico dos vértices de um Grafo, como também os Grafos
Planares e a famosa Relacao de Euler através de problemas lidicos como o problema das
Trés Casas representado na Figura 12, que consiste em fornecer a essas trés casas trés
servicos essenciais: agua, gas e luz, para isso devemos realizar a ligacao das trés casas a

esses trés servigos sem cruzar arestas.

Figura 12 — Representacao do problema das trés casas.

& &

Fonte: Autor.

Os fundamentos tedricos da Teoria dos Grafos abordados na Sequéncia Didatica
foram construidos por meio de revisao de literatura, explorando estudos sobre o ensino de

matematica, abordagens lidicas no ensino fundamental e especificidades da Teoria dos
Grafos.
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A elaboracao da sequéncia didatica foi guiada por referenciais teéricos e praticos,

buscando integrar os conceitos tedricos com atividades praticas e ludicas.

A natureza qualitativa do estudo nao demandou tratamento estatistico. A avaliagdo
se concentrou em analises qualitativas das respostas dos alunos, observagoes em sala de

aula e percep¢ao do professor.

Os recursos necessarios foram a lousa, domind, materiais impressos e reproducao
de materiais didaticos, atividades ludicas, e recursos para premiacoes em atividades

competitivas.

A elaboracao da sequéncia didatica foi realizada em etapas, envolvendo revisao
teodrica e producao das atividades. A aplicacao foi conduzida em ambiente escolar, com a

participagao ativa do professor e alunos.

Os critérios de anélise forma o engajamento dos alunos, a compreensao dos conceitos,
a eficacia das atividades ludicas, o interesse dos alunos pela Teoria dos Grafos e o impacto

percebido pelos professores.

Ao adotar essa metodologia, busca-se nao apenas abordar o problema de pesquisa
proposto, mas também proporcionar uma contribuicao efetiva para o aprimoramento
do ensino de matematica, especifica para a Teoria dos Grafos no Ensino Fundamental
anos finais. O desenvolvimento e a aplicacao da sequéncia didatica foram cuidadosamente

planejados para garantir a qualidade e a relevancia dos resultados obtidos.
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4 ANALISE DOS RESULTADOS

Diante das oficinas realizadas, os alunos tiveram a oportunidade de vivenciar a
sequéncia didatica proposta guiada pelo professor. Nesse processo, puderam discutir a
respeito do contetido aprendido sobre teoria dos grafos, estabelecendo relagoes com temas
da Aritmética, Algebra, Logica e Geometria. Além disso, aplicaram o conhecimento em

problemas abordados através de atividades ladicas.

Os estudantes mostraram-se muito motivados em participar da oficina e empenha-
dos no desenvolvimento das atividades. De modo geral, os alunos conseguiram realizar
as atividades sem dificuldade e demostraram facilidade na compreensao dos conceitos

trabalhados na oficina, desta forma o professor quase nao precisou realizar interversoes.

Demostrando que a introducao da Teoria dos Grafos nao necessita de pré-requisitos,
pois foi constatado a partir do questionario B.1 que os alunos nao possuiam conhecimentos
prévio a respeito da Teoria dos Grafos como iremos observar na analise do questionario de

conhecimento prévio a seguir.

4.1 ANALISE DO QUESTIONARIO DE CONHECIMENTO PREVIO

O questionario tinha como objetivo averiguar se os 20 alunos participantes das
oficinas possuiam alguma espécie de conhecimento acerca de Teoria dos Grafos ou uma
nocgao intuitiva sobre alguns conceitos que foram abordados nas oficinas, deste modo foram

realizadas 10 perguntas a fim de medir o grau de conhecimento dos alunos sobre o tema.

A primeira pergunta tinha intengao de saber se em algum momento os alunos

haviam se deparado com o tema Teoria dos Grafos mesmo sem se a profundar.
Pergunta 1: Vocé ja ouviu falar sobre “Teoria dos Grafos”?

Em resposta a essa pergunta, os 20 participantes afirmaram que nunca haviam

ouvido falar sobre Teoria dos Grafos, o que mostra que nunca tiveram contato com o tema.

A segunda pergunta estava condicionada a primeira. Ela tinha o objetivo de
identificar de onde os alunos haviam tido contato com a Teoria dos Grafos, no caso de

uma resposta afirmativa a pergunta 1.
Pergunta 2: Se sim, onde vocé ouviu falar sobre “Teoria dos Grafos”?

Os 20 participantes nao responderam a esta pergunta, isso deve ao fato da Teoria
dos Grafos nao ser um contetido presente na BNCC e nem na parte diversificada do

curriculo da escola pesquisada.

A terceira questao tenta sondar se os alunos teriam uma nocao intuitiva do que
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seria um Grafo. Dando-lhes trés opc¢oes: um grafico de linhas, um conjunto de pontos

conectados por linhas e um tipo de tabela.

Pergunta 3: O que vocé acha que é um Grafo?

Figura 13 — Resposta a pergunta 3 do questionario B.1

® Um gréfico de linhas
® Um conjunto de pontos conectados porlinhas

Um tipo de tabela

Fonte: Autor.

Como podemos observar na Figura 13, a metade dos alunos responderam correta-
mente a pergunta. Apesar de ndo conhecerem a Teoria dos Grafos, conseguiram deduzir a
informacao correta. Quando o professor questionou, apés a aplicagdo do questionario, como
os alunos chegaram a tal conclusao, os discentes responderam que utilizaram o processo

de eliminagao para chegar a resposta.

A quarta e quinta questoes tinha a intencao de descobrir se os alunos poderiam

chegar a definicao de forma superficial do que seria o vértice e arestas de um grafo.
Pergunta 4: Vocé sabe o que sdo vértices (ou nés) em um Grafo?
Pergunta 5: Vocé sabe o que sdao arestas em um grafo?

Em resposta a essas perguntas, a maioria dos alunos responderam nao saber o que
sao vértices e arestas de um grafo. Os que responderam sim, deram a definicdo geométrica
informal do que seriam vértices e arestas. O que é natural, pois como vimos na Pergunta 1

eles nao tiveram contato com Teoria dos Grafos.

A sexta pergunta abordava o conceito de caminho, o objetivo era fornecer um grafo
onde o aluno pudesse representar um caminho e explicasse de maneira informal porque se
tratava de um caminho. O professor esperava que os alunos tivessem éxito na resolucao

desta pergunta por se tratar de conceito muito utilizado no dia a dia.

Pergunta 6: Identifique a figura abaixo um caminho iniciando em 1 e terminando

em 9, e explique por que seria um caminho?
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Figura 14 — Resposta a pergunta 6 do questionario B.1

/N
yd AN

1 9
4 — 5

Fonte: Autor.

E como esperado todos os participantes conseguiram descrever um caminho e a
grande maioria forneceu o caminho minimo, porém nao conseguiram explicar de maneira
satisfatéria o motivo de sua resposta ser um caminho. Conforme podemos ver na Figura

15 abaixo.

Figura 15 — Resposta a Pergunta 6 do questionario B.1
(a) Aluno 1 (b) Aluno 2

(c) Aluno 3 (d) Aluno 4

(e) Aluno 5

Fonte: Autor.
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A sétima pergunta buscava descobrir se o aluno era capaz de reconhecer um ciclo

em uma representagao grafica de um grafo.
Pergunta 7:Vocé consegue identificar um ciclo na figura da questao anterior?

Porém, apenas dois alunos, ou seja, 10%, responderam que conseguiram identi-
ficar um ciclo na imagem do grafo, e nenhum descreveu os ciclos. Apenas um explicou

parcialmente o motivo pelo qual seria um ciclo.

A oitava questao trata da aplicacao dos grafos e buscava saber se o aluno poderia
ter conhecimento de alguma aplicagao da teoria dos grafos no dia a dia, porém como
vimos na pergunta 1 os alunos desconheciam a teoria do grafo. Assim, 90% dos alunos

responderam nao a pergunta 8.

Pergunta 8: Vocé pode dar um exemplo de onde os grafos podem ser usados no
dia a dia?

Contudo dois alunos conseguiram dar respostas satisfatoria a pergunta, o que gerou

surpresa, ja que eles nao conheciam o tema.

A nona questao pretendia observar como os alunos representariam um problema

que poderia ser modelado com um grafo.

Pergunta 9: Imagine que vocé tem trés amigos e cada um conhece os outros dois.

Como voceé representaria isso na forma de desenho?

Apenas 20% dos alunos nao responderam a essa pergunta, e, entre os 80% que
responderam, a grande maioria afirmou que resolveria o problema utilizando pontos para
representar os amigos e linhas para representar as relagoes entre eles, demonstrando que,
intuitivamente, utilizariam a modelagem por grafos, mesmo sem nunca terem tido contato

com o tema.
A ultima questao buscava medir o interesse dos alunos pelo assunto.

Pergunta 10: Vocé acha que a teoria dos grafos pode ser interessante para

aprender?

Para essa pergunta 90% dos alunos responderam que sim e 10% que talvez, conforme
a Figura 17. Mostrando que os alunos consideraram o tema interessante mesmo sem ter

um contato prévio.
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Figura 16 — Resposta a Pergunta 9 do questionario B.1
(a) Aluno 1

(b) Aluno 2 (c) Aluno 3

(d) Aluno 6

(e) Aluno 15

Fonte: Autor.

Figura 17 — Resposta a pergunta 10 do questionario B.1

mSim = N3o mTalvez

Fonte: Autor.

4.2 ANALISE DA APLICACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

A aplicagao da sequéncia didatica no formato de oficina foi realizada em diferentes
momentos separados por médulos, conforme o planejado. Os resultados obtidos serao

apresentados por oficina de acordo com a sequéncia das atividades didaticas realizadas,
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permitindo uma anélise detalhada e estruturada dos efeitos e aprendizados resultantes.

Oficina 1 - Conceitos de Grafo, Estrutura de um Grafo, representacao

por meio de diagramas e algumas situagoes-problema na forma de grafo.

Ao término da oficina os alunos foram submetidos a atividades que trabalhassem
os conceitos apresentados, apos realizarem as atividades foi disponibilizado um tempo
para discutir sua resposta e sanar eventuais dividas a respeito da atividade e do conteido

exposto na oficina.

Figura 18 — Resposta ao problema do jogo de vdlei

(a) Aluno 7 (b) Aluno 18

(c) Aluno 3 (d) Aluno 1

Fonte: Autor.

Na Figura 18 podemos observar os registros da solu¢ao de um problema sobre a

representacao de um grafo na forma de diagrama apresentados pelos alunos na oficina.

A partir do problema proposto no apéndice B.2 da pagina 67 os discentes tiveram
que representar objetos como vértices e as relagoes entre os objetos como aresta e logo
em seguida através deste diagrama foram capazes de tirarem conclusoes a respeito do
questionamento feito sobre esse problema como: “Quais jogos ainda nao tinham sido
realizados”. Com éxito conseguiram obter a resposta correta ao problema apresentado,

demostrando com perfeicdo os objetivos idealizados pela oficina.

Nesse momento os alunos levantaram alguns questionamentos sobre a possibilidade

de cruzar as aresta ou representa-las como curvas.
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Essa atividade confirma a visdo de D’Ambrosio (1996), pois a representacao do
problema na forma de um grafo possibilitou aos alunos uma visualizagao mais clara do
problema. Essa abordagem permitiu a estruturagao do raciocinio de forma mais organizada

e intuitiva, levando-os a solug¢ao do problema.

Oficina 2 - Relacao entre a Contagem de Arestas e Soma dos Graus dos

Vértices, investigacao da relagao.

A oficina 2 proporcionou ao aluno refletir sobre a relagdo existente entre a soma dos
graus dos vértices e arestas, conforme apresentado na Figura 19. Essa relagio foi utilizada
para resolver problemas relacionados a possibilidade ou nao da existéncia de um grafo,
considerando essa propriedade. Por exemplo, no caso do item (B) do primeiro problema
da oficina 2 na pagina 69, onde aluno foi questionado se seria possivel a existéncia de um

grafo com sete vértices todos com grau 3, conforme podemos observar na Figura 20.

Além disso, com esse conhecimento, eles foram capazes de determinar, com precisao,
a quantidade de arestas que deveriam ser adicionadas para que o grafo tivesse o mesmo

grau em todos os vértices, um problema que seria complexo sem o conhecimento da Teoria
dos Grafos.

Figura 19 — Atividade sobre Grau de um Grafo

Fonte: Autor.

Nessa atividade podemos revisitar um tema muito util na aritmética o conceito de
paridade, ja que de acordo com Teorema 2.1 a soma do graus serda sempre par. Conforme
podemos observar na Figura 20 que apresenta a resposta de um aluno ao item (B) dessa

atividade.
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Figura 20 — Atividade sobre Grau de um Grafo - Item (B)

Fonte: Autor.

Podemos perceber na Figura 21, a presenca de outros temas, como a analise
combinatéria, como observamos na argumentacao do aluno para chegar a solugao do
problema. Além disso, esse problema refor¢a o entendimento de Carvalho (2019), que

afirma que o estudo do grafo alia a matematica ao poder de argumentacao.

Figura 21 — Atividade sobre Grau de um Grafo - Item (C)

Fonte: Autor.

Oficina 3 - Caminho euleriano e semi-euleriano, investigando a relagao.

A Oficina 3 apresentou desafios que sao comumente encontrados na internet ou
em revistas infantis, onde o objetivo é realizar um percurso sem tirar o lapis do papel, de
modo que nao se pode repetir arestas, conforme apresentado na Figura 22. Deste modo, os
alunos foram desafiados a investigar os problemas e estabelecer uma relagdo sobre quando

é possivel realizar esse percurso ou nao.

Nesse contexto, foi apresentado o problema das Sete Pontes de Konigsberg, solucio-
nado por Euler, e, apds uma discussdo, os alunos perceberam que esses problemas estavam
intimamente ligados aos graus dos vértices do grafo e era similar ao problema de percorre

um desenho sem tirar o lapis do papel.
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A partir de uma discussao em grupo conduzida pelo professor, os alunos chegaram
as condigOes necessarias para avaliar quando seria impossivel realizar esse percurso, quando
poderiam realizar o caminho, mas nao terminariam no mesmo vértice em que iniciaram
(grafo semi-euleriano) e quando poderiam realizar o percurso e retornar ao mesmo vértice

em que iniciaram (grafo euleriano).

Figura 22 — Atividade sobre caminho semi-euleriano

Fonte: Autor.

Na Figura 22, podemos observar que, com o conhecimento adquirido na oficina,
o aluno determinou os graus dos vértices do grafo para avaliar se seria possivel realizar
o percurso. Além disso, ao analisar os graus, poderia identificar por qual vértice deveria

iniciar, caso o grafo fosse semi-euleriano.

Assim, os itens da atividade foram pensado afim de guiar os estudantes a aplicar o

algoritmo desenvolvido em sala de aula a partir dos teoremas 2.2 e 2.3.

Algoritmo 1 — Verifica se um grafo euleriano ou semi-euleriano

Verificar os graus dos vértices.

Se todos os vértices tiverem grau par, o grafo & euleriano.

Se exatamente dois vértices tiverem grau impar, o grafo é

— semi-euleriano.

Se houver mais de dois vértices com grau impar, o grafo ndo & nem
< euleriano, nem semi-euleriano.

Fonte: Autor
Deste modo, o aluno respondeu a item (A) do primeiro problema da oficina 3 na

pagina 70, ilustrado na Figura 23, que se refere a quantidade de vértices e sua identificacgao,

logo em seguida informou quantos vértices de grau par e impar o grafo possuiam.
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Figura 23 — Atividade sobre caminho semi-euleriano - Item (

Fonte: Autor.

Com base no item (A) e no algoritmo apresentado acima podemos perceber que o

grafo é semi-euleriano, logo devemos iniciar por um dos vértice de grau impar.

Assim , no item (B), item (C) e item (D), nas respectiva figura 24, 25 ¢ 26 o aluno

pode revisitar o conhecimento aprendido na Oficina 2. E guiar a resposta do item (E).

Figura 24 — Atividade sobre caminho semi-euleriano - Item (

Fonte: Autor.

Figura 25 — Atividade sobre caminho semi-euleriano - Item (

Fonte: Autor.

Figura 26 — Atividade sobre caminho semi-euleriano - Item (D)

Fonte: Autor.

O aluno conseguiu chegar a conclusao correta, ao perceber que o grafo é semi-

euleriao.
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Figura 27 — Atividade sobre caminho semi-euleriano - Item (E)

Fonte: Autor.

Oficina 4 - Resolucao de problemas e atividades ltdicas utilizando teoria

dos grafos.

Na oficina 4, colocamos em pratica os conhecimentos apresentados nas outras
oficinas por meio do jogo de dominé. Os alunos puderam perceber que é possivel realizar
um caminho fechado utilizando todas as pegas do domind, representando isso através de
um grafo, conforme a Figura 29. A atividade demonstrou forte entusiasmo por parte dos

alunos.

Figura 28 — Atividade de caminho euleriano usando o dominé

Fonte: Autor.
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Figura 29 — Representagao dos alunos do grafo do domind

Fonte: Autor.

Como podemos observar nas Figuras 29 e 30, os estudantes demonstraram dominio
dos conceitos apresentados na oficina ao representar corretamente o grafo do jogo de dominoé.
Eles compreenderam que as pegas com extremidades iguais deveriam ser representadas por

lacos e que esses lagos deveriam ser contados duas vezes na soma dos graus dos vértices.

Os alunos também perceberam que o grafo que representa o domind possui um
caminho euleriano, pois todos os seus vértices sao pares. Foi estabelecida uma conexao
com o problema inicial proposto, que consistia em realizar um caminho fechado utilizando
todas as pecas. Eles compreenderam que isso era possivel justamente pelo fato de se tratar

de um caminho euleriano.

Figura 30 — Resposta de uma aluno atividade da oficina 4

(a) Aluno 14 (b) Aluno 14

(c) Aluno 14

(d) Aluno 14

Fonte: Autor.
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Em relagao ao Item (E), todos os alunos apresentaram dificuldade em respondé-lo,

ja que a resolucao exigia a separacao da resposta em dois casos distintos.

« Uma contemplasse a retirada das sete pegas com extremidades iguais (Buchas);

« E a retirada de outras 7 pecas que nao contemplem todas as Buchas.

Como podemos observar os alunos até tentaram redigir uma resposta, porém nao

tiveram clareza na sua solucao.

Figura 31 — Resposta de uma aluno atividade da oficina 4

Fonte: Autor.

Ao analisar as respostas dos alunos, é possivel perceber que eles buscaram demons-
trar que, ao retirar sete pecas que nao sao as buchas, todos os vértices apresentariam
graus impares, impossibilitando a realizacao de um percurso. Por outro lado, ao retirar
as buchas, os vértices ficariam com grau igual a 6, pois os lagos, que contribuem com 2
unidades na soma dos graus de cada vértice, seriam eliminados. Dessa forma, seria possivel

realizar o percurso.

Porém, os alunos nao mencionaram que, ao retirar sete pecas que nao sao as buchas,
poderiamos nos deparar com um grafo semi-euleriano, no qual haveria dois vértices de
grau fmpar. Nesse caso, também nao seria possivel realizar o percurso completo, pois em

um grafo semi-euleriano nao ¢ possivel retornar ao vértice de origem.

De forma geral, a Oficina 4 foi bem-sucedida, com os alunos relatando que a
atividade foi uma experiéncia divertida, especialmente por envolver o jogo de dominé. A
atividade proporcionou um ambiente enriquecedor para a aplicacao pratica dos conceitos
abordados na oficina. No entanto, a dificuldade apresentada pelos estudantes ao lidar
com o item (E) destacou a necessidade de ajustes especificos nesse item, a fim de orientar
os alunos a contemplar todos os casos abordados e, assim, promover uma analise mais

completa e aprofundada do problema.
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Oficina 5 - Coloragao de vértices de um Grafo. Algoritmo para determinar

o niimero cromatico dos vértices de um grafo.

Nesta oficina, os alunos aprenderam sobre a coloragao de grafos e o Teorema das
Quatro Cores. A partir de discussoes com os colegas e o professor, tiveram a oportunidade
de desenvolver um algoritmo para determinar o niimero minimo de cores necessarias para

pintar um grafo. Em seguida, colocaram o aprendizado em pratica utilizando lapis de cor.

No inicio da oficina, os alunos nao perceberam imediatamente a conexdo entre
o problema e os grafos, e tentaram abordar o desafio de maneira nao sistematica. Isso
resultou em dificuldades para pintar a atividade proposta sem que regides adjacentes

tivessem a mesma cor e para encontrar o menor nimero de cores necessarias.

A partir das tentativas dos alunos, o professor propds o desenvolvimento de um
algoritmo, que foi construido de forma colaborativa, para ajuda-los a resolver o problema

de forma mais eficiente.

Algoritmo 2 — Coloracao do vértice do grafo ( Welsh e Powell )

Identifique o vértice com o maior grau.

//(Esse serd o primetiro vértice a ser pintado.)

Escolha a primeira cor e pinte esse vértice.

Pinte os outros vértices ndo conectados ao vértice ji pintado com a

< mesma cor.

//(Certifique-se de que nenhum vértice conectado ao outro temha a mesma
- cor.)

Escolha outro vértice, ainda ndo pintado, que tenha o maior grau (ou

—~ seja, o maijior

nimero de conexdes) entre os vértices restantes.

Selecione uma nova cor e pinte esse vértice.

Em seguida, pinte os outros vértices ndo conectados a esse vértice com a
<> mesma Ccor.

Repita o processo até que todos os vértices estejam pintados.

Fonte: Autor

Com o desenvolvimento do algoritmo e o auxilio do Teorema das Quatro Cores,
os estudantes tentaram resolver o problema novamente. Realizando a atividade com uma

certa facilidade como podemos observar nas Figuras 32 e 33.
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Figura 32 — Resposta do Aluno 16 ao item 1 da atividade da oficina sobre coloragao

Fonte: Autor.

Figura 33 — Resposta do Aluno 16 ao item 2 da atividade da oficina sobre coloragao

Fonte: Autor.

Oficina 6 - Grafos Planares e a Relagao de Euler. Problema das Trés

Casas.

A oficina proporcionou ao aluno revisitar a famosa relagao de Euler, ja estudada
no Ensino Fundamental Anos Finais em Geometria. Por meio de exemplos, eles foram
capazes de compreender a aplicagdo da relagao de Euler no estudo dos grafos e aplica-la
ao problema das trés casas. Embora, a primeira vista, o problema nao parecesse ter muita
relacdo com a teoria, os alunos perceberam que a relacao de Euler foi fundamental para

determinar que o problema nao possuia solucao.

Diante dessas abordagens realizadas pelos alunos, percebe-se que o trabalho desen-
volvido surtiu efeitos positivos na vida estudantil. E notério, a partir desses relatos e das
diversas fontes bibliograficas utilizadas neste trabalho, que o uso da Teoria dos Grafos é

eficiente para despertar o interesse dos estudantes pela matematica.
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Figura 34 — Resposta ao problema das trés casas

(a) Aluno 13

(b) Aluno 20

Fonte: Autor.

4.3 AVERIGUACAO DO CONHECIMENTO POS-OFICINA

A averiguagao do conhecimento Pés-Oficina contou com anélise inicial das percep-

¢oes dos alunos com relacao as atividades desenvolvidas nas oficinas. Deste modo, formam

feitas as seguintes perguntas.
Pergunta 1: Vocé gostou das atividades propostas? Se sim, o que vocé mais gosta?

Pergunta 2: Vocé encontrou alguma dificuldade na realizagdo das atividades? Se

sim, qual foram as dificuldades encontradas?

Pergunta 3: Gostaria de ter mais aulas com atividades como essas?
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Em resposta Pergunta 1 todos afirmaram ter gostado das atividades desenvolvida,
em relacao a preferéncia das atividades os alunos relataram ter gostado mais das atividades
envolvendo Coloracao de vértices e Caminho Euleriano, com respectivamente 55% e 30%

da preferéncia conforme a Figura 35.

Figura 35 — Resposta a pergunta 1 do questionario B.3

m Coloracdo de Verticies m Caminho Euleriano = QOutras

Fonte: Autor.

Em relacao a segunda pergunta a maioria respondeu que apresentou alguma
dificuldade nas atividades realizadas. As respostas a essa pergunta foram as mais diversas

possiveis, porém a que mais se destacou foi o Problema das Trés Casas.

Os alunos relataram que tiveram dificuldade em perceber que o problema nao
possuia solucao e que tiveram que fazer varias tentativas para perceber que nao era possivel
realizar as conexao dos trés servigo as trés casas. O que é natural, pois no estudo dos

Grafos determinar se grafo é ou nao planar é problema complexo.

Ja em resposta a terceira pergunta todos os alunos responderam que queriam ter
mais atividades como as apresentadas na oficina. Mostrando que atividades ludicas e

aplicadas ao cotidiano sdo bem aceitas e despertam um maior interesse nos alunos.

A quarta pergunta resgata o problema das sete pontes de Kénigsberg, um problema
muito importante, pois marca o inicio da Teoria do Grafos além de ter surgido de uma
brincadeira dos habitantes Konigsberg, este problema foi apresentado pelo professor na
aula expositiva no inicio das oficinas. Deste modo, o professor queria saber impressoes dos

alunos acerca deste problema.

Pergunta 4: O que vocé achou da atividade do problema das pontes proposto

durante a oficina.

Grande parte dos alunos afirmaram que o problema era interessante, porém con-
sideraram complexo conforme as Figuras 36, 37 e 38 . O que é compreensivel, pois se

trata de um problema impossivel até entao os discentes nunca tinham se deparados com
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problemas matematico insoltiveis e o problema demandou uma maior abstracao por parte

do aluno para compreender a solugao dada ao problema.

Figura 36 — Resposta do Aluno 3 a pergunta 4 do questionario B.3

Fonte: Autor.

Figura 37 — Resposta do Aluno 1 a pergunta 4 do questionario B.3

Fonte: Autor.

Figura 38 — Resposta do Aluno 4 a pergunta 4 do questionario B.3

Fonte: Autor.

A partir das perguntas de 1 a 4, podemos avaliar a experiéncias dos alunos nas
oficinas. Ja as perguntas de 5 a 10 objetivaram medir conhecimento adquirindo nas oficinas,
assim foram utilizados questoes de olimpiadas matematicas que abordassem grafos tais

como Canguru da Matematica e Obmep.

A questao de niimero cinco abordava um problema de caminho euleriano onde o
aluno teria que percorrer todas as pontes partindo de um ponto A até ponto B, similar ao

problema da sete pontes apresentado pelo professor durante a oficina.

Os alunos conseguiram reconhecer que se tratava de caminho euleriano e forneceram

o niumero de caminho. Como se pode ver na Figura 39.
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Figura 39 — Resposta a pergunta 5 do questionario B.3

Fonte: Autor.

Dando prosseguimento a analise da aprendizagem do aluno em relacao aos caminhos
eulerianos abordamos na questao de niimero seis, varios grafos onde o aluno deveria ser
capaz de determinar qual dos grafos nao era possivel realizar o caminho euleriano semelhante

ao problema apresentado na oficina.

Analisando a respostas dos alunos a este problema percebemos que eles utilizaram
as defini¢oes 2.2 e 2.3 diferentemente da abordagem usada na oficina quando tiveram o
primeiro contato com o problema onde nao utilizaram critério nenhum para resolver a
questao. Mostrando terem compreendido muito bem as condigoes para temos um caminho
euleriano. Isto pode ser observado na Figura 40 que apresenta a solugao de um participante

da oficina.
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Figura 40 — Resposta a pergunta 6 do questionario B.3

Fonte: Autor.

Observe que o aluno fez uma contagem dos graus do grafo para determinar se possuia
um caminho euleriano ou semi-euleriano, assim concluindo que apenas o grafo de niimero
(IV) nao poderia ser desenhado com as restri¢oes proposta no problema. Demostrando
conhecimento acerca das condi¢oes necessarias para existéncia de um caminho euleriano e

semi-euleriano.

O problema de ntimero 7 apresentava um diagrama de um grafo que modelava a
relacdo de amizade entre algumas garotas, onde os alunos usaram o conhecimento sobre

graus de um grafo para desvendar o vértice correspondente uma das garotas.

Figura 41 — Resposta a pergunta 7 do questionario B.3

Fonte: Autor.

Ao analisar o grafo os alunos conseguiram restringir as informagoes baseado nas
relagoes de amizade que representavam o graus do grafo. Chegando a reposta do problema.

Conforme a Figura 41.

Na questao de nimero 8 foi apresentado uma modificagao do problema das trés
casas e trés servico, onde o professor acrescentou uma casa a mais e retirou o servi¢o de
gas para que fosse possivel a resolugdo do problema. Assim, os alunos conseguiram realizar

a solugao do problema muitos utilizaram a relagdo de Euler e nao optaram por realizar as
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ligagbes sem antes saber se o problema obedecia a relagao diferentemente da abordagem

seguida na oficina por eles. Relataram que temiam o problema nao ter solucao.

Figura 42 — Resposta a pergunta 8 do questionario B.3

Fonte: Autor.

A nona questao abordava o Teorema do Aperto de maos, onde foi apresentado um
grafo pediu-se que os alunos determinassem o niimero de arestas. O professor esperava
que a maioria utiliza-se o Teorema. Porém, os alunos em sua grande maioria optaram por
usar o principio da contagem. o que aplica-se a esse grafo, ja que ele é bipartido. Podemos

observar a respostas de dois alunos usando o teorema e o principio multiplicativo.

Figura 43 — Resposta a Pergunta 9 do questionario B.3
(a) Aluno 8

(b) Aluno 12

Fonte: Autor.
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A questao de nimero de 10 tinha a intencao de perceber se os alunos eram capazes
de modelar um problema usando grafos e através dessa representagao chegar a solucao do
problema que era encontrar um caminho partindo do comodo A passando por todos os

outros comodos.

Figura 44 — Resposta a Pergunta 10 do questionario B.3
(a) Aluno 10

(b) Aluno 10

Fonte: Autor.

Ultima questao, aborda um problema de coloracao, a maioria dos alunos optaram
por aplicar o algoritmo de coloracao, mostrando que conseguiram compreender o algoritmo
apresentado na oficina. Os alunos relataram ter gostado bastante dessa atividade devido

sua natureza ludica.

Figura 45 — Resposta a Pergunta 11 do questionario B.3
(a) Aluno 3 (b) Aluno 3

(c) Aluno 3

Fonte: Autor.
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5 CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

Despertar o interesse e a curiosidade do estudante pela disciplina de matematica
torna-se uma tarefa essencial para os professores. Deste modo, a busca por praticas
pedagogica que estimulem e tonem a matematica mais tangivel a realidade do aluno é

fundamental.

Nesse cenario, a pesquisa teve como objetivo geral investigar se a introducao
da Teoria dos Grafos, por meio de uma sequéncia didatica ludica, pode contribuir no
aprendizado de matematica dos alunos do Ensino Fundamental Anos Finais. Para isso,
buscou-se a elaboracao de oficinas com alunos do 9° ano da Escola Estadual Pedro
Raymundo Moreira Régo, localizada no municipio de Juazeiro-BA, para aplicacao da

sequéncia didatica e posteriormente a investigacao das possiveis contribuigoes.

Quanto ao objetivo elaborar e analisar sequéncia didatica, foram realizadas pesquisas
bibliograficas a respeito de ludicidade e Teoria do Grafos por meio de livro, artigos,
dissertacoes e teses. Posteriormente foi verificado por meio da aplicagao da sequéncia

didatica que as atividades propostas estavam adequadas ao nivel dos estudantes.

No que se refere ao objetivo de aplicar a sequéncia didatica lidica com os alunos
do 9°ano do Ensino Fundamental no formato de oficina, foram realizadas seis oficinas
divididas em trés modulos. Onde os alunos puderam vivenciar os conteudos de Teoria dos

Grafos através de atividade ladicas.

Quanto ao objetivo relatar e analisar a aplicagdo da sequéncia didatica ludica,
foram realizadas minuciosamente, na analise dos resultados. Foi verificado engajamento

dos estudantes nas atividades propostas e assim como suas percepgcoes.

Quanto a questao de investigacao de estudo, “Investigar possiveis contribuigdes da
abordagem da Teoria dos Grafos nos Anos Finais do Ensino Fundamental, por meio de
uma sequéncia didatica ludica”. Podemos afirmar que sim, pois o objetivo geral da pesquisa
investigar se a introdugdo da Teoria dos Grafos, por meio de uma sequéncia didatica lidica,
pode contribuir no aprendizado de matematica dos alunos do Ensino Fundamental Anos

Finais foi alcancado.

Visto que, ao analisar as respostas dos questionarios aplicados antes e depois das
oficinas mostrou um avanco significativo no aprendizado dos alunos sobre a Teoria dos
Grafos, além de permitir conexdes com outros contetidos do curriculo escolar. Inicialmente,
nenhum dos participantes tinha conhecimento prévio sobre o tema. No entanto, ao final das
atividades, os estudantes nao apenas demonstraram compreensao dos conceitos trabalhados,

mas também souberam aplica-los em problemas contextualizados.
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Com base nos resultados obtidos, conclui-se que a introducao da Teoria dos Grafos
por meio de uma abordagem ludica é uma alternativa viavel e eficaz para aprimorar o
aprendizado de matematica no Ensino Fundamental Anos Finais. Essa estratégia peda-
gbgica nao apenas facilita a compreensao de conteiidos complexos de Teoria dos Grafos,
mas também estimula a criatividade, o pensamento critico e a capacidade de resolver

problemas de forma autonoma.

Em resumo, a aplicagdo da sequéncia didatica lidica permitiu observar que os
alunos se mostraram mais engajados e motivados durante as oficinas. O ambiente de
aprendizado tornou-se mais dinamico, promovendo uma maior interacao entre os estudantes
e facilitando a compreensao de conceitos essenciais para a compreensao da Teoria dos
Grafos. Essa estratégia pedagégica contribuiu para o desenvolvimento de habilidades
analiticas e algoritmicas, fundamentais para a resolu¢ao de problemas reais, conectando o

conteudo matematico ao cotidiano dos alunos.

Portanto, a questao central da investigacao foi respondida de forma clara e contun-
dente. As contribui¢oes sao miiltiplas, abrangendo desde a construcao de habilidades nao
apenas que contribuem para a compreensao dos conceitos abstratos da matematica, por
meio da modelagem de problemas com grafos, mas também capacitam os estudantes a
adquirir competéncias para resolver problemas reais de seu cotidiano. Além disso, ampliam
a visao dos alunos sobre o que é a matematica, ao nao limita-la ao uso de férmulas,

desenvolvendo sua argumentacao logica e pensamento algoritmico, dialogando com as

habilidades da BNCC.

5.1 TRABALHOS FUTUROS

Os resultados desta pesquisa abrem possibilidades para mais estudos sobre Teoria
dos Grafos na Educacéo Bésica. E recomendavel que outros estudos explorem diferentes
aplicacoes da Teoria dos Grafos e avaliem o impacto de metodologias lidicas em outros
niveis de ensino como o Ensino médio. Além disso, sugere-se a utilizacdo de recursos

digitais para enriquecer ainda mais o processo de ensino-aprendizagem.
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APENDICE A - SEQUENCIA DIDATICA

Publico-alvo: Alunos do 9° ano do Ensino Fundamental Anos Finais.

Conteudo a ser trabalhado: Conceito e estrutura de um grafo; vértices e arestas
de um grafo; graus dos vértices de um grafo; relacdo entre a contagem de arestas e a
soma dos graus dos vértices de um grafo; grafos conexos e nao-conexos; passeio em grafos;
o problema das sete pontes de Konigsberg; grafos eulerianos e semi-eulerianos; grafos

planares e a relagao de Euler; coloragao de vértice de um grafo e nimero cromatico.

Objetivos-geral: Conhecer os conceitos basicos da teoria dos grafos e suas aplicagdes
na formulacgao e resolucao de problemas em situacoes reais, por meio de uma abordagem

ladica.

Objetivo-especifico:
1. Conhecer o conceito de um grafo e sua estrutura;

2. Explicitar exemplos de grafos através de situacoes ludicas;

3. Investigar e compreender a relagao entre a contagem de arestas e a soma dos graus

dos vértices de maneira intuitiva e por meio da férmula.

4. Identificar as condigoes para que um grafo possa ser considerado euleriano ou

semieulerinao;

5. Conhecer o problema motivador das sete pontes de Konigsberg que levou ao surgi-

mento da teoria dos grafos;
6. Reconhecer quando um grafo é planar e aplicar a relagdo de Euler;

7. Resolver problemas que possam ser solucionados por grafos eulerianos ou semieuleri-

anos.

8. Abordar problemas de coloracao de vértice de um grafo e identificar o seu ntimero

cromatico.

Desenvolvimento: Serao apresentados trés modulos, cada um composto por duas ofi-
cinas. Cada oficina tera duracao de 1h40, com aulas expositivas sobre os temas mencionados,

aplicagao dos conceitos e atividades ludicas.
Moédulo I:

Oficina 1: Realizaremos uma aula expositiva, onde daremos destaque aos conceitos

de grafo, apresentando a estrutura de um grafo, suas aplica¢oes na matematica e nas ciéncias
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da natureza, depois em grupo os alunos deverao representar alguns situacoes-problema

nas formas de grafo.

Oficina 2: Apresentaremos uma aula com intuito de estabelecer a relacao entre a
contagem de arestas e soma dos graus dos vértices de forma intuitiva, no final da aula o
professor ira apresentar a formula da relacdo. Em seguida, serao realizados as atividades

proposta para essa oficina.
Moédulo IT:

Oficina 3: Nesta oficina, o professor iniciard com um problema motivador, que
consistira em fornecer um grafo da figura 46 impresso em uma folha de papel, onde os
alunos precisarao passar com o lapis por todas as arestas sem repetir e sem tirar o lapis

do papel.

Figura 46 — Grafo com caminho Euleriano

Fonte: Autor.

O aluno deve perceber que s6 ha dois vértices possiveis 4 e 5 para realizar o
caminho desejado, que quando iniciamos no vértices 4 terminamos no 5 e vice-versa. Em
seguida o professor explicard o que é um passeio e ird apresentar o problema das pontes
de Koénigsberg e a sua importancia para teoria dos grafos e como Leonhard Euler chegou a
conclusao que o problema nao possui solucao. Assim, o professor apresentara o conceito de
grafo Euleriano, quando nao existe nenhum grau impar e do grafo Semi-Euleriano, quando

existe exatamente dois graus impares.

Oficina 4: Os alunos serao separados em grupos e o professor ird entregar um

dominé contendo 28 pegas como o da Figura 47.
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Figura 47 — Representacao das pecas e domind

I_IJI_J_JI_IJI_IJ

E

s

7 HEHE
HHAH

Fonte: Domind, unicamp.

Os alunos devem formar um circuito com este domind, apds isso o professor retirara
o terno de sena (7 pegas) e questionara se é possivel forma o circuito com as 21 pegas,
os alunos terao que concluir que nao é possivel, em seguida o professor mostrara a
representacao do grafo do dominé para 28 pegas, conforme Figura 48, abordando o fato de
que nessa configuracao temos todos os vértices com grau par, por isso é possivel formar o
circuito e quando retiramos 7 pecgas temos todos os vértices com grau impar semelhante

ao problema das pontes, tornando impossivel formar o circuito com as 21 pecas.

Figura 48 — Grafo da representacao das ligagoes de um domind

Fonte: Autor.

Moédulo IIT:

Oficina 5: Faremos uma aula, onde abordaremos a coloragao de vértices de um grafo
e o algoritmo para determinar o nimero cromatico dos vértices. Serd fornecida uma figura
que os alunos deverao colorir utilizando o menor niimero possivel de cores, garantindo que

regioes adjacentes nao tenham a mesma cor.


https://olimpiada.ic.unicamp.br/pratique/pj/2019/f1/domino/

APENDICE A. Sequéncia Didatica 64

O professor solicitara que os alunos representem a figura na forma de um grafo, onde
as regides correspondem aos vértices e as adjacéncias entre as regioes sao representadas
pelas arestas. De forma colaborativa, o professor estimulara o desenvolvimento de um

algoritmo para determinar o nimero cromatico dos vértices.
Por fim, os alunos aplicarao o algoritmo e finalizarao a atividade colorindo a figura.

Oficina 6: Na tultima oficina, realizaremos uma aula onde serd exposto o conceito
de grafo plano e a relacao de Euler. Como problema motivador o professor ira apresentar
o problema das trés casas, conforme a Figura 49, que consiste em fornecer a essas trés
casas trés servigos essenciais: agua, gas e luz, para isso devemos realizar a ligacao das trés

casas a esses trés servicos sem cruzar arestas.

Figura 49 — Representacao do problema das trés casas.

Fonte: Autor.

Porém esse problema nao tem solucgao, pois se trata de um grafo nao-planar, deste
modo é impossivel fazer as ligacoes sem cruzar as arestas. Esta impossibilidade pode ser

verificada pela relagao de Euler.

O professor espera que os alunos cheguem a conclusao de que o problema nao
possui solugao apods algumas tentativa. Por isso, disponibilizara um tempo para que os
alunos tentem solucionar o problema. Ao final desse tempo, o professor utilizara a relagao

de Euler para mostrar que o problema nao tem solucao.

Procedimentos Metodolégicos: Aula expositiva dialogada ministrada presencial-

mente.

Recursos didaticos:

1. Quadro branco;
2. Slides;
3. Fichas de exercicio.

4. Domind
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APENDICE B - INSTRUMENTO DE COLETA DE DADOS

B.1 QUESTIONARIO DE CONHECIMENTO PREVIO SOBRE TEORIA DOS GRA-
FOS

1. Vocé ja ouviu falar sobre “Teoria dos Grafos”?

(A) Sim
(B) Nao

2. Se sim, onde vocé ouviu falar sobre “Teoria dos Grafos”?

A

(A) Na escola
(B) Na internet
(C) Em livros
(D)

Outros:

3. O que vocé acha que é um Grafo?

(A) Um grafico de linhas.
(B) Um conjunto de pontos conectados por linhas.

(C) Um tipo de tabela.
4. Vocé sabe o que sdo vértices (ou nés) em um Grafo?

(A) Sim, explique com suas palavras:

(B) Nao.
5. Vocé sabe o que sao arestas em um grafo?

(A) Sim, explique com suas palavras:

(B) Nao.
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6. Identifique um caminho iniciando em 1 e terminando em 9, e explique por que seria

um caminho?

Figura 50 — Identificando um caminho

D o /,,/n \

/ TN

g — 5
Fonte: Autor.

7. Vocé consegue identificar um ciclo na figura da questao anterior?

(A) Sim, descreve e explique por que seria um ciclo.

(B) Nao.

8. Vocé pode dar um exemplo de onde os grafos podem ser usados no dia a dia?

(A) Sim.

(B) Nao.
9. Imagine que vocé tem trés amigos e cada um conhece os outros dois. Como vocé

representaria isso na forma de desenho?

10. Voceé acha que a teoria dos grafos pode ser interessante para aprender?
(A) Sim.

(B) Nao.
(C) Talvez.
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B.2 OFICINAS

B.2.1 Oficina 1: Conceitos de Grafo, Estrutura de um Grafo, representacio por meio

de diagramas e algumas situagoes-problema na forma de grafo.

1. (Adaptado de Grafos - Uma Introdugao de autoria de Samuel Jurkiewicz
- 2009 ) As turmas do 7A, 7B, 8A, 8B e 9A da escola participaram de um tornei de

volei. Alguns jogos ja foram realizados:
TA jogou com 8A, 8B e 9A

7B jogou com 8A, 8B e 9A

8A jogou com 7A, 7B, 8B e 9A

8B jogou com TA, 7B e 9A

9A jogou com 7A, 7B, 8A e 8°B

(A) Represente graficamente essa situagdo. As turmas serdo representadas por

pontos e os jogos por linhas.

(B) Quantos e quais sao os jogos que estao faltando?
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2. Leia a histéria:

Maria, com o intuito de realizar um experimento social, escreveu uma fofoca sobre si
mesma e a enviou secretamente para sete pessoas: César, Antonio, Luis, Eduardo,
Pedro, Gabriel e Rebeca. No bilhete, havia uma instrucao para que a fofoca fosse
mantida em sigilo. No entanto, Maria ja descobriu que César e Rebeca compartilharam
a fofoca entre eles, enquanto Antoénio, Luis, Eduardo e César também a divulgaram
entre si. Além disso, Pedro e Rebeca também contatam um para o outro. Utilizando
os pontos abaixo (Onde cada ponto representa um personagem da histéria, indicado
pela letra inicial do seu nome), construa o grafo que modela a situagao descrita,

ligando dois pontos apenas quando duas pessoas compartilharam a fofoca entre si.

A C

Com base no grafo construido responda as perguntas:

(A) Das sete pessoas que Maria enviou o bilhete quem é a pessoa menos confidvel,

ou seja, a que mais compartilhou a fofoca?

(B) Das sete pessoas que Maria enviou o bilhete quem é a pessoa mais confidvel, ou

seja, a que compartilhou menos a fofoca?

(C) Explique como vocé chegou a solugao das perguntas anteriores?
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B.2.2 Oficina 2: Relagao entre a Contagem de Arestas e Soma dos Graus dos Vértices,

investigacao da relagao.

1. (Adaptada de Canguru de Matematica Brasil- Prova Nivel J - 2014) Observe

o grafo abaixo, leia o texto e responda as perguntas propostas:

Figura 51 — Grau de um Grafo

Fonte: Canguru de Matemética Brasil- Prova Nivel J - 2014.

(A) Qual é o maior grau do grafo acima?

(B) Seria possivel que nesse grafo todos tivessem o mesmo grau que vocé encontrou

no item anterior? Caso nao seja possivel explique sua resposta.

(C) Quantas arestas devem ser adicionadas ao grafo acima para que todos os seus

vértices tenham o mesmo grau?

B.2.3 Oficina 3: Caminho euleriano e semi-euleriano, investigando a relagao.

1. Observe o grafo abaixo, leia o texto e responda as perguntas propostas:
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Figura 52 — Sem tirar o lapis do papel

Fonte: Autor.

2. Responda as perguntas

(A) Quantos vértices possui este grafo? Quais sao eles? E destes quantos possuem

grau par? Quantos possuem grau impar?

(B) Quantas arestas incidem no vértice 47 Quais sao elas?

(C) Escreva, o grau um a um de cada vértice.

(D) Some os graus que vocé encontrou no item anterior e verifique se esse valor é

igual ao dobro das arestas. Caso sim, explique por qué?




APENDICE B. INSTRUMENTO DE COLETA DE DADOS 71

(E) E possivel partindo de um vértice do grafo acima passa por todas as arestas sem

repeti-las e retorna a este mesmo vértice? Se sim, coloque caminho realizado.

B.2.4 Oficina 4: Resolugao de problemas e atividades ludicas utilizando teoria dos

grafos.

Jogo do dominé

e Objetos de Conhecimento: grafo com lagos, ciclo e caminho Euleriano

o Pré-requisito: Médulo 11

Regras: O jogo ¢ iniciado pelo jogador que possui a pega 6-6 que a coloca no centro
da mesa. A partir dai no sentido anti-horario, cada jogador deve escolher entre suas pecas
a que tem alguma ponta em comum com uma das extremidades do jogo, encaixando-as
e passando a vez para o préximo jogador. A partida pode terminar em duas situagoes:
quando o jogador consegue encaixar todas as suas pecas, assim vencendo o jogo, ou quando
os jogadores nao possuirem pecgas que encaixem em uma das extremidades, assim vencendo

0 jogo o jogador com menor pontuacao.

Figura 53 — Representacao das pecas do domind
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(Adaptado de A Teoria dos Grafos e as novas diretrizes curriculares para
a Educagao Basica de Aleixo (2020))


https://olimpiada.ic.unicamp.br/pratique/pj/2019/f1/domino/
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Forme uma equipe com até quatro alunos.

1. A equipe deve construir o grafo das pecas do dominé de modo que cada vértice
corresponda aos nimeros contidos nas extremidades das pecas, ou seja, 0, 1, 2, 3,
4,5 e 6 e as arestas represente as ligacoes entre das extremidades iguais. Utilize o

espago abaixo para a construcao do grafo.

2. Baseado nas regras do jogo e na representacao do grafo responda as perguntas abaixo:

(A) Quantas sdo as pegas do jogo do doming?

(B) Como vocés representaram no grafo a peca com dois niimeros seis, por exemplo?

(C) Qual é o grau de cada vértice do grafo? Como vocés contaram a aresta mencio-

nada no item anterior?

(D) E possivel, partindo de qualquer vértice, percorrer todas as arestas e voltar ao

vértice de partida, sem repetir arestas?
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(E) Se retirarmos 7 pecas do dominé ainda seria possivel, percorrer todas as arestas
e voltar ao vértice de partida, sem repetir arestas? Explique o motivo caso nao

for possivel.

B.2.5 Coloracao de vértices

1. Tente colorir a figura abaixo usando o menor niimero de cores possiveis, de modo

que a regiao adjacente a ela possua uma cor diferente a utilizada.

Figura 54 — Colorindo a Figura

Fonte: Autor.

2. Use o espaco abaixo para construir um grafo que ajude a resolver o problema.
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B.2.6 Oficina 5: Grafos Planares e a Relagao de Euler. Problema das Trés Casas

1. E possivel fornecer as trés casas da figura abaixo os seguintes servicos: Agua, Luz e
Gas, de modo que esse fornecimento seja feito através de tubulagdes que ndo podem

se cruzar. (supondo que as trés tubulagoes estejam no mesmo plano.)?

Figura 55 — Problema das Trés Casas

60 ¢

Fonte: Autor.

2. Use o espaco abaixo para construir um grafo que ajude a resolver o problema. Vocé
pode reorganizar vértices e arestas, sem se preocupar com a posi¢ao que estao na
figura dada. Objetivo é encontrar um modo de fazer as ligagoes sem que as arestas

se cruzem. Nao se esqueca de rotula os vértices.
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B.3 QUESTIONARIO DE CONHECIMENTO POS-OFICINA

1. Vocé gostou das atividades propostas? Se sim, o que vocé mais gostou?

(A) Sim

(B) Nao

2. Voceé encontrou alguma dificuldade na realizagao das atividades? Se sim, qual foram

as dificuldades encontradas?

(A) Sim

(B) Nao
3. Gostaria de ter mais aulas com atividades como essas?

(A) Sim
(B) Nao

4. O que vocé achou da atividade do problema das pontes prospoto durante a oficina.
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5. (Adaptda de Canguru de Matematica Brasil — Prova Nivel B — 2006) Um
rio passa por uma cidade onde existem duas ilhas. Como mostra a figura, existem
seis pontes. Quantos caminhos diferentes existem para ir do ponto A ao ponto B,

passando obrigatoriamente em cada ponte uma e apenas uma vez? Justifique sua

resposta.

Figura 56 — Ilustracao das seis pontes

Fonte: Canguru de Mateméatica Brasil — Prova Nivel B — 2006.

6. (Adaptda de Canguru de Matematica Brasil — Prova Nivel C — 2019) Qual
das seguintes figuras é que o Joao nao pode desenhar sem levantar o lapis nem o

passar pela mesma linha duas vezes? Justifique sua resposta.

Figura 57 — Desenhando sem tirar o lapis do papel

U} (i (1) (v) V)

Fonte: Canguru de Matematica Brasil — Prova Nivel C — 2019.

7. (Adaptada de Canguru de Matematica Brasil — Prova Nivel B — 2020)
O diagrama abaixo representa as relagoes de amizade das garotas Ana, Beatriz,

Claudia, Diana, Elisabete e Flora. Cada nimero representa uma garota e cada linha
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ligando dois niimeros representa a amizade entre essas duas garotas. Claudia, Diana
e Flora tém quatro amigas cada uma. Beatriz ¢ amiga somente de Claudia e Diana.

Qual é o nimero que representa Flora? Justifique sua resposta.

Figura 58 — Diagrama das relagoes de amizade

Fonte: Canguru de Mateméatica Brasil — Prova Nivel B — 2020.

8. E possivel fornecer as quatros casas da figura abaixo os seguintes servigos: Agua e
Luz, de modo que esse fornecimento seja feito através de tubulagdes que nao podem

se cruzar. (supondo que as duas tubulagoes estejam no mesmo plano.)?

Figura 59 — Problema das quatro casas e dos dois servigos
ARARA
6 .

Fonte: Autor.
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9. (Adaptada de Canguru Matematico sem Fronteiras - Prova Nivel B - 2010)

Carlos ligou cada um dos cinco pontos da linha superior com todos os seis pontos da
linha inferior. Quantos segmentos de reta Carlos desenhou? (Dica: use o teorema do

aperto de maos).

Figura 60 — Numero de segmentos

Fonte: Canguru Matematico sem Fronteiras - Prova Nivel B - 2010.

10. (Adaptada de OBI 2020 — Iniciagdo Nivel 1 — Fase 1)

Dona Minhoca construiu quatro tuneis — Q, R, S e T — embaixo da terra, ligando
os quatros comodos — A, B, C e D — da sua residéncia. Cada tunel tem exatamente
0 mesmo comprimento e conecta exatamente dois comodos diferentes, da seguinte

forma:

Q conecta A e C
R conecta B e C

S conecta A e B
T conecta Be D

(A) Colocando as informacoes em um diagrama.




APENDICE B. INSTRUMENTO DE COLETA DE DADOS 80

(B) Qual é uma ordem correta de comodos num passeio em que Dona Minhoca visita
todos os comodos de sua residéncia, partindo do comodo A, usando apenas os

tineis e nunca usando um tunel mais de uma vez?

11. (OBMEP 2024 - Nivel 1 - 1° Fase) Felipe vai colorir a figura de modo que

regioes vizinhas tenham cores diferentes.

Figura 61 — Ilustracao das regioes vizinhas

Fonte: OBMEP 2024 - Nivel 1 - 1° fase

(A) Desenhe o grafo que represente o grafo associado a figura.

(B) Qual é o menor nimero de cores que ele deve usar? Justifique a sua resposta.
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