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RESUMO

Este trabalho visa desenvolver um material pedagdgico orientativo voltado para o ensino-
aprendizagem de probabilidades, com énfase na aplicacdo do Teorema de Bayes para a
resolucdo do problema de Monty Hall. Além disso, o material explora diversas propostas que
evidenciam a presenga dos conceitos probabilisticos em nosso cotidiano. Inicialmente, séo
apresentados os conceitos fundamentais de probabilidade, destacando as caracteristicas do
Teorema de Bayes e 0 problema de Monty Hall, assim como as vantagens de utilizar esses
conceitos na introducdo e desenvolvimento do estudo de probabilidades. A metodologia
adotada envolveu a criacdo de um material didatico que, de maneira construtiva, apresenta
conceitos, exemplos e propostas de aplicacdo. Dada a dificuldade enfrentada por estudantes
do 3° ano do Ensino Médio na resolucdo de questdes de probabilidade e interpretacdo de
problemas relacionados, buscamos estratégias pedagogicas eficazes para melhorar a
aprendizagem desses alunos. Assim, desenvolvemos um material orientativo que facilita a
construcdo e exploracdo dos conceitos de probabilidade. Este material inclui explicactes
claras dos conceitos e propriedades, exemplos resolvidos e atividades praticas orientadas,
focadas na construgdo dos conceitos de probabilidade, Teorema de Bayes e o paradoxo de
Monty Hall. O objetivo é promover uma maior interacdo e participacdo dos alunos no

processo de ensino-aprendizagem de probabilidades.

Palavras-chave: Probabilidades; Teorema de Bayes; Monty Hall



ABSTRACT

This work aims to develop an orientation pedagogical material on the teaching and learning
process of probabilities, with an emphasis on the application of Bayes' Theorem to solve the
Monty Hall problem. Additionally, the material explores various proposals that highlight the
presence of probabilistic concepts in different areas of our daily lives. Initially, the
fundamental concepts of probability are presented, emphasizing the characteristics of Bayes'
Theorem and the Monty Hall problem, as well as the advantages of using these concepts in
the introduction and development of probability studies. The methodology adopted involved
the creation of didactic material that constructively presents concepts, examples, and
application proposals. Given the difficulties faced by 3rd-year high school students in solving
probability questions and interpreting related problems, we sought effective pedagogical
strategies to improve student learning. Therefore, we developed an educational material that
facilitates the construction and exploration of probability concepts. This material includes
clear explanations of concepts and properties, solved examples, and practical activities
focused on constructing probability concepts, Bayes' Theorem, and the Monty Hall paradox.
The objective is to promote greater interaction and participation of students in the teaching
and learning process of probabilities.

Keywords: Probabilities; Bayes' Theorem; Monty Hall
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1  INTRODUCAO

O desenvolvimento deste trabalhno se deu pela percepcdo das dificuldades
apresentadas em sala de aula principalmente por alunos do 3° ano do ensino médio quando
expostos aos conceitos de probabilidades, onde a compreensao e aprendizagem dos conceitos
e suas aplicacOes sdo de baixa eficiéncia através dos métodos tradicionais, buscamos assim
desenvolver um material mais construtivo e dindmico por meio de aspectos instigadores aos
alunos, visando uma melhora significativa no processo de ensino-aprendizagem.

O problema de Monty Hall, que foi popularizado pelo programa de televisdo "Let's
Make a Deal", possui em sua esséncia uma caracteristica no minimo desafiadora que tem
intrigado matematicos e aprendizes por décadas. A sua provavel forma contra intuitiva de
solucdo ideal tem gerado debates acalorados e demonstrado a forca do raciocinio
probabilistico. Neste estudo, propomos uma andlise mais profunda do problema, evidenciando
suas caracteristicas principais, detalhando suas regras de desenvolvimento e utilizando como
ferramenta central o Teorema de Bayes.

Na primeira parte deste trabalho, nos dedicaremos ao desenvolvimento de um
esquema de estudo tedrico sélido em probabilidade. Iniciando pelos conceitos fundamentais,
como espago amostral, eventos e suas classificagcfes e probabilidade, avangaremos para
topicos mais complexos, como probabilidade condicional, operacdes com probabilidades e
independéncia. O méaximo desta secdo sera a apresentacdo e aplicacdo do Teorema de Bayes,
ferramenta de extrema importancia para o calculo de probabilidades a posteriori, ou seja, a
atualizacao de nossas crencas a luz de novas evidéncias.

No segundo capitulo, mergulharemos no universo do problema de Monty Hall.
Inicialmente apresentaremos as regras do jogo de forma clara e precisa, e em seguida,
utilizaremos o0s conceitos probabilisticos desenvolvidos anteriormente para analisar as
diferentes estratégias possiveis, visando identificar caso houver quais delas serdo mais
adequadas e vantajosas para aplicacdo. O Teorema de Bayes sera de fundamental importancia
para calcular a probabilidade de o prémio estar atras de cada porta, apés a revelagédo parcial
feita pelo apresentador.

Finalmente, no terceiro capitulo, direcionaremos nosso foco de estudo para a
elaboracdo de uma sequéncia didatica que permita aos estudantes do ensino médio e/ou
superior compreenderem a solucéo do problema de Monty Hall e a importancia do raciocinio
probabilistico. A partir de atividades praticas, construtivas e envolventes, buscamos

desenvolver nos alunos a habilidade de poder modelar situagdes reais utilizando conceitos
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probabilisticos e desta forma tomar decisGes que possam ser mais informadas com base em
dados incertos.

Este estudo pretende desmistificar principalmente o paradoxo do problema de Monty
Hall e demonstrar como a aplicacdo da teoria das probabilidades, em particular o Teorema de
Bayes, pode ser utilizada para resolver problemas que aparentemente se apresentam como
modelos contra intuitivos. Além disso, pretendemos contribuir para a melhoria do processo
ensino e aprendizagem de probabilidade, oferecendo uma aplicacao pratica, construtiva e mais

motivadora deste importante ramo da matematica.
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2 PROBABILIDADE

A probabilidade, ndo por acaso, é considerada um dos ramos fascinantes da
Matematica, pois incita a descobrir os segredos de eventualidades e suposi¢des. Utilizando
seus conceitos e aplicando suas construgdes, investigamos as possibilidades de determinados
eventos ocorrerem, desde simples langcamentos de dados ou moedas até mesmo a complexos
problemas de fendmenos naturais, ou sociais.

Os elos e origem da probabilidade se cruzam com apostas e jogos de azar, onde
dimensionar as possibilidades de sucesso se tornou essencial para o processo. A partir do
século XVIII, importantes nomes do campo matematico como Pierre de Fermat e Blaise
Pascal iniciaram a formalizagdo de tal area, introduzindo fundamentos para o
desenvolvimento de teorias probabilisticas que se tornaram, com o passar do tempo, pouco a
pouco mais aperfeicoadas.

Temos por objetivo neste capitulo apresentar conceitos importantes das teorias de

probabilidades, defini¢bes e aplicacbes que serdo fundamentais em nosso estudo.

2.1 Conceitos Fundamentais

Nesta secdo, vamos dar inicio ao estudo de um dos topicos fascinantes da
Matematica: a determinacdo de probabilidades. De maneira simples, a Probabilidade é o ramo
da Matematica que nos proporciona condicGes para expressar, numericamente, a chance de
ocorrer determinado evento.

Observemos a figura 1 que representa a roleta de um jogo de tabuleiro, onde o
jogador ao gira-la pontua conforme o numero indicado pela seta ao término do giro. Neste
caso, 0 jogador teria pontuado 10 pontos.

Figura 1: roleta de cassino

P ol -
Fonte: gerada por Artguru em 16/12/2024.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.
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Imaginemos agora a seguinte situacdo: antes de girar a roleta, um dos jogadores
aposta que conseguird atingir uma pontuacdo maior que 15, enquanto seu adversario aposta
que ele obterd um nimero par de pontos. Eis que nos deparamos com uma das questdes
fundamentais onde os conceitos de probabilidades nos ajudam a determinar sua solugao, “qual
dos dois jogadores tém mais chance de vencer a aposta?”.

Definiremos na sequéncia tais conceitos que irdo nos proporcionar as resolucdes de
diferentes problemas dentro do contexto de mensurar as possibilidades de determinados

eventos ocorrerem ou nao.

Definicdo 1. Um experimento que, ao realiza-lo por diversas vezes, apresenta um mesmo
resultado previsivel € chamado de experimento deterministico, por outro lado, quando seu
resultado depende exclusivamente do acaso (imprevisivel), € denominado de experimento

aleatorio.

Exemplo 1. Se vocé soltar um objeto a certa altura do solo, estando na superficie da Terra,
vocé sabe com certeza que ele caira, assim podemos afirmar que este € um evento
deterministico. J& se vocé pedir a uma pessoa que escreva em um pedaco de papel um
namero natural de 5 algarismos, e desejar descobrir qual nimero ela escreveu, é impossivel

saber, a principio, qual nimero ela escrevera, temos assim, portanto, um evento aleatério.

A teoria das probabilidades desenvolve modelos de estabelecer, numericamente, as
chances ou possibilidades de ocorrer determinado resultado em um experimento aleatorio,

por meio de condi¢Oes predeterminadas.

Definicdo 2. O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério é
denominado de espago amostral. Em nosso estudo, representaremos o espaco amostral pela
letra grega 2 (6mega maidscula) e n(Q2) para identificar o numero de elementos do espago

amostral.

Exemplo 2. No experimento aleatorio “lancar uma moeda” para identificar a face voltada
para cima, o espaco amostral é o conjunto 2 = {cara,coroa}, logo n(2) = 2. Ja no
experimento aleatorio “lancar um dado comum de 6 faces” para verificar os numeros de

pontos obtidos temos o espago amostral 2 = {1,2,3,4,5, 6}, logo n(2) = 6.
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Na determinacdo do numero de elementos do espago amostral de um experimento

aleatorio, muitas vezes serd necesséria a aplicacao dos conceitos de Anélise Combinatdria.

Exemplo 3. No experimento “escolher aleatoriamente 4 pessoas dentre 7 disponiveis”
obtemos que o numero de elementos do espaco amostral serd dado pelo total de combinacGes

simples das 7 pessoas, tomadas 4 a 4 ou seja:
71

=

n() = C7,4 =

Exemplo 4. No experimento “criar aleatoriamente uma senha com 4 digitos numéricos,

escolhidos entre os dez disponiveis”, podemos determinar o numero de elementos do espaco

amostral através do principio multiplicativo de contagem, onde:
n(2)=10-10-10-10 = 10*

De forma geral, em experimentos aleatorios estamos dedicados a determinar a
possibilidade de ocorréncia de determinados resultados especificos, ao qual nos direciona a

definicdo de eventos.

Definicdo 3. Denomina-se evento ao conjunto de todos os resultados desejados em um
experimento aleatdrio. Sendo assim, o evento associado a um espago amostral € qualquer um
de seus subconjuntos, que em nosso estudo denotaremos por letras maidsculas do nosso
alfabeto (A, B, C, ...).

Note que cada experimento aleatério possui um unico espaco amostral, porém, é
possivel determinar varios eventos contidos nele, conforme os resultados desejados. Assim
como o espaco amostral, no célculo de probabilidades, é também fundamental a determinagao

do nimero de elementos de cada um dos eventos A, ao qual denotaremos por n(A).

Exemplo 5. No experimento “lan¢camento de um dado comum”, onde o espago amostral é
N ={1,2,3,4,5,6}, e n(2) = 6, podemos considerar diferentes eventos, tais como:
1) “obter uma pontuacdo impar”: A = {1,3,5},en(4) = 3.

2) “obter um numero de pontos menor que 5”: B = {1,2,3,4}, e n(B) = 4.
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3) “obter uma pontuag¢io maior que 5”: C = {6}, e n(C) = 1, desta forma, dizemos que
este € um evento unitario ou elementar, pois se trata de um conjunto com elemento
unico.

4) “obter niimeros de pontos multiplo de 7”: D= { } =0, e n(D) = 0(conjunto
vazio), assim, dizemos que este € um evento impossivel, pois 0 mesmo nunca ocorrera.

5) “obter uma pontuagdo menor que 10”: E = {1,2,3,4,5,6} = 2, e n(E) = 6, assim,
dizemos que este é um evento certo, pois coincide com o espaco amostral e temos a

garantia de que sempre ira ocorrer.

Em muitos casos, assim como na determinacdo do nimero de elementos do espaco
amostral, é necessaria a utilizacdo de conceitos de Analise Combinatéria para determinar o

ndmero de elementos de um determinado evento.

Exemplo 6. No experimento “formar uma comissdo de 3 pessoas, escolhidas aleatoriamente
entre 6 disponiveis” podemos considerar o evento A: “uma das pessoas escolhidas Ser o0
individuo X”. Assim teremos que:

n() = Ce3 = 12
Além disso, para determinar o nimero de elementos do evento A, devemos supor que o
individuo X ja tenha sido escolhido e, portanto, devemos selecionar 2 pessoas dentre as 5
restantes, logo:

n(A) = Cs, = 10
Definicdo 4. Denominamos de espaco amostral equiprovavel de um evento aleatério quando
todos 0s eventos unitarios a ele associados possuem a mesma chance de ocorrer. Caso

contrario, dizemos que se trata de um espago amostral ndo equiprovavel.

Exemplo 7. Consideremos uma caixa contendo 8 bolas, sendo 3 azuis, 2 vermelhas e 3
amarelas, e o experimento aleatorio “retirar uma bola dessa caixa, de olhos vendados, e

verificar sua cor”. Poderiamos assim considerar, como espago amostral, o conjunto:

0= {Bazul' Bvermelha' Bamarela}
E assim, n(£2) = 3 obtendo entdo um espaco amostral ndo equiprovével, pois as cores azul e
amarela possuem maior chance de serem retiradas, ja que tém maiores quantidades na caixa
do que a vermelha. Um possivel espaco amostral equiprovavel para este experimento poderia

ser formado identificando cada bhola de forma Unica:
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0 = {Azul,, Azul,, Azuls;,Vermelha,,Vermelha,, Amarela,, Amarela,, Amarela;}
Comn(n) = 8.
Para nosso estudo, ao definir o espaco amostral de um experimento aleatorio, iremos
preferencialmente trabalhar com espagos amostrais equiprovaveis, ou seja, aqueles em que

todos os eventos unitarios possuem a mesma possibilidade de ocorrerem.

Definicdo 5. Dado um espaco amostral equiprovavel 2, a probabilidade de ocorrer um
determinado evento A € expressa humericamente pela raz&o entre n(A) e n(£2), nessa ordem.
Equivalentemente, também podemos defini-la como a razdo entre o nimero de casos
favoraveis ao evento e o numero de casos possiveis do experimento. Denotaremos a
probabilidade de ocorréncia de um evento A por p(A). Portanto,

n(4) nameros de casos favoraveis

A) = =
p(4) n(f2) numeros de resultados possiveis

Exemplo 8. Consideremos o experimento “langar um dado comum de 6 faces e observar o
numero de pontos da face voltada para cima” e vamos determinar a probabilidade de o
nlmero de pontos ser:

a) Impar;

b) Menor que 3;

c) Menor que 8;

d) Maior que 10;
Resolucoes:

Sendo todos os eventos referentes a um mesmo experimento aleatdrio, temos assim
um espagco amostral unico: 2 ={1,2,3,4,5,6} e n(2) =6. Temos ainda um espaco
amostral equiprovavel, pois sendo o dado honesto, todos 0s numeros possuem a mesma
probabilidade (chance) de ocorrerem, logo:

a) Dado o evento A: “face superior ser um numero impar”, temos A ={1,3,5} e
n(A) = 3. Portanto a probabilidade deste evento ocorrer sera de:
p(A)=%=%=%=O,5=50%
b) Para o evento B: “numeros de pontos obtido ser menor que 3", obtemos B = {1,2} e
n(B) = 2. Portanto a probabilidade deste evento ocorrer sera de:

By =B _Z_1_ 23333 3333
p ~a@ 63 ° ..=33,33..%
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C) No evento C: “face superior ser um numero menor que 8", tem0s C = {1,2,3,4,5, 6}
e n(C) = 6. Portanto a probabilidade deste evento ocorrer sera de:
n(C)

6
p()—-(ﬂ) g=1:<mom

d) Ja no evento D: “numeros de pontos obtido ser maior que 10", temos D ={ }=0e

n(D) = 0. Portanto a probabilidade deste evento ocorrer sera de:

_n(D)_g_ ~ o
p(A)—m—6—O—O/O

Exemplo 9. Em um cofrinho existem apenas moedas de 1; 0,50 e 0,25 reais, sendo 8 moedas

de 1 real, 7 moedas de 50 centavos e as demais de 25 centavos. Retirando-se do cofre uma

moeda ao acaso, a probabilidade de ela ser de 25 centavos é igual a 40%. Determine a

probabilidade de a moeda ser de um real.

Resolucéo:

Suponhamos que o numero de moedas de 25 centavos no cofre seja x, assim o total

de moedas no cofre sera de (8 + 7 + x) = (15 + x), logo, no experimento “retirar uma

moeda do cofre e identificar seu valor” tem-se n() = 15 + x. Como cada uma das (15 +

x) moedas tém a mesma chance de ser retirada, temos um espaco amostral equiprovavel.

Sabemos ainda que a probabilidade do evento A: “moeda retirada ser de 25 centavos” é

igual a 0,4 e n(A) = x, portanto:

n(d)  x
n(Q) 15+ x

p(A) = = 0,4

Assim,

=04d=x=64+04x=x-04x=6=06x=6<=x=10
15 + x

Logo, concluimos que no cofre existem 10 moedas de 25 centavos e 0 nimero de elementos

do espaco amostral é, n(2) = 15+ 10 = 25. Considerando agora o evento B: “moeda

retirada ser de 1 real” temos que n(B) = 8 e, portanto:

_nB)_8 _ a0
p(B) = ) = 25 0,32 = 32%

Observacdo 1. Vamos analisar agora o valor da probabilidade de alguns eventos especiais ja

citados anteriormente.

a) A probabilidade de um evento impossivel ¢ igual a 0.
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d)
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De fato, se A é um evento impossivel A={ } =0 e n(4) =0, portanto p(4) =

n4 _ 0 _

n@ n@

A probabilidade de um evento certo € igual a 1 (ou 100%).

De fato, se B é um evento certo B = e n(B) = n(), portanto p(B) = % =
) _ 1 = 1000

) = 1 =100%.

Em um espaco equiprovéavel, a probabilidade de um evento elementar é igual a $

: itari _ _no _ 1

De fato, se C é um evento unitario n(C) = 1, portanto p(C) = ) = @

Para todo experimento aleatdrio, independente do espaco amostral ser equiprovavel
ou ndo, a soma das probabilidades de todos os eventos unitérios é igual a 1.

De fato, se considerarmos um experimento aleatério com espaco amostral
equiprovavel Q ={E;, E,, E3, ..., E,}, pelo item anterior temos que cada evento
elementar E,, E,, E5, ..., E,, possui a probabilidade de acontecer p(E,) = %ﬂ) logo:
(E1) + p(Ey) + p(Es) + -+ p(Ep) = ! + ! + ! + 4 ' 1—1
PRB) T PLE2) T PREs PR =0@ T a@ T n(@ n@ " n

Por outro lado, se 2 ={E, Ep,E,, ...,Ex} com k <n é um espaco amostral nédo
equiprovavel temos que cada um dos eventos E,, Ep, E,, ..., E;, ndo possuem a mesma
chance de ocorrer, pois n(E,),n(E,),n(E.), ..., n(Ey) ndo serdo todos iguais, porém,

temos que n(E,) + n(E,) + n(E,) + -+ n(Ey) = n(12), logo:

E, E E, E
() +p(By) + p(E) + -+ plE) = S 4 B0 IO o IO
_ n(Ey) + n(Ep) +n(E) + -+ n(Ey) n(2) 1
- n(Q) T n(Q)

Observacao 2. Através da definicdo de probabilidades, podemos observar que ela varia de um
valor minimo igual a 0, quando se trata de um evento impossivel, até um valor maximo igual
a 1 (ou 100%), para o caso de um evento certo. Assim, para qualquer evento A contido em um

espaco amostral 2, tem-se que:

0<p(A) <1loul<p(A) <100%

Definicdo 6. Dado um evento A contido em um espagco amostral 2, denomina-se evento

complementar de A, que denotaremos por 4, o evento definido por:

A=0—-A
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Observemos na Figura 2 onde o retangulo representa o espago amostral 2, e a
circunferéncia um evento A incluso em 02, a regido escura representa o complementar de A.
Assim, podemos afirmar que na verdade A4, é a negagéo do evento A.

Figura 2: representacdo de conjunto

-~
N
-

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

Observacdo 3. A soma da probabilidade de um evento A com a probabilidade de seu
complementar 4 é igual a 1, ou seja, para qualquer que seja 0 evento A tem-se:

p(A) +p(4) =1
Ou equivalentemente,

p(4) =1-p(4)

Exemplo 10. Supondo que a probabilidade de um determinado evento A ocorrer seja de
p(A) = 37%, entdo a probabilidade do seu complementar sera de:
p(A)=1-p(4) =1-037 =0,63 = 63%

Veremos nos exemplos abaixo as aplicacdes de Analise Combinatdria na resolucao
de problemas de probabilidade, dentro deste contexto, mais importante do que identificar os
elementos do espago amostral 2 e de um determinado evento aleatorio A € determinar quantos
elementos cada um possui. Para tal, o nUmero de elementos do espaco amostral e de seus
eventos exige a aplicagdo destes conceitos de Analise Combinatdria, conforme apresentado a

sequir.

Exemplo 11. Na elaborac¢éo de uma avaliagdo com 10 questdes, o professor realizou uma
afirmativa por questéo, nas quais os alunos deverdo decidir se é falsa ou verdadeira. Sem a
preocupacao de saber se cada uma das afirmativas é verdadeira ou falsa, o professor escolhe
as 10 afirmativas de modo aleatorio. Qual a probabilidade de a avaliagdo conter exatamente

6 afirmativas verdadeiras e 4 falsas?
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Resolucéo:

Sabemos que o espaco amostral 2 sera o conjunto de todos os gabaritos possiveis
para a avaliacdo. Por exemplo, VVFFFFVFVV é um possivel gabarito considerando a ordem
das questdes, da 12 até a 102 Assim, como para questdo ha duas opcdes de resposta (V ou F),
para determinar o numero de elementos do espaco amostral 2 devemos utilizar o conceito de
principio multiplicativo, logo:

n)=2-2-2-2-2-2-2-2-2-2=210=1024

Para o evento A: “gabarito conter 6 afirmativas verdadeiras e 4 falsas”, como por

exemplo, FVVVEFVFVV, devemos utilizar o conceito de permutacdo com repeticdo das 6

letras V e 4 letras F, assim:
10!
_ p64 _ _
n(4) = P = g7 =210
Portanto,
n(A) _ 210 105

P =0 = 1024 ~ 512

= 0,205078125 ... = 20,5078123 ... %

Exemplo 12. Em seu caderno, o aluno escreve, aleatoriamente, dois anagramas diferentes da
palavra ALUNO. Determinar a probabilidade de as letras inicial e final nos dois anagramas
serem a mesma.

Resolucéo:

O espaco amostral 2 é o conjunto de todos os anagramas possiveis da palavra
ALUNO, onde deveremos utilizar o conceito de permutagdo simples para determinar n(f2),
visto que na palavra ndo hé repeticao de nenhuma letra, logo:

n() =P; =5!=120

Considerando que o aluno ja tenha escrito o primeiro anagrama, iremos determinar
a probabilidade de o segundo conter as mesmas letras iniciais e finais do primeiro. Assim,
queremos determinar a probabilidade de o evento B: “segundo anagrama ser diferente, mas
conter a mesma letra inicial e a mesma letra final do primeiro”. Temos entdo definido a
primeira e Gltima letra do anagrama, e como ndo podemos repetir o primeiro escrito,
obtemos que:

nB)=P;—1=31—-1=6-1=5

Portanto, a probabilidade do evento B ocorrer sera de:

n(B) 5 1
= =—=10,0416666 ... = 4,16666 ... %

PB) = @ 120" 7
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Exemplo 13. Escrevendo um numero aleatorio de sete algarismos, onde dois sdo o ndmero 3,

trés algarismos sdo o0 numero 4, um algarismo é 6 e um € 9, determine a probabilidade dos

seguintes eventos.

a) “o numero apresentar os dois algarismos 3 juntos”

b) “ndo apresentar os dois algarismos 3 juntos”

C) “ser divisivel por 3"

d) “ser um niumero divisivel por 5"

Resolucéo:

Para todos 0s eventos 0 espago amostral 2 serd 0 mesmo e seu nimero de elementos

¢ dado pela permutacéo com repeticdo dos algarismos 3, 3, 4, 4, 4, 6, 9. Logo:

a)

b)

d)

7 7-6-5-4
) =B = g =

Para este evento, como os algarismos 3 devem ficar juntos devemos conta-lo

=420

como um dnico elemento assim n(4) = P> = 2—: =6-5-4 =120, portanto:

P(4) = n(d) 120 _z_ 0,285714 = 28,5714285714
(@) 420 7 -

Neste evento podemos utilizar o conceito de complementar, pois temos aqui 0

complementar do evento anterior, assim:
— 2 5
P(A)=1-PA)=1- =5 =0714285.. = 71,4285 .. %

Para este evento devemos utilizar o conceito de critério de divisibilidade por 3,
ja que queremos determinar a probabilidade de o nimero formado ser divisivel
por 3,ecomo3+3+4+4+4+6+9=33¢émdltiplo de 3, temos que todos
os numeros formados serdo divisiveis por 3 (evento certo) e, portanto:

P(C)=1
Analogamente devemos utilizar aqui os critérios de divisibilidade, neste caso por
5, como sabemos que um namero sé sera divisivel por 5 quando este terminar em
0 ou 5, estamos com um evento impossivel e, portanto:

P(D) =0

Exemplo 14. Distribuindo, aleatoriamente, 6 bolas iguais para 3 criangas, podendo cada

crianca ganhar de 0 a 6 bolas, vamos determinar a probabilidade de cada crianga ganhar

uma bola, pelo menos.

Resolucéo:
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Para este caso, 0 espaco amostral 2 é constituido por todas as formas distintas de
distribuir as 6 bolas iguais para as 3 crianc¢as. Uma forma, por exemplo, seria C,C,C,C,C,C,
onde a crianga C; ganharia duas bolas, a crianca C, ganharia quatro bolas e a crianca C
ndo receberia bola nenhuma. Temos ainda que pelo fato de as bolas serem todas iguais néo
haverd critérios de ordenacdo, ndo importando a ordem de escolha, assim devemos utilizar o
conceito de combinagdo completa das 3 criancas tomadas 6 a 6, logo:

8! _ 8-7 — 13
6! (8 —16)! 2

n() = (CC)3,6 = C36+6—1 = C86 =

Precisamos determinar a probabilidade do evento B: “cada crianca receber pelo
menos uma bola”, supondo desta forma que cada crian¢a ja tenha recebido uma bola, o
namero de elementos de B sera dado pela combinacdo completa das 3 criancas para as 3

bolas restantes, logo:

n(B) = (CC)33 = C313-4 = C = > = >4 =10
' 31(5-3)! 2
Portanto, temos que a probabilidade de que cada crianca receba pelo menos uma
bola sera de:
P(B) = mME) _10_5 0,3571428 ... = 35,71428 .. %
n(Q) 28 14

2.2 Unido, Condicional e Produto.

Nesta etapa, iremos realizar o estudo do calculo de probabilidades para a unido de
eventos, também a probabilidade de um evento ocorrer, sabendo que outro ja tenha ocorrido
(condicional), e a probabilidade de eventos simultaneos ou consecutivos.

Exemplo 15. Analisaremos o seguinte problema: escolhendo-se ao acaso um nimero natural
de 1 a 30, qual seria a probabilidade de ele ser:

a) Evento A: “divisivel por 3.

b) Evento B: “divisivel por 4.

c) Evento A N B: “divisivel por 3 e por 4.

d) Evento AU B: “divisivel por 3 ou 4.

Resolucéo:
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Sabemos que neste caso 0 espago amostral 2 serd o conjunto de nimeros naturais
de 1 a 30, ou seja, 2 ={1,2,3,4,...,29,30} sendo n(2) = 30, no qual devemos determinar
a probabilidade dos seguintes eventos contidos em (.

1 A=1{3,6,9,12,15,18,21,24,27,30} e n(4) = 10.

1 B=1{4,8,12,16,20,24,28}en(B) = 7.

1 AnB={12,24}en(ANnB) = 2.

1 AUB ={3,4,6,8,9,12,15,16,18,20, 21, 24,27,28,30} e n(A U B) = 15.

Podemos averiguar estes eventos no diagrama a seguir (Figura 3), com seus
respectivos elementos:

Figura 3: eventos em um diagrama.

o A B

3]
L

1113
1417

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

n(B) _ 7

_n@ _ 10 _ 1, _ 7. _nnB) _ 2 _ 1.
Logo, p(4) = n(@) 30 3’ (B) = n(@) ~ 30’ p(AnB) = n@ ~ 30 15’
p(AuB)=n(AUB)=1_5_l

n(Q) 30 2

Assim, podemos notar uma relacdo entre o nimero de elementos de A U B, onde o
mesmo pode ser obtido somando o nimero de elementos de A ao nimero de elementos de B e
subtraindo-se desta soma, 0 nimero de elementos de A N B, ja que estes foram contados duas
vezes na adicdo feita. Portanto, temos que:

n(AUB) =n(4) + n(B) —n(ANB)
15 = 10 + 7 - 2
Logo, dividindo cada um dos termos da igualdade anterior por n(£2), obtemos que:

n(AuB) n(A) n(B) n(AnB)
n(@) n@) n@ n@)

= p(AUB) =p(4) +p(B) —p(AN B)

Ou seja,

15 _ 10 , 7 2

30 30 30 30
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Observacdo 4. Dados X,Y, dois eventos contidos em um espago amostral 2, temos que €
valida a seguinte relacéo:
p(XUY)=pX)+p¥)—-pXNY)

Quando os eventos X e Y ndo possuem elementos em comum, Ou Seja, 0S Mesmos
sd80 mutuamente exclusivos, onde X NY = @, tem-se que p(X NY) = p(@) = 0 (evento
impossivel), assim:

p(XUY) =pX)+p)
Veremos, portanto na sequéncia, a resolucdo de alguns exemplos de problemas que

envolvem a aplicacdo da probabilidade da unido de eventos.

Exemplo 16. Escolhendo aleatoriamente um anagrama da palavra CHINELO, vamos
determinar a probabilidade de o anagrama comecar ou terminar por vogal.
Resolucéo:

Sabemos que o espaco amostral 2 é formado por todos os anagramas da palavra
CHINELO, onde ndo havendo repeticdo de letras utilizamos o conceito de permutagio
simples, assimn(Q) = P, = 7!

Tomando agora os seguintes eventos, A: “o anagrama escolhido iniciar com uma
vogal” e B: “o anagrama escolhido terminar com uma vogal”, onde n(A) =3P, =3-6!¢e
n(B) = 3- P, = 3- 6!, logo obtemos que A N B: “o anagrama escolhido iniciar e terminar

com uma vogal” comn(ANB) = 3-2-P; = 65! = 6!, portanto:

_n@ _36l_ 3. N _n@nB) _6 _1
p(A)—nm)— =7 como p(B)=pA)=7 e p(AnB)= D S
obtemos que:
3 3 1 5
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AHB)=7+7—7=§

Exemplo 17. Ao formar todos os nimeros de quatro algarismos distintos utilizando apenas
os algarismos 2, 4, 6, 7, 8, ou 9, vamos determinar a probabilidade de escolhendo ao acaso
um dos numeros formados, ele iniciar com o algarismo 2 ou terminar com os algarismos 2 e
9, em qualquer ordem.
Resolucéo:

Observando as condicGes do problema temos que o espago amostral 2 € o conjunto

de todos os numeros de quatro algarismos que podem ser formados, neste caso, como a
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ordem dos nameros € relevante e ndo podendo haver repeticdo utilizaremos o conceito de

arranjo simples pra determinar o seu nimero de elementos, logo:

|

6!
n(ﬂ)=A6,4:m=6'5'4'3=360

Consideremos agora 0s seguintes eventos contidos neste espago amostral 2, 4: “o

numero selecionado iniciar com o algarismo 3" onde n(A) = As3 = % =5-4-3=60¢e
4!

a-2)!

B: “o numero selecionado terminar em 29 ou 92", onde n(B) = 2+ A,, = 2 =4-3-
21 = 24, logo:
p(AUB) =p(4) +p(B) —p(ANB)
Porém, como (A N B) = @, ja que nenhum elemento do espaco amostral inicia por 2
e termina com 29 ou 92 a0 mesmo tempo, temos por consequéncia que A e B sdo mutuamente

exclusivos e, portanto:

(AUB) = p(A) + p(B) = 0 4 2% _ 8% _ 7 933333 .. = 23,33333 .. %
p —P P =360 7360 360 30 e 7

Definicdo 7. Dados dois eventos A e B contidos em um espago amostral 2, a probabilidade
condicional de ocorrer o evento A, sabendo que o evento B ja tenha ocorrido, é denotada por
p(A/B) e é dada por:
n(AnB)
A/B) = ———=
p(A/B) n(B)

Assim, se dividirmos o numerador e denominador desta fracdo por n(f2), obtemos
n(AnB)

que p(A/B) = ’;ggg , onde pela definicdo de probabilidades podemos concluir que:
n®)

p(ANB)
p(A/B) = ———
p(B)
Observemos agora a resolucdo de alguns problemas probabilisticos que envolvem a

aplicacdo dos conceitos de probabilidade condicional.

Exemplo 18. No langcamento de um dado honesto, sabe-se que o nimero obtido na face
superior € menor que 6, vamos determinar a probabilidade de que o numero obtido seja
maior que 2.

Resolucéo:
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De acordo com o problema, sabemos que o espaco amostral € 2 = {1, 2, 3,4, 5, 6}
com n() = 6 e para o evento A: “numero obtido ser menor que 6” tem-se A = {1,2,3,4,5}

com n(A) = 5. Sendo o evento B: “numero obtido ser maior que 2" temos que AN B =

{3,4,5} comn(AnB) =3,logop(ANB) = Ze, portanto, a probabilidade pedida sera de:

(BNA)

_p _3
p(B/A) = A =z

Uil o

3
6

o ui|on w

Exemplo 19. Realizando um sorteio de um nimero inteiro de 1 a 25, observou-se que ele ndo
era primo, vamos determinar a probabilidade de este nimero ser impar.
Resolucéo:

Temos neste problema que o espaco amostral é o conjunto de nimeros inteiros de 1
a 25, assim n(Q) = 25. Tomando agora o evento X: “o numero sorteado ndo ser primo”

temos que X ={1,4,6,8,9,10,12,14,15,16,18, 20,21, 22,24,25}, logo n(X) =16 e

16 . o , o
pX) = Pyt Sendo assim, o evento Y: “numero sorteado ser impar” nos indica que Y N X =

5

{1,9,15,21,25} comn(YnX)=5e p(YnX) = vt portanto a probabilidade do evento

“numero sorteado ser impar, sabendo que ele ndo é primo” serd de:

5
PY/X) :%:%@:25'16 16
25
Exemplo 20. Escolhendo aleatoriamente um anagrama da palavra COUVE, e sabendo que
ele inicia por vogal, vamos determinar a probabilidade de o mesmo terminar com consoante.
Resolucéo:
Para este problema o espaco amostral 2 é o conjunto formado por todos os
anagramas da palavra COUVE, assim n(£2) = P; = 5! = 120. Considerando agora o evento

V: “o anagrama escolhido inicia com vogal” temos que n(V) =3-P,=3-41=72 ¢
72 . I3 . . E3)
p(V) = 0 Tomando assim o evento C: “o anagrama escolhido terminar por consoante

temosquen(CNV)=2-3-P; =2-3-3! =36, portanto a probabilidade pedida sera dada
por:

3
p(CNV) T30 36 120 36

p(V) 72 120 72 72

2

c _ 1
p(C/V) = >

Juy
(e}
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Passaremos agora a analisar o calculo de probabilidades para que determinados
eventos ocorrerem simultaneamente ou em sequéncia. Perceberemos assim, que para estas
situacOes, necessitaremos utilizar o conceito de multiplicagdo. Como vimos anteriormente no

estudo de probabilidade condicional, dados dois eventos X e Y, com p(X) # 0 e p(Y) # 0,

sdo validas as relagdes p(X/Y) = PEAY) o p(Y/X) =

n p(XnY)
p(Y)

p(X)
pXNnY)=pX) - pX/Y)epXNnY)=pX) pY/X)

Durante nosso estudo iremos utilizar a expressao p(X NY) para representar duas

, OU seja:

situacOes: a probabilidade de os eventos X e Y ocorrerem simultaneamente ou a probabilidade
de 0s mesmos ocorrerem um consecutivamente, ou seja, um apos o outro.

Desta forma, pelas equacdes anteriores, dados dois eventos X e Y, a probabilidade de
ocorrerem simultaneamente ou consecutivamente serd igual a probabilidade de qualquer um
deles ocorrer, multiplicada pela probabilidade de o outro ocorrer, partindo do principio de que
0 primeiro ja tenha ocorrido.

Quando a ocorréncia de um dos eventos nao interfere na ocorréncia do outro, temos
que p(X/Y) = p(X), pois neste caso, o fato de Y ja ter ocorrido ndo interfere na ocorréncia do
evento X; além disso, p(Y/X) = p(Y), dado que nestas condigdes, o fato de X ja ter ocorrido
ndo interfere na probabilidade da ocorréncia de Y. Deste modo, dizemos que 0s eventos X e Y
sdo eventos independentes, e as relagdes anteriores podem ser escritas por uma Unica relacéo:

p(XnY)=p&X) p¥)

A probabilidade no calculo de trés eventos X, Y e Z ocorrerem simultaneamente ou
consecutivamente baseia-se no mesmo raciocinio, ou seja, p(X NY NZ) =pX) -p(Y/X) -
p(Z/(X NnY)); quando os eventos X, Y e Z sdo dois a dois independentes, temos que p(X N
YNZ)=pX) -p(Y)- -p(Z). Utiliza-se este mesmo raciocinio para o célculo de
probabilidades de quatro ou mais eventos ocorrerem consecutivamente ou simultaneamente.
Veremos a seguir, a resolucdo de alguns problemas que utilizam a aplicacdo do produto de

probabilidades em suas resolugdes.

Exemplo 21. Ao langar um dado honesto e uma moeda ao mesmo tempo, iremos determinar
a probabilidade de obtermos:

a) Uma pontuacdo menor que 3 no dado e a face Coroa na moeda;

b) Uma pontuagéo menor que 3 no dado ou a face Coroa na moeda;

Resolucéo:
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Neste caso temos dois eventos independentes, jA& que o resultado obtido no
lancamento do dado néo interfere no resultado do langamento da moeda, e vice-versa. Para o
lancamento do dado, temos o espaco amostral 2 = {1,2,3,4,5,6} com n(£2) = 6 e 0 evento
A: “obter uma pontuagdo menor que 3" com A = {1,2} e n(4A) = 2 logo:

by =2 2L

Ja para o lancamento da moeda, temos o espago amostral 2 = {Cara, Coroa} com

n(2) = 2 e o evento B: “obter a face Coroa” com B = {Coroa} e n(B) = 1 logo:

n(B) 1

P(B)=m—§

a) Portanto a probabilidade de se obter a face Coroa e uma pontuagdo menor que

dois no langamento dado seré de:

(ANB) = p(A)-p(B) =575 = =
p =P p =326
b) Pelo item anterior sabemos que p(ANB) = % logo pela equacdo de
probabilidade da unido de eventos obtemos que:
(AUB) = p(4) + p(B) (AnB)_1+1 1 2+3-1 4 2
P - P T PABITD “37276° " 6 6 3

Exemplo 22. Em uma urna estdo 26 bolas nomeadas com uma letra do nosso alfabeto. Ao
retirar dessa urna sucessivamente, duas bolas ao acaso, vamos determinar a probabilidade
de ambas conterem uma consoante, em cada uma das situacdes a seguir:

a) Com reposicdo da primeira bola sorteada;

b) Sem reposi¢do da primeira bola sorteada;
Resolucéo:

a) Neste caso, como a primeira bola retirada é recolocada na urna, o resultado da
segunda retirada independe do resultado da primeira retirada, com isso temos
que os eventos A: “primeira bola retirada conter uma consoante” e B: “segunda
bola retirada conter uma consoante” sdo independentes. Assim, como das 26

letras do alfabeto 21 sdo consoantes temos que n(2) = 26, n(A) = n(B) = 21
e p(A) =p(B) = 2—2 Portanto, a probabilidade de as duas bolas conterem uma

consoante sera de:

(ANB) = p(Ad) - p(B) = 2. 2L 4 _ 65 — 650
P =P P B) =50 06 T 676 - 02 T 02N
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b) Para o caso de ndo haver reposicdo da primeira bola retirada, temos que o
resultado da segunda retirada depende do que ocorreu na primeira retirada,

logo os eventos A e B sdo dependentes, e assim:

B)_Zl 20 21 4_42~0646_6460/
A) T 26 25 265 65 0 0O

Exemplo 23. Sabe-se que a probabilidade de Ana Vitdria sair a noite no sabado € de 18% se

p(4nB) =p(a) p

chover e de 80% se ndo chover em sua cidade. Previsdes meteoroldgicas indicam que nesta
cidade, no proximo sabado a noite a probabilidade de chover serda de 48%. Vamos
determinar a probabilidade de Ana Vitdria sair na proxima noite de sabado.

Resolucéo:

Sabendo que a probabilidade de chover na préxima noite de sdbado é de 48%, temos
que a probabilidade de ndo chover sera de 52%. Assim, termos duas op¢Oes para que Ana
Vitdria saia sdbado a noite:

1%) Chover e Ana Vitdria sair a noite, cuja probabilidade serd p, = 48% - 18% =
0,48-0,18 = 0,0864 = 8,64%.

2% Nao chover e Ana Vitéria sair a noite, cuja probabilidade serd p, = 52% -
80% = 0,52-0,8 = 0,416 = 41,6%.

Portanto, como os dois eventos sdo mutuamente exclusivos (ndo ha a possibilidade
de chover e ndo chover ao mesmo tempo), obtemos que a probabilidade de Ana Vitdria sair a
noite no préximo sabado sera de:

8,64% + 41,6% = 50,24%

2.3 Teorema de Bayes

Nascido no século XVIII, Thomas Bayes foi um pastor presbiteriano inglés que
viveu entre 0s anos 1702 e 1761 e que embora ndo tivesse nenhum cargo académico oficial,
apresentou uma paixdo secreta pela matematica, dedicando-se ao estudo da probabilidade e
deixando assim resultados significativos ao desenvolvimento e futuro da ciéncia.

Mesmo o teorema levando seu nome, Bayes, na verdade elaborou um contexto inicial
de estudo sobre o assunto, 0 que o tornou mais que merecedor desta homenagem, pois foi
quem apresentou a brilhante ideia e deu o passo inicial para sua conclusdo, porém sendo
publicado apenas por volta de 1763, apos sua morte.

Dois anos apés a sua morte, em 1763 comegaram a surgir e serem publicados estudos
mais refinados sobre seus materiais produzidos, nomes importantes do meio académico como

seu proprio amigo e filésofo inglés Richard Price apresentou e fez publicacdo de tal estudo, e
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mais adiante Pierre-Simon Laplace matematico francés, por volta de 1812 deu uma forma
mais completa ao teorema, atribuindo em sua homenagem o nome “Teorema de Bayes”.

Este teorema nos permite, de maneira mais simples, melhorar nossas concepcées
sobre um determinado evento mediante novas evidéncias. Desta forma, entdo, ele nos
proporciona uma maneira de combinar nosso conhecimento prévio (probabilidade priori) com
novas informacodes (probabilidade condicional) para atingirmos uma probabilidade atualizada
(probabilidade posteriori).

Por viver em uma época com pouca receptividade as suas ideias, Thomas Bayes
deixou um legado que hoje ainda € imenso. A formulacdo do seu teorema revolucionou a
maneira como lidamos com probabilidades e incertezas, abrindo novos caminhos e
contribuindo para avangos em diversas areas do conhecimento.

A partir do seu conhecimento concreto, o teorema de Bayes se tornou uma
importante ferramenta em diversos campos da ciéncia, como, por exemplo, na Estatistica com
a inferéncia bayesiana, o teste de hipdteses e anélise de dados, no aprendizado de maquina,
com a regressao, classificacdo e redes neurais bayesianas, na Educacdo Financeira, com a
analise de riscos, modelagem de precos e investimentos, e até mesmo na Medicina, para se ter
um diagndéstico médico e em pesquisas para novos tratamentos.

O teorema de Bayes deriva do conceito de probabilidade total, expresso
matematicamente pela equagé&o:

»(4/B) = p(B/A) -p(4)
p(B)
Onde,
v Ae B séo eventos com p(B) # 0;
v p(A) e p(B) séo probabilidades de A e B (a priori);
v p(A/B) é aprobabilidade de A condicional a B (probabilidade posteriori).

De modo geral, formalmente temos:

Teorema 1 Seja {4,, 4,, A3, ..., A, } uma particdo do espaco amostral 2 com p(4;) > 0 para
todo 1 < i < n. Entéo, para todo evento B, com p(B) > 0 e paratodo 1 < j < n tem-se que:
p(B/A;) - p(4))

i=1P(B/AD) - p(4))

p(A]'/B) = Y

Demonstragéao:
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Para esta demonstracéo, separaremos em dois casos, quando A; e B sao disjuntos,
ou seja, p(4; N B) = 0 e quando os eventos possuem interseccao, ou seja, p(4; N B) # 0.
Iniciaremos com o caso em que p(Aj N B) = 0, assim temos que:
0=p(4;nB)=p(4;/B) p(B)
E como p(B) # 0 obtemos que p(4; N B) = 0. Sabendo que 4; N B = B N A;, analogamente
obtemos que p(B/A;) = 0, pois p(4;) > 0 para todo i. Mostrando assim que p(4;/B) =

p(B/Aj)p(4))
Y p(B/AD (A

visto que ambos os lados s&o iguais a 0.

Por outro lado, caso p(Aj nB) # 0 podemos utilizar o conceito de produto de
probabilidades, onde p(B/A;)-p(4;) =p(4;nB) e ainda através da soma de
probabilidades temos Y. ; p(B/A;) - p(4;) = p(B), logo:

p(B/A;)-p(4)  p(A4NnB)
@A) Ay - p) ~ PA/B)

p(B/Aj)p(A))
Z?:l p(B/Al)p(AL)

Portanto, p(4;/B) =

Observa-se que, além das equacgdes acima mencionadas para 0 teorema de Bayes,
existe ainda uma forma alternativa utilizada para eventos complementares, quando as
hipo6teses sdo concorrentes:

p(B/A) - p(A)

p(B/A) p(4) +p(B/A) p(A)

Onde, p(Z) é a probabilidade do complementar do evento A, ou seja, a previsao de

p(A/B) =

chance de ndo ocorréncia de A.

Exemplo 24. Um mesmo produto alimenticio é produzido em trés fabricas diferentes de uma
companhia alimenticia internacional. A fabrica | produz 25% do total produzido, a fabrica Il
é responsavel por 40% da producéo, e o restante é produzido na fabrica Ill. Porém, cada
fabrica produz uma proporcéo de produtos que ndo sdo adequados as normas de vigilancia
internacional, sendo assim considerados “defeituosos” e que correspondem respectivamente
a 2%, 1,5% e 1% do total produzido por fabrica.

Sabendo que no centro de distribuicdo € feito o controle de qualidade de producédo para
seguida distribuicéo, iremos determinar as seguintes probabilidades.

a) Encontrar um produto defeituoso durante a inspecao.
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b) Encontrado um produto defeituoso, a probabilidade que tenha vindo da fabrica II.
Resolucéo:
Consideremos os eventos A: “produto ser defeituoso” e F;: “ser produto da fabrica
i”, assim pelos dados do problema sabemos que p(F,;) = 0,25; p(F,) = 0,4 e p(F;) = 0,35
eainda p(A/F,) = 0,02; p(A/F,) = 0,015 e p(A/F;) = 0,01.
a) Utilizando aqui o conceito de probabilidade total obtemos que a probabilidade
de se encontrar um produto defeituoso seréa de:
p(4) = p(Fy) - p(A/Fy) + p(F,) - p(A/F;) + p(F3) - p(A/F3)
Assim,
p(A) =0,25-0,02+0,4-0,015 + 0,35-0,01 = 0,0145 = 1,45%
b) Para este caso utilizaremos de fato na resolucdo o Teorema de Bayes para
determinar a probabilidade de um produto ser da fabrica IlI, dado ele ser
defeituoso:

p(A/F,) - p(F,) _ 0,015-0,4
p(A) ~ 00,0145

p(F,/A) = = 0,4137931034 ... = 41,38%

Exemplo 25. A medicina nos proporciona algumas aplica¢des bem interessantes do Teorema
de Bayes, podemos citar como exemplo a solucdo na interpretacdo da positividade de um
teste envolvendo alguma doenca.
Inicialmente precisamos ter o conhecimento de que os testes ndo sdo 100% precisos, ou seja,
existe margem para erros.
Consideremos que um teste para deteccdo de cancer em humanos se comporte da
seguinte forma:
1. 1% da populacéo possui o cancer.
2. 80% dos testes sdo eficazes e detectam a doenca quando ele existe.
3. 9,6% dos testes identificam incorretamente a doenca quando ela ndo existe.
Utilizando estas informagdes, imaginemos que uma pessoa submetida a este teste
tenha apresentado resultado positivo, e estudaremos qual a probabilidade de que realmente
se tenha a doenca, dado que o resultado deu positivo.
Atraves das informacGes acima sobre o teste obtemos podemos identificar que:
1. Se 1% da populagéo possui o cancer, entdo 99% ndo tem.
2. Se 80% dos testes detectam o cancer quando ele existe, temos 20% apresenta

falhas.
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3. Como 9,6% dos testes detectam o cancer quando ele ndo existe, temos que
90,4% apresentam corretamente um resultado negativo.

Consideremos agora 0s eventos A: “ter cancer” e B: “teste deu positivo”, assim
temos que p(A) representa a probabilidade de o individuo ter cancer enquanto p(B) sera a
probabilidade de o teste ser positivo.

Neste caso p(A/B) representara a probabilidade de o individuo ter cancer, dado
que o resultado tenha dado positivo, que justamente buscamos encontrar.

Utilizando os dados apresentados temos do 1° item que, p(A) = 1% e p(Z) = 99%,
no segundo item temos que a probabilidade do teste ser positivo dado que o individuo tenha o
cancer é p(B/A) = 80%, por fim, o terceiro item nos diz que a probabilidade do teste ser
positivo dado que ndo se tem a doenca € p(B/Z) = 9,6%.

Aplicando a férmula alternativa para eventos complementares do teorema de Bayes,

obtemos que a probabilidade de realmente se ter a doenca, dado que o teste deu positivo sera
de:

p(B/A) - p(A) 0,8-0,01
p(A/B) = — — = = 0,07764
p(B/A)-p(A)+p(B/A) -p(A) 0,8-0,01 4+ 0,096-0,99
=7,764%

Portanto, a probabilidade de se ter o cancer dado que o teste deu positivo é de

aproximadamente 7,764%.

O exemplo apresentado ja nos traz alguns elementos bem interessantes de utilizacdo
e aplicabilidade do Teorema de Bayes.

Mesmo com a inevitavel sensibilidade de pensar que o resultado positivo seja uma
certeza sobre ter a doenca, ao realizarmos o calculo da probabilidade, obtemos que a chance
de o individuo ter realmente a doenca é bem pequena. Por outro lado, ndo podemos deixar de
notar que antes do célculo a probabilidade de se ter a doenca era de apenas 1%, mas que, na
verdade, obteve um crescimento de quase oito vezes mais, chegando a aproximadamente
7,764%.

Deste modo podemos notar a importancia do Teorema de Bayes no meio académico,
visto que dentre estes e outros exemplos, nas ultimas décadas houve o surgimento de
diferentes pesquisas académicas relacionadas ao entendimento de como as pessoas fazem
julgamentos e suas tomadas de decisOes baseadas em informagdes imperfeitas ou incompletas,

justamente o tema principal do nosso trabalho.
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Utilizaremos assim o teorema na compreensdo do problema de Monty Hall e sua
resolucdo, fazendo uso de seu aspecto de entendimento de reacGes na tomada de decisdes
relacionadas a informacGes ndo concretas, porém, conforme ja citamos este é um
importantissimo teorema com aplicabilidades em diversas areas, como a Estatistica,

Mecanica, Educacéo Financeira e Medicina.
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3 O PROBLEMA DE MONTY HALL

No &ambito das adversidades mateméaticas que minimamente nos trazem
impressionantes curiosidades, o problema de Monty Hall nos surpreende tanto pelo fato de
apresentar uma simplicidade de compreensédo, quanto por nos revelar que as respostas simples
tornam nossas escolhas do dia a dia um tanto quanto irracionais. Por apresentar tais
caracteristicas, este paradoxo se tornou muito conhecido e acabou sendo abordado em
diversos livros e até mesmo no cinema.

O problema matematico foi inspirado em um game show denominado “Let’s Make a
Deal” dos Estados Unidos, apresentado entre os anos de 1963 a 1971 pelo apresentador
Monte Haleprin, também conhecido por Monty Hall, pelo qual o game ganhou repercusséo.
Um dos melhores exemplos de destaque deste paradoxo ocorre no filme Quebrando a Banca
(2008), onde o jovem Ben Campbell (Jam Sturgess) surpreende seu professor Micky Rosa
(Kevin Spacey) respondendo ao problema corretamente durante a aula.

Este é um problema que por natureza propria acaba indo além de sua abordagem em
Probabilidade, elencando-se assim na compreensdo da teoria de jogos, onde podemos
observar 0 quanto a escolha de uma estratégia para abordagem do problema podera ou nao
facilitar o jogador, potencializando sua probabilidade de vitoria.

O jogo em si € bastante simples e baseia-se em trés etapas:

e No palco existem trés portas, onde atrds de uma delas ha um carro zero e atrds das
outras duas existem bodes. O apresentador expde ao participante as trés portas e pede
gue o mesmo escolha uma das portas;

e Assim que o participante escolhe uma porta, o apresentador surpreende o candidato e a
plateia revelando uma das portas na qual existe um bode.

e Finalmente, ele faz a seguinte pergunta ao participante: “Vocé deseja permanecer na

mesma porta, ou deseja escolher a outra?”.

Figura 4: as portas de Monty Hall.
1 2 3

Fonte: gerada por Artguru em 16/12/2024.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.
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Imaginemos nesta situacdo entdo que vocé escolha uma porta qualquer, por exemplo,
a porta nimero 1. O apresentador vai até a porta numero 2 (Figura 4) e abre revelando a

presenca de um bode. Assim, temos a seguinte questao:
O que vocé faz? Permanece na mesma porta ou troca para a porta de nimero 3?

De maneira superficial, pode-se intuitivamente ocorrer uma analise equivocada do
problema, onde uma pessoa ao ser abordada nesta situacdo interpreta que 0s eventos sejam
independentes, tratando-os apenas como uma probabilidade de forma separada. Neste caso,

... 1 P
inicialmente entende-se que cada porta apresenta 3 de chance de esconder o carro e que, apos

a abertura de uma das portas pelo apresentador, o candidato tem 50% de possibilidade para a
escolha da porta correta onde se encontra o carro. Probabilisticamente, cada nocdo citada
acima ndo esta incorreta, 0 erro se encontra na totalidade do paradoxo, pois a porta que sera
aberta pelo apresentador depende da porta que o participante escolheu inicialmente. Além
disso, o apresentador sabe em qual porta estd escondido o carro, ou seja, além da escolha
inicial do participante, nenhuma das decisdes tomadas aqui sdo aleatorias.

Neste sentido, nossa andlise pretende identificar qual o método que ird potenciar a
chance de a porta onde se encontra o carro ser escolhida. Utilizaremos assim duas estratégias:
1%) Escolher uma porta e permanecer na mesma independente do apresentador abrir uma com
bode ou 2%) Escolher uma porta, e assim que o apresentador revelar uma com bode trocar de
porta.

Sem perda de generalidade, vamos exemplificar estas estratégias considerando que a
porta onde se encontra o carro € a de nUmero 1, enquanto nas portas 2 e 3 estdo escondidos 0s
bodes.

Para a 1?2 estratégia, onde o participante permanece na sua escolha inicial, temos uma
situacdo bastante simples, pois para ganhar o carro, basta que ele escolha corretamente a porta
onde se encontra o carro desde o inicio.

De fato, neste caso a probabilidade de que ele ganhe o carro permanecendo na porta

em que escolheu inicialmente € independente da porta que serd aberta pelo apresentador, e
gue conforme podemos observar na seguinte imagem (Figura 5) o participante tera g de

chance para conquista do veiculo.
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Figura 5: possibilidades na porta de Monty Hall.
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Fonte: gerada por Artguru em 16/12/2024.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

J& para a 22 estratégia, onde o participante decide trocar de porta, necessitamos de
uma analise mais profunda e interessante, pois para ganhar o carro é preciso que inicialmente
ele tenha escolhido uma porta com um dos bodes.

Neste caso, embora indo de encontro a intuicdo, temos que utilizando a estratégia de
trocar de porta, quando o participante escolhe uma porta com bode o apresentador se torna
obrigado a abrir a outra que contém também um bode, restando assim apenas a porta onde se

encontra o carro, logo como podemos observar na figura seguinte, a probabilidade de se

- , 2
ganhar o veiculo sera de >

Figura 6: outra possibilidade das portas de Monty Hall.
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Fonte: gerada por Artguru em 16/12/2024.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.
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Portanto, podemos concluir entdo que a melhor estratégia neste caso seria trocar de
porta e ndo permanecer na escolha inicial.

A probabilidade nos fornece diversas maneiras para detectar esta Otima estratégia,
para isso faz-se necessario o conhecimento e utilizacdo dos conceitos de probabilidade
condicional e teorema de Bayes estudados no capitulo anterior.

Consideremos 0s eventos P;: “o carro se encontra na porta 17, P,: “o carro se
encontra na porta 2” ¢ P3: “o carro se encontra na porta 3” para uma melhor compreensao do
funcionamento desta aplicacéo.

Logo, teremos que:

1
p(P) = p(P) = p(Ps) :§

Como o célculo pode ser feito para qualquer porta escolhida, sem perda de
generalidade, iremos considerar que o participante faca a escolha da porta de nimero 1 e, pelo
mesmo motivo, consideraremos também que o apresentador realize a abertura da porta de
namero 3.

Temos assim, 0 seguinte evento: A;: “o apresentador abriu a porta nimero 3”, onde
suas probabilidades de ocorréncia podem ser interpretadas das seguintes formas:

e p(A3;\P;): que se trata da probabilidade de o apresentador abrir a porta 3, dado que o
carro se encontra na porta 1. Assim, como o participante escolheu a porta 1, o

apresentador teria como opg¢des de abertura a porta 2 ou 3, portanto:

1
p(A3\Py) = 2

e p(A3;\P,): que se trata da probabilidade de o apresentador abrir a porta 3, dado que o
carro se encontra na porta 2. Neste caso, como o participante escolheu a porta 1, o
apresentador sO teria como opc¢do de abertura a porta de numero 3, pois na 2 se
encontra o carro, portanto:

p(45\P;) =1

e p(A5;\Ps): que se trata da probabilidade de o apresentador abrir a porta 3, dado que o
carro se encontra na porta 3, 0 que se trata de um evento impossivel, pois o
apresentador ndo abrira a porta onde o carro se encontra escondido, portanto:

p(43\P;) =0
Logo, aplicando agora o teorema de Bayes, podemos determinar a chance de sucesso

da 1@ estratégia, que € quando o participante deseja permanecer em sua escolha inicial, ou
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seja, a probabilidade de o carro estar na porta 1, dado que o apresentador abriu a porta de

ndamero 3:

p(As\P,) - p(P,)

p(Pi\43) = p(A;\P)) - p(P) + p(A45\P,) - p(P;) + p(A3\Ps) - p(P3)
11 1 1
_ 2'3 __ 6 _&6_16_1
11 1 1- 1.1 376 3

23t1l3t03 g+3+0 7
Por outro lado, se calcularmos a probabilidade da 22 estratégia, que é quando o

participante decide trocar de porta, ou seja, a probabilidade de o carro estar na porta de
namero 2, dado que o apresentador abriu a porta 3, obtemos que:

p(A3\P,) - p(P;)

P\As) =
P(P\AS) = NP pOP) + p(As\Py) - p(Py) + pCAs\Py) - p(P)
1 11
_ 3 __ 3 _3_1o6_2
11, 1,.1 1,.1,, 3333
7'3tl3+0-3 +3+0 ¢

Portanto, podemos confirmar assim que a 22 estratégia determinada pela troca de
porta apos a revelacdo feita pelo apresentador € muito melhor do que a 12 estratégia na qual o
participante decide permanecer em sua escolha inicial.

O problema de Monty Hall por apresentar estas caracteristicas interpretativas
minimamente curiosas, torna-se um O6timo exemplo de aplicacdo dos conceitos de
probabilidades em sala de aula para alunos da terceira série do ensino médio, podendo
inclusive ser aplicado introdutoriamente, com intuito de adquirir dados estatisticos das
diferentes estratégias de interpretacdo e respostas ao problema produzidas pelos alunos.

Sequencialmente, estes dados podem juntamente a turma serem analisados e através
das diferentes interpretacdes debatidas, produzir um caminho estratégico no qual conforme a
resolucdo apresentada anteriormente, aplicando-se adequadamente 0s  conceitos
probabilisticos se determinara a melhor estratégia a ser seguida.

Neste sentido, trataremos no proximo capitulo de diferentes propostas de atividades
baseadas no uso deste paradoxo que poderdo ser aplicadas em sala de aula, visando uma

melhor interacdo e avanco no processo de ensino-aprendizagem.
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4 PROPOSTAS DE ATIVIDADES

Nesta primeira etapa de propostas de atividades para serem desenvolvidas em sala de
aula, traremos alguns desafios que expdem nossos equivocos quando lidamos com eles.
Espera-se com estas licdes desafiar os alunos com alguns problemas dificeis que distorcem até
mesmo o cérebro.

Embora a maioria das pessoas, mesmo quando pensa sobre tais problemas com
afinco e cuidado, acaba induzindo ao erro, produzindo assim, elevado nimero de respostas
incorretas, traremos para cada atividade uma solucdo orientada que podera ser trabalhada apos
0 debate de cada licdo.

As habilidades abordadas que serdo desenvolvidas durante as aplicagdes destas
propostas de atividades sdo: EM13MAT311l, EMI13MAT511, EMI13MAT106 e

EM13MAT312, sendo de 2 aulas o tempo previsto para o desenvolvimento de cada proposta.

Proposta 1: (Variante de Monty Hall) Vocé € um competidor de um game show onde

existem 10 portas fechadas, das quais nove ndo levam a nada e uma leva a um carro.

Na primeira fase deste jogo, vocé escolhe uma das portas.

Na segunda fase, o apresentador oferece duas opgoes:
Opcao I: Vocé escolhe mais 4 portas além da que ja selecionou, em seguida, abre todas as
5. Ganhando o carro se ele estiver atrds de qualquer uma das cinco portas que vocé abrir.
Opcao Il: O apresentador abrira 8 portas que ndo contém o carro. 1sso deixa duas portas
fechadas - sua escolha inicial e outra porta - € agora o carro esta definitivamente atras de
uma delas. Vocé pode entdo optar por abrir a porta que escolheu originalmente no
primeiro est&gio ou abrir a Unica outra porta fechada restante.

Qual opcéo vocé deve escolher para maximizar suas chances de ganhar o carro?
a) Opcdo .
b) Opgéo II.
c) As opcdes sdo indiferentes.

Orientacdes:

Se vocé escolher a opc¢éo I, entdo vocé tem 5 chances em 10 para obter o carro,
resultando em uma probabilidade de sucesso de:

5

1
10 2
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Por outro lado, se vocé escolher a opcédo Il e mudar para a porta que vocé nédo
escolheu inicialmente, entdo vocé poderé fazer muito melhor do que uma probabilidade de

sucesso de 50%, dado que:
H& apenas % de probabilidade de o carro estar atrds da primeira porta que foi

escolhida. Quando o apresentador abre 8 portas vazias, excluindo assim cada uma das 8
portas, isto ndo torna sua porta inicial mais provavel, ja que o apresentador tem a garantia
de abrir 8 portas vazias.

Em outras palavras, ele ndo adicionou nenhuma informacdo nova. Assim, a Unica
A ~ . ;9
porta que vocé ndo escolheu e o apresentador ndo abriu possui = de chance de ter o carro

atras dela.
Portanto, escolha a opc¢éo Il e entdo mude para abrir a porta que vocé nédo escolheu

inicialmente, e vocé ganhara o carro neste game show com probabilidade de:

9
10

Proposta 2: Uma moeda é langada duas vezes. Para cada jogada, uma bola de gude é
colocada em um saco pelo seguinte critério:

« Se a face voltada para cima for cara, a bola colocada no saco sera da cor vermelha.

% Se a face voltada para cima for coroa, a bola colocada no saco sera da cor azul.
Vocé ndo tem permissdo para observar os lancamentos da moeda ou as duas bolinhas de gude
no saco.
Agora, vocé enfia a mao na bolsa e retira aleatoriamente uma das duas bolinhas, e ela fica
vermelha.
Vocé a coloca de volta. Entéo, vocé enfia a mao na bolsa novamente. Qual a probabilidade de

vocé retirar uma bola de gude azul?

a) = b) = 0)

Wl

d) -
Orientacdes:
Inicialmente, quando as bolinhas sdo colocadas no saco, existem quatro

possibilidades igualmente provaveis:

1. A primeira bola de gude colocada é vermelha e a segunda também é vermelha.

2. A primeira bola de gude colocada é vermelha e a segunda é azul.
3. Aprimeira bola de gude colocada ¢ azul e a segunda é vermelha.
4

A primeira bola de gude colocada é azul e a segunda também é azul.
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Porém, quando vocé retira uma bola de gude vermelha da bolsa, agora se sabe que
a Gltima possibilidade é impossivel.

Entédo, quando a primeira bola de gude retirada € vermelha, vocé sabe que o que
escolheu pode ser qualquer uma das quatro seguintes possibilidades, e todas sdo igualmente
provaveis:

e A primeira bolinha é vermelha, se ambas as bolinhas do saco forem vermelhas.

e Asegunda bolinha é vermelha, se ambas as bolinhas do saco forem vermelhas.

e A bola de gude é vermelha, se apenas a primeira bola colocada no saco for vermelha,
ou,

e Abola de gude € vermelha, se apenas a segunda bola colocada no saco for vermelha.

Isto significa que a bolsa é uma bolsa toda vermelha em dois de 4 casos, € um saco
. ~ . 1 .
azul/vermelho misto nos outros 2 casos. Entdo, existem > de chance de o saco ser misto, ou

seja, contendo uma bolinha de cada cor.
Assim, para que o proximo sorteio seja uma bolinha azul, é necessario duas coisas

acontecerem:

e Abolsa precisa ser uma bolsa de cores mistas, que possui % de probabilidade.

. . . 1
e A bola de gude azul em vez da vermelha precisa ser retirada, o que é outro > de

probabilidade.
Portanto, a probabilidade geral de se retirar uma bolinha azul na segunda tentativa

é de:
11 1

22 4
Proposta 3: Um saco com duas bolinhas de gude é preparado jogando uma moeda duas
vezes, seguindo as mesmas regras e restricdes da proposta 2. Mas desta vez, antes de fazer
qualquer coisa, vocé vé que alguém observa dentro do saco, remove uma bolinha vermelha e a
coloca de lado. Agora, vocé enfia a méo na bolsa e retira a bola de gude restante.

Qual a probabilidade de a bola de gude que vocé retirar ser da cor azul?

Orientacdes:

Muitas pessoas erram essa probabilidade por tratd-la como no caso anterior, porém
a chave para resolugéo esta no fato de que outra pessoa decidindo remover uma bola de gude
vermelha da bolsa ndo € o mesmo que escolher aleatoriamente uma bola de gude do saco e

observar que ela era vermelha.
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Na verdade, inicialmente possui 0 mesmo aspecto, quando as duas bolinhas de gude
sdo colocadas no saco, ha quatro possibilidades igualmente provaveis para o que aconteceu

cada uma com probabilidade %:

1. A primeira bola de gude colocada é vermelha e a segunda também é vermelha.
2. A primeira bola de gude colocada é vermelha e a segunda é azul.
3. A primeira bola de gude colocada é azul e a segunda é vermelha.
4. A primeira bola de gude colocada ¢ azul e a segunda também é azul.
No entanto, o Gltimo caso é descartado quando vocé vé uma bola de gude vermelha
sendo retirada do saco, podendo ainda ser qualquer um dos outros 3 casos, e ndo havendo

nenhuma informagéo favorecendo um sobre 0s outros. Assim, como todos os casos 1, 2 e 3

. 1 f .
possuem igualmente 3 de chance de terem ocorrido e somente nos casos 2 e 3 a bolinha

restante é azul, temos portanto que a probabilidade de retirada de uma bolinha azul é de %

Passaremos agora a abordar algumas estratégias de jogo, para isso, utilizaremos

cinco dicas rapidas para resolver problemas de probabilidade.
Enfatizamos que, seja para jogadores profissionais ou novatos, os alunos irdo se
divertir com esses problemas, e os cenarios ficam mais complicados a medida que estas

atividades avangam.

Dica 1:ndo seja excessivamente tentado por recompensas grandes,
mas improvaveis.

Especialmente se vocé estiver jogando um jogo muitas vezes, a melhor estratégia
geralmente envolve construir ganhos lentamente, em vez de fazer uma aposta arriscada para

obter um grande retorno.

Proposta 4: Vocé esta prestes a jogar um jogo com uma moeda que € ponderada de modo
que haja um 90% de chance de que ele cai cara e um 10% de chance de que ele acerte coroa.
H& no méximo um 0,0000001% de chance de que a moeda entre em combustéo espontanea no
ar.
Vocé ganhard dinheiro dependendo do resultado quando a moeda for langada. VVocé deseja
maximizar a quantia esperada de dinheiro que ganhara.
O que voce prefere?

a) Vencer R$ 10,00 quando ele cai cara.

b) Vencer R$ 50,00 quando ele cai coroa.



47

c) Vencer R$ 100000,00 quando entra em combustdo espontanea no ar.
d) Todos os itens séo igualmente bons.

Orientacdes:

Inicialmente vamos comparar as trés opgoes:
~ p 9 . 9 N .
Opcédo a — Ha um = de chance de sair cara. Logo = do tempo, vocé esperaria ganhar R$

10,00 e portanto, seu pagamento esperado por jogo é de R$ 9,00, pois:

9
R$10- — = R$ 9,00
$ 10 $

Opcéo b — H& um 11—0 de chance de sair coroa. Logo 1—10 do tempo, vocé esperaria ganhar R$

50,00 e portanto, seu pagamento esperado por jogo é de R$ 5,00, pois:

1
R$50 - 0= R$ 5,00

Opcdo ¢ — Ha um de chance de sair coroa. Logo do tempo, vocé

100000000 100000000

esperaria ganhar R$ 100000,00 e portanto, seu pagamento esperado por jogo é de R$ 0,001,

pois:

1
R$100000,00 ) m = R$ 0,001

Portanto Opc¢édo a > Opgéo b > Opcéo c.

Dica 2:Procure uma perspectiva simplificadora quando houver muitas

possibilidades.

Na proposta abaixo, os alunos poderdo mapear todos os casos em alguns minutos,

mas também h& uma maneira rapida de resolvé-la usando a perspectiva correta.

Proposta 5: Quatro carrinhos estdo nos cantos de um quadrado (Figura 7). Tudo ao mesmo
tempo, cada um deles escolhe aleatoriamente e independentemente caminhar ao longo de uma

borda do quadrado até um novo canto:
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Figura 7: quatro carrinhos nos cantos de um quadrado

- =

A 4 Y

Y
¥ 3

= o

Fonte: gerada por Artguru em 16/12/2024.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

Qual é a probabilidade de haver pelo menos uma colisdo antes que os carrinhos cheguem aos

seus destinos?
1 7
a) = b) = 0 = d) <
Orientacdes:

Inicialmente, é importante ressaltar que conhecer as técnicas de resolucdo de
problemas de probabilidade pode simplificar o que parece ser um problema assustador em
um simples.

Nesse caso, 0 atalho € calcular a probabilidade complementar, ou seja, calcular a
probabilidade de que nenhum carro colida e, em seguida, subtrair isso de 1.

Primeiro, vamos descobrir quantas coisas diferentes podem acontecer.

Como cada carrinho tem duas opg¢des (sentido horario ou anti-horario), existem 2 -
2 -2+ 2 = 16 maneiras diferentes para eles comecarem a se mover no total.

Agora, tentaremos responder quantas dessas maneiras correspondem a condi¢do de
coliséo.

A Unica maneira de os carrinhos evitarem completamente colidir uns com os outros
é se todos estiverem se movendo no sentido horario ou anti-horario, entdo héa
apenas 2 maneiras que podem ocorrer.

Logo, a probabilidade de dois carrinhos ndo se encontrarem é:

2 1

16 8
Portanto, a probabilidade de dois ratos colidirem sera de:
1 7

1-—-==
8 8
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Dica 3: Cuidado, sua intuicdo pode engana-lo.
A falécia do jogador é a crenca equivocada de que certos resultados se tornam mais
provaveis quando ainda ndo aconteceram. Por exemplo, um jogador pode pensar que deve

ganhar depois de perder varios jogos consecutivos.

Proposta 6: O aluno ird langar 8 moedas justas no total, e trés do seus quatro primeiros
lancamentos ja deram coroa. Qual é o nimero total mais provavel de coroas quando o aluno
terminar de lancar todas as 8 moedas?

a) 4. b) 5. c) 6. d) 7.

Orientacdes:
Se ndo soubéssemos o resultado dos primeiros quatro lancamentos de moedas, 0

valor esperado seria de:
8 L 4
5=

No entanto, como sabemos que trés dos quatro primeiros lancamentos de moedas
sdo coroas, calculamos o numero esperado de coroas no préximo quatro langamentos, que é
metade de 4, ou seja, 2.

Em seguida, adicionamos estas 2 para as 3 coroa que certamente ja apareceram,
para obter uma resposta total de 5 coroas.

Estranhamente, muitas pessoas aceitam essa logica quando ganham em um
simulador de jogos, mas rejeitam a légica quando estdo realmente jogando e o simulador
significa uma perda.

Conforme o problema, quatro lancamentos no jogo, com trés coroas ocorridas,
muitos jogadores comegam a sentir que as caras devem eventualmente alcanca-las para que,
ao todo, as chances da moeda sejam comprovadas 50: 50.

Portanto, eles acreditam que, como mais coroas foram lancadas até agora, mais
caras devem ser lancadas na segunda metade do jogo. Essa sensacdo incOmoda de que
acabara se equilibrando é o que se designa a falacia do jogador.

Além disso, outros sdo vitimas de uma falacia diferente, ou seja, eles sentem que
deveriam apostar exatamente a mesma coisa acontecendo novamente, e esperam mais trés
coroas e mais uma cara para um total de 6 coroas. Isso ainda esta errado, se tratando de

uma moeda justa.
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Dica 4: Quando vocé estiver estudando um jogo complexo, simplifique-o dividindo-
0 em jogos menores e/ou cenarios com 0s quais vocé ja trabalhou antes.

Por exemplo, tirar uma carta preta de um baralho (e embaralhar a carta de volta no

. , . . / 1
baralho quando terminar) é como jogar uma moeda se tudo o que importa é a cor da carta, e >

, ~ . . ;- 26
é uma fracdo muito mais facil de acompanhar mentalmente do que =

Proposta 7: Bruna e André estdo jogando um jogo usando dados estranhos. Cada dado é um
cubo com seis lados. O dado de Bruna tem os lados numerados 3, 3, 3, 3, 3, 6. O dado de

André tem os lados numerados 2, 2, 2,5, 5, 5 (Figura 8):

Figura 8: dois dados langados.

7
Dado da Bruna: ‘cf
N
Oo
3’ 3) 3) 3) 3) 6) QO 00

Dado do André:

2,2,255,5

Fonte: gerada por Artguru em 16/12/2024.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

Para jogar, Bruna e André jogam seus dados ao mesmo tempo, e quem tirar o valor
mais alto vence.

Se eles jogarem muitas vezes, quem provavelmente ganhara com mais frequéncia,
Bruna ou André?
a) Bruna.
b)  André.
c)  Ambos tém a mesma probabilidade de vencer.

Orientacdes:

Inicialmente sabemos que se eles jogarem muitos jogos, pode-se esperar que, em
aproximadamente metade desses jogos, André tirard um 2, e na outra metade ele vai tirar um
5.

Se André tirar um dois, ele definitivamente perde, ndo importa o que Bruna tire, ja

que2<3e2<6.
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No entanto, André ndo tem uma vitoria garantida na outra metade dos casos. Mesmo
que André tire um 5, Bruna ainda pode ganhar tirando um 6.

Portanto, Bruna tem a vantagem aqui, pois esperamos que ela venca mais da metade
de seus jogos contra André.

Uma solugao mais precisa seria:

Bruna vence todos os jogos em que André tira um 2, que é% de todos os jogos. E

também se espera que ela venca % da outra metade das partidas em que André tira um 5.

Portanto, no total, espera-se que Bruna venga:
6 1 7

dos jogos.

Dica 5: Atencdo que "muito provavelmente” ndo significa necessariamente "ira
ganhar".

Quando o jogador estiver jogando um jogo como o poquer, onde ndo pode saber tudo
sobre as cartas em jogo, ndo se deve jogar como se o resultado mais provavel fosse a Unica
coisa que poderia acontecer. Lembremos de que, mesmo que algo seja mais provavel, ainda

pode ser muito improvavel se houver muitas possibilidades.

Proposta 8: No Pokémon Go, 0s ovos tém aproximadamente um 50% chance de ser o tipo 5
km. O que é mais provavel?

a) Achado 2 ovos e receber exatamente um tipo 5 km.

b)  Achado 2000 ovos e receber exatamente mil tipos 5 km.

Orientacdes:

Achado 2000 ovos e obter exatamente 1000 tipos 5 km € muito menos provavel do
que encontrar 2 ovos e receber exatamente um tipo 5 km.

Intuitivamente, vocé pode explicar isso reconhecendo que exatamente metade é
realmente um resultado muito preciso. Intuitivamente, a chance de encontrar 999 tipos 5 km
tipos ser quase provavel como o de encontrar 1000? Talvez ndo exatamente tdo provavel,
mas perto. E 0 mesmo néo seria verdade para 998 tipos 5 km?

Se houver muitos outros casos em que encontrar quase (ou exatamente) 1000 tipos 5
km de ovos de 2000,e se as probabilidades individuais de encontrar quase 1000 sé&o
aproximadamente iguais, entdo isso ndo implicaria as probabilidades individuais de

encontrar quase 1000 serem bastante pequenos?
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Na verdade, a probabilidade de encontrar exatamente 1000 tipos 5 km de 2000 ovos
é aproximadamente 1,78%, considerando que a probabilidade de encontrar exatamente
um tipo 5 km de dois ovos é 50%.

Realizaremos agora os célculos completos.
. 2, . .
Como esperamos 50% de ovos para ser do tipo 5 km S€o resultado mais provavel e

tem uma boa chance de acontecer. Este cenario é como jogar uma moeda se H significa
encontrar um tipo 5 km e T significa encontrar um tipo diferente de ovo.

Com dois langamentos de moedas, ha 4 Resultados igualmente provaveis que podem
resultar: HH, HT, TH e TT. Logo, dados dois ovos, h& um 50% de chance de encontrar
exatamente um tipo 5 km ovo.

Um caso adicional para construir a intuicéo:

Ao encontrar 4 ovos, qual é a probabilidade de encontrar exatamente dois tipo 5
km?

Como antes, vamos comparar isso com jogar uma moeda 4 vezes. Com quatro
lancamentos de moedas, ha 16 resultados igualmente provaveis. Vocé pode pensar nisso
como um 4x4 grafico de possibilidades, cada uma das quais € igualmente provavel:

Destas, 16 possibilidades igualmente provaveis, apenas 6 tem dois H e dois T.

Portanto, dados quatro ovos, a probabilidade de encontrar exatamente dois tipos 5
km é:

o =37,5%
16

Assim, a medida que o nimero de ovos/cara ou coroa aumenta a probabilidade de
um 50: 50 aparenta diminuir.

Metade dos ovos sendo tipo 5 km, os tipos de 5 km ainda sdo o resultado mais
provavel, mas néo é tdo provavel quanto quando havia apenas dois ovos sendo encontrados.

Com 2000 ovos que podemos modelar como 2000 cara ou coroa, encontrar
exatamente 1000 tipos 5 km é realmente muito improvavel, muito menos provavel do que
50%.

Assim como ha 22 = 4 resultados que poderiam resultar de 2 ovos, ha 22000 =
1,15 - 10992 resultados igualmente provaveis que poderiam resultar da descoberta de 2000
0VOs.

Em apenas:

(*000) = 2,05 - 10°°
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desses resultados, exatamente 1000 5 km ovos aparecem.
Portanto, dados 2000 ovos, a chance de se encontrar exatamente 1000 5 km ovos é

de:
1,15 - 10902 ’
O resultado esperado é 1000 e € o resultado mais provavel, mas isso ndo o torna
provavel.

Terminada esta etapa do desenvolvimento de dicas e estratégias para jogos baseados
nos dados probabilisticos, passaremos agora a propostas que nos evidenciam a presenca da
probabilidade em toda parte.

Todas as técnicas e ferramentas matematicas que apresentaremos podem ser
aplicadas a muitas situacdes fora dos quebra-cabecas.

Problemas de probabilidade aparecem em todos os lugares e todos os dias. As
proximas cinco propostas deste nosso estudo sdo casos praticos que enganam até mesmo
solucionadores de problemas experientes.

Proposta 9: Um dia, o seméaforo em um determinado cruzamento fica vermelho quando vocé
chega a ele e nenhum outro carro esta esperando no semaforo. Vocé espera 45 segundos
para ficar verde.
No dia seguinte, vocé chega ao mesmo semaforo e ele fica vermelho novamente, e um
carro ja esta esperando o seméaforo mudar.

Qual o cenério mais provével de ocorrer neste segundo dia?
a)  Vocé espera mais de 45 segundos.
b)  Vocé espera exatamente 45 segundos.

c)  Vocé espera menos do que 45 segundos.

Orientacdes:

Inicialmente, com base apenas nas informagdes que temos, se um carro chegar ao
seméaforo sem outros carros, o cenario mais provavel é esperar 45 segundos.

No segundo dia, esse cenario se aplica ao carro que ja chegou. Ou seja, o carro a
sua frente deve esperar, em um sentido de probabilidade, ter um tempo de espera mais
provavel de45 segundos. Observemos que estamos pensando em termos de
probabilidade, isso ndo estd descartando o fato de que a luz pode ser um, dois minutos, e
vocé teve sorte no primeiro dia, mas com base em nosso Unico ponto de dados, uma repeticao

do dia anterior € o mais provavel.
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Entdo, ja h& um carro esperando na sua frente que, em termos de probabilidade ¢é
mais provavel que espere 45 segundos, e algum tempo se passou antes de vocé chegar.
Portanto, a quantidade de tempo mais provavel para sua espera € menor

que 45 segundos.

Proposta 10: Suponha que vocé tenha uma bolsa com 5 caramelos de chocolate e 5 cordiais
de cereja. Sua amiga pega um doce aleatoriamente e come. Depois, sem olhar para o que
sobrou, vocé pega e come um dos 9 doces restantes.

Qual a probabilidade de vocé ter acabado de ter comido um cordial de cereja?

Orientacdes:

Mesmo que sua amiga tenha acabado de comer um doce sobrando 9 na sacola, vocé
ndo tem informacdes sobre o que é esse doce, entdo vocé ainda esta analisando a partir de
um espaco de possibilidade de 5 caramelos de chocolate e 5 cordiais de cereja. Portanto, a

- . ., 5
probabilidade de comer um cordial de cereja é TS

Para ilustrar um pouco mais o0 “espaco de possibilidade”, consideremos um

problema diferente envolvendo um baralho embaralhado padréo de jogo com 52 cartas. A

probabilidade de o fundo ter um &s de espadas ésiz. Agora suponhamos que voceé tire do

7 ~ 1 .
topo 50 cartas sem olhar. A chance de o fundo ser um &s de espadas ndo mudou para > Pois

ndo temos informacdes sobre as cartas removidas.
Se, em vez disso, olhadssemos para o topo de 50 cartas e ndo encontrassemos um as

de espadas, entdo a parte inferior das cartas restantes seria um &s de espadas com

probabilidade -.

Proposta 11: O medalhista olimpico mais velho do mundo foi o sueco Oscar Swahn, com 72
anos de idade. Na imagem abaixo estd Ana (Figura 9):

Figura 9: representacdo de uma atleta olimpica.

N\

===

Fonte: gerada por Artguru em 16/12/2024.
Fonte: elaborado pelo autor, 2024.
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Qual das informag6es abaixo é mais provavel sobre ela?
a)  Anaganhou uma medalha olimpica.

b)  Anaestd com 30 anos de idade e ganhou uma medalha olimpica.

Orientag0es:

Consideremos o conjunto de pessoas que ganharam medalhas olimpicas. O mesmo
inclui pessoas que estdo com 30 e alguns que ndo estao.

Em outras palavras, todas as pessoas que ganharam medalhas olimpicas e estdo
com 30 anos de idade estdo incluidos no conjunto de todas as pessoas que ganharam
medalhas olimpicas.

Portanto, o primeiro cenario em que Ana ganhou uma medalha olimpica é mais
provavel.

Temos aqui um viés cognitivo bem conhecido relevante para a vida diaria, pois
adicionar detalhes pode fazer as pessoas pensarem que um subconjunto de algum evento é

mais provavel do que o préprio evento.

Proposta 12: A doenca Z infecta 1 de cada 1000 pessoas. Ha um teste para a doenca Z que €
garantido como positivo para alguém com a doenca. Para quem ndo tem a doenca, o teste
retorna um falso positivo 1% das vezes.
Vocé testou positivo para a doenca Z. Qual é a probabilidade de vocé ter a doenca?

a) Menos de 1%.

b) Entre 1% e 5%.

c) Entre 5% e 10%.

d) Entre 10% e 100%.

Orientacdes:

Sabe-se que 1 dentre as 1000 pessoas tém a doenca e testa positivo. Assim, 1% das
restantes 999 pessoas testardo positivo, mas ndo terdo a doenca, (aproximadamente 10,
realmente 9,99).

Isso significa que, para aproximadamente todas as 11 pessoas com teste positivo,
apenas 1 teré a doenca.

Portanto, a probabilidade de alguém com teste positivo realmente ter a doenca é:

1
— = 9,099
11 %

Que esta entre 5% e 10%.
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Proposta 13: Na imagem a seguir (Figura 10) os fosforos representam cercas protegendo uma
ovelha de um lobo, e suponha que dois fosforos sejam removidos aleatoriamente.
Se ambos os fosforos forem removidos do anel interno ou externo, a ovelha permanece
segura. No entanto, o lobo pode chegar até a ovelha se uma remocao for da cerca externa e a
outra for da cerca interna.

Figura 10: representacdo de dois quadrados com palito de fosforo.

| i
& |
|

Fonte: gerada por Artguru em 16/12/2024.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

Aqui esta uma nova configuracdo de fosforos antes de dois serem removidos aleatoriamente
(Figura 11).

Figura 11: representacdo com palitos de fosforos.
r—pp—ee—

\\=@

Fonte: gerada por Artguru em 16/12/2024.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.
A nova configuracdo € mais segura que a original?
a) As ovelhas estariam menos seguras.
b) As ovelhas estariam igualmente seguras.

¢) As ovelhas estariam mais seguras.
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Orientag0es:
Inicialmente, para que o lobo alcance as ovelhas, um fésforo externo e um interno

devem ser removidos.
.y- . . £ = UM . p
A probabilidade de isso acontecer aleatoriamente é igual - onde B é o numero de

maneiras igualmente provéaveis de dois fosforos/cercas serem removidos e UM é o nimero de
maneiras pelas quais um fosforo interno e um externo seria removido.

Primeiro, vamos calcular UM com 4 fosforos internos e 12 palitos de fosforo
externos. Lembre-se de que UM €é o numero total de maneiras de remover um fosforo interno
e um externo.

Figura 12: representacéo contando dois quadrados.

- 12 1110
1 9
o ﬁi
9
2 2 4 8
J _ |
3 3
3 7
s 4 5 5]
| =&y ) )

Fonte: gerada por Artguru em 16/12/2024.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

Se removermos um fosforo interno e um externo, entdo ha 4 escolhas para o interior
e 12 escolhas para o exterior. Portanto, existem UM = 4 X 12 = 48 maneiras totais de
remover tal par.

A seguir, calcularemos B, o0 nimero de maneiras igualmente provaveis pelas quais
dois fosforos/cercas podem ser removidos.

Ha 16 maneiras de escolher o primeiro fésforo e depois ha 15 sobrando para
escolher o segundo fésforo. Portanto, no total, hd 16 - 15 = 240 maneiras de remover dois
palitos de fosforo.

No entanto, ha duplicatas em nossa contagem — por exemplo, se pegarmos o bastéo
#1 seguido por vara #2, isso seria idéntico a pegar um pedaco de pau #2 seguido por vara
#1.

~ - . 240 .
Entdo a contagem final real é: B = - = 120 maneiras.
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Isso significa que, com 4 fésforos internos e 12 fosforos externos, a probabilidade de
a ovelha ser exposta ao lobo é de:

UM 48
B 120

Agora, vamos calcular UM e B quando ha 10 palitos de fésforo exteriores e 6 palitos

=40%

de fésforo internos.

Se quisermos remover um palito de fésforo interno e um palito de fosforo externo,
entdo existem 6 escolhas para o interior e 10escolhas para o exterior. Portanto,
existem UM = 6 - 10 = 60 maneiras totais para remover tal par.

B =120 ¢é o mesmo que no caso anterior se houver 6 palitos de fésforo internos
e 10 palitos de fésforo externos.

Isso significa que, com 6 palitos de fosforo internos e 10 palitos de fosforo externos,
a probabilidade de a ovelha ser exposta ao lobo é€:

UM 60
B 120

Portanto, mover os palitos de fésforo torna as ovelhas menos seguras.

= 50%

4.1 Sequéncia didatica para o jogo de Monty Hall

Nesta atividade apresentaremos uma proposta de sequéncia didatica para o
desenvolvimento e compreensdo de um famoso problema de jogo inspirado no game
show "Let's Make a Deal™, que era popular nos anos 1960 e 1970.

Temos por objetivo despertar um raciocinio diferenciado em alunos do 3° ano do
ensino médio, visando uma aprendizagem mais dindmica e construtiva dos conceitos
relacionados a teoria de probabilidades, podendo proporcionar assim aos estudantes caminhos
gue os levam a uma interpretacdo adequada dos problemas que por vezes sao muito propicios
a equivocos.

As habilidades abordadas que serdo desenvolvidas durante a aplicacdo desta
sequéncia didatica sdo: EM13MAT311, EM13MAT511, EM13MAT106 e EM13MAT312,
sendo de 2 aulas o tempo previsto para o desenvolvimento de cada proposta.

Para o desenvolvimento desta sequéncia, analisaremos 0 jogo em 5 etapas de
resolucéo de problemas:

1. Interpretar.

2. Explorar.
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3. Teorizar.
4. Compreender.

5. Responder.

Nosso objetivo final é encontrar uma estratégia ideal (se houver) para jogar o
seguinte jogo.

Vocé é um competidor em um game show. A seguir estdo as regras do jogo:

Figura 13: portas de Monty hall abertas.

Fonte: gerada por Artguru em 16/12/2024.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

1. Existem 3 portas.

2. Monty Hall, o apresentador do game show, garantiu que houvesse um carro atras de
uma das 3 portas e uma cabra devoradora de homens atrds de cada uma das outras
duas portas.

3. Noinicio do jogo, vocé pode escolher qualquer uma das 3 portas.

4. Apbs escolher uma das 3 portas, Monty Hall abre uma das duas portas que
vocé ndo escolheu, e a porta que ele abre deve conter uma cabra.

5. Finalmente, Monty Hall pergunta se vocé deseja trocar de porta. Em outras palavras,
vocé pode optar por ficar com a porta que escolheu inicialmente ou mudar para a outra
porta que ainda ndo foi aberta.

6. Vocé ganha se escolher a porta com o carro. Se vocé acabar com uma cabra, ela come

VOCE.

Desafio 1. Suponha que Monty Hall coloque o carro atrés da porta 2, e vocé selecione a porta
1.
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Figura 14: portas de Monty Hall mostrando onde esta o carro.

Voce
escolheu

Fonte: gerada por Artguru em 16/12/2024.
Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

Dado que Monty Hall ndo deve abrir a sua porta escolhida, quantas opcdes ele tem ao
escolher qual porta abrir para mostrar uma cabra?
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3
Para nossa analise, faremos estas suposicoes:
Monty Hall tem a mesma probabilidade de colocar o carro atras de qualquer uma das
trés portas.
Se Monty Hall tem duas portas para escolher, ao decidir qual porta abrir para mostrar

uma cabra, é igualmente provavel que ele escolha qualquer uma das portas.

Desafio 2. Dadas essas suposicdes, se vocé escolher inicialmente a Porta 1, qual dessas
opcoes € o diagrama de arvore de probabilidade correto para este jogo?
a)

Figura 15: &rvore de possibilidades caso 1.

Vocé escolhe a porta 1.
N
e | g,
Carro atras: 1 2 3
N\
1 1
2 5 1 1
Programas de / \
hospedagem 2 3 3 2

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.
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b)
Figura 16: arvore de possibilidades caso 2.
Vocé escolhe a porta 1.
1 / 1 \ 1
3 3 3
# | Ty
Carro atras: 1 2 3
A A A
L T ) 1 ]
2 2 D 2 2 2
Programas de [\ /[ \ /\
hospedagem 2 3 1 3 1 2
Fonte: elaborado pelo autor, 2024.
c)
Figura 17: arvore de possibilidades caso 3.
Vocé escolhe a porta 1.
1 1 N\ 1
. # ™
Carro atras: 1 2 3
A A A
1 1 11 1 1
2 2 2 7 7 2
P d /[ \ [\ /[ \
rogramas de 3 o 3 o 3
hospedagem

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

Desafio 3. Agora suponha que depois de escolher a Porta 1, o anfitrido mostra que ha uma

cabra atras da porta 2. Existem 2 caminhos no diagrama de arvore (Figura 18) que levam ao
anfitrido mostrando uma cabra atras da porta 2:



Figura 18: arvore de possibilidades desafio 3.

Programas de
hospedagem 2 3

1 /]'\ |
3 3
/ |
Carro atras: 1 2
JAN
1 1
> =2 1
/ \
3

Vocé escolhe a Porta 1.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

Cada um desses caminhos € igualmente provavel?

a) Sim

b) Né&o, o caminho onde o carro esta atras da porta 1 € mais provavel.

c) Nao, o caminho onde o carro esta atras da porta 3 € mais provavel.
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Desafio 4. Suponha que vocé escolha inicialmente a porta 1 de modo que o diagrama da

arvore de probabilidade para o jogo seja o seguinte (Figura 19):

Figura 19: arvore de possibilidades desafio 4.

|
Carro atras: 1 2

/\
1 1
2> = 1
Programas de / \
hospedagem ) 3 3

Voce escolhe a Porta 1.

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

Entdo, Monty Hall mostra uma cabra atras da porta2. Qual dessas probabilidades

condicionais é maior?
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a) A probabilidade condicional de que o carro esteja atrds da porta 1 dado que Monty
Hall mostra uma cabra atras da porta 2.

b) A probabilidade condicional de que o carro esteja atras da porta 3 dado que Monty
Hall mostra uma cabra atras da porta 2.

c) Essas duas probabilidades condicionais s&o iguais.

Desafio 5. Agora, suponha que vocé inicialmente escolha a Porta 2 para que o diagrama da
arvore de probabilidade do jogo fique assim (Figura 20):

Figura 20: arvore de possibilidades desafio 5.
Vocé escolhe a Porta 2.

1 | L
3 3 3
e | AN
Carro atras: 1 2 3
/\
1 1
1 - = 1
Programas de / \
hospedagem 3 1 3 1

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.
Entdo, Monty Hall mostra uma cabra atras da porta 3. Qual dessas probabilidades

condicionais é maior?

a) A probabilidade condicional de que o carro esteja atrds da porta 1 dado que Monty
Hall mostra uma cabra atras da porta 3.

b) A probabilidade condicional de que o carro esteja atras da porta 2 dado que Monty
Hall mostra uma cabra atras da porta 3.

c) Essas duas probabilidades condicionais sdo iguais.
Desafio 6. Finalmente, agora se lembre destas suposicdes sobre o jogo:

% E igualmente provavel que o anfitrido coloque o carro atras de qualquer uma das 3
portas.

« Se 0 apresentador tiver duas portas para escolher ao decidir qual porta abrir para
mostrar uma cabra, € igualmente provavel que o anfitrido escolha qualquer uma das
portas.
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Quando Monty Hall pergunta se vocé quer mudar de porta, suas chances de ganhar séo
maiores se vocé ficar ou se mudar?

a) Se vocé ficar.

b) Se vocé mudar.

c) Suas chances de ganhar sdo as mesmas, ndo importa se voceé fica ou troca.

OrientagOes/ Resolugdes:
Na sequéncia deixamos como orientacdo as resolugdes de cada desafio construido na

sequéncia didatica.

Desafio 1:
Existem 3 portas. Vocé selecionou a porta 1, e o carro estd atras da porta 2. Logo
Monty Hall ndo deve abrir sua porta escolhida e ele ndo deve abrir a porta com o carro atras

dela, portanto a Unica porta que ele pode abrir é a porta 3, tendo assim somente uma op¢ao

(b).

Desafio 2:
1° Passo:

A arvore de probabilidade B corresponde a um cenario em que Monty Hall ndo
abrira a porta com o carro, mas pode abrir a porta que vocé escolheu. Porém isso viola a
primeira metade da regra 4 do jogo apresentada inicialmente:

"...Monty Hall abre uma das duas portas que vocé néo escolheu...”
. P P . 1
Por exemplo, se o carro estiver atras da porta 2, a arvore de probabilidade fornece > de

chance de Monty Hall abrir a porta 1, que é a porta que vocé escolheu.
Exatamente 0 mesmo argumento se aplica ao caso em que o carro esta atras da
porta 3. Ambos os cenarios de quebra de regras sdo destacados com linhas vermelhas na

arvore de probabilidades abaixo (Figura 21):
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Figura 21: arvore de possibilidades solucdo passo 1.
Vocé escolhe a porta 1.
| | N1
/ 3 Zli 3 \

Carro atras: 1 2 3

A N A
1 1 1 1 1 1

2 2 T 2 2 2

Programas de / \ / \ / \
hospedagem 2 3 2 3 2 3

2° Passo:

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

A é&rvore de probabilidade C corresponde a um cenario em que Monty Hall nao

abrird a porta que vocé escolheu, mas ele pode abrir a porta com o carro. Mas isso viola a

segunda metade da regra 4:

"...a porta que ele abre

deve ser uma com uma cabra."

. , , . 1
Por exemplo, se o carro estiver atras da porta 2, a arvore de probabilidade fornece >

de chance de Monty Hall abrir a porta 2. Exatamente 0 mesmo argumento se aplica ao caso

em que o carro esta atras da porta 3. Ambos 0s cenarios de quebra de regras sdo destacados

com linhas vermelhas na arvore

de probabilidades a sequir (Figura 22):

Figura 22: arvore de possibilidades solucdo passo 2.

Vocé escolhe a porta 1.

l
e | =y
Carro atras: 1 2 3
A N A
1 3 i .J i O
2 2 o 2 2 2
Programas de / \ / \ / \
hospedagem 2 3 P 3 2 3

3% Passo:

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

Como Monty Hall ndo deve abrir nem a porta de sua escolha nem a porta com o
carro, as arvores de probabilidades B e C estdo erradas. A Unica opg¢ao restante é A.

Esta arvore de probabilidade mostra que, se o carro estiver atras da porta 2, Monty

Hall sempre abre a porta 3 — que é demonstrada pela probabilidade “7” escrito ao lado da
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linha vertical descendo de 2 para 3 na arvore abaixo (Figura 23). Claro, exatamente o

mesmo argumento se aplica ao caso em que o carro esta atras da porta 3.

Figura 23: arvore de possibilidades solucdo passo 3.
Voce escolhe a porta 1.

.‘.
el

(S
(G

A=y
o |

N —
w

Carro atras: 1

Programas de
hospedagem 2 3 3 2

Fonte: elaborado pelo autor, 2024.

Desafio 3:

Seguindo a arvore de probabilidade, a probabilidade do caminho em que o carro
esta atras da porta 1 e Monty Hall mostra uma cabra atras da porta 2 pode ser calculado
como:

1 1 1

— X ===
3 2 6
Da mesma forma, a probabilidade do caminho onde o carro esta atras da porta 3 e
Monty Hall mostra uma cabra atras da porta 2 pode ser calculado como:

1 1 1
— X — —
3 3

Assim, o caminho onde o carro esta atras da porta 3 € mais provavel. 1sso ocorre

porque se vocé escolher a portal, Monty Hall certamente mostrard uma cabra atras da
. , P 1
porta2 se o carro estiver atréas da porta 3, enquanto ha apenas > de chance de ele te

mostrar uma cabra atras da porta 2 se o0 carro estiver atras da porta 1.

Desafio 4:
A probabilidade do caminho onde o carro esta atras da porta 1 e Monty Hall mostra
uma cabra atras da porta 2 pode ser calculado como:
1 1 1

_X_
3 2 6
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J& a probabilidade do caminho onde o carro esta atrds da porta 3 e Monty Hall

mostra uma cabra atras da porta 2 pode ser calculado como:
112t
3 3
A probabilidade condicional de que o carro esteja atrds da porta 1 dado que Monty

Hall mostra uma cabra atras da porta 2 pode ser determinada da seguinte forma:

1 1

% 6 1 2 1
T, 171767173
6 3 2

Enquanto a probabilidade condicional de que o carro esteja atras da porta 3 dado

que Monty Hall mostra uma cabra atras da porta 2 é:

673
Portanto, a probabilidade de que o carro esteja atras da porta 3 dado que Monty

Hall mostra uma cabra atrés da porta 2 é maior.

Desafio 5:

Este caso € equivalente ao caso do problema anterior.

Em ambos os casos, vocé escolheu uma porta, Monty Hall mostrou uma cabra atras
de uma porta que ndo €é sua e vocé é solicitado a comparar a probabilidade condicional de
que o carro esteja atras de sua porta com a probabilidade condicional de que o carro esteja
atras da outra porta fechada.

Os numeros reais nas portas nao importam. Em ambos os casos, a probabilidade

condicional de que o carro esteja atras de sua porta é:

i1,

I,I17 17671

6 3 2

Ja a probabilidade condicional de que o carro esteja atras da outra porta fechada é:

1,

3 _3_-y2_=

1,1- 173713

6 3 2

Portanto, a probabilidade condicional de que o carro esteja atras da outra porta
fechada é maior. Nesse caso, sua porta é a porta 2, e a outra porta fechada é a porta 1. Logo,

a Opcao A é maior que a Opcéo B.
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Desafio 6:
E melhor trocar de porta.
Como os problemas anteriores sugerem a probabilidade de o carro estar atras de
sua porta escolhida é sempre:
1
3
Enquanto a probabilidade de o carro estar atras da outra porta fechada é sempre:
2

3

Portanto, a melhor opc¢ao é sempre realizar a mudanca de porta.
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5  CONCLUSOES

O problema de Monty Hall se apresenta como uma Otima oportunidade para
introduzir os estudantes ao pensamento probabilistico e a remodelacdo de hipoteses a luz de
novas informacoes. A resolucédo desse problema, utilizando o Teorema de Bayes, permite que
os alunos vivenciem na pratica como a probabilidade de um evento pode ser atualizada a
medida que novas evidéncias séo introduzidas.

A proposta de sequéncia didatica que centraliza a aprendizagem na resolugdo do jogo
se mostra eficiente por varios motivos. Ao se envolverem ativamente na simulacdo do
problema, os alunos s&o mais tendentes a internalizar os conceitos e a questionar suas
intuicbes iniciais. A experiéncia pratica, seguida da formalizacdo matemaética através do
Teorema de Bayes, cria um ciclo de aprendizagem completo e significativo.

Considerando os resultados que poderdo ser obtidos na aplicacdo deste estudo em
sala de aula, podemos destacar 0s seguintes pontos:

Um aumento da compreensdo do Teorema de Bayes, pois 0s alunos certamente
demonstrariam uma compreensdo mais profunda do Teorema ap0s a aplicacdo da sequéncia
didatica, conseguindo aplicar o teorema em outras situacdes problematicas.

Desenvolvimento maior do pensamento critico, pois a resolucdo do problema de
Monty Hall estimulara os alunos a questionarem suas intuicdes iniciais e a analisarem
criticamente as informacdes disponiveis.

Melhora na resolucdo de problemas, pois a experiéncia pratica na resolucédo do jogo
contribuird para o desenvolvimento de habilidades de resolucdo de problemas, como a
competéncia de identificar as informaces relevantes e a de formular estratégias de solucao.

Realizando este estudo, podemos ainda destacar, com base nos possiveis resultados
esperados, novas sugestdes para futuras pesquisas, tais como:

A ampliacdo da amostra, pois a aplicacdo da sequéncia didatica em uma amostra
maior, permitiria generalizar os resultados e identificar possiveis diferencas entre grupos de
alunos com diferentes caracteristicas.

Investigar o impacto da utilizacdo de diferentes recursos didaticos, pois a utilizacdo
de softwares de simulacdo, jogos online ou materiais manipulaveis poderdo potencializar 0s
resultados da aprendizagem.

Analisar a interferéncia do tempo dedicado a atividade, pois a variagdo do tempo
destinado a resolucdo do problema e a discussdo dos resultados poderdo gerar diferentes

niveis de aprendizagem.
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Assim, podemos concluir que a aplicacdo do Teorema de Bayes na resolucdo do
problema de Monty Hall, através da proposta de sequéncia didatica aqui apresentada, se
tornard uma estratégia eficaz para o ensino de probabilidade e estatistica. A experiéncia
pratica, aliada a formalizacdo matematica, podera proporcionar aos alunos uma aprendizagem

mais significativa e duradoura.
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