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Resumo

Neste trabalho fizemos um estudo das equagoes do terceiro e quarto graus sob um ponto
de vista geométrico. Mostramos como, num certo sentido, as raizes de uma equacgao ciibica
estao associadas aos vértices de um triangulo equilatero circunscrito a uma circunferéncia
cujo raio esta em funcao dos coeficientes de tal equagao e como as raizes de uma equacao
quartica estao associadas as abcissas de quatro pontos sobre uma circunferéncia cujo
raio esta em funcao dos coeficientes da equacdo. No trabalho apresentamos todos os
argumentos necessarios para o entendimento destes problemas e concluimos mostrando
como a partir de tais construgoes podemos obter um procedimento que com o auxilio de
uma calculadora cientifica nos da as raizes de uma equacao quartica especifica, que tem

duas raizes reais positivas e duas raizes reais negativas.



Abstract

In this work we studied the third and fourth degree equations from a geometric point
of view. We show how, in a certain sense, the roots of a cubic equation are associated
with the vertices of an equilateral triangle circumscribed to a circle whose radius is a
function of the coefficients of such an equation and how the roots of a quartic equation
are associated with the abscissa of four points on a circle whose radius is a function of
the coefficients of the equation. In the work we present all the necessary arguments to
understand these problems and conclude by showing how from such constructions we can
obtain a procedure that, with the help of a scientific calculator, gives us the roots of a

specific quartic equation, which has two positive real roots and two negative real roots.
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Introducao

Um dos grandes temas abordados pela Algebra constitui-se na resolugao de equagoes
algébricas. Encontrar métodos capazes de resolver estas sentencas matematicas sempre
foi um assunto estudado pelos mateméaticos no decorrer da historia. A Educacao Basica
contempla o estudo das equagoes do primeiro e segundo grau, é quando os alunos comegam
a ter o primeiro contato com resolucao de equagoes e interpretagao gréafica, por exemplo,
quando sao apresentadas as parabolas para as fungoes do 2° grau. Ja para as equagoes de
grau maior que dois os livros didaticos, em sua maioria, ndo abordam. Entao, podemos
nos perguntar se uma abordagem geométrica é apropriada para equagoes de grau maior.
Essa limitacao na abordagem para as equacoes polinomiais no ensino médio nos motivou

a realizacao desse trabalho.

O objetivo deste trabalho é fazer uma abordagem geométrica das equacao do terceiro e
quarto grau. O ponto de partida deste estudo é dado com a andlise do artigo "The secret
geometry of the quartic equation "do matematico George Plousos. Inicialmente com
conceitos preliminares de geometria e as relagoes de girard que é um método utilizado
para encontrar raizes de polindmios, sendo as equagoes ctibicas e quarticas muito dificeis
de serem solucionados tamanha quantidade de solugoes. Aborda-se a equacao do 3° grau
com sua caracteristica e o método de resolugdo de Cardano-Tartaglia com a influéncia do
discriminante no quantitativo de raizes reais. Apds, € feito o estudo geométrico das raizes
cubicas e a partir da geometria solucionarmos alguns exemplos. A equagdo quartica é
estudada com sua caracteristica e sua geometria com os coeficientes da equacao quartica

relacionadas a uma circunferéncia I" de raio R.

O trabalho foi organizado da seguinte maneira. No primeiro capitulo, introduziremos
as definicoes e os resultados preliminares, necessarios para o desenvolvimento do nosso
estudo. No segundo capitulo, trata-se da interpretacao geométrica da equagao do terceiro
grau, relacionando as raizes desta equa¢ao com um triangulo equilatéro, que circunscreve
uma circunferéncia. Ja no terceiro capitulo, estudamos a interpretacao geométrica da
equacao quartica, relacionando suas raizes com duas retas perpendiculares secantes a

uma circunferéncia centrada na origem.
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Capitulo 1

Conceitos preliminares

Neste capitulo introduziremos alguns conteiidos matematicos que serao tteis no en-

tendimento dos conceitos apresentados neste trabalho.

1.1 O Teorema Fundamental da Algebra

Teorema 1.1.1 (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinomio de graun com

coeficientes complexos tem exatamente n raizes complexas.

Teorema 1.1.2 (Teorema da Raiz Complexa Conjugada) Sejam a,b € R e
z = a+ bi uma raiz complera de um polinémio com coeficientes reais. Entdo z = a — bi

também € uma raiz do polinomio.

Corolario 1.1.1 Se o grau de um polinomio com coeficientes reais € impar, entio o

polinomio tem pelo menos uma raiz real.

1.2 Conceitos Geométricos

Proposicao 1.2.1 Seja X1 X5 X3 um triangulo equilatero. Se R € o raio da circunferéncia

inscrita em X1 XoX3 entdo a circunferéncia circunscrita a X1 XsX3 tem raio 2R.

Demonstracao. Conforme Figura [1.1| o tridngulo FOX3 é retangulo em F. O angulo

FX,0 = /6. Segue dai que
R

0X;

senm/6 =

12



de onde obtemos que OX3 = 2R. Logo o raio da circunferéncia circunscrita tem medida
2R.

~90°

Fonte: Autor

Figura 1.1: Circunferéncia circunscrita a um triangulo equilatero

No que segue utilizaremos o Teorema das cordas, muito utilizado na geometria plana

e que relacionando as cordas de uma circunferéncia com seu raio.

Teorema 1.2.1 (Teorema das cordas) Considerando as Figura[l.4valem as sequintes

relacoes:

@'ﬁ:‘ﬂﬁ—Cﬂ

Demonstracao. Sejam dadas uma circunferéncia I' de centro O e raio R, duas cordas
AB e CD que se interceptam num ponto P no interior da circunferéncia. Ao tracarmos
os segmentos AC' e BD temos os triangulos ACP e BPD. Note que os angulos ZACP e
/PBD sao congruentes pois estao sobre o arco capaz do segmento AD e o mesmo ocorre
com os angulos CAP e BDP Os angulos ZCPA e ZBPD possuem a mesma medida
pois sao opostos pelo vértice. Segue dai que os tridngulos ACP e DBP, nesta ordem de

vértices, sao semelhantes pelo caso angulo-angulo. Portanto,
AP PD
PC  PB
13



Fonte: Autor

Figura 1.2: Teorema das Cordas

de onde concluimos que

AP-PB=PC-PD.
Por fim, considere um didmetro da circunferéncia passando por P e OP = a. Temos
AP-PB=(R+a) - (R—a)=R*—a’.
Caso o ponto esteja no exterior da circunferéncia encontramos, de forma andloga, que

AP-PB=(a+R)-(a—R)=a>—- R%.

1.3 Relacoes de Girard

No que segue faremos uso frequente das conhecidas relagoes de Girard que relacionam

as raizes de um polinémio p(x) de grau n,
p(x) = apz™ + ap12" '+ -+ +ag, a, # 0,

com seus coeficientes complexos a;. Segue do Teorema Fundamental da Algebra que este

polinémio tem exatamente n raizes complexas, x1, o, -+ ,Z,_1,T,. A partir destas raizes

14



defina os ntimeros
Si==> xi=—(r1+ a2+ -+ 2o +2y)
i=1

n
Sy= > iy =T1Zy+ -+ Tp_1lp
11 <ig=2
n

Ss=— Y Ty = —(T1T0x3 + - + TnooTpo1Ty)
11 <i2<i3=3

Proposicao 1.3.1 (Relagées de Girard) Considere o polindmio p(x) de grau n,
p(l‘) = anxn + anflwnil +-F a4+ g, Qn # 07

onde os coeficientes a; sao numeros complexos. Valem as relag¢oes

Qp—k
"2 =8, onde 1<k<n,
Qp,

se, e somente se, Ty, - , T, SGo raizes de p(x).

Para um melhor entendimento, faremos o enunciado e demostracao da Proposic¢ao

1.3.1) para um polinémio de grau 4.
Proposicao 1.3.2 (Relagées de Girard) Considere o polindmio do quarto grau
p(z) = azx* + b2’ + ca® + dz + e.

Valem as relagoes

et m ot (11)
g =T120 + 123 + T1T4 + ToT3 + Toly + X314 (1.2)
—Z = T1T9x3 + T1XoTy + T1X3T4 + Tol3Ty (1.3)
§:$1I2$3I4. (1.4)

se, e somente se, Ty, Ty, T3, T4 SG0 Taizes de p(x).

15



Demonstragao. Se 1, xq, x3, x4 sdo raizes de p(z) o mesmo se fatora como

P(l’) = a(x - xl)(x - 972)@ - 933)($ - 934)
=a(x? — (21 + 29 + 23 + 14)2° + (2120 + 103 + 2124 + T3 + Toxy + T314)T>

— (112973 + T 12Ty + T1T3T4 + ToX3T4)T + T1ToT3Ty))
Comparando os coeficientes de p(x) com sua forma fatorada temos

b=—a(ry + xo + 3 + T4)
c=a(x123 + 123 + 2124 + Tox3 + Toky + T3T4)
d=—a(r17273 + X177y + 117374 + ToT3T4)

e=a(x19w32y)

de onde se obtém as relacgoes.

Reciprocamente, suponha que valem as relacoes a[l.4 Vamos mostrar que z; é
raiz de p(z). A prova de que x5, x3 e x4 sdo raizes é analoga. Segue das relagoes e
que

c= a(a:l(—a — 1) + Tox3 + Toxy + T3T4)

e das relagoes [I.3] e [1.4] que
9 e
dry = —a(xi(rers + Toxy + x324) + a)
As duas tltimas igualdades nos dao
b 2
(c+ aml(a +x1))x} = —dxry — e
e esta igualdade se escreve como
ax} + bx? + cxi +dry +e =0,

onde verificamos que z; é raiz de p(z).

Exemplo 1.3.1 Determine a equagdo do terceiro grau cujas raizes sao x1 = 1,29 =2 €

I3:3.

Utilizaremos a relagao de girard para encontrarmos os valores de a, b, ¢ e d do polinémio
p(z) = az® + ba® + cx + d.

b —d
Assim, — =142+ 3, entdo b = —6a, — = 2+ 3+ 6, entiio ¢ = 11a, e — = 1.2.3,
a a a

16



entao d = —6a.
Observa-se que o a pode ser qualquer valor, colocaremos a = 1. Assim teremos:

p(z) = 2% — 62 + 11z — 6

17



Capitulo 2

A geometria da equacao do terceiro

grau

No que segue vamos estudar, do ponto de vista geométrico, a equagao do terceiro grau,

também chamada de equagao cubica, da forma
Az + Bx* 4+ Cx+D =0, com A, B,C,DER e A#0.

Desde que A # 0 podemos dividir ambos os membros da equagao por A obtendo

B C D
3 =2 ~ - _
x+A:c +A:U+A 0.

_ B ,_C _ D 5.
Fazendo b= 7, c = 7 e d = 7 a equagao se reescreve como

B +bx+ecx+d=0

e, por fim, introduzindo a transformacgao r =y — g obtemos

b b b
o’ +ba? +er+d=(y— )+ by — ) +ely— ) +d

3 3 3
b2 B B2 cb
3 2 2
P e 3y — a2y S ey — 244
Yooy gty T T eyt g ey
b? 203 ¢b
:3 _— - —
Y+ (c 3)y 57 "3

Essa transformacao nos mostra que podemos restringir o estudo das equacoes do terceiro
grau ao estudo das equagoes do terceiro grau incompletas no termo quadratico, ou seja,

equagoes cujo coeficiente do termo quadratico é nulo, do tipo
2} +pr+q=0.

18



Observacao 2.0.1 Na sequéncia deste trabalho chamaremos esse tipo de equacao de

equacao incompleta apenas.

Na se¢ao a seguir mostraremos em quais condigoes sobre p e ¢ a equagao ctbica incompleta

tem raizes reais.

2.1 Discriminante da equacao cubica

Um discriminante ¢ um nimero real que nos fornece informagao sobre como classificar
as raizes de uma equagao. Como exemplo, temos o discriminante associado a equagao do
segundo grau,

ar® +bxr+c =0,

com coeficientes reais, que estudamos nas series finais do ensino fundamental, o conhecido

discriminante Delta, dado pela férmula
A = b% — dac.

Sabemos que
(i) A > 0 se, e somente se, a equagdo possui duas raizes reais distintas.

(i) A = 0 se, e somente se, a equagdo possui raizes multiplas, ou seja, possui duas

raizes reais e iguais.
(iii) A < 0 se, e somente se, a equa¢ao possui um par de raizes complexas conjugadas.

Para ver que as afirmagoes (i), (ii) e (iii) sdo verdadeiras primeiro note que sendo 1, xo
as rafzes da equagdo ax? + br + ¢ = 0 com a,b,c € R temos que A = a*(z; — 22)?. De

fato,

:a2[( — 2)2 - 42]
b 4

=@z -]

=b? — 4ac

=A.

Se A > 0,A =0 ouA < 0, respectivamente, segue da férmula de Baskara que a equacao

ax®+bx +c = 0 possui duas raizes reais distintas, duas raizes reais e iguais ou duas raizes

19



complexas conjugadas.

Reciprocamente, segue do Teorema que sendo z = u + vi uma raiz complexa de
uma equacao polinomial com coeficientes reais entao z = u — vi também o é. Desse modo
se 1, To sao rafzes de ax® +bxr +c = 0 com a,b,c € R entdo ou x; e x5 sdo reais distintos,
de onde obtemos A > 0, ou 1 = x3, que nos dao A = 0 ou 1 e x5 sao raizes complexas

conjugadas de onde encontramos
A =a*(a+bi —a+bi)* = a®(2bi)* = —4a®b* < 0.

Voltemos a equacao ctibica 2° + pz + ¢ = 0 com coeficientes reais. Baseado na motivacao
descrita acima para o discriminante da equagao do segundo grau temos a seguinte defini¢ao

para o discriminante da equacao cubica.

Definicao 2.1.1 Considere a equacdo cibica x® + px +q = 0 com coeficientes reais.

Definimos o discriminante desta equagdo pelo nimero real
A = (fL’l — I2>2(1‘1 — ZE3)2([E2 — 5(73)2

onde x1,xo € T3 SG0 as raizes da equacao cubica.
Como consequéncia imediata desta definicao temos a proposicao.

Proposicao 2.1.1 Considere a equacgdo cubica x° + pxr + q = 0 com coeficientes reais.
Entao,

(1) A >0 se, e somente se, a equagdo possui trés raizes reais distintas.

(i) A = 0 se, e somente se, a equag¢ao possui raizes multiplas, ou seja, possui pelo

menos duas raizes reais e igquais.

(7ii) A < 0 se, e somente se, a equagdo possui um par de raizes complexas conjugadas.

Demonstragao. Os itens (i) e (i) sdo de verificacdo imediata. Para ver que vale (i)

considere as raizes xq1,xs = a + bi e x3 = a — bi. Temos

A= (21 — 12)* (11 — 23)* (22 — 23)?
= (21 — (a + bi))*(z1 — (a — bi))?*(2b0)*
= ((z1 — a) — bi)*((x1 — a) + bi)*(—4b%)
= (21— a)* + ) (—4b%)
<0.

20



Reciprocamente, se a equagao nao possui um par de raizes complexas conjugadas entao

as raizes sao reais de onde obtemos que A > 0.

De forma similar ao que foi feito para o discriminante da equacao do segundo grau
também podemos escrever o discriminante da equacao ctbica em fung¢ao dos coeficientes

reais p e ¢ da equagao. Temos a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 2.1.2 Considere a equagdo cubica x* + pxr + q = 0 com coeficientes reais.
Entao,
A= —-27¢° — 4p?

Demonstragao. Observe que 0 = (21 + 23 + 23)% = 2% + 23 + 23 + 2p. Segue dai que

A= (.’131 — 1'2)2(1’1 — $3)2($2 — .1'3)2
= (2% + 25 — 20129) (2% + 25 — 20173) (25 + 75 — 2T973)

= (—a3 — 2p — 23129) (—235 — 2p — 2x123) (— 23 — 2p — 22973).

Note que r129 = p—:zcg(xl —|—x2) = p—i—:p% e, analogamente, r1z3 = p—i—x% € Toky = p—l—x%.

Temos

A

(—x§ —2p — lexg)(—xg —2p — 2:171x3)(—xf — 2p — 2x9x3)
(—xi — 2p — 2p — 223)(—a3 — 2p — 2p — 2a3)(—x] — 2p — 2p — 217)
(3553 + 417)(35”2 + 4p)(3$1 + 4p)
— (92323 4+ 12p(x3 + 22) + 16p?) (327 + 4p)
— (92222 4+ 12p(—2p — x3) + 16p?) (327 + 4p)
— (92523 — 24p® — 12pa? + 16p*) (327 + 4p)

= (—9x3x3 + 8p® + 12px?) (327 + 4p)
= —272%xixs — 36prir: + 24pa? + 32p° + 36px] + 48pa?
= —27¢° — 36pm2x3 + T2pxT + 32p° + 36pa].

De forma anéloga obtemos

A = —27¢° — 36pxiz; + T2pxs + 32p° + 36z

A = —27¢* — 36pa3as + T2px; + 32p° + 36pas.
Somando as trés expressoes para A encontramos
3A = —81¢* — 36p(aixs + x2x3 + x5x3) + T2p(at + x5 + 23) + 96p° + 36p(a] + x5 + 23).
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Agora, note que,

2_ 2.2, .22 29
P =xiws + xias + 1505 + 2(x1 + To + 23)T1 2203

2,2 2,2 2,.2
=2x1T5 + T1x3 + Tyx5

e como 3 + px; + q = 0 para i = 1,2,3 temos z} + pr? + qu; =0 e

3 3
fo‘: —pr? — qui = 2p2.
i i=1 i=1

=1 =

Assim
3A = —81¢% — 36p(p?) + 72p(—2p) + 96p> + 36p(2p?)
de onde obtemos

A=—-27¢" — 4p°.

2.2 Estudo geométrico das raizes da equacao cuibica

No que segue estaremos interessados apenas em estudar equagoes cubicas do tipo
22+ pr + g = 0 que possuem raizes reais, ou seja, equacoes ciibicas nas quais A > 0. Uma,
condicao necessaria para que isso ocorra é termos p < 0. Esse tipo de equacao tem uma
interessante interpretacao geométrica. Suas raizes podem ser vistas como as projecoes de
trés pontos que estao sobre uma circunferéncia cujo raio é dado em funcao do coeficiente

p da equacao.

Proposicao 2.2.1 Considere uma circunferéncia I' de raio R e centrada na origem dos

eizos. Seja X1 XoX3 um triangulo equildtero que circunscreve I'. Se
X1 = (xhyl)v X2 = (l'27y2) € X3 = (x37y3)a
entao

(2) l’1+1‘2+l’3:0,
(i1) y1 +y2 +ys =0,

(ZZZ) T1To + T1T3 + Toxz = —3R2.
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Fonte: O autor

Figura 2.1: Circunferéncia I inscrita no triangulo equilatero X; X X3

Demonstragao. Conforme Figura 2.1 e Proposicao [1.2.1] note que sendo X;X5Xj3

N ~ ~ 2
equilatero temos OX; = OX, = OX3 = 2R e X;0X, = X0X3 = Xo0X3 = ?ﬂ

Usando as relacoes trigonométricas no triangulo retangulo temos
2T

z1=2Rcos (a + ?)
47

To=2R cos (a + —)

3
r3=2R cosa.
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Segue dai que

2 4
1+ 9 + x3=2Rcos (a—i— ;) + 2R cos <a+ ;) + 2R cos «

2 2 4 4
= 2R(cos av cos ?ﬂ — sen «sen %) + 2R(cos a cos ?ﬂ — sen «sen ?ﬂ) + 2R(cos «)

1
:2R(—§cos&— —sena — icosa—%?sena—i-cosa)

=0.
O que prova a relagao (i). Com o mesmo raciocinio, obtemos
2T
y1 = 2R sen (a + 3>

4
Yo = 2R sen (a + ;)
y3=2Rsen .

de onde, somando-se essas igualdades, encontramos

2 4
Y1 + Y2 + y3 =2Rsen <a—i— ;) + 2R sen (a—i— ;) + 2R sen «

1 3 1 3
:2R(—Zsena+\g—cosa— 5 sena — \é_ + sen «)
=0,

de onde conclui-se que vale a relagao (ii). Para ver que vale a relagao (iii) usamos as
identidades

2
z1=2Rcos (Oz + ;)

4
To=2R cos (a + ;)

r3=2Rcosa.

de onde obtemos
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2 4 2
T1X9 + T123 + Toxgz = <2R cos (a + ;)) (ZR cos <oz + ;)) + <2R cos <a + ;)) <2R cos a>
4
—|—<2R cos (a + ;)) <2R cos a)

of 2m 4m 2m 4m
=4R*| cos (oz + ) CcoS <a + > + cos <a + > COS & + Cos <a + > Cos oz]
L 3 3 3 3
=2R?| cos(2a 4 27) + cos(—27/3) 4 cos(2a + 27/3)

+ cos(2m/3) + cos(2a + 47 /3) + Cos(47r/3)]

=2R? :cos(20z) + cos(27/3) + cos(2a) cos(27/3) — sen(2a) sen(27/3)
+ cos(2m/3) + cos(2ar) cos(4m/3) — sen(2a) sen(47/3) + cos(47r/3)}
= 2R?| cos(2a) — 1/2 + cos(2a)(—1/2) — sen(20)(v/3/2)

(—=1/2) + cos(2a)(—1/2) — sen(2a)(—V/3/2) — (1/2)}
=-3R%

Observacao 2.2.1 A proposicio anterior nos permite a sequinte conclusdo. Dada uma
equacdo cibica v3+px+q =0 com A > 0 suas raizes podem ser obtidas como as abcissas

dos vértices de um determinado triangulo equildtero que circunscreve a circunferéncia

I' de raio R = —?p e centrada na origem. A dificuldade aqui € que existem infinitos

triangulos equildteros circunscrevendo essa circunferéncia. Em todos estes triangulos as

abcissas x1,x9 € x3 de seus vértices satisfazem as relagcoes
T14+To+2x3=0 e X129+ 123+ X223 =D,

mas, no entanto, nao temos a garantia que T1T2T3 = —(.

Proposicao 2.2.2 Suponha que o triangulo X1 X, X3 da Figura[2.9 é aquele cujas abcissas
de seus vértices nos ddo as solugoes da equacdo cibica x® + pxr + q¢ = 0. Note que se

s
tivermos 0 < o < /6 teremos apenas a raiz x3 positiva. De fato, o+ £l esta no sequndo

4
quadrante e o + — estd no terceiro quadrante onde o cosseno é negativo. Nesse caso

teremos w1x2x3 = —q > 0 donde concluimos que q < 0. Se tivermos /6 < a < m/2

. . . ™ ; .
teremos apenas a raiz r1 negativa, pois o + — estd no sequndo ou terceiro quadrantes

47
onde o cosseno € negativo e o + 3 esta no quarto quadrante onde o cosseno € positivo.
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Nesse caso teremos x1x2x3 = —q < 0 donde concluimos que ¢ > 0. Se a = w/2 ou

a =m/6 temos uma raiz nula e nesse caso q = 0.

Fonte: O autor

Figura 2.2: Triangulo equilatero X;X5X3

Temos que a raiz x3 é dada por x3 = 2R cos . Substituindo a raiz x3 na equagao e

usando a relacdo —p = 3R? obtemos

0=2"+pr+q
=8R3cos® a + 2Rpcosa + q
=8R3cos®a — 6R®cosa + q.

Dividindo ambos os membros por 2R3 encontramos

q

4eos® o —3 =——.
COS™ v COS & 2R3
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Por outro lado temos a seguinte relacao trigonométrica

cos 3o = cos(2a + «)
= C0S 2(x COS @ — sen 2« sen o

= (2cos* a — 1) cos a — 2sen® o cos

3 2

=2cos” o — cosa — 2(1 — cos” a) cos «

=4cos®a — 3cosa.

Segue destas duas ultimas identidades que

q
3 = ———.
cos 3 53
Note que esta tultima igualdade faz sentido. De fato, como estamos considerando A > 0
e usando o fato que R* = —p/3 temos
—27¢* — 4p* > 0

27¢% +4p* <0
27¢* + 4(—3R*? <0
¢ —4R° <0

2
() —1=0

de onde concluimos que

Assim, definimos o como
1

o = garccos<— ZL}%?’)

As ideias abordadas acima mostram a validade da seguinte proposicao.

Proposicao 2.2.3 Considere a equagdo ciubica 3 + px +q = 0 com coeficientes reais e

A > 0. As raizes desta equagdo sao dadas por

2
z1 =2Rcos (a + ;)

4
z9 =2R cos (a + ;)

xr3=2Rcosa.

onde
R=,/-p/3 e az—&rCCOS(——).



Exemplo 2.2.1 FEncontre, com o auxilio de uma calculadora cientifica, as raizes da
equacao cubica
z® — 192 + 30 = 0.

Solugao. Observe que p = —19 e ¢ = 30. Como ¢ > 0 temos apenas uma raiz negativa.

Essas raizes sao dadas pelas formulas na Proposicao [2.2.3 Temos que

R=\/—p/3
=./19/3
1 q
o= g arccos < 2R3>
1 30
=3 arccos < - 2(\/1_9/3)3)
= } arccos < — M)
3 19v/19

Com o auxilio de uma calculadora cientifica obtemos « ~ 53,413 graus. Assim,
cos a = cos(h3,413) ~ 0,596

de onde obtemos, usando a calculadora, que

2
xr1=2Rcos (a + ;)

2m

=24/19/3 —
\/19/3 cos(a + 3)
2m

=2¢/19/3 —
\/19/3 cos(a + 3)

=5,

47

r9 =2R cos (Oé + 3)
4
=2,/19/3 cos(a + g)

4
=24/19/3 cos(a + %)

=2

r3=2Rcosa
=24/19/3 cos «v
=3.
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Exemplo 2.2.2 Encontre as raizes da equagao cubica

2 —8r—8=0.

Solugao. Observe que p = —8 e ¢ = —8. Como ¢ < 0 temos apenas uma raiz positiva.

Essas raizes sao dadas pelas férmulas na Proposic¢ao [2.2.3. Temos que

R=,/—p/3
—/8/3
1 q
o= 5 arccos ( — 2f€3>
1 8
= g arccos (2(\/§/3)3)

— — arccos

Wl =

(%)

Com o auxilio de uma calculadora cientifica obtemos « ~ 7,761 graus. Assim,
cosa =~ cos(7,761) ~ 0,991
de onde obtemos

2
r1 =2R cos (oz + ;)

= 2\/%(308(0& + 2;)
= 2\/%008((1/ + 2;)

=2,

4
T9 = 2R cos (a + ;)
4
=2,/8/3 cos(a + g)
4
=2,/8/3 cos(a + g)
~—1,236
xr3=2Rcos

=24/8/3cos
~ 3, 236.
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Note que como z; = —2 é uma raiz exata da equacgao, podemos obter exatamente as

outras duas raizes usando as relagoes de Girard,
—2+$2+$3:0 (S —2$2$3:8,
ou seja, temos o sistema

To+ T3 = 2
ToT3 = —4

cujas solucoes sao dadas pela equacio do segundo grau 22 —22+4 = 0 que sdo 25 = 1 —v/5

e x5 = 1 + /5. Por fim, perceba que, de fato temos
1-vh~—-1,236 e 1++5~3,236

como obtidos pela proposicao.
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Capitulo 3

A geometria da equacao do quarto

grau

No que segue vamos estudar, do ponto de vista geométrico, a equagao do quarto grau

da forma
Az* + B>+ Ca* + Dx+E =0, com A B,C,D,EER e A#0.

Desde que A # 0 podemos dividir ambos os membros da equagao por A obtendo

B C D E
4 3 2 J— _— =
T —i—Ax —l—Ax —l—Ax—irA 0.

E

_B ,_C g_ _ 50 o
Fazendo b= 7, c= 3, d= 7 e e = 3 a equagao se reescreve como

eS|

bt et +de+e=0

e, por fim, introduzindo a transformacao r =y — g obtemos

m4+bx3—|—cx2+dx+e:(y—é)4+b(y—é)3+c(y—é)2+dx+e

4 4 1
b b B b
— ot — a3l 27 L
Yoo O m eyt T
b B2 b b
N
+<y Sy Ter) TV T2t Ty ) e
4+< 362+>2+<8b3 bc+d) +( 3b4+cb2 db+)
= - —+4c — - = —— 4+ ———+e
y 8 y 64 2 4 256 16 4

=y'+ay’ + By +7=0.
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Essa transformacgao nos mostra que podemos restringir o estudo das equagoes do quarto

grau ao estudo das equagodes do quarto grau incompletas do tipo

et +de+e=0.

Esse tipo de equagdo tem uma interessante interpretagao geométrica quando o coefici-
ente e é positivo. Suas raizes podem ser vistas como as proje¢oes de quatro pontos sobre

uma circunferéncia, cujo raio é dado em funcao dos coeficientes ¢, d e e.

3.1 Interpretacao geométrica da equacao

2 +exi+dr+e=0come>0

Agora, vamos interpretar geometricamente a equacao do quarto grau,
e+ dr+e=0 com e>0.

Desde que o coeficiente de 2 é nulo as rafzes 1, 12, x3 € x4 desta equacdo tem soma, zero
e como e > 0 podemos apenas ter o caso onde duas raizes sao negativas e duas raizes sao
positivas. Consideremos, sem perda de generalidade, 1 < x5 < 0 < x3 < x4. Além de
terem soma zero, vale destacar que estas raizes satisfazem as relagdes de Girard, ou seja,

valem as identidades

C=X1X2 + T1T3 + T1X4 + T2T3 + ToXy + T3T4
d= —(x179w3 + 1724 + T1X3T4 + ToT3Ty) (3.1)

€ =T1T2T3T4.

No que segue vamos enunciar uma proposicdo, que mostra uma interessante relagao
geométrica que ha entre as raizes de uma equacao do quarto grau com uma circunferéncia
cujo raio R é obtido em funcao dos coeficientes c, d e e. Para este fim, considere um par de
retas perpendiculares concorrendo num ponto A = (0, a), que sem perda de generalidade
suporemos a > 0, e uma circunferéncia I' com um raio R e centrada na origem dos eixos
de modo que I intercepte cada reta exatamente em dois pontos. Por construcao sempre
teremos dois pontos com abcissas positivas e dois pontos com abcissas negativas que
denotaremos por X7, Xo, X3 e X onde X; e X5 tem abcissas x1 < z9 negativas enquanto

X3 e X, tem abcissas 3 < x4 positivas.

Na Figura foi considerado um par de retas perpendiculares concorrendo no ponto

Az = (0,a3). A primeira reta é secante a I' pelos pontos X; e X, e a segunda reta é
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secante a I' pelos pontos X3 e X, e estao destacadas em verde. Baseado na construcao

L X o T3 &z

Fonte: Autor

Figura 3.1: Retas perpendiculares e secantes a uma circunferéncia I'

apresentada acima temos o seguinte lemas:

Lema 3.1.1 Considere um par de retas perpendiculares concorrendo no ponto
As = (0,a3) e secantes a uma circunferéncia ', a primeira pelos pontos X1 e X de ab-
cissas negativas r1 < To e a sequnda pelos pontos X3 e X4 de abcissas positivas xs < x4,

conforme ilustrado na Figura[3.1 Valem as sequintes relagdes:

a $1+$2+I3+l’4:0

b) y1 + Yo + Y3 + ys = 2a3

(a)
(b)
(€) 12 + ysys = a3 — R?
(d) z129 + 2374 = 05 — R?
(€)

e) y1y2ysys = —R* — cR*> + ¢
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Provas de (a) e de (b). Na Figura 3.2 temos em azul um par de retas paralelas ao par

de retas dadas na hipétese.

Fonte: Autor

Figura 3.2: Par de retas paralelas as retas perpendiculares secantes a circunferéncia I"

Note que os pontos de intersecao X2 e X34 sao os pontos médios dos segmentos X, Xo

e X3X4, respectivamente. Segue dai que

OAy—O0X1y+ OXs,
l — —= l— —

1

=5 ((1,91) + (22, 0) + (w5, 45) + (24, 90))

1
25((1’1+w2+x3+fc4,y1+y2+y3+y4)

4 4
e como OA; = (0,a3) concluimos que Zﬂh =0e Zyl = 2as.

i=1 i=1

Prova de (c). Como as retas §1X2 e §3X4 se interseptam no ponto As segue do
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Teorema das cordas, [[.2.1] que
A3X1 : A3X2 = R2 - ag = A3X3 . A3X4.

Temos

3 + (a3 — 2)°] = (B” — a3)?

i + (a5 — y4)"] = (R — a3)°

(2] + (as — y1)

(23 + (a3 — y3)°

Como z? +y? = R*i=1,--- ,4, obtemos

[(R® + a3) — 2a3u1][(R® + a3) — 2asy,] = (R* — a3)®
[(R? + a3) — 2a3y3][(R® + a3) — 2asys] = (R* — a3)®

o que nos da

(R*+a3)® — 2a3(R* + a3) (y1 + y2) + 4a3y1y = (R — a3)?
(R* +a3)® — 2a3(R* + a3) (ys + ya) + 4a3ysys = (B> — a3)*.

Somando-se as duas tltimas igualdades obtemos

2(R* + a3)” — 2a3(R* + a3)(2as) + daz(y1ye + ysya) = 2(R* — a3)”

4a3(y1ye + yays) = 2(R* — a3)* — 2(R* + a3)* + 4a35(R* + a3)

4a3(y1ys + ysya) = 2(R* — a3 + B + a3)(R® — af — R* — a3) + 4a3(R® + a3)
4a3(y1yo + ysya) = 2(2R?)(—2a3) + 4a3(R* + a3)

de onde concluimos que

Y1y + ysya = a3 — R>.

Prova de (d). Temos

01432:0)(122 + OX342
a; = (ml —g IQ)Q + (yl ;— y2)2 + (T)Z + (y3 ‘g y4>2

4

4a3 = Z(%Z + 7)) + 2(z122 + 324 + Y192 + Y3ya)
=1

4a3 =4R* 4 2(z123 + Tox4 + a3 — R?)

de onde obtemos que

T1To + T3x4 = a% — R%.
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Prova de (e). Segue do item (c) que

a3 — R =y1ys + Y3y

(a3 — R*)* = (y192 + ysya)?
= Y15 + YY1 + 29192YsYa
=(R* — 27)(R* — 23) + (R* — 23)(R* — 23) + 2y1y2Y3y4
=R' — R*a% — R*x3 + 2ix) + R' — R*z} — R°x} + 232 + 2y1y2y30a
=2R* — R*(a% + 2} + a3 + 23) + 2323 + 2327 + 2015293V
=2R* + 2cR? + (2129 + 2374)? — 201297374 + 2Y132Y3Y4
=2R* + 2cR? + (a3 — R*)? — 2e + 21192Y3y4
0=2R" + 2cR? — 2e + 2y1y2y3Ys
yy2ysys = —R* — cR® +e.

Nas Figuras 3.3 e[3.4| mostramos mais duas construgoes obtidas com os pontos X, Xo, X3
e X, e seus simétricos em relacdo ao eixo das abcissas denotados por Xi, X7, X3 e X},

respectivamente.  Para a prova da proposi¢ao a seguir que se baseia nas construgoes

Fonte: Autor

Figura 3.3: Duas Retas se interceptando no ponto A,

acima temos o seguinte lema:

Lema 3.1.2 Para as abcissas e ordenadas dos pontos X1, Xo, X3 e X4 temos as sequintes
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Xgﬂ.__ T R
F,.-
Ya }
.
.54
A1
Ty T2 T3 Ty
(0]
o e
XYy Y1
.................................................................. "X'
A 8

Fonte: Autor

Figura 3.4: Duas Retas se interceptando no ponto A;

tdentidades
4
(a) Y x} = —2c
i=1
4
(0) > zf =2 — 4de
i=1

4
(¢) >y} = 4R+ 4cR* + 2¢* — 4e.

i=1
Demonstracdo. Prova de (a). Como as abcissas dos pontos tem soma nula obtemos
4
0= (z1+x2+a3+14)° =D a7+ 2c.
i=1

Prova de (b). Lembremos que para cada z; vale z} + cz? + dx; + ¢ = 0. Aplicando o

somatério obtemos A A A
Zm? —i—ch? +d> zi+4e=0
i=1 i=1 i=1

de onde se conclui que

4
> af = —c(—2¢) — d(0) — e = 2¢* — de.

i=1
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Prova de (c). Por fim, note que

= 22R2$2+Zx

i=1

—4R* + 40R2 +2¢% — 46.

Proposigao 3.1.1 Com relacio as construgoes apresentadas nas Figuras[3.3 e[3.4 valem

as sequintes afirmacoes:

(a) Xo X! 1 X! X;.

(b) XX, L X, X0,

Demonstracao. Prova do item (a). Vamos mostrar que o produto escalar dos vetores

— —
X1 X3 e XX é nulo. De fato, observando que y; = —y; e ¥}, = —y4 temos

! ! ! /
<X2X4, X1X3> = <($4 —T2,Yy — ?JQ), (iU:s —T1,Y3 — y1)>
= ((z4 — 22, —Ys — Y2), (3 — 21, ¥3 + 1))

=T3Tq — T1T4 — T2X3 + T1T2 — Y3Ya — Y1Ys — Y2U3 — Y1Y2
e Como T1To + T3T4 = Y1Y2 + Y3y pelo obtemos
/ /
<X2X4, X1X3> = X114 — T2X3 — Y1Ys — Y2U3-
Agora, aplicando o Lema [3.1.2] aos somatérios obtemos

(2124 + Tow3)? = 2205 + 2505 + 2e
_ (@l 4ad)’ — ey —ai+ (g 4 25)” — o — 2

5 + 2e
4
(2R? —yf —yi)? + (2R* — g3 —43)* = D_ ]
= 5 =L 42
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AR 4 (yf + i) — AR (v} + v3)

B 2

AR+ (5 + 43)° — ARP(ys +yE) 26 —de
2 2

+ 2e

4
Zy;‘l 4
=4R'+ = — iyl s — 2R Yyl — e
=1
AR + 4cR? +2¢? — 4 1
e e R + i — 2R Y (P — ) — ¢+ de

=1

=4R" + 2R* + 2¢R* + ¢* — 2e + yy; + yoys — 2R*(4R* + 2¢) — & + 4e
= —2R* — 2cR* 4 2e + yiy3 + y3ya

=4R" +

e usando a identidade (e) do Lema obtemos

(2124 + 2273) = —2R* — 2eR? + 2¢ + y2y? + y2y3

= 201Y2y3Ys + YiYs + yiys

= (Y194 + v2u3)*.
Como x1 < 19 < 0 < 23 < x4 € 08 ¥y; sao todos positivos encontramos
V1Y + Yoys = — (2104 + T2x3)
de onde concluimos que
/ !/
(X1 X3, XoX}) = =104 — 2223 — Y1ys — Y2y3 = 0.
Prova do item (b). A prova do item (b) é andloga a do item (a).

Como consequéncias imediatas desta proposicao temos os seguintes lemas:

Lema 3.1.3 Sejam os pontos X1, Xo, X3 e X4 como obtidos no Lema |3.1.1. Considere

Y 7 Y 4
o par de retas X{ X3 e XoX), secantes a circunferéncia I' e concorrendo no ponto As,

conforme ilustrado na Figura[3.3 Valem as sequintes relagoes:

(a) Ay = (0,a2) onde — 1 + Y2 + Y3 — ya = 2a9
(b) —y1y3 — Yous = a% - R

(¢) 2123 + 20wy = aj — R2.

\ Vi

Demonstracao. Prova de (a) Segue da Proposigao 3.1.1| que X{X;/J, s XQXZ1 e usando
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o mesmo argumento com Xi3 e Xo4 pontos médios dos segmentos X; X3 e XXy, respec-

tivamente, obtemos

l— — l— =
]‘ / /
- 5((3717 311) + (1337193) + (1’273/2) + (LU4, y4))

1
:i((wl + 2o+ x5+ Ta, —Y1 + Y2 + Y3 — Ya).

—
Como x1 + 9 + 23 + x4 = 0 temos O Ay = (0, as) onde —y; + Yo + Y3 — Y4 = 2as.

Provas de (b) e (c) As provas de (b)e (¢) sdo analogas as feitas no Lema [3.1.1]

trocando o indice 2 pelo indice 3, e vice versa, ag por ay e observando que que ¥} = —y;

€ yi = —VYs.

Lema 3.1.4 Sejam os pontos Xq, X9, X3 e Xy como obtidos no Lema |3.1.1, Consi-

\ \
dere o par de retas secantes a circunferéncia I';) X{ X4 e XoX35, concorrendo no ponto

Ay, conforme ilustrado na Figura[3.]. Valem as sequintes relagoes:

(@) A1 = (0,a1) onde —y1+y2 —ys +ya = 2a1
(b) —y1ys — yoys = a; — R

(c) 1174 + 2073 = aF — R2.

Demonstracao. Anéloga a prova do Lema A proposicao a seguir evidencia uma
propriedade geométrica que relaciona o raio da circunferéncia I' com os coeficientes da

equagao quartica que tem xy, x9, T3 € T4 cOMO raizes.
Proposicao 3.1.2 Seja um ponto A = (0,a) e um par de retas perpendiculares correndo

em A e secantes a uma circunferéncia I' nos pontos X1, Xo, X3 € Xy com abcissas v1 <

To < 0 < x3 < x4, respectivamente. Entdo xi, s, T3 € x4, SG0 raizes da equacao

e’ +dr+e=0

| d2
R— @—C.

Demonstragao da proposicao Segue do Lema que

e o rato de I' é dado por

Yiyoysys = —R* — cR* + e
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Fonte: Autor

Figura 3.5: Relagdo entre o raio de uma circunferéncia I" e as raizes de uma equacgao
quartica

e usando o fato que 2? + y2 = R?,i = 1,--- ,4, obtemos

(—R* — cR* + ¢)* = (R? — 23)(R? — 22)(R* — 23)(R* — 27)
(R4 1) (R + 22)(R + 23)(R + 24)(R — 1) (R — 23) (R — z3) (R — x4)
?=(R*+cR*—dR+¢e)(R*+ cR* + dR +¢)
(

de onde se conclui que
d*R*=(R* + cR* +¢)* — (R* + cR* — ¢)?

(
(2R* + 2cR*)2e
d* = (2R? + 2¢)2e

=4R% + 4ec
4R%e = d? — 4ec
d2
R?=— —
4de ¢

d2
R—Ug—c.
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3.2 Equacao cibica associada a uma equacao quartica

Nesta se¢do vamos mostrar como obter uma especifica equacao cibica a partir de uma
equacao quartica
4 e’ +dr+e=0, come >0,

dada. Para este fim usaremos os Lemas [3.1.1} [3.1.3| e [3.1.4] que nos dao as identidades

T1%o + T3xa = a§ — R?
T1T3 + Toly = a% - R2

1174 + Towz = at — R2.

as quais relacionam as raizes xq, T2, x3 € x4 da equacao quartica.

Definicao 3.2.1 A equacdo cubica
x/3+&$/2+ﬁx/+’yzo
associada d equacdo qudrtica x* + cx? +dr +e =0 € a equacdo que tem como raizes

l‘g = X1To + T3Ty
xh = T1T3 + ToTy

/
T| = T1T4 + T2T3.

Usando as relacoes de Girard temos o seguinte lema:

Lema 3.2.1 Se x1, 5,73 € x4 sdo raizes da equagdo qudrtica x* + cx® +dx +e =0, com

coeficientes reais e e > 0, entao a equacgao cubica a ela associada é dada por

2? — cx”? — dex’ — d% + dec = 0.

Demonstracgao. Seja

2+ ax? + B +4=0

a equagao cubica associada a equagao quartica que tem como raizes xq, Ta, T3 € Ty, COM

r1 < 29 < 0 < x3 < x4. Segue das relagdes de Girard, [1.3.1] na equagao quartica que

$1+l’2+3§'3—|—l’4:0
XT1X9 + T1T3 + X104 + ToXg + ToXy + L3xy = C
T1Tox3 + T1TaTg + T1X3%4 + TaT3Ty = —d

T1T2X3T4 =— €
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e, novamente, usando as relagoes de Girard na equagao cubica, temos

/ / /
a=—(x] + 1y + 73)
= — (2122 + T34 + 2173 + ToXy + X104 + T2X3)

= —c’

A [ [
B =11y + 2175 + 1y1y

= (2124 + T2x3) (X125 + T224) + (X124 + Tox3) (L1202 + T324) + (125 + o24) (2122 + T324)

) 2 2 2 2 2 2 2

=X1T3T4 + TyX1To + T3T1X2 + THX3T4 + T]T2Xy + T4T1T3 + ToX1T3 + T3T9Ty

2 2 2 2

+ X1 T2T3 + T30124 + T3X1T4 + T4X2X3

2 2

=27 (x3my + Toky + Tox3) + x5(T103 + X124 + T324)

2 2
+ x5 (x129 + T2y + Toy) + x5 (2122 + 123 + ToT3)

(¢ — 2129 — 1103 — T104) + T5(C — T1T9 — ToT3 — ToTy)

C— T1T3 — ToT3 — T34) + 13(C — X124 — Doy — T3Ty)

c—x3(z1 + 22+ 14)) + 25 (c — 24(T1 + T2 + 73))
c+2?) +a5(c+ 23
(c +x3) N wi(e+

22
Ty
+ a3 (
23 (c — 21 (29 + 23+ 24)) + 25(C — T2(2) + T3 + 24))
+ a3 (
f(
22
x3

)
)

4
chf—ier
=1

i=1

c(—2¢) + (2¢* — de)
= —4e.

v =—ah Ty
= (2124 + Tox3) (123 + Toxq) (T1T2 + T324)

= :L‘ e+ m%%mg + m%e + x%x%mi + x%%xi + x5 + xie + x%x%xi

2.2 2 2 2,2 2

=e(x] +as+as+ai)+ Y, zizix}
1<i<j<k<4

= —2ec+ Z xfx?xi

1<i<j<k<4
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Agora, note que

2 2
d° = (ZL‘l.l’QIL‘g + T1Xox4 + T1X374 + ZE2$3$4)
2.2 2
= Z ririTy + 2(x1wee + T1T3€ + TowzE + T1TE + ToT4E + T3T4E)
1<i<j<k<d4
_ 2.2 2
= Y I x;xy, + 2ec.

1<i<j<k<4

Por fim , temos

v=—2ec+ Z :fofa:i

1<i<j<k<4
= —2¢c + d?> — 2ec
=d? — 4ec.

Como aplicacao desta técnica vejamos como resolver algumas equagoes quarticas.
Exemplo 3.2.1 Resolva a equac¢do qudrtica

2t — 15272 — 10z + 24 = 0.

Solucgao. Note que esta equacado tem soma das raizes igual a zero e coeficiente e positivo
o que nos permite aplicar o método do capitulo anterior. A equacao cubica a ela associada
é dada por

2’3 + 152" — 962" — 1540 = 0.

Podemos reescrever esta equacao da seguinte forma
(2 +5)° =171 (2 +5) — 810 = 0

Utilizaremos para solucao desta equacgao ctibica o método trabalhado nos capitulos ante-

riores. Temos

171

1 810
= —arccos | ——— | =~ 6,58677555...
‘T3 (2(\/57)3>

Sendo 7, x5, e  as raizes da equacdo cibica associada obtemos com o auxilio de uma

calculadora cientifica que

2
zy +5 = 2R cos(a + §> =-9

4
o+ 5 =2Rcos(a + g) =—6
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r5 45 =2Rcos(a) =15

Portanto, | = —14, 2, = —11 e x4, = 10 sao as raizes da equagdo cibica associada.
Voltemos agora para as equacoes que definem as raizes da equagao cubica associada em

funcao das raizes da equagao quartica. Temos

T1T9 + T3x4 = 10

13 —+ X9y = —11
T1T4 + Toky = —14
4
Para resolver o sistema acima usamos que ¢ = —15 de onde obtemos fo = —2c = 30.

Segue da primeira equacao do sistema que =
T129 + 324 = 10
2x1x9 + 22314 = 20
(z1 4+ 22)* — 23 — 25 + (23 + 24)* — 25 — 25 =20
2(xy + x2)” — 30 = 20
(21 4 22)* = 25

T1+ 29 =—>, pois 1 <x9<0
e, como 1 + r9 + x3 + x4 = 0, obtemos x3 + x4 = 5.
Agora, lembremos que
T1Tox3 + T1ToTy + 12374 + Toxgry = —d = —(—10) = 10
$1$2($3 + $4) + .%’3.1’4(1171 + 5132) =10
Sx1x9 — Drsxs = 10
T1Xg — X3y = 2

T1X2 — (10 — .’13‘1.1’2) =2

T1T9 = 6.

Esta ultima igualdade combinada com a equagao 1+ = —bnosdd x1 = —3 e 19 = —2

desde que 1 < x5 < 0.

Sustituindo os valores de 7 e x5 na segunda e terceira equagoes do sistema temos

—3ZE3 - 2.%‘4 =—11
—233'3 — 3$4 =-14
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cuja solucao é r3 =1 e x4 = 4. Assim, as soluc¢oes da equacao quartica
a* — 1527 — 10z + 24 =0

Sa0 1 = —3, T9 = —2, x3=1¢e x4 = 4.
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Capitulo 4
Sequéncia didatica

Neste capitulo apresentaremos uma sequéncia didatica para o trabalho numa turma de
32 ano do ensino médio. Trata-se de uma sequéncia de aulas interligadas com o objetivo

de explorar a resolucao de equagoes quarticas utilizando uma equacao cubica associada.

4.1 Aula 1- Relacoes de Girard e Lema [3.2.1

Nesta primeira aula o professor deve explorar primeiramente as relagoes de Girard que
serao de fundamental importancia para encontrar as raizes de uma equacao quartica. O
professor deve iniciar introduzindo alguns exemplos de equagoes polinomiais de terceiro e
quarto graus mostrando as relagoes entre as raizes e os coeficientes destas equagoes. Num
segundo momento o professor apresenta o Lema |3.2.1| e pede que os alunos encontrem a

equagao cubica associada de algumas exemplos de equagoes quarticas.

Tema da aula: Equagdes cibicas e quarticas

Contetdo: Relacoes de Girard e Lema 3.2.2

Objetivos: Encontrar a equacgao cubica associada a uma equacao quartica

ar* 4+ ca® +dr+e=0, com e>0

Tempo: 1 hora e 40 minutos

Desenvolvimento:

47



O professor iniciara a aula relembrando as relagoes de Girard, que é um conteido
visto no estudo de Polindmios, através de uma aula expositiva no quadro explorando
exercicios que impliquem na pratica deste conteiido. Como sugestao, poderia ser
visto com os alunos como se obter um polinémio conhecidas previamente suas raizes.

Para este fim os alunos poderiam resolver os seguintes exercicios:

Exercicio 4.1.1 Sabendo que —1,3 e 5 sao raizes de wm polinomio de grau 3,

encontre este polinomio.

Exercicio 4.1.2 Utilizando o mesmo raciocinio encontre o polinomio de grau 4

cujo suas raizes sao —6,—3,4 e 5.

Apdbs um tempo de mais ou menos 20 minutos da realizacao desta tarefa por parte
dos alunos o professor deve intervir e resolver os exercicios no quadro para esclarecer
possiveis duvidas encontradas pelos alunos na realizacao da atividade. A aula tera
continuidade com a apresentacao e explicagao, por parte do professor, de como se
aplica o Lema [3.2.1] a equacdes quarticas. Na sequencia o professor através de um
exemplo de equacao quartica com coeficiente b = 0 e e > 0 mostra aos alunos como
encontrar a equagao cubica associada. Como sugestao o professor pode resolver o

seguinte exemplo:

Exemplo 4.1.1 Encontre a equacgdao cubica associada a equacdo

2t — 222 — 62+ 10 = 0.

Utilizando o Lema [3.2.1], o professor obtem a equacao ciibica associada
3 2 _
Yy’ + 2y° — 40y — 116 = 0.

Apos a resolucao do exemplo, o professor entdo deve pedir a turma que resolva o

seguinte exercicio:

Exercicio 4.1.3 FEncontre a equacdo ciubica associada a equagao

2 +322 -5 +2=0.

Para a realizacao deste exercicio sugerimos que seja dado um tempo de 20 minu-
tos. Apds o término da atividade por parte dos alunos o professor finaliza a aula
corrigindo o exercicio.

Materiais necessdrios: Piloto azul e preto e apagador
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o Awaliacdo: Participativa

» Referéncias: [9]

4.2 Aula 2 - Forma incompleta de uma equacao do

32 grau

Esta segunda aula serd dedicada ao estudo das equagoes do 3° grau. O ponto principal

a ser abordado é que uma equagao do terceiro grau na sua forma completa,
Az’ + B2*+Cz+ D=0

com coeficientes reais e A # 0, pode ser reescrita na forma incompleta onde o coeficiente

do termo quadratico é zero, isto é, na forma
2} +pr+q=0.
e Tema da aula: Equacgao cubica
o (Contetudo: Forma incompleta de uma equagao ciibica
o Objetivos: Construir a equagdo incompleta de uma equagao ctbica
e Tempo: Uma aula de 50 minutos

o Desenvolvimento: Nesta aula o professor deve trabalhar somente com equagoes
cubicas. A sugestdao é que o professor a partir de trés ntmeros reais escreva a
equacao cubica que tenha estes niimeros como raizes e, na sequéncia, através de
uma mudanca de variavel obtenha a equacao incompleta a ela associada. Propomos

para esta tarefa o seguinte exemplo que deve ser resolvido pelo professor:

Exemplo 4.2.1 FEscreva na forma reduzida a equacdo cibica

22+ 1822 =5 +3=0.

Fazendo a substitui¢ao: © = y — 6 o professor obtem a equagao incompleta

y® — 113y + 465 = 0.
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Apés este exemplo sugerimos que o professor divida a turma em quatro equipes e entregue
a cada uma delas uma equacgao ctubica completa para que os alunos encontrem sua forma

incompleta. O professor pode usar as quatro equacoes abaixo:

Equipe 1: 2° — 1222 + 11z +1 =0

Equipe 2: 23 — 1822 + 22+ 11 =0

Equipe 3: 2% —32? + 132+ 10 =0

Equipe 4: 23 — 622 + 70 +18 =0

Apds 20 minutos o professor recolhe as atividades para pontuar as equipes e finalizar

a aula.
o Materiais necessdrios: Piloto e apagador

o Awaliacdo: Participativa e resolucao de questoes

4.3 Aula 3 - Discriminante da equacao cubica

Uma vez que os alunos conseguem reescrever uma equagao cubica completa na sua
forma incompleta

2 +pr+q=0

podemos, através do discriminante
A = —27¢* — 4p?,

classificar as raizes desta equagao como reais ou complexas. O objetivo desta aula é inter-
pretar o discriminante de uma equagao cubica incompleta. O professor deve introduzir a
Proposicao [2.1.1] a qual afirma que quando A > 0 temos trés raizes reais para a equacao
cubica incompleta. Para este fim o professor deve investigar o discriminante de alguns
exemplos de equacodes ciibicas incompletas. Podem ser usados os seguintes exemplos que

serao resolvidos pelo professor.

Exemplo 4.3.1 Classifique quanto a serem reais ou compleras as raizes da equag¢do
2® — 10z +2 = 0.
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Exemplo 4.3.2 Classifique quanto a serem reais ou compleras as raizes da equag¢do

23+ 52—6=0.
e Tema da aula: Equagao ctubica incompleta
o (Contetudo: Discriminate
o Objetivos: Classificar as raizes de uma equacgao cibica
e Tempo: 50 minutos

e Desenvolvimento: O professor inicia a aula relembrando como podemos obter a
partir de uma equacao cubica completa a sua forma incompleta. A sugestao é que o
professor peca que os alunos resolvam o seguinte exercicio e concluam que a equagao

nao possui raizes reais.
Exemplo 4.3.3 Classifique quanto a serem reais ou complexas as raizes da equacdo

2 —z4+5=0.
o Materiais necessarios: Piloto, apagador
e Awaliacdo: Participativa
» Referéncia: 2]
4.4 Aula 4 - Resolucao de uma equacao cubica in-
completa

Nesta aula o professor deve mostrar como utilizar a férmula de resolu¢ao de uma

equagao cubica incompleta com o auxilio de uma calculadora cientifica.
e Tema da aula: Equacao cubica

o Conteudo: Expressoes algébricas, trigonometria, radiciacao
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Objetivos: Encontrar as raizes de uma equacao cubica incompleta com A > 0

Tempo: 1 hora e 40 minutos

Desenvolvimento:

O professor inicia a aula relembrando como se escreve uma equacao cubica na sua
forma incompleta. Apds esse momento o professor apresenta a férmula resolutiva
dada na Proposicao para obter as raizes de uma equacao ciibica incompleta e
como usa-la com o auxilio de uma calculadora cientifica. Para este fim sugerimos

que o professor faga os seguintes exemplos:
Exemplo 4.4.1 Encontre as raizes da equacdo x> — 8x — 8 = 0.

Na resolucao o professor deve primeiro verificar se a equacao tem de fato raizes reais.
Em caso afirmativo, deve mostrar a aplicacao da férmula com énfase no uso correto
da calculadora cientifica ja que serao necessarios alguns calculos que nao sao usuais

por parte dos alunos.
Exemplo 4.4.2 Encontre as raizes da equacdo x> — 19z + 30 = 0.
O professor pode estipular 30 minutos para os estudantes realizarem a tarefa e, na

sequéncia, resolve a atividade de forma que todos possam compreender os passos

usados na manipulacdo da calculadora cientifica.

o Materiais necessdrios: Calculadora cientifica, piloto e apagador.

Awvaliacdo: Participativa

o Referéncias: Capitulo 2 deste trabalho.

4.5 Aula 5 - Resolucao de uma equacao quartica

O objetivo desta aula é obter as raizes de uma equagao quartica da forma

el +dr+e=0

com coeficientes reais e e > 0.
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e Tema da aula: Equagao quartica

o Conteudo: Sistema de equagdes, resolucao de equagoes polinomiais, uso da calcula-

dora cientifica.

o Objetivo: Encontrar as solugdes das equagdes quarticas através da equagao cibica

associada

e Tempo: 1 hora e 40 minutos

e Desenvolvimento:

O professor deve iniciar a aula apresentando um exemplo de equagao quartica na forma
4 2 _
" +cr"+dr+e=0

com coeficientes reais e e > 0. Na sequéncia deve ser explorada mais uma vez as Relacoes
de Girard para explicar aos alunos que este tipo de equacao tem soma das raizes igual a
zero e produto das raizes positivo, ja que e > 0. Decorre dai que duas raizes devem ser
negativas e as outras duas devem ser positivas. Na sequéncia o professor deve pedir que os
alunos relembrem a primeira aula e escrevem a equacao ciibica associada a esta equacao
quartica. Em seguida os alunos devem encontrar a forma incompleta da equacao ciibica
associada a equagao quatica e, entao, o professor deve pedir que os alunos a resolvam com

o método aprendido na aula anterior.
O professor pode resolver o seguinte exercicio:
Exercicio 4.5.1 Encontre as raizes da equacao

2t — 15272 — 10z + 24 = 0.

O professor deve conduzir a resolugao deste exercicio com os seguintes passos:

Passo 1. Os alunos devem encontrar a equagao cubica associada obtendo

2 4+ 1527 — 962’ — 1540 = 0.

Passo 2. Os alunos devem encontrar a equacao cibica incompleta associada a
2 + 152" — 962" — 1540 = 0
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obtendo
(' +5)° —171(2" +5) =810 =0

que é o mesmo que
y® — 171y — 810 =0

fazendo y = 2’ + 5.
Passo 3. Os alunos devem encontrar as raizes da equagao
y® — 171y — 810 = 0
obtendo y; = —9, yo» = —6 e y3 = 15 e, por consequéncia, =} = —14, ), = —11 e 5 = 10.
Passo 4. Os alunos devem encontrar as raizes da equagao quatica resolvendo o sistema

/
Xy = T1X2 + 324
$l2 = XT3 + ToZy
33,1 = X114 + T2T3,
10 = T1T9 + T3X4

—11 = 13 —+ X9y

—14 = T1T4 + T2X3.

Este sistema pode ser resolvido como feito no Exemplo obtendo as raizes

I1:—3[E2:—2,ZE3:1 e ZL’4:4.

o Materiais necessdrios: Calculadora cientifica, piloto, apagador.

o Awalia¢do: Construtivista

o Referéncias: Capitulo 3 deste trabalho.
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Consideracoes finais

Este trabalho propds uma abordagem geométrica das equacgoes polinomiais do terceiro
e quarto graus relacionando alguns conteidos de geometria plana vistos na educacao
basica com contetdos algébricos tais como equacoes polinomiais. O ensino de geometria
nas escolas publicas do nosso pais deixa muito a desejar e, por muitas vezes, é tida como
uma parte da matematica afastada da algebra . Na verdade, a geometria pode ser pensada
de forma paralela com diversas outras areas, em particular com a propria algebra, como
tentamos fazer no desenvolvimento deste trabalho. Da mesma forma, as equacgoes de
terceiro e quarto graus sao trabalhadas nas escolas somente no 3° ano do ensino médio
no conteido de polindmios e, mesmo assim, com uma abordagem limitada e bastante
rapida, fazendo com que os estudantes tenham muita dificuldade no entendimento destas
equacoes de grau maior que dois. Esse trabalho tem o objetivo de mostrar que estas
equagoes podem ser pensadas sobre um aspecto geométrico, que nao substitui a proposta
algébrica mas sim, acrescenta um outro ponto de vista para auxiliar no entendimento

deste conteudo.
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