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“Para o individuo parado, nao existe espaco

e nem geometria” - Henri Bergson

“Para ser feliz, é preciso desfazer-se dos pre-
conceitos, ser virtuoso, gozar de boa saude,
ter gostos e paixoes, ser suscetivel de ilusoes,
pois devemos a maioria de nossos prazeres a
ilusdo, e infeliz de quem a perde.” - Emilie
du Chatelet
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RESUMO

Apresentaremos algumas propriedades importantes da transformacao de inversao geométrica
na circunferéncia com suas caracteristicas peculiares na inversao de pontos, retas e circulos.
Mostraremos que podemos estabelecer ligagoes entre alguns teoremas classicos e essa
transformacao geométrica. Pela proposta de construgao de duas atividades com alunos
do ensino fundamental e médio, apresentaremos aplicacoes historicas dessa transformacao
geométrica que compuseram a corrida tecnoldgica nos periodos da revolucao industrial,
bem como usaremos a ludicidade de um quebra-cabecas para estimuléd-los a conhecer pro-
priedades dessa transformagao.

Palavras-chave: Inversao geométrica; Geometrias nao euclidianas; Inversor de

Peaucellier; Metodologias ativas;Ensino de Geometria; Cultura Maker.






ABSTRACT

We will present in this essay some importante properties related to the transformation
of the geometric inversion in the circunference with is peculiar characteristics in the inver-
sion of points, straight lines and circles. We will show that we can establish connections
between some classical theorems and that geometrical transformation. Based on the deve-
lopment of two activities carried out with middle school and high school students, we will
present historical applications concerning this geometric transfromation that composed
the technological race throughout the Insdustrial Revolution as well as will use the ludicity
of a puzzle to stimulate the students to learn the properties of that transfromation.

Key Words: Geometric inversion, non-Euclidian geometries, Peaucellier inversion,

active methodologies. Geometry Teaching; Maker culture.
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INTRODUCAO

O ensino de geometria tem um papel importante no desenvolvimento cognitivo do aluno
saber reconhecer os conceitos basicos da geometria euclidiana em diferentes espagos pode
tornar o ensino da Geometria mais significativo e estimulante. A Geometria esta inserida
no meio em que vivemos, de modo que reconhecer os espacos onde moramos, nossa casa,
nossa bairro e cidade, compreender esse universo é compreender a geometria que nos cerca
partindo disso, compreender melhor as geometrias que descrevem os espacos no mundo
fisico. Estudar as multiplas geometrias é compreendermos melhor a dinamica do mundo
real. Como apresenta a Base Comum Curricular(BNCC), entender a dinamica do espago

onde vivemos pode contribuir para o desenvolvimento do pensamento geométrico.

Estudar posicao e deslocamentos no espaco, formas e relagoes entre ele-
mentos de figuras planas e espaciais pode desenvolver o pensamento
geométrico dos alunos. KEsse pensamento é necessario para investigar
propriedades, fazer conjecturas e produzir argumentos geométricos con-
vincentes. (Brasil, 2017, p. 271)

A exploracao dos diferentes espacos quer seja estudando geometria euclidiana na es-
cola, ou na geografia local dos espacos onde se vive, ou num ambiente virtual , leva o
aluno a fazer comparagcoes, levantando hipoteses e concluindo sobre o objeto geométrico
observado. Isso pode desenvolver um certa habilidade geométrica, assim o aluno podera
aplicar essa habilidade em resolver problemas, escolares ou de natureza extra-escolar, tais
constatacoes validam o que preconiza o curriculo da cidade.”“ O pensamento geométrico
possibilita a exploracao do mundo fisico e é importante para resolucao de problemas tanto
em contextos Mateméticos quanto em contextos reais” (Curriculo da cidade, 2018, p.120).

Um aspecto importante do ensino das transformagoes geométricas que aprendemos no
ciclo basico da educacao, é que os angulos numa transformagao sao preservados quando se
quer manter a forma do objeto. Um exemplo disso, é quando se quer ampliar ou reduzir
uma imagem, como na ampliacao de uma foto, que nao faria sentido se os angulos se
alterassem ja que o interesse em questao, é apenas ter uma aplicacao ou reducao de um
retrato.

Com a pandemia do covid-19, a secretaria municipal de educagao SME, elaborou
documentos que priorizem o curriculo da cidade. Nesses documentos, as transformagoes

geométricas de translagao, rotagao e reflexao foram mantidas, pois entende-se que se
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trata de um aspecto importante no ensino da geometria. Tais transformagoes geométricas
podem ser entendidas e reconhecidas pelas suas caracteristicas, o reconhecimento dessas
caracteristicas em diferentes situagoes ¢ uma habilidade que o curriculo da cidade sinaliza.
Reconhecer a translagao, reflexao e rotacao de uma figura, identificando as caracteristicas
dessas transformagoes” (Curriculo da cidade, 2018, p.112).

Ainda se referindo a BNCC podemos observar a validacao que se da ao estudo das
transformacoes. E é mediante a apropriacao deste conhecimento que o aluno pode com-
parar para depois compreender aspectos geométricos de producao humana relacionados

com o de natureza empirica.

Utilizar as nogoes de transformagdes isométricas (translagao, reflexao,
rotagao e composicoes destas) e transformagoes homotéticas para cons-
truir figuras e analisar elementos da natureza, e diferentes producoes
humanas (fractais, construgoes civis, obras de arte, entre outras) (Bra-
sil, 2017, p. 536)

Com base nisso, proporemos nesse trabalho uma introducao de formacao em geome-
tria inversiva ao professor com o intuito de dar condicoes de desenvolver um projeto de
construcao das atividades propostas, deixando & livre criacao e adaptacao das atividades
a realidade de seus alunos. Este trabalho tem a intencao de mostrar que mesmo com as
dificuldades enfrentadas no ensino de geometria na educacao basica e com um curriculo
reduzido, é sempre possivel incluir no processo de ensino e aprendizagem esse tépico de
geometria.

Como as demonstragoes aqui feitas utilizam de propriedades geométricas ja estudadas
no ensino bésico, podemos dizer que estudar essa transformacao geométrica é uma porta
de entrada para estudar uma Matematica superior ou seja, conceitos mais sofisticados
que serao aprendidos podem ser entendidos a partir de propriedades de semelhanca de
triangulos e propriedades relativas a circunferéncia.

A transformacao de inversao geométrica na circunferéncia, é muito utilizada para
resolver problemas de natureza geométrica, isso porque permite resolver um problema de
natureza mais complexa transformando circulos em retas. Entao solucoes que se daria
pelo uso do circulo, recairiam em solugoes que apenas usariam a reta.

Assim, apresentaremos no capitulo 1, uma das defini¢oes de inversao circular (Mes-
quita, 2022; Greenberg, 1994; Audim, 2006; et al.), em que o ponto inverso de um ponto
dado em relacao a circunferéncia de inversao, é tnico na semirreta que se origina no
centro de inversao e passa pelo ponto dado (Greengerb, 1994). Munido dessa definigao,
discorreremos pelas principais propriedades desta transformacao geométrica com “ferra-
mentas” ensinadas no ensino bésico (Greenberg, 1994; Venema, 2012). Uma caracteristica
importante desta transformacao é a ortogonalidade, circulos que passam por um ponto e
pelo seu inverso, é sempre perpendicular ao circulo de inversdo (Greenberg, 1994). Ou-

tra caracteristica fundamental desta transformacao que a diferencia de outras, é que esta
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preserva angulos; podemos dizer que é uma transformacao conforme (Mesquita, 2022;
Venema, 2012; Greenberg, 1994; Wolf, 1940). Ao final deste capitulo traremos a proposta
de construir um quebra-cabecas inversivo, que objetiva exemplificar as propriedades da
inversao circular de maneira ludica e adaptavel a cada ano do ensino basico.

No capitulo 2, mostraremos um teorema estudado nos anos do ensino fundamental e
sua relacao com a transformacao de inversao na circunferéncia, usando propriedades desta
transformagao, podemos chegar ao mesmo resultado (Mesquita, 2022; Stankova, 2018; Pe-
doe, 1988). O problema estudado por Papus ja conhecido anteriormente, aqui discutimos
uma solugao deste problema com o uso da inversao (Mesquita, 2022; Ostermann, 2013;
Pedoe, 1988). Junto com estes problemas histéricos, apresentaremos o chamado teorema
dos quatro circulos(Wells, 1991), este problema estudado por Miquel (1816 - 1851) onde as
interseccoes de quatro circulos dois a dois, podem estar sobre um circulo ou sobre uma reta
(Stankova, 2018; Audim, 2006; Ostermann, 2012; Wells, 1991). As demonstragoes aqui
contidas, serao necessarias para mostrar as possibilidades de encadear problemas célebres
com nosso objeto de estudo, porém foi mantida uma linguagem acessivel ao professor do
ensino basico.

Chegaremos ao capitulo 3 onde apresentaremos as aplicagoes praticas desta trans-
formagao geométrica (Mesquita, 2022; Wolf, 1940). Falaremos sobre dispositivos mecanicos
construidos que resolveram problemas de engenharia (Wolf, 1940). Tais dispositivos usam
o principio de inversao circular no seu seu funcionamento (Mesquita, 2022). Discutiremos
a conexao que esta transformagao geométrica tem com quadruplas harmonicas(Mesquita,
2022; Pedoe, 1988; Greenberg, 1994) oportunizando trazer alguns conceitos de geometria
projetiva (Greenberg, 1994). Traremos para a discussao a trissec¢ao do angulo, um pro-
blema da antiga Grécia que através do estudo de paralelogramos cruzados semelhantes
(Mesquita, 2022; Cundy, 1961), mostraremos a relagao que este problema tem com a in-
versao circular (Cundy,1961). Neste capitulo proporemos uma atividade de construgao
geométrica de encontrar o inverso de um ponto em relagao a um circulo usando apenas
régua nao graduada, e uma proposta de construcao de um painel com imagens historicas
de aplicagao da inversao circular através do desenvolvimento de mecanismos de Peaucel-

lier e Hart, exemplificando com isso algumas propriedades desta transfonacao geométrica.

Esperamos que este trabalho possa servir de motivacao ao professor que queira resga-
tar o ensino de Geometria em suas aulas,abordando seus tépicos de forma significativa a

formacao escolar e de mundo do aluno.






Capitulo 1

INVERSAO NO CIRCULO

Nesse capitulo iremos abordar uma transformacao geométrica que é denominada inversao
na circunferéncia. Transformagoes Geométricas associam cada ponto de uma figura
geométrica ou de um subconjunto do espaco geométrico a um tunico ponto do mesmo
espago. Exemplos importantes de transformagoes geométricas (rigidas) sao as translagées,
reflexoes e rotagcoes. Apresentaremos nesse trabalho a transformacgao de inversao na cir-
cunferéncia, que é uma transformacao conforme ou seja, ao inverter uma figura geométrica,
certas propriedades dessa transformacao sao preservadas, como angulos, a forma propri-

amente da figura e distancias entre pontos nao sao.

1.1 Definicoes e Propriedades Principais da Inversao

no Circulo

Quando nos referirmos ao comprimento de um segmento de extremidade A e B, utili-
zaremos a notacao AB ao invés do tradicional AB. Representaremos retas que contém
os pontos A e B por jﬁ e uma semirreta de origem em A e que passa por B por 1@
Representaremos a distancia entre A e B por |AB|. A fim de evitar muitas repetigoes
utilizaremos de forma indiferente o nome circunferéncia e circulo, embora o contexto

permita nao gerarmos ambiguidade.

Definicao 1.1.1 (Inversdo geométrica). Considere uma circunferéncia Z de centro O e
raio r qualquer. Dado um ponto P do plano de Z, distinto de O, tomemos sobre a

semirreta O? um ponto P’ tal que:

0P| - |OP'| = 2. (1.1)

Dizemos que P’ é o inverso de P com respeito a circunferéncia Z, ou que P’ é inverso de
P com poténcia r? com respeito ao ponto O. (Mesquita, 2022)

Veja figura (1.1). A circunferéncia Z é chamada circunferéncia de inversao. Seu centro
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O é denominado centro de inversdo, seu raio r é o raio de inversdo e a quantidade r2 é a

poténcia de inversao. Denotaremos essa inversao por

Io,(P)=P.

A transformacao de inversao geométrica Ip, nao esta definida no ponto O do circulo de
inversao. Para que possamos inverter o centro de inversao O, precisariamos modificar
a definicao de inversao e estender o plano do circulo de inversao adicionando a ele um
elemento extra, o ponto no infinito, denominado Py, (Venema, 2012). Nesse plano, agora

estendido, acrescentamos o ponto O no dominio da transformacao, de tal forma que:
Ip.(O) = Py ¢ (1.2)
Io . (Px) = O

Nesse trabalho nao usaremos essa extensao do plano, salvo mengao explicita.

 — —,

/'/ - ~
N
7 N,
z 7/ r N
/ \
/ \
| P 1 P
\ 0 - ! —
.\ .I
.\ ./
.\ ./
.\ '/
‘N Rd
N, /‘/

" —

Figura 1.1: P’ é inverso o de P com respeito a Z

A seguir apresentamos algumas propriedades fundamentais que decorrem diretamente

da definig¢ao.

Proposicao 1.1.1. Uma inversio de centro O e poténcia r* satisfaz as sequintes propri-

edades

i) Todo ponto P distinto de O, admite um inverso.
ii) O inverso de um ponto P # O € tnico.

iii) Toda transformagdo de inversio é uma involugdo. Involug¢do € uma fungdo que

¢ a sua propria inversa, ela aplicada a imagem de um ponto de partida, resulta



1.1. DEFINICOES E PROPRIEDADES PRINCIPAIS DA INVERSAO NO CIRCULO7

novamente no ponto de partida: se P' = Io,.(P), entao Io,.(lo.(P)) = P, para
qualquer P # O !

iv) Se P # O estd no interior da circunferéncia de inversdo, entdo seu inverso P’
esta no exterior dessa circunferéncia, e vice-versa. Pontos sobre a circunferéncia

de inversao sao tnvertidos em Si mesmos.

v) Quanto mais longe estiver um ponto do centro de inversao, mais perto deste estd seu
1mverso e, analogamente, quanto mazis perto estiver um ponto do centro de inversao,

mais longe deste desse estd seu inverso.

Demonstragao.

i) Basta tomarmos um ponto P’ na semirreta O—}>’, para qualquer P # O, tal que
2

r
|OP'| = op] pois, pela definicao, P’ serd inverso de P.

i1) Devemos mostrar que, se P’ e P* sao ambos inversos de um ponto P # O, entao
P’ = P*. Sejam P’ e P* ambos inversos de um ponto P # O. Assim, pela definicao
de inversdo, |OP| - |OP'| = r* = |OP| - |OP*|, o que nos d& |OP'| = |OP*|. Além
disso, podemos dizer que ha um tnico ponto na semirreta O—}% que realiza uma

distancia dada a partir da origem O, entao P’ = P*.

iii) Como P’ é o inverso de P ocorre |OP| - |OP'| = r* P’ € OP ¢ OP — OP.
Seja P" = Io,.(P'), o inverso de P’, entdo temos |OP"| - |OP'| = r*, P" € OP e
WP = O—>P’ Portanto temos |OP| = [OP"| e WP _ OP. Logo, P = P". Assim, se
aplicarmos a transformagao de inversdo em P’ = Ip .(P), retornaremos ao ponto P,

mostrando assim que a transformagao de inversao é uma involucao (Mesquita,2022)

iv) De |OP|-|OP'| = r? conclui-se, de imediato, que: 1. se |OP| < r, entao |OP'| > r.
) De | : . q :
2. se |OP| =r entao |OP'| =r. 3. se |OP| > r, entao |OP'| <r.

v) Dado um L > 0 qualquer, se P; é um ponto tal que |OP;| = L entao, |OP;|-|OP]| =
2
2 / r
= |OP)| = —.
r |OF| I
|OP,|-|OP;| =1 = |OP}| =

Se P, é um ponto tal que |OP;| = L + ¢, com € > 0, entao

r? r? L

(L+€¢) L (L+e

L
pode-se obter [OF| = |OFi| + ¢ = |OF| > [OR| e |OB)] = ORl7——5 =
€

|OP,| < |OP]|. Portanto, quanto mais longe estiver um ponto do centro de inversao,

. Considerando essas expressoes,

mais perto deste esta seu inverso. A prova pode ser completada de forma andloga
fazendo se —L <e < 0. O

1Se estivermos usando a ideia de plano estendido, podemos incluir a involucao sobre os pontos O e
Py: I6,(0) =Py e Ip,(Px) = O.
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Vamos relacionar a inversao geométrica com os conceitos geométricos de ponto e reta

polar em relagao ao circulo de inversao. Para isso colocaremos em duas proposicoes.

Proposicao 1.1.2. Seja P, um ponto dentro do circulo de inversao Z e TU a corda de
I perpendicular a O? por P. Entdo o inverso P' de P € o polo® da reta ﬁ}, isto €, o
ponto de intersecgdo das tangentes a T em T e U. Veja a Figura 1.2. (Greenberg, 1994)

Demonstragao. Seja Z o circulo de inversao com centro O e raio r. Assumimos que
TU ¢ a corda de Z perpendicular a ﬁ por P. Suponha que a tangente a Z em T corte
O‘}>7 no ponto W, que queremos mostrar que é o inverso de P. O triangulo retangulo
AOPT é semelhante ao triangulo retangulo AOTW, pois eles tém o angulo TOP em

comum e ambos tem um angulo reto. Assim, podemos escrever:.

|OT|  |OP|
OW|  |OT)|

= |OP| - |OW| = |OT|* = |OP| - |OW| = r*.

Isso mostra que W é inverso de P, W = P’ = I ,.(P). Veja a figura 1.2. De modo andlogo
pode-se concluir que a tangente a Z em U corta a semirreta O? no ponto P’, inverso de

P estabelecendo a reta perpendicular a ﬁ por P como polo de P’, finalizando a prova.
O

Figura 1.2: O inverso P’ de P dentro do circulo Z é o polo da reta ﬁ , perpendicular a
OP por P

Proposicao 1.1.3. Se P estiver fora deZ eT e U sao pontos de tangéncia em I das retas

que passam por P, entdo o inverso P de P € a interseccio da corda TU e o segmento
OP (Greenberg,1994). Veja a Figura 1.3.

2Polo e reta polar podem estar relacionados com respeito a circunferéncias, mas também a outras
conicas nao degeneradas. Brianchon(1783-1864) e Poncelet(1788-1867) fizeram uso do conceito, mas ele
remonta a Apolonio (Gray, 2011. Cap. 2).
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Figura 1.3: Inversao de um ponto P quando este esta fora do circulo de inversao.

Demonstracao. Seja Z o circulo de inversao com centro O e raio r. Liga-se O a
P. Por P podemos tracar tangentes ao circulo de inversao determinando os pontos de
tangéncia T e U. A corda TU € perpendicular a OP e corta esse segmento no ponto P’
3 Esse ponto é o inverso do ponto P em decorréncia da semelhanca entre os triangulos
AP'OT e ATOP, da qual,

oT|  |OP|

I bl P|-|OP'| =2
0P |OT|:>|O |- |OF]| =r

0

Um resultado importante quando estamos tratando dessa transformacao, é que, se
uma circunferéncia passa por um ponto P e seu inverso P’ em relacio ao circulo de
inversao, entao essa circunferéncia forma com circulo de inversao um angulo reto. Vejamos
uma demonstragao desse fato. Antes apresentaremos uma proposicao importante sobre
a poténcia de ponto. Tal propriedade pode ser encontrada no livro III, proposicao 36 do

livro os Elementos de Euclides.

Proposicao 1.1.4 (Poténcia de ponto). Suponha P um ponto exterior ao circulo I, de
raio r e centro O. Ponha s = |PO| e, partindo de P, traga-se uma reta que vai cruzar T
em M e N. Entao,

|PM| - |PN| = s* —r? (1.4)

Demonstragao. Suponha que o segmento que parte de P e que cruza Z nao passe

pelo seu centro. Tomemos o ponto médio () do segmento MN. Considere d = |QO)|.

3Nao estamos oferecendo prova desse fato aqui, mas pode-se obté-la a partir da congruéncia dos
triangulos AOPT e AOPU, seguida da congruéncia dos tridngulos AOP'T e AOP'U, onde utilizando-
se de propriedades da secante, podemos mostrar que TU L OP (Dolce, 2013. p. 41,46 e 147).
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Veja a figura 1.4. Aplicando o teorema de Pitagoras aos triangulos retangulos APQO e

ANQO, obtemos, respectivamente:

PQP +d* = & (1.5)
e
QN> +d* = r* (1.6)
Subtraindo (1.6) de (1.5), temos
PQI* — [QNJ2 = s* — 12 (1.7)

Abrindo o primeiro membro como uma diferenca de quadrados:

(1PQI = IQN)(IPQ| + |QN|) = s* — 1. (1.8)

Pela construcao |PQ|— |QN| = |PM| e |PQ|+ |QN|= |PN]|, entao segue o resultado
(1.4). O

Figura 1.4: Poténcia do ponto P em relagao ao circulo Z

Proposigao 1.1.5 (Circunferéncia ortogonal ao circulo de inversao). Seja £ uma circun-
feréncia que passa por um ponto P, que nao coincide com o centro O de um circulo de
inversio I e nao é um ponto de I. Entao € contém o ponto inverso P' = I, (P) se e

somente se £ € ortogonal a Z. Veja a Figura 1.5.

Demonstracgao. Seja o circulo de inversao Z com centro em O e de raio r. Toma-se

um ponto P # O que nao pertenga a Z. Considere £ um circulo de centro V' e raio k, que
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Figura 1.5: £ passa por P e W = Iy, (P) se e somente se Z e £ s@o ortogonais

passa por P.

Caso 1: Se &£ nao tiver interseccao com Z, £ nao conterda o ponto W, uma vez que,
pelo item v da proposicao 1.1.1, este estara na regiao do plano onde £ nao tem ponto
algum e também nao haverd ortogonalidade com Z pela defini¢ao de ortogonalidade entre
circunferéncias.

Caso 2: Seja T um dos pontos de intersec¢ao entre Z e £. Vamos definir d = |OV/].

Devemos argumentar que I e € sdo ortogonais se e somete se £ passar por P'.

1. Partindo da premissa de que Z e £ sao ortogonais, necessitamos provar que £ passa
por W. A ortogonalidade Z 1 £ implica o triangulo AOV'T ser retangulo em T, e
podemos escrever, usando o teorema de Pitdgoras, que r? = d*—k*. Essa quantidade
é a poténcia do ponto O em relacao a £. Considere que a semirreta O? intersepta

Eem Peem W, mas W # P. Aplicando poténcia do ponto em O, temos que

|OP| - |OW| = d*> — k* = % (1.9)

Como W esta na semirreta (ﬁ por construcao, (1.9) nos permite concluir que W é

o inverso de P. Devemos ter W = P’, ou seja, £ passa por P’.

2. Partindo da premissa de que € passa por P e seu inverso P’ = I, (P), necessitamos
provar que Z e &£ sao ortogonais. A definicao de inversao geométrica nos permite

escrever:

|OP| - |OP'| = r*. (1.10)
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Como estamos assumindo que P’ estd sobre &, é vélida a seguinte expressao da

poténcia de ponto:

|OP| - |OP'| = d* — k*. (1.11)

Comparando (1.10) com (1.11), temos que r* = d* — k*.

Segue, pelo Teorema de
Pitagoras, que o triangulo AOVT, cujos lados tém medidas d, k e r, é retangulo

em 71'. Portanto £ é ortogonal a 7.

3. Partindo da premissa de que Z e £ sao ortogonais, necessitamos provar que, se &
passa por P, também passa pelo seu inverso P’ = Ip,.(P). Considere W o outro
ponto de interseccao entre O? e £, entao é valida a seguinte expressao da poténcia

de ponto:

|OP| - |OW| = d* — k% (1.12)

Como nesse item estamos assumindo a ortogonalidade de Z e £, o Teorema de
Pitdgoras permite escrever a relacdo 72 = d* — k* para as medidas dos lados do

triangulo AOV'T, o que permite escrever a expressao 1.11 como

|OP| - |OW| = r*. (1.13)

Assim, pela definicio de inversdo geométrica, W é o inverso de P, W = Ip,(P),

como querfamos (Gray,2011). O

Falaremos agora de algumas propriedades importantes da transformacao de inversao,
que pode levar reta em reta, reta em circulo, circulo em circulo, circulo em reta. Antes

recordamos que quaisquer pontos sobre o circulo de inversao sao levados neles mesmos.

Proposicao 1.1.6. Considere um circulo de inversio Z com raio r e centro O.

i) Qualquer reta € que passe pelo centro da circunferéncia de inversao, € invertida

nela mesma, £ = €. Veja a figura 1.6

ii) Se £ é um circulo que passa pelo centro do circulo de inversio I, entdo a imagem
da inversao geométrica de € (menos o centro de inversio O) é uma reta £ que nao
passa pelo centro do circulo de inversdao e € paralela a reta t, tangente a € em O.

Veja a figura 1.7

i1i) Uma reta que nao passe pelo centro do circulo de inversao L é transformada em um
circulo £ que passa pelo centro do circulo de inversao. Fssa propriedade € a inversa

da propriedade anterior. Veja a Figura 1.7
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iv) Se & € um circulo que ndo passe pelo centro de inversao, seu inverso ' é também

um circulo que nao passa pelo centro de inversao. Veja a figura 1.8
Demonstragao.

i) Considere £ uma reta qualquer que passe por O. Decorre diretamente da definigao
de inversao geométrica em que, todos os pontos de &, exceto O, serao invertidos em
pontos sobre a mesma reta £. Da mesma forma, todos os pontos de £, exceto O,
sao imagem de algum ponto de £. Em especial os pontos de £ que estao sobre a
circunferéncia de inversao Z sao invertidos neles mesmos A = A’ e B = B’, como ja

foi discutido no item 4w da proposicao 1.1.1. Conclui-se que £ = &'.

Figura 1.6: Toda reta que passa pelo centro de inversao ¢ invertida nela mesma. Na figura
estd mostrada £ e R, cujas inversas sao &' = £ e R’ = R. Note que o ponto interno C' é

levado ao ponto externo C’ e os pontos A e B, sobre Z, sao levados neles mesmos A = A’
e B=0.

i1) Seja & um circulo com centro em C', que passe pelo centro de inversao O. Chamemos
P o ponto diametralmente oposto a O e s a semirreta O‘}>7, que ira cruzar com &£ no
ponto P. Queremos mostrar que esse circulo é invertido na reta £, perpendicular a
Cﬁ e paralela a tangente ao circulo £ no ponto O.
Construimos a tangente ¢ ao circulo €& no ponto O. Essa tangente é perpendicular a
reta s, ja que a semi-reta s é diametral e contém o ponto de tangéncia O. Tomando
um ponto A # P e A # O sobre &, encontramos os inversos P’ = Ip,(P) e
A" =15 ,.(A) (Pontos que formarao o lado A’P" do AA’OP"). Como A estd sobre &,
o triangulo AOAP é retangulo em A *. Da definicao de inversiao geométrica, o ponto
P’ estd sobre O? e A’ estd sobre 0—121, de modo que os triangulos AOAP (retangulo
em A) e AOA'P' possuem um angulo em comum, POA = PPOA!. Temos também

OP-OP' =1*>e¢ OA-OA =12, 0 que nos permite escrever:

4A demonstracdo desse fato pode ser consultada em Euclides III. 31.
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Figura 1.7: Inversao de reta que nao passa pelo centro de inversao em circulo que passa
pelo centro de inversao e vice-versa.

i)

OA OPF
oP OA"

(1.14)

Podemos concluir que os triangulos AOAP e AOA’' P’ sao semelhantes com a con-
gruéncia dos seguintes angulos correspondentes: OP'A' = OAP. Como AOAP é
retangulo em A, podemos concluir que o triangulo AOP'A’ é retangulo em P’

Assim qualquer ponto tomado sobre £ diferente de A, P e O, sempre serd possivel
provar de forma andloga ao apresentado anteriormente que seu inverso estard sobre
a reta suporte ao lado A’P’, isso mostra que o inverso de qualquer ponto sobre &,
estard sobre essa tal reta que chamaremos de £ perpendicular a s em P’ e paralela

at.

Tracamos uma reta £ que nao passe pelo centro de inversao. Partindo do ponto O,
tracemos uma semirreta perpendicular & £ que ird encontra-la no ponto P’. Tome-
mos sobre £ outro ponto A" qualquer, diferente de P’. Aplicando a transformacao
de inversao geométrica sobre esses pontos encontramos os pontos P = IO,T(P’ ) e
A = Ip,(4"). Da defini¢ao de inversao geométrica o ponto P estd sobre OP' e A
estd sobre OA’, de modo que os triangulos AOP'A’ (retangulo em P') e AOAP
possuem um angulo em comum, P'OA’ = POA. Temos também OP - OP' = 12 ¢

OA-OA =% o que nos permite escrever:

OA  OPF
oP OA"

(1.15)
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iv)

Podemos concluir que os triangulos AOP'A" e AOAP sao semelhantes. Temos
OP'A' = OAP. Como AOP' A’ é retangulo em P', AOAP é retangulo em A, entao
A estd sobre um circulo £ de diAmetro OP. Entdao, para todo ponto escolhido A’,
sua imagem é um ponto sobre o circulo £. E todo ponto sobre a reta £ ¢ imagem
de algum ponto sobre £. Assim, inverso da reta £ é um circulo £ de diametro P e

O, embora o centro de inversao O nao seja imagem de nenhum ponto sobre £’

Seja £ um circulo de centro FE, exterior ao circulo de inversao Z. Tracamos a
partir de O, uma reta que intersecte £ no ponto A. Tomam-se os pontos B e
C' na interseccao da reta OF com & e os inversos A’ = Io.(A), B = Ip.(B) e
C" = Ip,(C). O ABAC é retangulo em A, pois A estd sobre um circulo &€ de

diametro BC'. A definicao de inversao geométrica nos permite escrever:

OA OB
. /: . /: 2 _ =
OA-OA' =0B-OB =7 = 5= o1 © (1.16)
OA OC
A-0A =0C-0C" = r? —= = 1.1
OA-OA =0C-0C' =r = 56= oh (1.17)

Assim, os triangulos AOAB e AOB'A’ sao semelhantes, bem como os triangulos
ANOAC e ANOC'A’. Como consequéncia, sao congruentes os angulos OAB e OB'A! ,
cujas medidas podemos chamar a. Os angulo externo em C’, suplementar ao angulo
OC' A , também é congruente ao angulo externo em A, suplementar ao angulo OAC ,

que podemos chamar f3.

O triangulo ABAC é retangulo em A , logo os angulos o e 8 com vértice em
A somados da um angulo reto. « e [ também sao angulos internos do triangulo
AC'A'B' (veja figura 1.8). Entao C"A’B’ é angulo reto, o que permite concluir que

o ponto A" estd sobre uma circunferéncia, que chamaremos &’, de diametro C'B’. OJ

Figura 1.8: Inversao de circulo que nao passa pelo centro de inversao.
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Uma caracteristica importante da inversao geométrica ¢ que ela preserva angulos, seja
entre duas circunferéncias, duas retas ou em uma reta e uma circunferéncia. O angulo
formado pelas tangentes num ponto de interseccao das curvas é congruente ao angulo
formado pelas tangentes das mesmas curvas, quando estas sao transformadas ao ponto
inverso em relagao ao ponto de interseccao. Abaixo mostraremos um caso particular de

dois circulos que se interceptam no centro de inversao.

Proposicao 1.1.7. Duas curvas que se intersectam no ponto P, dentre as quais podem
ser duas circunferéncias, uma circunferéncia e uma reta ou duas retas, apresentam o
angulo formado por elas em P congruente ao angulo formado pelas imagens por inversao

geométrica dessas curvas no ponto P inverso de P (Linhares, 2022)

Demonstracgao.

Seja o circulo de inversao Z. Aqui daremos uma demonstracao para duas retas R e
S que concorrem no ponto P # O, mas para os outros casos a prova poderd ser feita de
forma andloga Os inversos em relacao a Z de R, S e P serao as circunferéncias R', S’ e o
ponto P’, respectivamente. Denominamos ©; o angulo entre R e S; ©, o angulo formado

pelas retas t; e ty, tangentes a &’ e R/, respectivamente, no centro O. (figura 1.9)

Figura 1.9: Angulos sao preservados: ©; = O,

O3 é o angulo formado pelas retas t3 e t,, tangentes a S’ e R/, respectivamente, no ponto
P' (figura 1.10). Queremos mostrar que O, O, e O3 sdo congruentes. Sabemos que:
t1 ]| S ety || R (veja a proposigao 1.1.6, item 7).

A reta § é uma transversal as paralelas R e t9, logo o angulo formado pelas retas R e S,
RS = O,,e pelas retas to e S, t/2§\9 = 0, sao angulos correspondentes, ©; = ©7. Como t,
é uma transversal as paralelas t; e S, os angulos ©] e ©, sao correspondentes, O] = O,.
(figura:1.11)
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Figura 1.11: Angulos sdo preservados: ©; = 1 =6,

Agora, o triangulo ANOP’ ¢é is6sceles, com os lados tangentes ao circulo &', temos
NO = NP'. Entio NOP' = a; = ay = NP'O. (figura:1.12)
Analogamente para o tridngulo AQOP’, isésceles, com lados tangentes ao circulo R/,
temos QO = QP'. Entao Q/O?’ =p1 = P = Cﬁ?’\O (figura:1.13). Portanto oy + 1 =
s + Po. Além disso ©y = a3 + 1 e O3 = as + 2 sdo opostos pelos seus respectivos

vértices. Podemos assim concluir que ©1 = ©, = O3 (Figura: 1.14). Como querfamos. [J

Se o angulo formado pelas retas R e S for reto, os pontos PGOF' indicados na figura
1.14 formam um quadrildtero ciclico (quadrildtero inscritivel com a propriedade da soma

dos angulos opostos serem dois retos). Ainda sobre a proposi¢ao 1.1.7, para o caso de
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Figura 1.13: Angulos sao preservados: 31 = [

angulos na interseccao de dois circulos, essa propriedade da inversao se mantém, ou seja,
o angulo formado pelas imagens de dois circulos que se interceptam em dois pontos, é
congruente ao angulo formado por esses circulos. Lembrando que, o angulo entre dois
circulos em um ponto de interseccao entre eles é definido pelas tangentes nesse ponto.

Veja a figura 1.15.

Proposigao 1.1.8 (Distancia entre dois pontos inversos: Férmula para distancias). Con-
sidere o circulo de inversao I de centro O e raio r. Tomemos dois pontos A e B no
interior desse circulo de modo que o ponto O esteja entre os pontos A e B, e os trés pon-
tos sejam colineares. Seja A" e B' os inversos de A e B com respeito a I, e ambos sobre

a mesma reta que passa por A e B. Entao a distancia entre A’ e B, pode ser calculada
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Figura 1.15: O angulo reto entre as retas, permite escrever um quadrilatero ciclico com
os pontos de interseccao dessas retas com suas respectivas paralelas.

AB| - r?
usando, |A'B'| = AB] -1

= ' 1.17.
OA- [OB] Veja a figura 1.17

Demonstragao. Vamos dizer que a distancia entre A e B é d, e entre A" e B’ é D.
Sabemos pela definicdo de ponto inverso que: OA-OA' = r?, e que: OB - OB’ = r%
Pela configuragao da figura 1.17, d = OA+ OB e que, D = OA’ + OB’ (Mesquita, 2022).

Entao,
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Figura 1.16: Em circulos que se cruzam formando angulos retos, podemos também escre-
ver um quadrildtero PV P'U ciclico.

./‘/ \.\.
/s N
a z \
/ \
A f I A B \. B'
\ 0 1
\ /
N, /
N, s
N, P

Y — —t

Figura 1.17: Calculando a distancia entre A’ e B’

7,2 7,2
b= 51"0o8
r2(OB + OA)
p = BT YA)
= OA-OB
r2.d
=D = 5o on (1.18)

Como as distancias sao numeros positivos, fica assim estabelecida uma relacao que
permite calcular a distancia entre dois pontos transformados por inversao. Num caso
mais geral em que os pontos A e B e seus transformados, nao sejam todos colineares,

vale a mesma relagao acima, mas usaremos relagoes de semelhanca em triangulos para
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encontra-la.

1.2 Atividade a ser desenvolvida: Construindo o

quebra-cabecas inversivo

O objetivo dessa atividade é ensinar propriedades basicas da inversao no circulo, de
forma ludica, ou seja construindo para tanto, um disco onde sera colocada uma figura no
seu interior, depois recortaremos esse disco no formato dos quebra-cabecas convencionais,
essa figura dentro do disco, é a imagem que serd invertida usando o geogebra. A ideia
é que, construindo, brincando e fazendo uma analise das propriedades de inversao que
foram utilizadas na montagem do quebra-cabecas, o aluno possa aprender sobre como as
curvas e retas se comportam nesse espaco geométrico. Ele podera observar as proprieda-
des que essa transformacao geométrica proporciona. A partir das imagens inversas e em
comparagao com a imagens originais, e uma vez que tomou conhecimentos das proprie-
dades dessa transformacao geométrica, podera verifica-las quando montar corretamente o
quebra-cabeca. Por exemplo, ele podera verificar que retas na imagem invertida podera
ser na verdade arcos na imagem original e vice-versa.

Para que se entenda o funcionamento desse quebra-cabegas, é necessario um prévio
conhecimento, mesmo que sucinto, de inversao na circunferéncia. Entao, sugerimos ser
desenvolvido nas turmas finais do ciclo autoral do ensino fundamental.

Recomendamos que seja no formato de um projeto, que possa ser desenvolvido ao
longo de um semestre. Isso vai depender da necessidade da turma e de seu desenvolvi-
mento. Por isso nao definimos tempo. O professor pode ajustar ao que lhe parecer melhor,
ou dividir essa atividade em moédulos de aprendizagem. Julgamos que cada mdédulo en-

cerra em si habilidades e conhecimentos a desenvolver.

1.2.1 Descrigao da atividade

1. Com o recurso do programa de geometria dinamica Geogebra, propoe que os alunos
verifiquem os principais casos de inversao explorados nesse trabalho, bem como suas
propriedades. Sugerimos a verificagao do comportamento de segmentos de reta e
arcos de cincunferéncia quando submetidos a inversao. Essa etapa é primordial, pois
é nela em que os alunos percebem como distancias, angulos e o formato das figuras

mantém-se ou nao apods a inversao.

2. Ainda nessa fase do uso da ferramenta Geogebra, o aluno ird construir alguns
poligonos estudados em geometria plana, tais como quadrado, losango, trapézio,
etc. O intuito aqui é ele perceber como essas figuras ficam apds inverte-las sob

essa transformacgao. Também, o aluno podera perceber como ficaria a imagem de
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Figura 1.18: Inversao de um triangulo qualquer

Figura 1.19: Inversao de um triangulo com um dos vértices em O
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uma figura invertida no circulo em que um de seus vértices esta sobre o centro de

inversao. Veja as figuras 1.18 e 1.19.

3. Nessa etapa, partiremos para construcao fisica do quebra-cabecas. Antes é ne-
cessario que o aluno aprenda a desenhar figuras utilizando circulos como base para
serem combinados e se formar figuras compostas. Essa técnica de construir ima-
gens a partir de um circulo pode requerer um pouco de conhecimento no uso das
ferramentas digitas. A construcao dessas figuras é relativamente facil no programa
de geometria dinamica Geogebra, no qual podemos tracar circulos, retas e arcos de

circulos.

Figura 1.20: Figura do urso que sera invertida

Um exemplo dessa figura é o que se vé nas figuras 1.20. Essa figura sera utilizada
para construir o quebra-cabegas, é ela que o aluno deverd montar. Com centro
de inversao no ponto O, toda essa figura é invertida na figura 1.21, onde podemos
observar uma propriedade da inversao geométrica. Vemos que as circunferéncias
R e S da figura 1.20, sao invertidas nas retas R || S. Uma vez feita a figura no
Geogebra. Utilizando o gabarito (anexo), iremos colar verso com verso a figura e
o gabarito. Em seguida recortaremos formando assim as pecas do quebra-cabecas.

veja figuras 1.22 e 1.23.

4. Com todo quebra-cabecas montado, os alunos irdo jogar (montando corretamente
as pegas), primeiramente observando as imagens invertidas das figuras. O desafio é
a partir dessas figuras montarem a imagem “real”. Para os anos iniciais do ensino
fundamental, terd a ajuda das cores, ou seja cada parte da figura invertida tera
uma cor especifica, assim montarao seguindo a ordem das cores. Nosso intuito é

familiarizar o aluno com essa nova linguagem geométrica, e o propdsito maior é ir
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Figura 1.21: Urso invertido a partir do ponto O

Figura 1.22: Quebra-cabecas inversivel: Pecas que o compoe
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Figura 1.23: Quebra-cabecas: Montagem de uma figura com os cards das propriedades
usadas nessa figura
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inserindo de forma lidica conceitos dessa transformagao geométrica e conceitos ge-
rais de geometria. O professor podera usar esse quebra-cabecas como um facilitador

ao inicio do desenvolvimento do pensamento geométrico no aluno.

1.2.2 Recomendacoes ao professor

Para os anos iniciais do ensino fundamental poderemos fazer algumas adaptacoes. Nessa
etapa do ensino nao sera possivel ensinar as propriedades desta transformacao geométrica
de maneira formalizada em teoremas e demonstragoes como apresentadas neste trabalho,
os conceitos sobre inversao circular serao inseridos de maneira mais lidica propondo uma
adaptacao do quebra-cabecas para essas turmas. Para essa adaptacao, o quebra-cabecas
podera ter para cada parte da imagem invertida uma cor correspondente a mesma parte
da imagem a ser encaixada. Assim na montagem do quebra-cabecas inversivo, basta
encaixar corretamente as pecas correspondentes de mesma cor.

Esta atividade de construir e “jogar’com um quebra-cabegas inversivo adaptado a
cada turma do ensino fundamental para exploracao das propriedades desta transformacao
geométrica, nao dispensa saber como montar qualquer quebra-cabecas convencional, pelo
menos no fato de que para “montar”’o jogo corretamente, ambos partem do principio
de que a escolha das pecas corretas, se da a partir da observacao de uma imagem de
referéncia. Diferente dos quebra-cabegas convencionais, em que a figura a ser montada é
igual a imagem de referéncia, no quebra-cabecas inversivo a imagem de referéncia, nao se

parece em nada com a figura que serd montada desse quebra-cabecas.



Capitulo 2

TEOREMAS CELEBRES E A
INVERSAO NO CIRCULO

2.1 Teorema de Ptolomeu

Claudio Ptolomeu (90-168 D.C.) astronomo que viveu em Alexandria, no Egito, autor do
tratado de astronomia mais importante de sua época que ficou conhecido como Almagesto.
Nessa obra Ptolomeu da uma breve explicacao do que vinha ser conhecido como o teorema
de Ptolomeu (Eves,2011). Este teorema diz respeito ao produto das diagonais de um
quadrilatero convexo inscritivel, ou seja, aquele quadrilatero cujos vértices sao pontos
sobre a circunferéncia. Num quadrilatero inscritivel, o produto de suas diagonais é igual

a soma do produto dos lados opostos. (Figura 2.1).

Figura 2.1: Quadrilatero inscritivel. ® + A =3+ 0

Proposicao 2.1.1. Seja ABC'D um quadrilatero convexo, com lados AB = a, BC =
b,CD = ¢, DA = d, diagonais AC = m e BD = n. Se ABCD for inscritivel, entdo
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Figura 2.2: Teorema de Ptolomeu por inversao circular

tem-se a relacao:
m-n=a-c+b-d

A seguir apresentaremos uma demonstracao usando a inversao geométrica e, em espe-
cial, a transformacao da distancia entre dois pontos por inversao circular. Chegaremos a

mesma relagao acima, enunciada nos livros didaticos como sendo o teorema de Ptolomeu.

2.1.1 Demonstracao do Teorema de Ptolomeu por inversao cir-

cular

Queremos mostrar que, se o quadrilatero ABC'D é inscritivel, entao vale a relagao: |BD|-
|AC| = |CD|-|AB|+ |BC|-|AD|.
Para demonstrarmos o teorema de Ptolomeu usando inversao no circulo (Mesquita.2022),
admitiremos que um dos seus vértices € o centro do circulo de inversao de raio arbitrario
r, digamos o ponto A. Ao centrar um dos vértices do quadrilatero inscritivel no centro
do circulo de inversao, o circulo em que esse quadrilatero esta inscrito é um circulo que
passa pelo centro do circulo de inversao, isso quer dizer que sera transformado em uma
reta f que nao passa pelo centro do circulo de inversao. Veja a figura 2.2.
Inicialmente prolonguemos os segmentos AB, AC' e AD até encontrar a reta f nos pontos
B',C"e D', inversos de B, C e D, respectivamente. A ideia de transformar esse pontos que
estao sobre uma circunferéncia em pontos sobre uma reta torna o problema mais simples,
pois trata-se de encontrar uma relacao entre as distancias desses pontos transformados
na reta.

Usando a definicio de inversio no circulo, temos que, |AB|-|AB’'| = |AC|-|AC"| = r?,

isso implica dizer que:
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|AB'|  |AC|
|AC|  |AB|

Se os triangulos AABC ¢ AAC'B’ compartilham o mesmo angulo (54\(7 = @’) e
estabelecem a relacao acima, AABC e AAC’ B' s6 podem ser semelhantes. Logo, podemos
concluir que ABC = AC'B , ACB = AB'C" ¢ ainda:

|AB|  |AC|  |BC|
|AC"|  |AB'|  |B'C)’

0 que nos permite escrever,

AC'| - |BC BC| - r?
o ACLIBC) _ |BO|
|AB]| |AB| - |AC|

(2.1)

Analogamente, para os triangulos AADC e AAC'D’ | e para os triangulos AABD e
ANAD'B’, temos

CD|-r?
C/D/ |
DV = ipraer ©
BD| - r?

B'D'| = |— 2.2

|B"D| AD[ - [AD] (2.2)
Como |B'D'| = |C'D'| + |B'C’|, fazendo as substitui¢oes e os devidos cancelamentos
temos:

|BD] - r? |ICD| - r? |BC| - r?

|AD|-|AB| — |AD|-|AC| = |AB|-|AC|

Multiplicando toda a expressao acima por (AB - AC' - AD), resulta em:

|BD| - |AC| = |CD| - |AB| + | BC| - |AD| (2.3)

como queriamos. [
Vale lembrar que a igualdade sé é verdadeira se os transformados B’, C’ e D' sao colineares.
Isso garante que o quadrilatero ABC'D seja inscritivel.

O que nos chama bastante a atencao aqui é que, para mostrarmos que é possivel provar
o teorema de Ptolomeu por inversao, tivemos que nos valer de um conhecimento ensinado
desde o ensino fundamental, que é a semelhanca de triangulos. E para encontrar essa
semelhanca que a principio parece pouco provavel, so foi possivel aplicando a definicao de

inversao no circulo e a semelhanca de triangulos s6 foi estabelecida posteriormente.
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2.2 Cadeia de Pappus

A cadeia de Pappus é um problema da época de Pappus de Alexandria (290 - 350 D.C),
uma extensao do trabalho de Arquimedes sobre arbelos que consiste em, tomando trés
pontos A, B e C', com C entre A e B, tragar trés semicircunferéncias R , S e Cy de
diametros AB, AC e CB, respectivamente (Figura 2.3). Entre as semicircunferéncias R
e S, escreve-se uma cadeia de circunferéncias C, Cy, ..., todas tangentes a R e S, e cada

circunferéncia seguinte, tangente a anterior, comecando em Cj.

R

A C B

Figura 2.3: Cadeia de Pappus |

Tomando como centro de inversao o ponto A, o segmento AB é invertido nele mesmo.
As semicircunferéncias R e S que passam pelo centro de inversao e sao perpendiculares
ao segmento AB, sao invertidas nas retas R’ e &’ paralelas distintas e perpendiculares ao
segmento AB . Escolhe-se a circunferéncia de inversao Z de tal forma que os pontos B
e C sao invertidos nos pontos B’ e (', respectivamente. Isto ¢ C = B’ ¢ B = C’. Dessa
forma, as retas R’ e S’ (inversas de R e S) passam pelos pontos C' e B, respectivamente.
J& as circunferéncias Cp, C, Cs, ... sdo transformadas nas circunferéncias C, Cy, Cs, ...,
todas com raio de mesmo tamanho (Veja figura 2.4). Usando a transformagao de inversao
geométrica e semelhanca de triangulos, podemos calcular a distancia perpendicular do
centro de qualquer um dos circulos Cy, Cy, Cy, ... até o segmento AB, bem como o raio de
qualquer um deles da cadeia de Pappus. Vale ressaltar que, para a solu¢ao do problema de
Pappus, é imprescindivel lembrarmos que a transformacao de inversao preserva tangéncias,
ou seja, os pontos de tangéncia se mantém entre objetos geométricos apds suas inversoes.

O problema aqui consiste em mostrar que, usando o teorema de Pitagoras, seme-
lhancas de triangulos e a definicao de inversao, podemos calcular que a distancia entre o
centro de qualquer circulo ao segmento AB, é o dobro do raio desse circulo. Primeira-
mente tomando sobre uma reta trés pontos A, B e C que serao extremos de diametros

como mencionados anteriormente. Vamos dizer que a semicircunferéncia R serd invertida
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Figura 2.4: Cadeia de Pappus II.

na semirreta R’ perpendicular a AB por C, e a semicircunferéncia S na semirreta S’
também perpendicular a AB por B. Essa escolha é bem apropriada pois assim o raio do
circulo de inversao j4 fica determinado e podemos dizer queB = I4,(C) e C = I4,(B),
como ilustrado na figura 2.4. Isso nos dard Cy = Cj. Estamos adotando o circulo Cy
para realizar os calculos, mas podera ser qualquer um dentro da cadeia de circulos C,
por exemplo. Aqui ndo mostraremos os exaustivos cdlculos que se pode realizar para tal

demonstracao, mas indicaremos os passos que conduzem a isso.

Como, B' = I7,(C) e C' = I7,(B), e colocando AC = 2R, CB = 25, o raio de inversao
pode ser obtido:

C'=1I7,(B) = AC-AB=r"
= 2R-(2R+29) =1r?
= r=2-VR2+ RS (2.4)

Baixemos a perpendicular PD, sendo P o centro do circulo Cy. Baixemos, também, a

perpendicular QF sendo @ o centro de C . Note que o centro de C5 nao é o inverso
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do centro de Cy. Tomamos uma tangente a Cy e C5 que terd os pontos de tangéncia T'
e T' respectivamente. Assim temos os triangulos retangulos AAPD, ANAQE , NATP,
AAT'Q. Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo AAQFE podemos determinar o
lado AQ. Aplicando novamente o teorema de Pitdgoras no triangulo AAT'Q, podemos
encontrar AT'. E usando a defini¢ao de inversao para os pontos T'e T" (j& que sao inversos
um do outro), podemos encontrar AT, o que facilitard encontrar o raio TP do circulo Cs
por semelhanca entre os triangulos AATP e AAT'Q.

Agora tendo AT e T'P podemos novamente aplicar o teorema de Pitdgoras e determi-
nar AP. Finalmente, para encontrarmos a distancia do centro de Cy até o segmento AB,
a semelhanca entre os triangulos AAPD e AAQEFE nos dard PD. Logo podemos verificar
PD =2-TP, como queriamos mostrar. Em geral, para um certo circulo C,, de centro P,
em que D, é o pé da perpendicular P,D, a AB, podemos escrever P,D, = 2nT, P,, no

qual T;, é o ponto de tangéncia em C,, de uma reta que passa por A.

2.3 Teorema dos quatro circulos

Uma das mais belas aplicacoes da transformacao de inversao circular é o problema deno-
minado por alguns autores por problema dos quatro circulos. Nele podemos observar como
um problema de natureza complexa pode ser simplificado noutro de natureza mais simples
em que o uso de semelhanca de triangulos e o teorema do angulo externo podem resolver
o problema. O teorema dos quatro circulos, ou também chamado de Teorema de Miquel
(1816-1851) (Wells P.151), é um problema envolvendo intersecc¢ao de quatro circulos dois a
dois. Esse problema, ja conhecido por Steiner (1796 - 1863), tinha como propésito mostrar
que os pontos de interseccao desses circulos podiam ser tanto conciclicos como colinea-
res. Esse problema pode ser demonstrado de varias maneiras, mas aqui discutiremos uma
demonstracao usando inversao circular (Stankova.2018). Como condigoes necessarias a
demonstracao (para essa) requer o uso do conceito de quadrilatero ciclico. Daremos aqui,

de forma breve, as condi¢oes que estabelecem se quatro pontos sao conciclicos ou nao.

2.3.1 Quadrilatero ciclico

Um quadrilatero ciclico é aquele cujos vértices estao sobre uma circunferéncia.Seus vértices

sao ditos conciclicos.

Proposigao 2.3.1. Angulo internos no quadrilatero ciclico Seja o quadrildtero con-
vexo A, B,C, D, esse quadrildtero é dito ciclico se, e somente se, a soma de dois angulos

internos opostos € igual a dois retos.
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Figura 2.5: Quadrilatero ciclico. A soma de dois angulos internos opostos é igual a dois
retos. O angulo externo de um quadrilatero ciclico, é igual ao angulo oposto ao seu
suplementar

Demonstragao. Seja uma circunferéncia que passe por A, B, C, D, e um quadrilatero
convexo que tenha esses pontos como seus vértices (veja figura 2.5 ). Na prova da im-
plicacao direta queremos mostrar que se esse quadrilatero é ciclico, entao a soma de dois
angulos internos e opostos desse quadrildtero somam 180°. Inicialmente ligamos B a

D.Assim, fica determinado o triangulo AABD a respeito do qual podemos escrever:

BAD + ABD + ADB = 180° = ABD + ADD = 180° — BAD (2.5)

O angulo BCA descreve o mesmo arco AB que o angulo @, logo BCA = ADB.
Analogamente o angulo ACD descreve o mesmo arco AD que o angulo ZB\D, ou seja
ACD = ABD. Substituindo em 2.5 podemos escrever:

ACD + BCA = 180° — BAD. (2.6)

Sabendo que BCD = ACD + @, 2.6 fica:

BCD = 180° — BAD
= BCD + BAD = 180° (2.7)

De forma analoga podemos mostrar a mesma propriedade a respeito do outro par de

angulos opostos:

ABC + ADC = 180° (2.8)
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Na prova da implicacao contraria queremos mostrar que se a soma de dois angulos
internos opostos é igual a dois retos esse quadrilatero é ciclico. Comegamos por mostrar
que, se BAD+BCD = 180°, entao o quadrilatero ABC'D é ciclico. Faremos isso supondo,
inicialmente, que BAD + BCD = 180° ¢ o quadrilatero ABCD ndao € ciclico, isto é, o
ponto A nao é conciclico com B, C, D. Considere um circulo que contenha os pontos B, C'
e D. No caso em que A esta fora desse circulo existe um ponto A’ que resulta da intersecao
do quadrildtero ABC'D com esse circulo, formando o quadrildtero ciclico A’BC'D, como
indica a figura (2.6). Se A é um ponto externo ao circulo A’BCD, consideremos que A’
seja o ponto de interseccao do circulo (A’BC'D) com o segmento AB. Como o quadrildtero

A'BCD é ciclico, podemos escrever:
)

BA'D + BCD = 180°. (2.9)

Comparando com BAD + BCD = 180°, podemos concluir que BAD = @, o que é
um absurdo, pois BAD ¢ angulo externo ao triangulo AAA'D, pois, pelo teorema do
angulo externo, deveriamos ter BA'D > BAD. Logo, para em que o quadrilatero ABC'D
seja ciclico, é necessario que o ponto A esteja sobre o circulo ABC'D. Analogamente,
podemos proceder da mesma maneira para o ponto A dentro do circulo ABCD, dessa
maneira prolonga-se o lado AB até intersectar o circulo em A’ (veja figura 2.7), daf segue
de maneira semelhante ao que ja foi feito (2.9) concluindo mais uma vez que BAD >
BA'D. Assim, A nao pode estar fora nem dentro do circulo ABCD, restando apenas
a possibilidade de ele estar sobre esse circulo. Portanto, o quadrilatero formado pelos

pontos A, B,C e D é um quadrilatero ciclico. [J

Proposicao 2.3.2. Angulo externo ao quadrilatero ciclico
Seja A, B,C, D um quadrildtero ciclico. Qualquer um de seus angulos externos € igual

ao oposto de seu suplementar (veja a figura 2.5 na qual mostra como exemplo que o angulo

externo BCE ¢ 1gual ao oposto BAD de seu suplementar @)

Demonstragao. Inicialmente vamos prolongar o lado DC' até o ponto E. Como

BCD ¢ suplementar a B/C'\E, e nos valendo da proposicao 2.3.1, podemos escrever:

BCE + BCD = 180° ¢,
BAD + BCD = 180°.

[gualando os dois primeiros membros, tem-se:

BCE = BAD. (2.10)
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Figura 2.6: Quadrilatero ciclico com o ponto A fora do circulo

Figura 2.7: Quadrilatero ciclico com o ponto A dentro do circulo

35
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2.3.2 Teorema de Miquel

Proposicao 2.3.3. Seja A, B,C e D pontos consecutivos sobre um circulo. Sobre cada
par de pontos A, B; B,C; C,D e D,A passa um dos quatro circulos R, S, P e Q,
respectivamente. Os quatro demais pontos de interseccao Ay, By, C1 e Dy, de modo que
RNS ={C;C1}, SNP ={B; B}, PNQ ={A; A1} e QNR = {D; Dy} também estardo

sobre um circulo (veja a figura 2.8).

Demonstragao. Tomemos um circulo de inversao com centro em A e raio qualquer.
Invertemos os circulos R, S, P e Q. Os circulos P e Q contém o centro de inversao A e
sao invertidos nas retas P’ e Q' que se interceptam em A] e contém os pontos B’ e D',
respectivamente (veja figura 2.9). Analogamente, o circulo que passa por A, B, C, D (veja
o circulo tracejado na figura 2.8) é invertido na reta que passa por B', C', D' (veja linha
tracejada na figura 2.9).

Queremos mostrar que, se os pontos A, B, C, D forem conciclicos, os pontos A, By, Cf,
D7 sao conciclicos, o que nos permitird concluir que os pontos Ay, By, C1, D; também
serao conciclicos. Para mostrar isso, vamos usar a condicao 2.10 nos circulos R’ , S’ e
no quadrildrero que passa por A}, By, C7, D}. Sabemos que os pontos D', C’, C}, Dj sao
conciclicos, bem como os pontos B',C’, By, C{. Além disso, os circulos R' e 8" comparti-
lham esses mesmos dois pontos C’, C (veja a figura 2.9).

_— — >

Como, B'C'C] = D'DC] = A|B|C}, podemos afirmar que o quadrildtero formado
pelos pontos A}, By, C}, D} é ciclico, logo os pontos A}, By, C}, D} sdao conciclicos. Apli-
cando a transformagao de inversao (14,), na circunferéncia que passa por A}, By, C1, D},
nos trara de volta a circunferéncia que passa por A, By, C1, D1, pois o circulo que nao
passa pelo centro de inversao é transformado noutro circulo que nao passa pelo centro de

inversao. [
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Figura 2.8: Teorema dos 4 circulos

Figura 2.9: Inversao dos objetos da figura 2.8:“Teorema de Miquel invertido.”

37
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2.4 Semiplano superior de Poincaré e inversao

O semiplano de Poincaré H Veja a figura 2.10 é o conjuntos de pontos (x,%) do plano R?

que estd acima do eixo das abscissas, excluindo esse eixo:
H = {(z,y) € R*|y > 0}

Esse é um dos modelos do plano hiperbédlico descoberto pelo matematico frances Ju-
les Henri Poincaré (1854 - 1912). A ideia de plano hiperbdlico surgiu nos tempos de
Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1792 - 1856) e Jénos Bolyai (1802 - 1860), quando se
questionava o quinto postulado de Euclides da geometria plana.Foi estabelecido esse novo
sistema geométrico que ficou conhecido como geometria hiperbdlica (Mesquita, 2022).
Aqui discutiremos brevemente os dois modelos dessa geometria devidos a Poincaré. Va-
mos mostrar a passagem de um modelo a outro por meio da transformacao de inversao
na circunferéncia porque: “Em dimensao dois, as inversoes geométricas funcionam exra-
tamente como movimentos rigidos no mundo euclidiano - dizemos que elas sao isometrias
do plano hiperbdlico” (Mesquita, 2022. P. 122).

Figura 2.10: Transformagao por meio da inversao do semiplano superior ao disco de
Poincaré

As retas nesse modelo H para o plano hiperbdlico sao representadas por: a) retas euclidi-
anas perpendiculares ao eixo z (a reta r na figura 2.10); b) semicirculos perpendiculares
a r. Os pontos I',Q, U, & A ¥ © ndo pertencem a H, pois estdo sobre r (a linha foi
colocada pontilhada para indicar nao pertencente ao semiplano superior) e sao chamados
de pontos ideais (que é convencionado denominé-los pontos no infinito). Duas retas que
tém como ponto de encontro um ponto ideal sao ditas retas paralelas. Na figura 2.10

as retas b, c e ¢, d sao paralelas. Os pontos P e T sao ditos pontos ordindrios, esses sim
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pertencem ao semiplano superior.

Tomando uma circunferéncia Z de centro O e raio OV, podemos transformar o semi-
plano superior no disco D, um outro modelo para o plano hiperbdlico, também devido a
Poincaré. Esse processo pode ser feito por projegoes, mas aqui mostraremos que é possivel
por meio da inversao no circulo. Como a reta r é tangente & Z, sua inversa r’ em relacao a
7 ¢é uma circunferéncia que passa pelo centro de Z e pelo ponto de tangéncia ¥, também
representada pontilhada na figura 2.10) para indicar o bordo do disco de Poincaré, mas
cujos pontos nao estao contidos em ID.

Como a transformagao de inversao circular preserva angulos, note que as retas e os
semicirculos de H ortogonais a r (as retas hiperbdlicas), sao transformados em retas ou
arcos de circulos euclidianos ortogonais ao bordo do disco de D (também retas hiperbédlicas
no modelo do disco D). Outra caracteristica é que, as retas b, c e ¢, d, que sdo paralelas
no semiplano, quando transformadas, o paralelismo se mantém. Podemos dizer que as
retas a’ e d’ sao paralelas, pois tem o ponto O comum, sendo esse ponto um ponto que
ao mesmo tempo pertence ao bordo do disco (portanto ponto ideal), como também é o
centro de inversdo (qualquer ponto nesse centro, é transformado em ponto no infinito).
Mantida as mesmas condigoes apds aplicarmos a transformacao de inversao circular, o
disco (excetuando seu bordo r') assim formado com suas retas, é um dos modelos para a

geometria hiperbdlica.






Capitulo 3

APLICACOES NO INVERSOR DE
PEAUCELLIER E DE HART

Nos séculos XVII, XVIII e XIX, houve um crescente interesse no aprimoramento e sur-
gimento de novas maquinas que atendessem as demandas da sociedade. Era época de
grandes transformagoes sociais, politicas, economicas e cientifico-tecnolégicas. Engenhei-
ros e matemdaticos estavam engajados numa espécie de corrida cientifica que levou nao
s6 ao desenvolvimento de artefatos mecanicos que iriam servir ao comércio, mas também
certamente contribuiu para o desenvolvimento da Matematica. O emprego da Geometria
para solucionar problemas praticos de engenharia mostrou como era (e ainda é) impor-

tante essa conexao entre as diversas areas do conhecimento(Cundy, 1961).

3.1 Mecanismo de Watt. Tentativa de criar uma li-
nha reta a partir de um mecanismo livre de bar-

ras guiadas

Criar um mecanismo que descrevesse um movimento retilineo a partir de um movi-
mento circular era uma tarefa dificil, houve varias tentativas, mas todas elas criavam
aproximacoes de um movimento em linha reta, que tornava o dispositivo limitante e,
consequentemente, ineficiente(Cundy, 1961). Um bom exemplo disso foi um mecanismo
criado em 1784 pelo engenheiro britanico James Watt (1784 - 1819),seus trabalhos con-
tribuiram para o aprimoramento da maquina a vapor, que impulsionou a revolugao in-
dustrial (Cundy, 1961). Este mecanismo que era composto de trés varetas (Figura 3.1)
em que duas eram de mesmo tamanho, AC' = DB. P é o ponto médio de DC. Quando
as barras AC e DB sao alongadas, o ponto P tende a descrever uma reta. No en-
tanto, ao final do curso do sistema, o ponto P comeca a descrever uma curva. Se O

conjunto criado por Watt for um paralelogramo cruzado (falaremos mais disso adiante),
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Figura 3.1: Mecanismos de James Watt - Fonte: Cundy

com AB = DC = V2AC = v/2DB, ou seja, quando for um paralelogramo cruzado,
a barra maior for V2 vezes maior que as outras duas menores, o ponto P descreverd a
Lemniscata de Bernoulli. (Cundy, 1961)

Muitos outros mecanismos foram criados com o intuito de descrever um movimento
retilineo, principalmente se esse mecanismo pudesse produzir um movimento em linha
reta em todo seu curso de funcionamento. O fato é que ja se percebia que para se criar

uma linha reta a partir de ligagoes de barras, era preciso um mecanismo com pelo menos
4 barras (Cundy, 1961).

3.2 Inversor de Peaucellier

Em 1864 um matematico e engenheiro francés de nome Charles-Nicolas Peaucellier(1832-
1919), pela primeira vez, apresentou um mecanismo capaz de transformar movimentos
circulares em movimentos retilineos e vise-versa (Cundy, 1961). Foi uma solugao pratica
para o problema da época, e essa solucao foi encontrada baseando-se no estudo das trans-
formagoes geométricas especialmente da transformacao de inversao de dois pontos em
relacao a um circulo.

Algumas fontes apontam que esse mecanismo tenha sido idealizado por Peaucellier,! é
um mecanismo composto por 7 barras, as barras OA e OB sao barras maiores e tem o
mesmo tamanho, quatro barras menores QA, AR, RB e B() possuem o mesmo tamanho,
e uma sétima barra podendo ter qualquer tamanho (Figura 3.2). Se fixarmos o ponto O
e o ponto C, a medida que o ponto ) descreve um movimento circular, seu inverso R
descreverda um movimento retilineo. Peaucellier parece ter encontrado a solucao do pro-
blema recorrente da época. Porém, sua solucao nao recebeu a devida atencao quando foi
apresentada. Mais tarde Yom Tov Lipman Lipkin(1846-1875), redescobriu o mecanismo
levando os créditos pela sua descoberta e publicando a solugao em 1873 (Wolfe,1940).
No inversor de Peaucellier o ponto R que descreve uma reta é inverso do ponto () que

descreve um circulo, podemos ver um cado pratico de aplicacao de uma propriedade dessa

!Optamos por usar o nome “Inversor de Peaucellier”, ao invés de “Inversor de Peaucellier-Lipkin”,
pois algumas referéncias consultadas nesse trabalho nao citam o nome Lipkin, como é mencionado em
outros textos.
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Figura 3.2: Inversor de Peaucellier: no qual OA = OB e QA = AR = RB = BQ. Fonte:
Cundy. 1961

transformacao geométrica. Mostraremos o fato desse pontos serem inversos um do outro.

Seja, OA = OB =ne QA = AR = RB = BQ = m. Com n e m nimeros reais
tais que n > m (veja a figura 3.3). Seja h = AD, aplicando o teorema de Pitdgoras nos
triangulos OAD e QAD temos,

QD = vVm?2—h% e
OD = +n?—h2 (3.1)
Como queremos O(Q) entao,
0OQ = Vn? — h?2 — Vm?2 — h2. (3.2)

Como QD = DR = +vm? — h?, pois QARB é um losango, isso implica:

OR = Vn2 — h2 + Vm?2 — h2. (3.3)

Multiplicando os resultados (3.2) e (3.3), comclui-se que a definigao de inversao ¢é satisfeita

para m e n constantes:

0Q -OR =n* —m?. (3.4)

Assim, podemos dizer que a circunferéncia descrita pelo ponto @), é transformada na reta

descrita pelo ponto R. Depois do inversor de Peaucellier, muitos outros inversores foram
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B

Figura 3.3: O ponto R é inverso do ponto Q

criados ate mesmo com um numero menor de barras.

Outro dispositivo mecanico que transforma movimento circular em movimento linear
¢ o inversor de Hart(1848-1920). Porém, antes de falar desse inversor, precisamos falar o
que é um paralelogramo cruzado, também conhecido como antiparalelogramo (podemos
entender como se um paralelogramo sofresse uma tor¢ao em seus lados maiores). No
paralelogramo cruzado, podemos observar que, tomando um ponto sobre um de seus
lados maiores, seu transformado estard sobre o outro lado maior, isso em relacao a um
circulo com centro em um dos lados menores e com um determinado raio, desde que o
centro de inversao o ponto e seu transformado estejam alinhados. Sendo P’ o inverso de
P, qualquer curva descrita por P’ seréd inversao da curva descrita por P quando todo o

mecanismo entrar em operacao.

Seja o paralelogramo cruzado ABCD da figura 3.4, AB = CD = m e AD = BC = n.
As diagonais desse paralelogramo sao paralelas AC' || BD (Mesquita, 2022). Tomando
e fixando um ponto O sobre o lado AB de modo que OA = a, esse ponto ira servir de
centro de inversao, e por O passa-se uma reta paralela a BD. A interseccao da reta que
passa por O com o lado BC nos da o ponto P. Usando semelhanca de triangulos nao é

dificil mostrar que P’ sobre AD ¢ inverso de P, entao podemos escrever,

AC = Vn? — h? —Vm? — h2, (3.5)

sendo CF = AFE entéao,

BD = v/n? — h2 + vVm? — h2. (3.6)
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Figura 3.4: Paralelogramo cruzado. P’ é inverso de P, em relacao a circunferéncia de
centro O e raio k.

Por outro lado, como o triangulo OB P é semelhante ao triangulo ABC, tem-se:

OP OB OB
ac — ap - 9P=apAC

(3.7)

Analogamente, o triangulo OP'A é semelhante ao triangulo BDA:

oP' AO . A0
5D ~ ap = 9P = BP

Entdo, usando a definicdo de inversdo para os pontos P e P', OP - OP' = k?, pode-se

determinar a partir dos resultados anteriores o raio :

op.op = Mm=a=m) L, (3.8)

m2

Uma caracteristica importante desse paralelogramo é que, nao importa o quanto o ponto
B se afaste ou se aproxime do ponto D, sempre teremos em cada estdgio um paralelogramo
cruzado (desde que B # D, e que ambos se movimentem sobre a reta que passe por BD.
O mesmo vale para AC), entdao os pontos O, P e P', que sdao pontos fixos nas hastes,

sempre estarao alinhados e a razao de inversao sera mantida.

3.3 Inversor de Hart

Esse mecanismo, idealizado em 1874 por Herry Hart(1848-1920) , funcionava como um
inversor transformando movimento circular em movimento linear. Hart se baseou no
principio de funcionamento de um paralelogramo cruzado, sé que utilizava uma barra a
mais (barra GP na figura 3.5). Veja a figura 3.5. Se fixarmos os pontos O e G no plano,

enquanto P descreve um circulo, () descreve uma reta. Os pontos O, P e () sao pontos
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Figura 3.5: Inversor de Hart- Fonte: Cundy, 1961

fixos nas barras AB, AD e BC| respectivamente, como no paralelogramo cruzado, usando
semelhanca de triangulos, nao é dificil mostrar que o ponto () é inverso ao ponto P em
relagao a circunferéncia de centro O e raio k (veja equagao 3.8).

Muitas outras maquinas que produziriam movimento linear foram construidas apds
a invencao de Peaucellier. Ha indicios de que Hart tenha sido o primeiro a descobrir
que podia ser usado um niumero menor de barras para conversao da natureza de um
movimento em outra. Na verdade, cinco barras é o niimero minimo para tal dispositivo
(Cundy, 1961).

A “descoberta” do uso do paralelogramo cruzado na criagao de mecanismos que usam
a inversao no circulo foi um ganho para essa area do conhecimento. Possibilitou nao sé a
criacao e aprimoramento de mecanismos, mas estabeleceu conexoes com problemas anti-
gos, que se julgava impossiveis de resolver. Um problema cléssico dos gregos ¢ a trisseccao
de um angulo, que na época era considerado insolivel; mesmo hoje nao pode ser resolvido
apenas com régua e compasso. Porém, pode-se soluciona-lo usando “ferramentas” mais
complexas. Em (Cundy, 1961) mostrou-se que se pode criar um mecanismo que resolve
o problema: o mecanismo se baseia na juncao de paralelogramos cruzados inspirado no
principio dos mecanismos do Matemadtico britanico Alfred Bray Kempe (1849 - 1922),
sobre o problema de encontrar ligacoes que pudessem descrever movimentos retilineos
exatos. A seguir descreveremos de maneira simples um mecanismo constituido por dois

paralelogramos cruzados.

3.4 Paralelogramos cruzados semelhantes

Na figura 3.6, ADEF e ABCD sao dois paralelogramos cruzados, de modo que AB =
DC, EF = DA e FA = DE. Se os angulos BAD e DAF forem congruentes, teremos
DE - DC = DA?, isto é, C é o inverso de E em relacdo ao circulo no qual DA é o raio
e D o centro. Pode-se iniciar a construcao tomando o ponto E arbitrario, mas interno

ao circulo. Ligando DE e DA, podemos completar o paralelogramo cruzado ADEF,
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Figura 3.6: Paralelogramos cruzado semelhantes

tracando EF'F de modo que FF = DA e FA = DE. O ponto B serd tomado de modo
que o angulo BAD = DAF. Completando o paralelogramo cruzado ABC' D, de modo
que AB = DC e BC = DA, construimos dois paralelogramos cruzados semelhantes, com
a propriedade desejada entre E e C.

Com essa juncao de paralelogramos cruzados, € possivel construir um mecanismo capaz
de dividir um angulo em quantas partes (iguais) se queira. No caso do problema da
trisseccao do angulo, com trés desses paralelogramos é possivel resolver o problema. Tal

mecanismo podemos ver na figura 3.7.

Figura 3.7: Mecanismos trissector com trés paralelogramos cruzado unidos segundo a
regra descrita - fonte: Cundy, 1961.
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3.5 Proposta de atividade com o inversor de Peau-

cellier

Nessa secao sera apresentada uma proposta de atividade de elaboragao de um painel
histdrico sobre o inversor de Peaucellier contendo o mecanismo articulado. Serdao também

analisadas algumas propriedades da inversao no circulo ilustradas no painel.

3.5.1 Por qué construir esse mecanismo?

No cenario atual escolar, podemos notar um certo distanciamento entre teoria e pratica
dos saberes ali aprendidos. Quer seja pela falta de preparo do docente em lidar com
novas tecnologias, ou pela falta de recursos adequados nessas unidades escolares. Essa
desarmonia entre os conhecimentos aprendidos na teoria e as possiveis aplicacoes praticas
tém levado os alunos cada vez mais ao desinteresse pelos assuntos de Matematica ali
aprendidos. E preciso, sempre que possivel, dar significado ao que estd sendo oferecido
na escola. Sabemos que essa ruptura entre teoria e pratica, ja estd consolidada a muito
tempo, o desafio enfrentado pela educagao atualmente, comeca por encontrar barreiras
desde o planejamento anual do professor até a articulagao de projetos dentro da unidade
escolar. Mediante essa defasagem acumulada (por numerosos motivos) do aprendizado
desde as séries iniciais até as séries finais do ensino bésico, obriga o professor a escolher
objetos do conhecimento dentro de um documento de priorizacdo curricular > que afasta
cada vez mais a teoria da pratica. Alinhar a teoria com a pratica nao é nada facil, pois a
forma como os contetidos foram organizados nao nos subsidia tanto para tal. Entretanto,
reconhecemos que ter uma educacao que promova o desenvolvimento intelectual integral
dos alunos perpassa primeiro pela necessidade de formacao de docentes, para que estes
sejam capacitados a lidar com o ensino/aprendizagem dos chamados nativos digitais.
Sabemos hoje que o papel do professor incorpora mais de mediacao do que meramente
transmissao de conhecimento. Segundo (Antonio, 2022), o professor do século XXI deve
“[...] substanciar movimentos que estimulem o aluno a trocar experiéncias e interagir com
colegas, e, assim, despertar suas potencialidades cognitivas”.

Aqui proporemos uma atividade que visa mostrar os contextos em que aplicagoes
de conhecimentos de geometria inversiva foram decisivos para se resolver um problema
pratico de engenharia atendendo as demandas tecnolégicas da época. Nosso intuito é
mostrar as aplicagoes praticas em diferentes tecnologias em que o inversor de Peaucellier
pode contribuir. Propor atividades que visem ilustrar o emprego e os obstéculos cientificos
percorridos pelos matematicos da época nao é uma ideia tao nova assim. Reconhecer que o
aluno é protagonista do seu aprendizado e que, nesse processo, atividades que o conduzam

a aprender fazendo, ja era uma ideia defendidas por um educador do século XVII: “Tudo

2Priorizacio curricular: Curriculo da cidade. Sao Paulo.2021.
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que deve ser feito, deve ser aprendido fazendo-o. [...] Assim, os alunos também deveriam
aprender na escola a escrever escrevendo, a falar falando, a contar contando, etc. Depois
as escolas sdo oficinas repletas de som de trabalho” (Comenius apud Moz0,2017).
Certamente, aprender pelo fazer na pratica tem seus “ganhos pedagdgicos,” isso con-
duz a investigar propriedades ja estudadas de geometria basica, o que em certa medida
traz uma proximidade entre cientista, inventor e alunos. Ressaltamos que esse processo
de reconstruir um dispositivo que ilustre uma propriedade geométrica induz os alunos a
perceberem as dificuldades enfrentadas em conciliar a teoria e a pratica. Entender todo o
processo de construcao de tal mecanismo leva os alunos a mergulharem em investigagoes
que, consequentemente, aumentarao seus conhecimentos. Nessa perspectiva, podemos ob-
servar o aluno como protagonista de seu processo de ensino/aprendizagem. Apresentar
uma atividade em que os alunos podem reconstruir um dispositivo baseado em proprie-
dades da inversao no circulo mostra uma “imagem” da matematica bem diferente do que
estao acostumados em sala de aula, mostra uma Matematica que se envolve em questoes
do cotidiano das pessoas. Além disso, propor a construgao e analise de seu funciona-
mento, pelo exercicio de explicar por que o mecanismo funciona daquela maneira e suas
condigoes de funcionamento, desenvolvera nos alunos habilidades visuais, bem como o de

fazer conjecturas e prova-las (Mozo,2017).
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Descricao da atividade

Para construir o painel ilustrativo com o inversor de Peaucellier, utilizaremos duas folhas
de papel parana de espessura média, nove palitos (que podem ser de sorvete ou utiliza-
dos em saldo de beleza), parafusos, arruelas e porcas para fixagdo, além de canetinha,

impressao em papel e todo recurso de pintura e escrita para montéd-lo. Veja a figura 3.9.

1. O mecanismo tera sete hastes, AD = AE, CD = DF = FE = EC e BC. As hastes
AD e AFE serao formadas por dois palitos cada uma. Com o ponto A comum as

duas. Veja a figura 3.8.

Figura 3.8: Palitos de estética de 14 cm

2. Para realizar os furos nos palitos onde iremos fixar parafusos de modo que essa
juncao fique articulada, utilizaremos um ferro de solda para a perfuracdo (poderd
ser utilizada uma broca 3/32 e furadeira). Vimos que a utilizagao do ferro de solda é
uma solugao mais viavel. Nao daremos medidas exatas da distancia do furo a borda
do palito, nem do diametro do furo, mas a sugestao é fazer uma furacao proxima a
borda do palito de modo a aproveitar o maximo do seu tamanho, cuidando para que
o furo nao fique proximo demais da borda comprometendo a estrutura do palito.

Veja a figura 3.8.

3. Montamos o inversor, unindo dois palitos para as duas hastes maiores e um pa-
lito para cada haste menor. A haste que liga o ponto C ao ponto B deverda ter

comprimento de 17,5 cm. Veja a figura 3.10.

4. Nahaste BC, serao feitas trés furos onde o ponto B assumira trés posigoes diferentes,
a que chamaremos posi¢ao 1 (a 10 cm do ponto A), posi¢ao 2 (a 2,5 cm do ponto A)
e posicao 3 (a 13 cm do ponto A). Esses furos serdo centro de trés circulos tangentes

internos a circunferéncia de inversao, que serao transformados em dois arcos e uma
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Figura 3.9: Parafusos, porcas e arruelas 3

Figura 3.10: Para as barras maiores usaremos dois palitos cada, parafusando de modo
invertido aos outros parafusos

reta tangentes em um mesmo ponto F. O circulo vermelho R, de centro P, e raio
P,C, passa pelo centro da circunferéncia de inversao, sera transformado na reta
vermelha R'. O circulo azul S, de centro P, e raio P,C, seré transformado no arco
concavo S’ (de um observador em A), j4 o circulo verde T, de centro P3 e raio P3C,

serd transformado no arco convexo verde T". Veja a figura 3.11.

5. Serao impressas imagens importantes do uso do inversor de Peaucellier em mecanis-

mos de conversao de movimentos em inventos histéricos. Veja a figura 3.12.

3.5.2 Discussao das propriedades de inversao na atividade

Consideramos os pontos A, B, C' e F' sobre uma mesma reta horizontal. O ponto A sera

o centro de inversao, onde serao fixadas as duas hastes maiores do inversor. O ponto B
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Figura 3.11: Distancias das posicoes P;, P, P3 ao ponto A

sera o outro ponto fixo, porém essa fixacao podera estar em trés posicoes diferentes: P,
P, e P; na figura 3.11. A posi¢ao 1 (AB = BC = 10 cm) serd o centro de um circulo (de
centro B = P; e raio BC') que passa pelo centro de inversao e, conforme as propriedades
da inversao, esse circulo descrito pelo ponto C' sera transformado em uma reta descrita
pelo ponto F' (inverso de C' em relagdo ao circulo Z de centro A e de raio arbitrario 7).
Tomaremos essa posi¢ao como referéncia para as demais posi¢oes em relagao ao ponto A,
que podera ser menor, maior ou igual a 10 cm. Na posicao 2 (BC' > 10 cm), o ponto
B = P; estara a 2,5 cm do ponto A e, nesse ponto, o mecanismo levara um circulo que o
ponto C' descreve, nao passando pelo centro de inversao, em outro circulo descrito por F'.
Ja na posigao 3 (BC < 10 cm) o ponto B = P estard a 13 cm do ponto A e 0 mecanismo
transformara um circulo descrito pelo ponto C' em outro descrito pelo ponto F. Veja a
figura 3.11.

Assim, pelas propriedades de inversao circular, que mapeia circulo em reta, circulo em
circulo, podemos concluir que o ponto F' é inverso do ponto C' com respeito ao circulo Z.
O importante nessa atividade é mostrar através de um mecanismo, as propriedades da

inversao circular. Estamos interessados no que essa transformagao pode fazer.

As imagens que estao no painel (figura 3.12), sdo de invengdes mecanicas que usam

o principio do inversor de Peaucellier em diferentes problemas de engenharia em diver-
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Figura 3.12: Painel completo

sas épocas, essas imagens tem o intuito de mostrar solugoes praticas de engenharia em
importantes projetos.

Na transformagao de inversao, pontos que estao mais longe do centro de inversao sao
transformados em pontos mais préximos do centro de inversao. J4 pontos préximos do
centro de inversao sao levados mais longe, e se tendermos um ponto ao centro de inversao,
seu transformado ird tender ao infinito. Como vemos na figura 3.13, embora B, esteja
mais proximo de A do que Bs, o transformado B estd bem mais longe de A do que o

transformado Bj.

|
!

20 0 20 1 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Figura 3.13: Comparacao das inversoes do ponto B.

Outro fato importante das transformacoes dos pontos Bi, By, B, que sao centros dos
circulos R, S, T, respectivamente, é que seus transformados nao sao centros dos circulos

inversos por Z. Por exemplo, na figura 3.14, o circulo C, de centro O e diametro E'F', nao
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passa pelo centro de inversao A (centro do circulo de inversao de raio r) e é transformado

no circulo C' de centro H e diametro E'F’. O ponto O é ponto médio de EF, logo

AE + AF 272
tem-se AO = + A definicao do inverso de O exige que AQ" = ﬁ Por

outro lado, H é o ponto médio de F'E’, pois é centro do circulo invertido C’, logo tem-se

AF' + AF' . - : ~ .
AH = ————— Usando nessa expressao a definicao de inversao de F’ e E’, obtém-se

1 2 2
AH = 5 (IZ;—E + £_F> Esse resultado para AH é diferente de AO" obtido acima. Logo
H nao é inverso de O, pois nao cumpre a definicao de inversao para O. E um ponto do

segmento F'F’ mas nao é o centro de C'.

Figura 3.14: Centros nao sao levados em centros pela inversao.

3.6 Problematizacao

Nesta secao apresentamos perguntas e respostas acerca da inversao geométrica que podem
despertar reflexoes adicionais através do uso do painel da atividade proposta, aonde dis-
cutiremos propriedades da transformacao de inversao circular. Aqui utilizaremos técnicas
de construgoes geométricas e conceitos de geometria plana estudados no ensino basico.
Esta problematizacao fica destinada a reflexao do professor, que podera julgar fazer as

adaptagoes necessarias para aplicar a seus alunos.

3.6.1 Relacgao equivalente entre quadrupla harmonica e inversao
de ponto
Existe uma relagao importante entre a transformagao de inversao e um conceito que

apresentaremos brevemente em seguida, que é o de quatro pontos colineares formando

uma quddrupla harmonica. Veja figura 3.19.
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O conceito de razao harmonica entre pontos

Dois pontos N e M dividem harmonicamente o segmento C'F (ou se diz que C, F'; N e

M formam uma quédrupla harmonica) quando a razdo cruzada entre esses pontos for 1,

(g
()~

De forma equivalente pode-se dizer que N é conjugado harmonico de M em relagao a C'F

isto é:

=|Q
2k

na razao k se um dos pontos, digamos o ponto M, divide internamente o segmento C'F,

e um ponto fora dele, N, divide externamente C'F' na mesma razao:

|CM| |CN|
K= = )
|F M| |FN|

Pela simetria da razao cruzada, se M e N dividem harmonicamente C'F', entao, C e F

dividem harmonicamente N M.

Mostraremos como podemos construir usando apenas régua o conjugado harmoénico

N
—o

Figura 3.15: Construgao do conjugado harmonico de C

Comecamos fixando o segmento NM com C' dividindo esse segmento internamente,
mas distinto do seu ponto médio A. Toma-se o ponto D e o ponto I, ambos externos a
reta W , porém colineares com C'. Liga-se N a D e M a D. Une-se NI, prolongando ate
cortar M D em J. Une-se M, prolongando-o até cortar ND em H. Finalmente, a reta
que liga os pontos H e J corta a reta que passa por W em F'. Esse ponto é o conjugado
harmonico de C' em relacao a NM. Veja a figura 3.15.

Agora, se C' é o ponto médio de N M, procedendo da mesma forma com as construgoes
geométricas feitas anteriormente, a reta que passa por ﬁ ¢ paralela ao segmento N M.
Nesse caso, ou dizemos que nao existe o conjugado F' no plano euclidiano, ou que F' ¢é o
ponto ideal no qual se cruzam as retas [<{_J} e W 3 Veja a figura 3.16.

3 Ponto ideal (ou Ponto no infinito) corresponde a um constructo da geometria projetiva na qual se
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Figura 3.16: Construcao do conjugado harmonico com o ponto F' como o ponto ideal

Vamos expressar a ocorréncia de quadruplas harmonicas com respeito a inversao na

circunferéncia na forma do teorema a seguir.

Proposicao 3.6.1. Os pontos C' e F' sao um o inverso do outro com respeito a uma
circunferéncia com pontos diametrais N e M colineares com C e F se e somente se C' e

F dividem harmonicamente NM .

Demonstragao. Comegaremos fixando um segmento N M, com seu ponto médio
A (veja a figura 3.17). Vamos inicialmente assumir que dois pontos C' e F' dividem
harmonicamente N M e mostraremos que C' e F' também satisfazem a definicao de inversao

em um circulo de centro A e pontos diametrais N e M, colineares com C' e F:

NC NF
MC ~ MF "
Sem perda de generalidade, se fizermos k > 1, podemos usar uma configuracao de ordem

dos pontos como a da figura 3.17, necessaria para escrever o seguinte:

NC NF NA+ AC NA+ AF

MC _ MF ~ AM—AC ~ AF —AM

= (NA+ AC)(AF — AM) = (NA+ AF)(AM — AC).

Como NA = AM, temos que:

(NA+ AC)(AF — NA) = (NA+ AF)(NA — AC)
= NA-AF — AC-NA+ AC-AF —NA?> = NA?—-AC-NA+ NA-AF — AC - AF
=2.NA*> = 2.AC-AF
= NA? = AC-AF

estende o plano euclidiano acrescentando, por definicao, um ponto para cada feixe de retas paralelas, as
quais se diz que se encontram no Ponto ideal (Eves, 1965).
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Figura 3.17: Tlustragao de C' e F' dividindo harmonicamente N M

Esse resultado significa que C' e F satisfazem a definicao de inversao em uma circun-
feréncia de centro A e pontos diametrais N e M, colineares com C' e F. A implicacao
contraria da demonstragao pode ser obtida de forma analoga retomando na sequéncia
oposta a sequéncia algébrica apresentada. [

Vale aqui ressaltar que, um ponto e seu inverso podem formar com outros dois pontos
(devidamente posicionados) uma quadrupla harménica, mas o reciproco nao é verdadeiro.
Podemos ter a formacgao de quadruplas harmonicas sem que dois de seus pontos conju-
gados sejam inversos um do outro, para que esses pontos sejam inversos devem com um

determinado centro, satisfazer a definicao de inversao circular.

Figura 3.18: Centros de circulos nao sao levados em centros de circulos inversos

3.6.2 Problemas

1. Sabendo que a transformacao de inversao circular nao leva centro em centro, ou seja,
o centro do circulo invertido nao é o ponto de inversao do centro do circulo original.
Considerando j4 feitos através do mecanismo o tracado dos circulos invertidos S’ e
T’, Usando régua e compasso, encontre os centros de S’ e T', que chamaremos de

Cs e Crr, respectivamente.
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2. Sabendo que M e N sao extremos do diametro do circulo de inversao, e que esses
|CM| |CN|

|FM|  |FN|

uso de uma régua, encontre as medidas utilizadas no painel para poder determinar

pontos dividem harmonicamente o segmento C'F’, tem-se: = k. Com

o valor de k.

3. Se |AC| - |AF| = r?, é possivel que F seja inverso de C' em relacio & circunferéncia

de inversao Z de raio r qualquer, para xk = 17

4. Podemos ter um mecanismo inversor se o valor de  for 17

Solugoes

1. Encontraremos o centro C7v, para o caso Cg é andlogo. Na figura 3.18, o circulo T’
¢ invertido por Z no circulo 7". Como queremos encontrar o centro de 7", tomemos
dois pontos F e " em T'. Encontrando a mediatriz do segmento FQ' que ird
interceptar a reta que passa pelo segmento C'F, isso nos dard o centro de 17", como
Bj é o ponto inverso de Bs(centro de T'), podemos ver que o inverso do centro de T

nao é o ponto Cr7v, como ja foi enfatizado na secao anterior.

2. Para determinarmos o valor de x no mecanismo da figura 3.12, tomamos as medidas
CM
|[FM| = 2,64 cm e |CM| = 2,36 cm no painel. Sabendo que: | |

m = K, entao
k=0,80. 0<r< L.

3. Se F' é inverso de (', entao M e seu conjugado harmoénico N em relacao a C'F
ICM| |CN|

|[FM|  |FN|

satisfazem a relacgao: = k. Pode ocorrer kK = 1 em dois casos limite:

i) com N tendendo ao infinito (a esquerda) mantendo-se C' e M fixos.

i1) fazendo C' tender para M, mantendo N e M fixos.

Para analisar esses casos, vamos adotar um eixo x passando pelos pontos de interesse,
nos permitindo atribuir as seguintes coordenadas u, a, ¢, w e f para os pontos

N, A, C, M e F, respectivamente (veja a figura 3.19). Sendo assim, k pode ser
ICN|  c—u
FN|~ f—u
|AC| - |AF| = NA? fica (c—a) - (f —a) = (a —u)?. Substituindo a = (u+w)/2 por

ser ponto médio de NM e isolando f em termos das demais coordenadas, tem-se:

escrito em termos dessas coordenadas:

= k. A definicao de inversao

2cu
f= P (Mesquita, 2022). Assim, os casos (7) e (i7) correspondem aos seguintes
c—2u
limites:
i) fazendo u — —o0, mantendo-se ¢ e w fixos, obtém-se f = —ce k = 1. A

circunferéncia de inversao se reduz a uma reta passando pelo ponto M. E esse

ponto M passa a ser o ponto médio do segmento C'F. O conjugado harmonico
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de M nao existe no contexto euclidiano (N tende ao infinito) a menos que
extendamos o plano euclidiano acrescentando “pontos no infinito” formando o
plano projetivo®. Nesse caso o ponto N é um ponto no infinito definido nesse
contexto (Greenberg, 1994. P. 264).

i1) fazendo ¢ — w, mantendo u e w fixos, obtém-se f =w e k = 1.

4. Como visto no item anterior, quando x = 1 no caso (i), a circunferéncia de inversao
é uma reta passando por um dos extremos de seu diametro. AD ficaria paralelo a
AF no inverso da figura 3.12, mas essa configuragao nao é possivel para o inversor,
pois as hastes maiores dele teriam que ter comprimento infinito. Quando Kk = 1 no
caso (ii), F' e C' estao sobre o ponto M no circulo de inversao, o que corresponde a

uma configuracdo em que o inversor deve ter dimensdes tais que m? = n? + AM?>

na figura 3.3.
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Figura 3.19: Atribuicao de coordenadas a quadrupla harmoénica N, C, M e F'. A é ponto
médio de NM.

3.7 Duas construcoes usando apenas régua

Vamos aqui mostrar duas construgoes da inversao de um ponto em relacao a um circulo
usando apenas régua nao graduada. Nos limitaremos aqui apenas a mostrar o passo a
passo dessas duas construgoes. Embora nao darmos detalhes das justificativas dessas cons-
trugoes, elas estao relacionadas com a propriedade de pontos harmonicamente conjugados,
discutidos anteriormente.

Primeiro mostraremos como encontrar o ponto inverso de um ponto exterior ao circulo.

4Para detalhes dessa discusio, podera ser consultado em Greenberg, 1994. P.263-266; também podera
consultar Mesquita, 2022. P. 33-37, e uma boa discussao sobre o infinito capitulo 2



60 CAPITULO 3. APLICACOES NO INVERSOR DE PEAUCELLIER E DE HART

3.7.1 Construcao do inverso de um ponto exterior ao circulo

e Passo 1: (Figura 3.20)
Tomado um ponto P exterior ao circulo Z, por esse ponto tracam-se duas retas

secantes a Z determinando os pontos L, M, N, O.

Figura 3.20: Inversao de ponto exterior somente com régua

e Passo 2: (Figura 3.21)

Unem-se os pontos L, M e N, O, formando o quadrilatero L, M, N, O. Prolongam-se

as arestas LN e MO, de modo que se encontrem em S.

Figura 3.21: Inversao de ponto exterior somente com régua
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e Passo 3: (Figura 3.22)
Une-se L a O e M a N, cruzando no ponto Q).

Figura 3.22: Inversao de ponto exterior somente com régua

e Passo 4: (Figura 3.23)

Constroi-se uma reta n que passe por S e Q).

Figura 3.23: Inversao de ponto exterior somente com régua

e Passo 5: (Figura 3.24)

Essa reta n cruza a diametral F'P perpendicularmente em P’, sendo esse ponto o
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inverso de P.
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Figura 3.24: Inversao de ponto exterior somente com régua

3.7.2 Construgao do inverso de um ponto interior ao circulo

e Passo 1: (Figura 3.25)
Seja C' um ponto interior ao circulo Z, mas nao o seu centro. Tragam-se duas retas

quaisquer passando por C' de modo que cruzem Z nos pontos D, E, F, H.

Figura 3.25: Inversao de ponto interno somente com régua

e Passo 2: (Figura 3.26)

Constroem-se duas retas, uma passando por DF', e outra passando por FH, que
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irao cruzar-se no ponto A. Constroem-se mais duas retas, uma passando por F'H e

a outra por DFE, que se encontrarao em B.

Figura 3.26: Inversao de ponto interno somente com régua

e Passo 3: (Figura 3.27)
Une-se A e B com um segmento perpendicular & reta diametral OC em C’. Este

por sua vez é o inverso de C.
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Figura 3.27: Inversao de ponto interno somente com régua



Capitulo 4

CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos neste trabalho as propriedades fundamentais da inversao na circunferéncia,
bem como a aplicagoes dessa transformacao geométrica ao longo da historia, seja na Ma-
tematica, na Engenharia ou na Tecnologia. As aplicagoes desta transformagao geométrica
nao se limita somente a essas areas do conhecimento, mas também a robdtica, que vem
resgatando no estudo de seus protétipos de maquinas ambulantes, maneiras aprimora-
das de utilizacao desta transformacao geométrica através da incorporacao do inversor de
Peaucellier na geometria dinamica do movimento robdtico.

Como o desafio escolar é também o de integralizar o curriculo, tornando o processo de
ensino e aprendizagem mais significativo ao aluno,trouxemos aqui propostas que mostram
essa interligacao a varias areas do conhecimento, nas quais mostramos a importancia dessa
area da Matematica no dia a dia do aluno. Por isso acreditamos e valorizamos o resgate do
ensino da Geometria no planejamento das aulas do ensino bésico, estando esse no escopo
de prioridades do ensino. Nesse esfor¢o, mostramos que o “ganho” em aprender Geometria
inversiva vai desde reconhecer novos espacos geométricos até aplicagoes em outras areas
do conhecimento. Estamos aqui falando que esse processo envolve aprender e manipular
muitos elementos das multiplas linguagens, que permite ampliacao da percepgao-cognicao
espacial, da proficiéncia do raciocinio logico, do letramento digital, por exemplo, por meio
do uso do software de geometria dinamica como o Geogebra, tornando o ensino mais
dinamico, mais analitico, mais compreensivel, consequentemente, mais significativo.

Este trabalho teve o objetivo de apresentar alguns recursos ao professor que pretende
ampliar as possibilidades de ensino usando a Geometria Inversiva. As informacoes e as
propostas de atividades aqui contidas nao estao fechadas ou seja, deixaremos a criatividade
do professor adapta-las a sua turma, muito embora procuramos dar sugestoes compativeis
a pratica de sala de aula, e certamente nao tenha sido possivel aqui esgotar todo o assunto
sobre Geometria Inversiva, uma vez que essa dissertacao propos ser um recurso didatico
a formacao do professor do ensino basico e também por ser um assunto amplo que se

conecta com diversas areas do conhecimento.
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Anexo 1

GABARITOS

()

C

C

Figura I.1: Malha 2x2
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Figura I.2: Malha 3x3

'Fonte: https: / /www.artesanatopassoapassoja.com.br/molde-para-quebra-cabeca-para-imprimir/




