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"A geometria é a arte de raciocinar corretamente sobre figuras desenhadas.".
Henri Poincaré



RESUMO

Estudos apontam que ensinar geometria exige linguagens e procedimentos apropriados para que
seus conceitos e especificidades simbdlicas sejam compreendidos. Tais preocupagdes permeiam
a mente de educadores hd tempos, dado que a maneira como a geometria € abordada reflete no
desenvolvimento intelectual, no raciocinio 16gico e na capacidade de abstracdo e generalizagdo
dos alunos. Neste contexto, o presente trabalho aborda como 0s nlimeros construtiveis podem
ser inseridos no estudo do conjunto dos nimeros reais no ensino fundamental anos finais. O pro-
posito € incentivar o uso das construgdes geométricas, realizadas com régua e compasso, para
ensinar ndmeros reais, ou seja, abordar simultaneamente os conceitos de geometria e algebra.
Uma vez fixada uma unidade de comprimento, existem segmentos de reta cujos comprimentos
ndo sdo expressos por nimeros racionais, mas sim por irracionais. Desse modo, o estudo do
conjunto dos nimeros irracionais torna-se menos abstrato e de mais facil compreensdo. Este
trabalho, apresenta uma proposta didatica com atividades referentes as constru¢des geométri-
cas, com uma abordagem prética para o estudo dos nimeros irracionais. Ensinar geometria por
meio de construcdes geométricas pode facilitar o aprendizado, pois torna os conceitos abstratos
mais concretos, permitindo uma compreensao visual e intuitiva dos tépicos abordados.

Palavras-chave: ensino de geometria; construcdes com régua e compasso; proposta didatica.



ABSTRACT

Studies show that teaching geometry requires appropriate languages and procedures for its con-
cepts and symbolic specificities to be understood. These concerns have been on educators’
minds for a long time, as the way Geometry is approached reflects on students’intellectual de-
velopment, logical reasoning, and their ability to abstract and generalize. In this context, the
present work explores how Constructible Numbers can be incorporated into the study of the
Set of Real Numbers in Upper Elementary Education. The goal is to encourage the use of Ge-
ometric Constructions, performed with a ruler and compass, to teach Real Numbers, thereby
simultaneously addressing both Geometry and Algebra concepts. Once a unit of length is es-
tablished, there are line segments whose lengths are not expressed by rational numbers but by
irrational ones. In this way, the study of the Set of Irrational Numbers becomes less abstract
and more easily understood. This work presents a didactic proposal with activities related to
Geometric Constructions, offering a practical approach to the study of real numbers. Teaching
Geometry through Geometric Constructions can enhance learning by making abstract concepts
more tangible, allowing a visual and intuitive understanding of the topics covered.

Keywords: geometry teaching; constructions with ruler and compass; didactic proposal.



INDICADORES DE IMPACTO

Esta disserta¢do traz uma proposta que pode contribuir bastante para o ensino dos nu-
meros irracionais no ensino fundamental. A ideia de trabalhar com constru¢des geométricas
usando régua e compasso oferece um caminho mais visual e concreto para que os alunos enten-
dam conceitos que muitas vezes parecem abstratos demais.

Ao mostrar os nimeros irracionais através de construcdes, como a espiral de Teodoro,
a proposta ajuda a desenvolver ndo s6 o raciocinio e a percep¢ao geométrica dos estudantes,
mas também a capacidade de pensar de forma mais abstrata. Além disso, a abordagem esta
em sintonia com as competéncias e habilidades previstas na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), principalmente em relagdo a resolucdo de problemas, ao uso de diferentes formas de
representacao e a argumenta¢ao matematica.

Outro ponto importante é que, ao usar instrumentos simples e acessiveis, como régua
e compasso, essa proposta pode despertar mais interesse dos alunos pela matemdtica. Isso
porque, além de facilitar a compreensdo, valoriza a histéria da matemdtica, mostrando como
esses métodos fazem parte da constru¢do do conhecimento ao longo do tempo.

Claro que existem alguns desafios, como a necessidade dos professores estarem prepa-
rados para trabalhar com essas ferramentas e o pouco tempo disponivel em sala para esse tipo
de contetdo. Mas, mesmo com essas limitacdes, acredito que essa proposta tem potencial para
transformar a forma como os niimeros irracionais sdo ensinados, tornando o aprendizado mais

significativo e acessivel para os alunos.



IMPACT INDICATORS

This dissertation presents a proposal that can significantly contribute to the teaching of
irrational numbers in elementary education. The idea of working with geometric constructi-
ons using ruler and compass offers a more visual and concrete approach, helping students to
understand concepts that are often perceived as too abstract.

By demonstrating irrational numbers through constructions, such as the spiral of The-
odorus, the proposal helps to develop not only students’ reasoning and geometric perception
but also their capacity for more abstract thinking. Furthermore, the approach aligns with the
skills and competencies outlined in the Base Nacional Comum Curricular (BNCC), particularly
concerning problem-solving, the use of different forms of representation, and mathematical ar-
gumentation.

Another important point is that, by using simple and accessible tools such as ruler and
compass, this proposal can spark greater interest in mathematics among students. This is be-
cause, in addition to facilitating comprehension, it values the history of mathematics by showing
how these methods have been part of the construction of knowledge over time.

Of course, there are some challenges, such as the need for teachers to be prepared to
work with these tools and the limited time available in class for this type of content. Howe-
ver, even with these limitations, I believe this proposal has the potential to transform the way

irrational numbers are taught, making learning more meaningful and accessible for students.
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1 INTRODUCAO

A compreensdo dos nimeros reais € essencial para o desenvolvimento do raciocinio
matematico, sendo uma base importante na formacdo dos alunos tanto no ensino fundamen-
tal quanto no ensino médio. Dentro desse conjunto de nimeros, destacam-se 0s ndmeros ir-
racionais, que, ao contrdrio dos nimeros racionais, nao podem ser expressos como fracoes.
Exemplos desses niimeros, como 7, 24/2 e a constante e, possuem caracteristicas especiais que
frequentemente geram dificuldades tanto para os alunos quanto para os professores.

O ensino dos niimeros irracionais € um desafio constante nas escolas, principalmente
por seu carater abstrato e a dificuldade de representar esses nimeros de forma intuitiva para
os alunos. Muitos estudantes encontram dificuldades em visualizar conceitos como a raiz qua-
drada de nimeros ndo perfeitos ou a constante 7, 0 que compromete sua compreensao do tema.
Uma abordagem pedagdgica inovadora, que envolva constru¢des geométricas, pode oferecer
aos alunos uma maneira mais concreta e acessivel de entender esses nimeros, ajudando a tornar
esses conceitos mais féceis de compreender.

O objetivo deste trabalho € investigar a utilizacao de construcdes geométricas no ensino
dos nimeros irracionais, buscando proporcionar aos alunos uma compreensao mais clara e sig-
nificativa desses conceitos. A ideia € analisar como as construgdes geométricas podem facilitar
a visualizagc@o dos nimeros irracionais e contribuir para um ensino mais acessivel e interativo.
A questdo central deste estudo é: como as construcdes geométricas podem ser aplicadas no
ensino dos nimeros irracionais para melhorar a compreensdo dos alunos?

Este estudo serd de natureza qualitativa e se baseard em uma anélise bibliogréfica sobre
o ensino dos nimeros irracionais e o uso de constru¢des geométricas na educagdo matematica.
Além disso, o trabalho apresentard exemplos praticos e atividades que podem ser aplicadas em
sala de aula para ilustrar a utilizagdo dessa metodologia.

A dissertacdo estd estruturada da seguinte forma:

a) no Capitulo 2, abordaremos os conceitos fundamentais e as construgdes geométricas es-
senciais para o ensino desses conceitos;

b) no Capitulo 3, explicaremos o conceito e as propriedades dos nimeros construtiveis, abor-
dando a relacdo entre as construgdes geométricas e 0s nimeros irracionais;

¢) no Capitulo 4, discutiremos o ensino dos nimeros irracionais, explorando as dificuldades
dos alunos e as estratégias pedagdgicas para supera-las;

d) a conclusdo sintetizard os principais resultados e reflexdes do estudo.
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Por fim, no Apéndice, sdo apresentadas atividades envolvendo os nimeros construtiveis
e os ndmeros irracionais, que poderao ser utilizadas por outros professores em suas praticas

pedagdgicas.
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2 CONSTRUCOES GEOMETRICAS: CONCEITOS FUNDAMENTAIS E ESTRUTU-
RAS BASICAS

Neste capitulo, apresentam-se os principais conceitos e constru¢cdes geométricas que
fundamentam este trabalho. O embasamento tedrico deste capitulo foi fundamentado nas obras
de Wagner (2007) e Rezende e Queiroz (2008). Essas referéncias forneceram os conceitos e
principios necessdrios para o desenvolvimento do contetido apresentado.

Entender as bases tedricas € fundamental para utiliza-las de maneira eficaz em diversas
situacdes. Dividiremos esse capitulo em duas se¢des. Na primeira, foca-se no embasamento
tedrico, onde discute-se os conceitos e apresentam-se defini¢cdes, teoremas e exemplos que
ajudardo a elucidar as constru¢des que utilizaremos no decorrer do estudo. Esses elementos
servirdo como alicerces para compreendermos melhor as aplicagdes que se seguirdo. O obje-
tivo dessa se¢do serd apresentar apenas o que serd utilizado na secao seguinte, sem abordar o
conteddo em sua totalidade.

Na segunda se¢do, aplicam-se os conceitos abordados na primeira secao para fundamen-

tar as construgdes geométricas elementares que serdao o foco deste capitulo.

2.1 Fundamentos Tedricos

A seguir, abordaremos os conceitos geométricos essenciais que fornecerdao o suporte

tedrico necessdrio para as construcdes que serdo exploradas neste capitulo.

2.1.1 Circunferéncia

Definicao 2.1 Dado um ponto O e um niimero real r > 0, a circunferéncia de centro O e raio r

¢ o conjunto de todos os pontos P do plano que estdo a distancia r de O, isto é, tais que OP = r.
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Figura 2.1 — Circunferéncia de centro O e raio .

Fonte: Da autora (2025)

Dada uma circunferéncia, definimos:

1) Raio: todo segmento que une o centro O a um dos pontos da circunferéncia.
ii) Corda: um segmento que une dois pontos quaisquer da circunferéncia.
iii) Diametro: é uma corda que passa pelo centro da circunferéncia.

iv) Arco: uma porcdo de uma circunferéncia delimitada por dois de seus pontos.

Na Figura 2.2 temos que AO, OB e OP sao raios da circunferéncia.

Figura 2.2 — Elementos da Circunferéncia.

Fonte: Da autora (2025)

Nas nota¢des da Figura 2.2 sdo cordas os segmentos AB e CD, sendo AB um diametro.
Ainda na Figura 2.2 note que dois pontos determinam dois arcos na circunferéncia, que
podemos nos referir como arco maior e arco menor. Na figura estd em destaque o arco menor

CD, mas também podemos usar a notagdo CPD para indicarmos o arco maior.
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2.1.2 Poligonos

Definicdo 2.2 Sejam n > 3 um niimero natural e A1,A>,A3,...A, pontos distintos do plano.
Dizemos que A1A;...A, é um poligono convexo se, para 1 <i < n, na reta AjA;+1 ndo contém
nenhum outro ponto Aj, mas deixa todos eles em um mesmo semiplano, dentre os que ela

determina (aqui e no que segue,A, 11 = Ay).

Figura 2.3 — Poligono de 5 lados

Ay

Az

Aq

Fonte: Da autora (2025)

1) A1,A2,A3,...,A, s@o os vértices do poligono.
1) A1Az,A2A3, ..., A—1An,ARA 1, s30 os lados do poligono.
111) A regido poligonal correspondente ao poligono A1,A;,A3,...,A, € a regido limitada do

plano delimitada pelos segmentos A1A,A2A3,...,Ay—1An,AnA1.

Figura 2.4 — Regido Poligonal.

Ay

Az

(&)

Aq

Fonte: Da autora (2025)

iv) Diagonal de um poligono € qualquer um dos segmentos A;A; que ndo seja um lado do

mesmo. Por exemplo na Figura 2.4 o segmento A;A3 € uma das diagonais do poligono.

De maneira geral, um poligono A1A;...A, é denominado n-agono, em referéncia a

quantidade n de seus lados e vértices. No entanto, ¢ comum o uso de nomenclaturas especificas
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para alguns valores de n. Quando n = 3, o poligono recebe o nome de tridngulo. Quando n = 4,
o poligono é chamado de quadrildtero; para n = 5, recebe o nome de pentagono; quando
n = 6, € denominado hexagono; para n = 7, ¢ um heptagono; ao atingir n = 8, recebe o nome

de octégono; quando n =9, é chamado de eneagono; ¢ quando n = 10, é chamado de decagono.

2.1.3 Triangulos

Suponha trés pontos A, B e C no plano. Se C estiver sobre a reta 1@ dizemos que os
pontos A, B e C sdo colineares, caso contrario dizemos que os pontos ndo sdo colineares como

na Figura 2.5.

Figura 2.5 — Trés pontos ndo colineares.

Fonte: Da autora (2025)

Definicao 2.3 Trés pontos ndo colineares formam um tridngulo.

Os pontos A, B e C sdo os vértices do triangulo. A regido triangular correspondente é
a regido limitada do plano, delimitada pelos segmentos que unem os trés pontos A, B e C, dois
a dois. Dizemos que os segmentos, AB, BC e AC sdo os lados do tridngulo e suas medidas
AB =a, BC = b e AC = ¢ sio os comprimentos dos lados do tridngulo.
Os triangulos podem ser classificados de duas formas:
a) de acordo com a medida de seus lados:
— equilatero: se AB = BC = AC;
— isésceles: se ao menos dois entre AB, BC e AC forem iguais;

— escaleno: se AB # BC # AC.
b) de acordo com os seus angulos:

— acutangulo: possui os trés angulos internos menores que 90°;

— retangulo: possui um angulo interno reto, ou seja, igual a 90°;
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— obtusangulo: possui um angulo interno obtuso, ou seja, maior que 90°.

Se o tridngulo ABC for isdsceles, com AB = AC, o lado BC serd chamado de base. Ja
no caso de um triangulo equildtero, qualquer um de seus lados pode ser considerado a base.

Quando o tridngulo ABC for retangulo, os dois lados que formam o angulo reto sdo
chamados de catetos, enquanto o lado oposto a esse angulo recebe o nome de hipotenusa, sendo

sempre o maior lado do triangulo.

2.1.4 Congruéncia de Triangulos

Definicdo 2.4 Dois segmentos AB e CD sdo congruentes quando AB = CD; e dois dngulos sdo

congruentes se eles tém a mesma medida.

Definicao 2.5 Dois triangulos sdo congruentes se for possivel estabelecer uma correspondén-
cia biunivoca entre seus vértices, de modo que lados e dngulos correspondentes sejam congru-

entes.
Se ABC e EFG sao dois tridngulos congruentes e se
A<—FE B+—F C+—G

¢ a correspondéncia que define a congruéncia, entdao, valem simultaneamente, as seis

relacOes seguintes:

AB=EF A=E
BC=FG B=F
AC=EG C=G

Escrevemos ABC = EF G para significar que os tridngulos ABC e EFG sao congruentes
e que a congruéncia levaA em £, Bem F e C em G.

Para determinar se dois triangulos sdo congruentes, € necessario verificar seis relagdes:
a congruéncia dos trés pares de lados e a congruéncia dos trés pares de angulos correspondentes.
No entanto, existem trés critérios que permitem verificar a congruéncia utilizando apenas trés

dessas relagdes.

Teorema 2.6 Primeiro Caso de Congruéncia de Triangulos: Se dois tridngulos ABC e EFG
possuem dois lados congruentes (AB = EF e AC = EG) e o dngulo formado por esses lados

também for congruente (A = E), entdo os tridngulos sdo congruentes, ou seja, ABC = EFG.
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Esse critério € conhecido como caso LAL (Lado-Angulo-Lado), pois dois lados e o
angulo entre eles sdo suficientes para garantir a congruéncia dos tridngulos.
Além do primeiro caso, existem outros critérios que garantem a igualdade entre dois

triangulos com base em seus elementos.

Teorema 2.7 Segundo Caso de Congruéncia de Tridngulos: Se dois triangulos ABC e EFG
possuem um lado congruente (AB = EF) e os dngulos adjacentes a esse lado também sdo

congruentes (A =FE e B=F), entdo os triangulos sdo congruentes, ou seja, ABC = EFG.

Esse critério é conhecido como caso ALA (Angulo-Lado-Angulo), pois dois angulos e
o lado entre eles sdo suficientes para garantir a congruéncia dos tridngulos.
O terceiro critério estabelece que, em certas condi¢des, a comparacao de apenas os lados

dos tridngulos j4 € suficiente para determinar sua congruéncia.

Teorema 2.8 Terceiro Caso de Congruéncia de Tridngulos: Se dois triangulos ABC e EFG
possuem os trés lados congruentes (AB = EF, BC = FG e AC = EG), entdo os tridngulos sdo

congruentes, ou seja, ABC = EFG.

Esse critério € conhecido como caso LLL (Lado-Lado-Lado), pois a igualdade dos trés
lados dos tridngulos garante que seus angulos também sejam congruentes, tornando-os idénticos

em forma e tamanho.

2.1.5 Semelhanca de Triangulos
Barbosa (2012) apresenta a defini¢do de semelhanca de tridangulos em sua obra.

Definicao 2.9 Dois triangulos sdo semelhantes se for possivel estabelecer uma correspondén-
cia biunivoca entre seus vértices, de modo que dngulos correspondentes sejam iguais e lados

correspondentes sejam proporcionais.

O teorema a seguir traz o primeiro caso de semelhanca de tridngulos.

A

Teorema 2.10 Dados dois tridngulos ABC e EFG, se A=E ¢ B=F, entdo os tridngulos sdo

semelhantes.
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Figura 2.6 — Representacao do 1° caso de semelhancga de tridngulos.

G

Ae B Ee H F

Fonte: Da autora (2025)

Demonstracao 2.11 Como a soma dos dngulos de um tridngulo é 180°, entdo a congruéncia

dos dngulos A e E e dos angulos B e F acarreta na congruéncia dos dngulos C e G. Tomemos

na semirreta Sgr o ponto H de modo que EH = AB. Pelo ponto H tracamos uma reta paralela

a FG. Esta reta corta a semirreta Sgg num ponto J, formando um triangulo EHJ que é con-

gruente ao tridngulo ABC, jd qug@ =FE, AB=EH e B=F = EHJ. Devido ao paralelismo

de ﬁ e G<7, temos que % = % Como EH = AB e EJ = AC, entdo, da igualdade acima
AB AC AC CB

obtém-se — = —. De maneira andloga, demonstramos que — = —. |
EF EG EG GF

O segundo caso de semelhanca de tridngulos é apresentado pelo seguinte teorema.

. .~ AB AC
Teorema 2.12 Se em dois tridngulos ABC e EFG tem-se que A = E e o ek entdo os

tridngulos sdo semelhantes.

A~

Demonstraciio 2.13 Constréi-se um tridngulo HIJ que tenha HI =EF, H =A e [ = B.

Figura 2.7 — Representacdo do 2° caso de semelhanga de triangulos.

G J

A B E F
Fonte: Da autora (2025)

De aco@ com o Teorema 2.10, os tridnﬂlos ABC e H1J sdo semelhantes. Por conse-

. A Y AB  AC . C
guinte: — = —. Como HI = EF, a hipotese — = — e a igualdade anterior implicam que
HI HJ EF EG

: HI = EG.
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Como, por construcdo, HI = EF e H = A = E, podemos concluir, pelo caso de con-
gruéncia de tridngulos lado - angulo - lado, que os tridngulos EFG e HIJ sdo congruentes.

Como jd sabe-se que ABC e H1J sdo semelhantes, conclui-se que ABC e EF G sdo semelhantes.

O terceiro caso de semelhanca de tridngulos € apresentado pelo seguinte teorema.

AB BC CA
Teorema 2.14 Se, em dois triangulos ABC e EF G, tem -se que — = — = —, entdo os
EF FG GE

dois tridngulos sdo semelhantes.

Figura 2.8 — Representacdo do 3° caso de semelhanca de tridngulos.

Fonte: Da autora (2025)

Demonstragdo 2.15 Constréi-se um triangulo HIJ que tenha H = A, HI = EF ¢ HJ = EG.
N . AB AC
Segue-se, entdo, da hipotese que — = —.
HI HJ
Portanto, de acordo com o Teorema 2.12, os_tridng_ulos ABC e H1J sdo semelhantes.
AB BC
Além da igualdade acima, também ocorre — = —-.
o HI 1J
Segue que 1J = FG. Como jd tinha-se que HI = EF e HJ = EG, entdo, pelo terceiro
caso de congruéncia de triangulos, HIJ e EF G sdo congruentes. Como HIJ e ABC sdo seme-

lhantes, conclui-se que ABC e EF G sdo também semelhantes. [ |

2.1.6 Teorema de Tales

Entre os fundamentos essenciais para a compreensdo das construcdes geométricas e
das relagdes de proporcionalidade, destaca-se o Teorema de Tales. Sua importancia no ensino
de matematica reside tanto no valor conceitual quanto no potencial didético, especialmente
por permitir a visualizacdo de propor¢des em figuras geométricas formadas por retas paralelas

cortadas por transversais (IEZZI et al., 2010).
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Teorema 2.16 Sejam r, s, e t retas paralelas. Tem-se pontos A,A' €r, B,B' € seC,C' €t, de
AB A'B
modo que A, Be C e A', B' e C' sejam dois ternos de pontos colineares. Entdo B

Demonstracao 2.17 Sejam r, s e t retas paralelas e u e vretas transversais as paralelas. Tem-
se pontos A,A' €r, BB €seC,C' €t, de modo que A, Be C e A', B' e C' sejam dois ternos de

pontos colineares.

Figura 2.9 — Retas paralelas cortadas por duas transversais.

c o

]

Fonte: Da autora (2025)

Suponha que == seja racional. Assim, para a reta u, temos p € Z, tal que p seja

o _ — AB
submuiiltiplo de AB e BC, entdo AB =mp e BC =np, dai — = mp_ @
BC np n

Tracamos paralelas a r,, s e t passando pelas intersecdes de p com a reta u. Desce-se,

dos pontos de intersecoes de v, paralelas a u formando quadrildteros.

Figura 2.10 — Divisdes dos segmentos por p.

Fonte: Da autora (2025)

— — A'B AB _A'B
Assim, existe um p' tal que AB' = mp' e BC' =np' = — = z Logo — = —.
B'C' n BC B(C
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AB

Caso tenhamos = =x, com x € . Escolhendo uma sequéncia a, € Q4 tal que x <

AB
an < x+ — para todo n € N. Marque C,, um ponto pertencente a reta u de modo que
n

= ay.
BC,

Seja t, a reta paralela as retas r,s e t que possui C, e C) como intersegcdes com as retas u e v
respectivamente.

Figura 2.11 — Razao % irracional.

S

A AT
) o\

Fonte: Da autora (2025)

A'B’
Como a, € Q, temos que =

— = dp.
' B'C),
De outro modo obtivemos que

AB 1 A’B’ 1
x < <x+-—-—=x< <x+-.
' n B'C), n
b E_ )
e BC = X conseguimos
AB AB AB 1 AB AB 1

— =l =t =< =++-.
BC BC, BC n BC BC n

Notemos que na segunda desigualdade se n — oo temos que C,, — C e C,, — C', ou seja,

A'B AP
—— — quando n — oo.
B'C, BC

A'B AB
Como — — 0 quando n — o vemos que
n

— —. Segue da unicidade de (LIMA,
B'C;, BC

2016) que uma sequéncia de reais quando é convergente ndo pode aproximar-se de dois reais

distintos quando n — o. Portanto

AB AP
BC BC
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O Teorema de Tales serd utilizado como base tedrica para justificar determinadas cons-
trucdes geométricas que envolvem proporcionalidade entre segmentos. Sua aplicacdo permite

compreender e validar, por meio da geometria, as relacOes de razdo entre comprimentos.

2.1.7 Relac¢oes Métricas no Triangulo Retingulo

Seja ABC um triangulo retdngulo com angulo reto no vértice A. Trace a altura AD do
vértice A ao lado BC. No que se segue, vamos fazer uso da seguinte notagio a = BC, b = AC,
c=AB,h=AD,m=BDen=DC.

Figura 2.12 — Representacio do Triangulo Retangulo.

A

a D
Fonte: Da autora (2025)

Como AD ¢ perpendicular a BC, entdo os tridangulos ADB e ADC s@o retangulos. Como
B+C=90°e B+ ZBAD = 90°, entdo /BAD = C.

Como também ADB e CDA sdo ambos semelhantes ao tridngulo ABC e sdo também
semelhantes entre si. Destas semelhangas, podemos deduzir vérias relacdes entre as medidas a,

b, ¢, h, m e n acima mencionadas.

Proposicao 2.18 Em todo triangulo retangulo, a altura do vértice do angulo reto é média geo-

métrica entre as projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.

Demonstracao 2.19 A semelhanca entre ADB e CDA na Figura 2.12 é a que leva A em C, B
h
em A e D em D. Como consequéncia dessa semelhanga, tem-se c_nm_1
n

b h
h

Da igualdade % = —, deduz-se que h* = mn. |
n

O teorema seguinte € um dos mais importantes da geometria Euclidiana plana, conhe-

cido como Teorema de Pitdgoras.
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Teorema 2.20 Em todo tridngulo retdngulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa é igual

a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

Demonstracdo 2.21 Da semelhanga de ABD e CBA (A — C, B— B, D — A), conclui-se

n c
que — = —.
c a
) m b
Da semelhan¢a de CDA e CAB, conclui-se que 5 = -
a
Logo am = ¢* e an = b*. Portanto, am + an = b* + c> = a(m+n) = b*> + ¢*. Como
m+n = a, entdo a* = b*+ 2. [ |

2.1.8 Quadrilateros Notaveis

Quando nos referimos a quadrildteros, estamos falando de figuras geométricas com qua-
tro lados, que podem ter diferentes propriedades dependendo das relacdes entre seus lados e
angulos. Entre essas propriedades, a ideia de lados paralelos é fundamental para entender di-
versas categorias de quadrilateros. Um tipo especifico de quadrildtero, chamado paralelogramo,
possui a caracteristica de ter seus lados opostos paralelos. A seguir, apresentamos a defini¢ao

formal de paralelogramo, que é baseada exatamente nessa caracteristica.

2.1.8.1 Paralelogramo

Definicao 2.22 Um quadrildtero é um paralelogramo se possuir lados opostos paralelos.

Figura 2.13 — Paralelogramo ABCD, onde AB || CD e AD || BC.

C

Fonte: Da autora (2025)

As proposi¢des a seguir apresentam condi¢des necessdrias e suficientes para que um
quadrilatero convexo seja classificado como paralelogramo ou losango, abordando propriedades

fundamentais dessas figuras geométricas.
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Proposicao 2.23 Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se, e so se, seus angulos opos-

tos forem iguais.

Proposicao 2.24 Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se, e so se, seus pares de lados

opostos forem iguais.

Proposicao 2.25 Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se, e so se, suas diagonais se

intersectam nos respectivos pontos médios.

Proposicao 2.26 Um paralelogramo é um losango se, e so se, tiver diagonais perpendiculares.

As demonstragdes dessas proposicoes estdo detalhadas em Barbosa (2012), mas ndo sao
relevantes para o objetivo deste trabalho. No momento, nos interessa apenas as caracteristi-
cas apresentadas, pois elas serdo utilizadas para justificar algumas construcdes geométricas ao

longo do estudo.

2.1.8.2 Losango

Definicao 2.27 Um losango é um quadrildtero convexo cujos quatro lados sdo congruentes.

Seja ABCD um quadrildtero no plano euclidiano. Dizemos que ABCD ¢é um losango se:

AB =BC =CD = DA.

Como consequéncia dessa definicao, o losango é um caso particular de paralelogramo e

satisfaz as seguintes propriedades:

a) os lados opostos sdo paralelos;

b) os angulos opostos sdo congruentes;

¢) as diagonais s@o perpendiculares entre si;

d) as diagonais se interceptam em seus pontos médios (isto €, bissectam-se mutuamente);

e) cada diagonal € bissetriz dos dngulos internos cujos vértices ela conecta.
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Figura 2.14 — Losango ABCD.

AB = DCe BC= DA

AM = MC e DM = MB

Fonte: Da autora (2025)

2.1.9 Angulos

Definicao 2.28 Um dngulo é a figura geométrica determinada por duas semirretas que partem
de um mesmo ponto, chamado de vértice. Essas semirretas, conhecidas como lados do dangulo,

definem uma abertura entre si, independentemente de seu comprimento.

2.1.9.1 Angulo Central e Angulo Inscrito

Vamos analisar a relagdo existente entre angulo central e angulo inscrito em uma mesma

circunferéncia.

Definiciio 2.29 Angulo central de uma circunferéncia é qualquer dngulo cujo vértice é o centro

da circunferéncia.

Figura 2.15 — Representa¢do de um angulo central ZACB.

Fonte: Da autora (2025)
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Definiciio 2.30 Angulo inscrito em uma circunferéncia é qualquer dngulo cujo vértice pertenca

a essa circunferéncia e seus lados sejam secantes a ela.

Figura 2.16 — Representagdo de um angulo inscrito ZAVB.

\Y
Fonte: Da autora (2025)

Teorema 2.31 Se VA e VB sdo cordas de uma circunferéncia A de centro em C, entdo a medida

do dngulo inscrito ZAV B é a metade da medida do angulo central correspondente Z/ACB.

Figura 2.17 — Representacdo da relagdo entre um angulo central e um angulo inscrito.

V

/\

@

B =2a
Fonte: Da autora (2025)

Demonstraciao 2.32 Sejam A, B e V pontos distintos de uma circunferéncia A de centro C.

Vamos analisar trés casos separadamente.
Caso 1 - O centro C estd sobre um lado do dngulo inscrito /AV B.

Sejam o e B as medidas dos dngulos ZAVB e ZACB, respectivamente, e suponha que C
seja ponto de VB. A sequéncia apresentada na Figura 2.18 ilustra que, como CA e CV sdo raios
da circunferéncia, entdo o triangulo CVA é isosceles e, portanto, os angulos ZCAV e /CVA
tém a mesma medida. Como os angulos ZCVA e /BVA sdo iguais, entdo os dngulos ZCAV e

ZCVA tém medida Q.
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Figura 2.18 — O Centro C estd sobre um lado do ZAVB.

Fonte: Da autora (2025)

A ultima representacdo na Figura 2.18 ilustra dois fatos que nos permitirdo concluir

essa primeira parte da demonstracdo:

a) Como a soma dos dngulos internos de um tridngulo é 180°, entdo a medida do dngulo

ZACV ¢ 6 = 180° —2a.
b) Por outro lado, os pontos V, C e B sdo colineares, logo 6 + B = 180°, ou seja, 6 =
180° — B.
Assim, 180° —2a = BB, donde 20, = B, ou ainda o0 = g
Caso 2 - O centro C estd no interior do dngulo inscrito ZAV B.
Sejam o e B as medidas dos dngulos ZAVB e /ACB, respectivamente, e suponha que
C seja ponto interior de ZAV B. Seja, também, a semirreta \% cuja intersecdo com a circunfe-

réncia A denominaremos D. Observe que a semirreta ‘73 divide cada um dos angulos ZAVB e

L/ACB em dois outros, assim temos:

a) LZAVD e ZDV B com medidas, respectivamente, 0 e 0 tais que 0i] + 0 = Q. (i)

b) ZACD e /DCB com medidas, respectivamente, B e B, tais que By + B = B. (ii)

Figura 2.19 — O Centro C esta no interior do angulo inscrito ZAV B.

V

\Z
/i\
1
1
aq10,

Cc

Fonte: Da autora (2025)
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Observe que o dngulo inscrito ZAVD e o respectivo dngulo central ZACD estdo nas
condigoes do Caso 1: o centro C estd sobre um lado do dngulo inscrito. Portanto, a medida do

. . y : R : 1 ...
angulo inscrito é a metade da medida do dngulo central, ou seja, 0 = '% (iii)

Figura 2.20 — Representacdo de o) = ?1

V

1D

Fonte: Da autora (2025)

Observe, agora, que o dngulo inscrito ZDV B e o respectivo dangulo central Z/DCB tam-
bém estdo nas condigcoes do Caso 1: o centro C estd sobre um lado do dngulo inscrito. Portanto,

a medida do dngulo inscrito é a metade da medida do dngulo central, ou seja, 0ty = % (iv)

Figura 2.21 — Representacdo de o = %

1D

Fonte: Da autora (2025)

Dessa forma por (i), (ii), (iii) e (iv) segue que:

062061-1—062:% %:ﬁlgﬁzz

™

e portanto, 06 = 5
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Caso 3 - O centro C estd no exterior do angulo inscrito ZAV B.

Sejam o e B as medidas dos dngulos ZAVB e /ACB, respectivamente, e suponha que
C seja um ponto exterior de ZAVB. Considere, também, a semirreta ﬁ cuja intersecdo com
a circunferéncia denominaremos D. Perceba que a semirreta \78 define quatro novos dngulos,
/ZDVA, /DVB, /DCA e /DCB, e com isso obtemos:
a) ZDVA e ZDV B com medidas, respectivamente, 0| e Qi tais que 0 — 0 = Q. (i)

b) /DCA e /DCB com medidas, respectivamente, B e B, tais que B — B = B. (ii)

Figura 2.22 — O Centro C esté no exterior do angulo inscrito ZAVB.

Vv \%

D

Fonte: Da autora (2025)

Observe que o angulo inscrito ZDVA e o angulo central ZDCA se enquadram nas con-
dicoes do Caso 1: o centro C estd sobre um lado do dngulo inscrito. Portanto, a medida do
angulo inscrito é a metade da medida do dngulo central, ou seja, 0 = % . (iii)

Note que o dngulo inscrito ZDV B e o dngulo central ZDCB também estdo nas condigcoes
do Caso 1: o centro C estd sobre um lado do dngulo inscrito. Portanto, a medida do dangulo
inscrito é a metade da medida do dngulo central, ou seja, 0y = & (iv)

2

Finalmente, por (i), (ii), (iii) e (iv), segue que:

a:az_al:%_%:ﬁZEBI :g

B

e, portanto, 0t = 5

Ao aplicarmos este teorema devemos ter a certeza que os angulos envolvidos, o central

e o inscrito, correspondam ao mesmo arco e que este ndo contenha o vértice do angulo inscrito.
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2.2 Construcoes Elementares

Concluida a apresentacao dos conceitos fundamentais, passamos agora a aplicagdo des-
ses principios na realizacdo de construgdes geométricas basicas, que ilustram de forma prética
os conceitos discutidos.

Em todas as constru¢des elementares a seguir serdo utilizados somente régua e com-
passo. Com a régua podemos tracar uma reta quando dois de seus pontos sao conhecidos e o

compasso serve para tracar circulos de centros e raios dados.

2.2.1 Transporte de Segmentos

Apesar de ndo se tratar em si de uma construcao, o transporte de segmentos € indispen-
savel em diversas construcdes. Na situacdo apresentada abaixo vamos transportar um segmento
dado para uma reta também conhecida. Com o uso de um compasso, transportar o segmento
AB dado para a reta C% também conhecida.

Para realizar o transporte de um segmento de reta utilizando régua e compasso, considere
inicialmente um segmento AB previamente construido no plano. Em seguida, traca-se uma reta
auxiliar r em outra regido do plano, distante do segmento original, sobre a qual sera realizada
a copia da medida. Escolhe-se um ponto C sobre a reta r, que servird como origem para o
transporte do segmento.

Com o auxilio do compasso, posiciona-se a ponta seca sobre o ponto A e ajusta-se a
abertura até que a ponta grafica alcance o ponto B, obtendo assim a medida exata do segmento
AB. Sem alterar essa abertura, posiciona-se agora a ponta seca sobre o ponto C, tracando-se um
arco que intersecta a reta . Denomina-se esse ponto de interse¢ao como E.

Dessa forma, o segmento CE, construido sobre a reta r, é congruente ao segmento ori-

ginal AB, completando o processo de transporte da medida com precisio.
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Figura 2.23 — Transporte de segmentos.

>

Fonte: Da autora (2025)

2.2.2 Transporte de Angulos

Também serd necessario para algumas de nossas construgdes o transporte de angulos
para determinado segmento.

No exemplo a seguir, encontramos a situa¢do em que precisamos transportar um angulo
dado para um segmento também dado.

Sejam dados um angulo 6 de vértice V e um segmento AB. Desejamos construir um
angulo ZBAX = 0. Para isso, tracamos um circulo qualquer com centro em V, determinando P
e Q nos lados do angulo e outro circulo de mesmo raio com centro em A determinando P’ em
AB. Em seguida, com o raio @ tracamos um circulo de centro P’ para determinar Q' sobre o

primeiro circulo. Desta construgdo teremos /P'AQ' = /PVQ = 6.

Figura 2.24 — Representagdo do transporte de angulo.

Fonte: Da autora (2025)
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2.2.3 Retas Paralelas

Postulado 2.33 Dados, no plano, uma reta r e um ponto A ¢ r, existe uma tinica reta s, paralela

a r e passando por A.

Exemplo 2.34 Sejam dados a reta r e um ponto P externo a ela e desejamos construir uma reta

s paralela a r, que denotamos por s || r, passando por P.

Resolucao 2.35 Para tracarmos por P uma reta paralela a reta r podemos proceder da seguinte
forma: tracamos trés circulos de mesmo raio. O primeiro com centro em P, determinando A
na reta r; o segundo com centro em A, determinando o ponto B na mesma reta e o terceiro com
centro em B, determinando um ponto Q sobre o primeiro circulo. A reta s = @ € paralela a

retar.

Figura 2.25 — Construcdo de retas paralelas.

Fonte: Da autora (2025)

Justificativa da construg¢do: Observa-se que, ao tragar trés circulos com o mesmo raio,
construimos quatro segmentos de igual comprimento: PA, AB, BQ e PQ. Como todos esses
segmentos sao congruentes € formam um quadrilatero PABQ, podemos concluir que esse qua-
drildtero € um losango.

Por defini¢do, um losango € um quadrildtero com os quatro lados congruentes. Uma de
suas propriedades fundamentais é que os lados opostos sdo paralelos. Sendo assim, os lados PQ
e AB sio paralelos. Como AB estd contido na reta r e PQ esté contido na reta s, concluimos que

s || r, ou seja, s || r.
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2.2.4 Mediatriz

A mediatriz de um segmento AB € a reta perpendicular a AB que contém seu ponto

médio.
Exemplo 2.36 Dado um segmento AB, construir a sua mediatriz.

Resolucao 2.37 Para construirmos a mediatriz do segmento AB tracamos dois circulos de
mesmo raio com centros em A e B. Sejam P e Q os pontos de intersecdo desses circulos. A

reta I% é a mediatriz do segmento AB.

Figura 2.26 — Constru¢do da mediatriz.

mediatriz

~~~~~~~~

0>

_________

Fonte: Da autora (2025)

Justificativa da construcdo: Ao construir a mediatriz do segmento AB, tracamos dois
circulos com o mesmo raio, centrados em A e B, que se intersectam nos pontos P e Q. O
quadrilatero APBQ é, entdo, um losango, pois, por construcao, os quatro lados AP, PB,BQ e
QA sio congruentes.

Uma das propriedades fundamentais do losango € que suas diagonais sdo perpendicula-
res entre si e se cortam ao meio. No caso de APBQ, as diagonais sdo os segmentos AB e PQ.
Como P e Q sao os pontos de intersecao dos circulos de mesmo raio tragcados com centros em A
e B, o segmento PQ & perpendicular a AB e os dois se intersectam exatamente no ponto médio
de AB.

Portanto, a reta @, que passa pelos pontos de intersec@o dos circulos, é perpendicular

ao segmento AB, e a intersecdo entre PQ e AB é o ponto médio de ambos, caracterizando P@

como a mediatriz de AB.
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2.2.5 Retas Perpendiculares

Duas retas concorrentes sdo perpendiculares quando se encontram formando quatro an-

gulos iguais; cada um deles é chamado de angulo reto.

Exemplo 2.38 Sejam dados a reta r e um ponto P externo a ela e desejamos construir uma reta

s perpendicular a r, que denotamos por s 1 r passando por P.

Resolucao 2.39 Para tracarmos uma reta perpendicular a reta r que contenha o ponto P, pro-
cedemos da seguinte forma: tracamos um circulo de centro P cortando a reta r em dois pontos
A e B. Em seguida, tracamos dois circulos de mesmo raio com centros em A e B obtendo na

intersegdo entre eles o ponto Q. A reta s = I% é perpendicular a reta r.

Figura 2.27 — Construgdo de reta perpendicular - P ¢ r.

—————
P S

~ -
..........
-

Fonte: Da autora (2025)

Justificativa da constru¢do: como PA = PB e QA = OB, areta @ ¢ mediatriz de AB e,

portanto, perpendicular a AB.

Exemplo 2.40 Seja dada a reta r e um ponto P pertencente a ela. Desejamos construir uma

reta s perpendicular a r, passando por P, ou seja, s L r e P € s.

Resolucio 2.41 Para construir uma reta perpendicular a reta r, passando por um ponto P
pertencente a ela, tracamos um circulo com centro em P, de modo que ele intercepte a reta r

em dois pontos distintos, A e B, com A a esquerda de P e B a direita. Em seguida, tracamos
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dois circulos com o mesmo raio, maior que a metade do segmento AB, com centros em A e B.
Esses dois circulos se interceptam em dois pontos simétricos em relacdo a reta r; denotamos
um deles por Q. A reta s = @, determinada por P e Q, é perpendicular a reta r. Isso ocorre
porque, por construgdo, Q é equidistante de A e B, e portanto PQ é perpendicular ao segmento

AB, que estd contido em r. Assim, s L r, como desejado.

Figura 2.28 — Construgao de reta perpendicular - P € r.

Fonte: Da autora (2025)

Justificativa da construciio: como PA = PB e QA = OB, areta @ ¢ mediatriz de AB e,

portanto, perpendicular a AB.

2.2.6 Bissetriz

A bissetriz de um angulo ZAOB € a semirreta 58 tal que ZAOC = ZCOB. E comum

dizermos que a bissetriz divide o angulo em duas partes iguais.
Exemplo 2.42 Seja dado o dngulo AOB e desejamos tracar sua bissetriz.

Resolucao 2.43 Para construirmos a bissetriz de um dngulo ZAOB dado tracamos um circulo
. . A -

de centro em O, com raio qualquer, determinando X e Y nos lados do dngulo, X € OAeY € 0?

Em seguida, tracamos dois circulos de mesmo raio com centros em X e Y que possuem C como

um dos pontos de intersecdo. A semirreta 0? € a bissetriz do angulo ZAOB.
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Figura 2.29 — Construcdo da bissetriz.

.............
-----
. .
. .
.
.

Fonte: Da autora (2025)

Justificativa da construcao: pela construgio feita, os tridngulos OXC e OY C sao congru-

entes pelo caso lado-lado-lado e, portanto, ZXOC = ZY OC.

Propriedade 2.44 A bissetriz de um dngulo é o conjunto de todos os pontos que equidistam

dos lados do angulo.

2.2.7 Arco Capaz

Considere dois pontos A e B sobre um circulo. Para todo ponto V sobre um dos arcos, o
angulo ZAVB = 0 ¢ constante. Este arco chama-se arco capaz do dngulo 8 sobre o segmento

AB.
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Figura 2.30 — Representac¢do do angulo inscrito ZAVB = 6.

Vv
Fonte: Da autora (2025)

Se V é qualquer ponto do circulo de didmetro AB, o angulo ZAV B € reto, portanto, cada

semicirculo € chamado de arco capaz de 90° sobre AB.

Figura 2.31 — Representagdo do arco capaz de 90°.

C

0 =90°

Fonte: Da autora (2025)

Exemplo 2.45 Dados o dngulo 0 e o segmento AB, construir o arco capaz de 6 sobre AB.

Resolucao 2.46 Para construirmos o arco capaz solicitado transportamos 6 para o segmento

AB formando o angulo /BAX = 0
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Figura 2.32 — Passo 1: Construc¢do do Arco Capaz - Transporte do angulo

A o

X
Fonte: Da autora (2025)

Em seguida, tracamos a reta perpendicular 8 AX em A e construimos a mediatriz de AB.

Figura 2.33 — Passos 2 e 3: Constru¢do do arco capaz - reta perpendicular e mediatriz

"UJ

" Perpendicular Mediatriz

: X
Fonte: Da autora (2025)

A intersecdo entre a reta perpendicular a A e a mediatriz de AB determina o ponto O,
centro do arco capaz. O arco de centro O e extremidades A e B situado no semiplano oposto a

_9
AX € o arco capaz do angulo 6 sobre AB.
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Figura 2.34 — Arco capaz de 0 sobre o segmento AB.

'Perpendicular Mediatriz

v X
Fonte: Da autora (2025)

Justificativa da constru¢do: denotando por C o ponto médio de AB, como ZBAX = 0,
teremos ZCAO =90° — 0 , ZAOC = 0 e ZAOB = 20, portanto, como a medida do angulo
inscrito é a metade da medida do angulo central correspondente teremos que para qualquer
ponto M do arco construido ZAMB = 6.

Concluimos este capitulo com uma apresentacio detalhada das constru¢des geométricas
elementares, destacando os principios basicos que regem o uso da régua e do compasso. Es-
sas técnicas formam a base para diversos estudos em geometria € nos preparam para explorar
conceitos mais abstratos e desafiadores.

No préximo capitulo, avancaremos para o estudo dos segmentos € nimeros constru-
tiveis. A partir dos fundamentos apresentados aqui, investigaremos as condicdes que permi-
tem a construcdo de segmentos especificos e a relacdo entre esses segmentos € 0s nimeros
construtiveis, estabelecendo uma conexao entre a geometria e a dlgebra. Esse aprofundamento
serd essencial para compreendermos as possibilidades e limitagdes das constru¢des geométricas

classicas.
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3 NUMEROS CONSTRUTIVEIS: DEFINICOES E PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS

A geometria construtiva, conforme apresentada na tradi¢ao iniciada pelos antigos gre-
gos, de acordo com Boyer (1974) estd intimamente ligada ao uso de régua e compasso para re-
solver problemas geométricos. Este capitulo aborda esses conceitos fundamentais, conectando
aspectos geométricos e algébricos para explorar as possibilidades e limitagdes das construgdes
geométricas.

Inicialmente, serd apresentada a noc¢do de segmentos construtiveis, que sao os funda-
mentos geométricos das construgdes realizadas com régua e compasso. Em seguida, serdo
explorados os nimeros construtiveis, que emergem como uma extensdo algébrica do conceito
de segmentos construtiveis.

Em Rezende e Queiroz (2008) encontramos que segmentos construtiveis podem ser de-
finidos como aqueles que podem ser determinados a partir de segmentos previamente dados,
utilizando exclusivamente construgdes realizadas com régua e compasso. Nem todo segmento
¢ construtivel, com régua e compasso, a partir de determinadas condi¢des dadas, segundo Re-
zende e Queiroz (2008, p. 153):

"Fixado um segmento considerado unitdrio, sé poderd ser construido com ré-
gua e compasso um segmento cuja medida se exprima mediante um ndmero
finito de operagdes de adic¢do, subtragdo, multiplicacdo, divisdo e extracdo de
raiz quadrada, estas operacdes sendo efetuadas a partir de nimeros inteiros
positivos, ou seja, sO poderd ser construido um segmento cuja medida seja um
nimero construtivel."

A construcdo de segmentos estd diretamente ligada a constru¢do de ndmeros, ou seja,
apenas segmentos cujas medidas correspondam a nimeros construtiveis podem ser represen-
tados geometricamente. Na primeira secdo deste capitulo, discute-se em detalhes os nimeros
construtiveis.

Adotam-se notagdes e simbolos para facilitar a descricao e formalizagdo dos conceitos
abordados. Um segmento de reta com extremidades A e B serd representado por AB. Em
algumas situagdes, o segmento AB podera ser indicado pela letra minuscula a, escrevendo AB =
a.

A régua considerada para as constru¢des geométricas serd idealizada, ou seja, despro-
vida de quaisquer marcagdes ou escalas graduadas, sendo utilizada apenas para tragar retas entre
dois pontos dados.

Utiliza-se também um segmento auxiliar u, que podera ser denotado simplesmente como

1, representando o segmento unitdrio. Quando a medida de um segmento a for menor que a
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de um segmento b, denota-se a < b ou b > a. Caso os segmentos a € b sejam congruentes,
emprega-se a nota¢io a = b.

De acordo com Costa (2013), se denota por 6 o conjunto composto pelos niimeros reais
que podem ser obtidos por construcdes realizadas com régua e compasso, a partir do segmento
unitdrio, para que um ndmero real pertenga a esse conjunto, ele deve atender a caracteristicas

especificas. Tais caracteristicas mostraremos a seguir.

Definicao 3.1 Dizemos que um niimero real x é construtivel, ou seja, x € & , se x = 0 ou se for

possivel construir, com régua e compasso, através de um niimero finito desses procedimentos,

um segmento de comprimento igual a |x|, a partir de um segmento de reta tomado como a

unidade.

Antes de prosseguirmos com a discussdo sobre os nimeros construtiveis, ¢ importante

compreendermos os conceitos de niimeros algébricos e transcendentes.

3.1 Numeros Algébricos e Transcendentes
Uma maneira alternativa de organizar os conjuntos numéricos seria a seguinte:
Naturais C Inteiros C Construtiveis C Algébricos

De acordo com Silva (2013), um ntimero é considerado algébrico sobre (Q quando é
uma solug@o de uma equacao do tipo a,x" + A1 X"V +ax® +ajx+agp=0,onden > 1,
a, # 0 e todos os coeficientes a;, com k = 1,2,3,...,n sdo nimeros inteiros. Neste caso,
dizemos que o nimero algébrico tem grau n. Numeros que nao sdo algébricos sdo chamados de
transcendentes.

Todo nimero inteiro n é sempre uma solu¢do da equagdo x —n = 0 e todo nimero
racional g q # 0, resolve a equagdo gx — p = 0, sendo, portanto, niimeros algébricos. Quanto
aos nimeros irracionais, aqueles que podem ser expressos na forma /n sdo nimeros algébricos,

2

pois sdo solugdo da equagdo x~ —n = 0. Existem outros exemplos de nimeros irracionais que

1+/5
2
—x—1 =0, este nimero aparece em diversas areas, ndo apenas na

sdo algébricos, um exemplo interessante € o nimero de ouro, ¢ =
2

, que € a solugdo
positiva da equacdo x
matematica, mas também nas artes, na arquitetura e na natureza.

Todo niimero construtivel € algébrico, mas nem todo nimero algébrico pode ser cons-

truido. Existem nimeros algébricos que ndo sdo construtiveis, como exemplificado por (STEWART,
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2013) e outros estudiosos modernos. Um exemplo clédssico € a solucdo da equagdo cuibica
x> —2 =0, cuja raiz v/2 ndo pode ser construida com régua e compasso. Em (WAGNER,
2007), sdao apresentados alguns exemplos de niimeros algébricos que ndo sdo construtiveis, evi-

denciando as limita¢des das constru¢des geométricas com régua e compasso.

Teorema 3.2 Um niimero real o é construtivel, se e somente se, & é algébrico sobre QQ e o seu

grau é uma poténcia de 2.

A prova desse teorema estd relacionada a existéncia de certas extensoes de corpos, mas
como essas extensdes ndo fazem parte do foco do nosso estudo, ndo as discutiremos aqui.
A demonstragdo completa pode ser encontrada em livros de dlgebra avancada ou em textos
especializados em teoria dos corpos e constru¢des geométricas, por exemplo, em (FRALEIGH,

2002).

3.2 Propriedades dos Niimeros Construtiveis

No Capitulo 1, vimos e justificamos as construgdes elementares que conseguimos cons-
truir com régua e compasso, a partir deste ponto, quando for necessaria uma destas construcdes
ndo serd mais detalhada e somente citada. Por exemplo, construir uma reta paralela ou uma

perpendicular.

Proposicao 3.3 Sejam a e b dois niimeros reais construtiveis, com b # 0. Entdo a+b, a — b,

a / ~ ’ .
ab e b também sdo construtiveis.
1.Sea,be d,entdoa+b € d.

Demonstracao 3.4 Considere, numa mesma reta r, os pontos A, B, e C tais que AB=ua e
AC = b, e sem perda de generalidade, 0 < a < b. Agora, tome o compasso e, com centro em
C e abertura AB = a, construa uma circunferéncia intersectando r em dois pontos. Considere
um desses pontos, digamos D, tal que C estd entre B e D. Como A, B, C e D sdo colineares e

BD = AC, temos quezﬁ:@—f—@:a—f—b e, portanto, a+b € 0.



47

Figura 3.1 — Representacdo de a + b.

* >
o
e O
O

Fonte: Da autora (2025)

2.Sea € J entdo —a € 0.
Demonstracio 3.5 . Segue da defini¢do, pois |a| = | — al.

Também podemos concluir que se a,b € §, e sabendo que a —b = a + (—b), entdo
a—bedj.

3.Sea,bcdentaoa-b € d.

Demonstracao 3.6 Considere sobre uma mesma reta r os pontos O, I, A e B, tais que Ol =1,
OA =a e OB = b, e seja P um ponto fora dela. Construa o tridngulo OIP e em seguida

construa por A uma paralela a IP. Seja P’ o ponto de intersec¢do dessa paralela com OP.

ol OP
Note que os tridngulos OIP e OAP' sdo semelhantes. Assim, temos que A= OP"

construa o tridngulo OBP e em seguida construa uma paralela a BP, passando por P'. Seja

Agora,

M o ponto de intersec¢do dessa nova paralela com r. Observe que os tridngulos OBP e OMP’

. Ihantes. Dai. 1 OB_OPS Ol OB d’l—b
sdo semelhantes. Dai, temos que oM~ OP" egue que OA — OM’ o0 que nos da = oM e,

portanto, OM = ab. Logo, ab € 6.

Figura 3.2 — Representacdo de a - b.

. .
. N
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(0] I A . .
. .
B M
. N
" N

Fonte: Da autora (2025)
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1
4.Seac dentioa ! = - € 6.
a

Demonstracao 3.7 Considere sobre uma mesma reta r os pontos O, I, M e A, tais que ol =1,
OA=aeOM = ; (M é o ponto médio de OA). Tome o compasso e, com centro em M e abertura
OM = g, construa uma circunferéncia intersectando r nos pontos O e A, ambos jd construidos.
Em seguida, tome o compasso e, com centro em O e abertura Ol = 1, construa mais uma
circunferéncia, intersectando a primeira em dois pontos. Considere um desses pontos, digamos
P. Passando por P, construa uma perpendicular a r, obtendo o ponto Q de intersecdo da
perpendicular com r. Afirmamos que OQ = é . De fato, como PQ é altura do tridngulo OAP,
retangulo em P, segue que OQ é a projecdo do cateto OP sobre a hipotenusa OA. Dai, temos
que OP? = 0Q - OA (Relagdo Métrica), ou seja, 1 = OQ - a e, portanto, OQ = é =a 1. Logo,
aled.

Figura 3.3 — Representacio de a~!.

Fonte: Da autora (2025)

. ~ . a _
Podemos concluir que se a,b € 6, e b # 0, entdo ab € J, visto que 5 =4 b~ €.
. . a
Como todo nimero racional pode ser escrito na forma B coma,b € Z e b # 0, temos, portanto,

que Q C 6.

Proposicao 3.8 6 ¢ um subcorpo de R.

Dizer que o conjunto 8 é um subcorpo de R, de acordo com Wagner (2007), significa
que é “um conjunto de niimeros reais que possui 0 e 1 e é fechado em relacdo a adicdo, mul-
tiplicagdo, e cdlculo de simétricos e de inversos (de elementos ndo nulos)”. Portanto, essa

proposicdo segue da Proposicdo 3.3.
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Embora nao seja o objeto principal deste trabalho, apresentamos a seguir uma breve de-
finicdo de corpo e subcorpo, conceitos importantes na dlgebra abstrata, que sao frequentemente

utilizados em contextos mais gerais de estruturas algébricas.

Proposicao 3.9 Seja K um corpo e L um subcorpo de K, entdo L herda todas as propriedades

algébricas de K, como a comutatividade, associatividade e a existéncia de inversos.

A defini¢do acima € adaptada de (GARCIA; LEQUAIN, 2022), que discutem esses con-

ceitos em detalhes em seu trabalho.
Proposicio 3.10 Se 0 < a € § entdo \/a € 9.

Demonstracao 3.11 Queremos mostrar que dados segmentos de comprimentos 1 e a, pode-se
construir um segmento de comprimento +/a. Considere sobre uma mesma reta r os pontos O,
I, MeA comleMentre O e A e tais queO_I: 1, ﬁ:aeW:A—ZO. Tome o compasso
e, com centro em M e abertura OM, construa uma circunferéncia intersectando r nos pontos
O e A, ambos ja construidos. Em seguida, trace por I uma perpendicular a r, intersectando a
circunferéncia em dois pontos. Seja P um desses pontos. Afirmamos que IP = \/a. De fato,
como IP é a altura do tridngulo APO, retangulo em P, segue que Ol e IA sdo, respectivamente,
as projecdes dos catetos OP e PA sobre a hipotenusa OA. Dai, temos que IP> = OI - IA (Relacdo
Métrica), ou seja, IP*> = 1-a e, portanto, IP = \/a. Logo, \/a € §.

Figura 3.4 — Representagdo de \/a.

-

ipr

EESTY G

~ -

Fonte: Da autora (2025)
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3.3 Construcao de Expressoes Algébricas

O livro de Wagner (2007) serve como referéncia fundamental para as constru¢des que

serdo abordadas nesta se¢ao.

3.3.1 Dados os segmentos a e b, a > b, vamos obter graficamente o segmento a + b.

Figura 3.5 — Representacdo de a + b.

> e
o
Xe

Fonte: Da autora (2025)

_) —_
Resolucao 3.12 Tracamos a semirreta AX e transportamos para ela AB = a. Em seguida a

partir de B e na semirreta oposta a BA, transportamos o segmento b obtendo o ponto C. Assim,

AC =a+b.
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3.3.2 Dados os segmentos a e b, a > b, vamos obter graficamente o segmento a — b

Figura 3.6 — Representacdo de a — b.

a
b
A C ‘B X

Fonte: Da autora (2025)

Resoluciio 3.13 Para obtermos o segmento a — b, basta transportarmos o segmento b = BC

sobre a semirreta Bj, obtendo o ponto C. Assim, AC=a—b.

3.3.3 A 4?2 Proporcional

. P . a
Dizemos que o segmento x € a 4% proporcional entre os segmentos a, b ¢ ¢ quando —

X
Obter o segmento x, dados os segmentos a, b € c.

Figura 3.7 — Representacdo da 4* proporcional.

>
«O

Fonte: Da autora (2025)

Resolucio 3.14 Sobre um dngulo qualquer de vértice O tomemos sobre um lado OA = a e

AC = c e sobre o outro lado OB = b. Tracando por C uma paralela a AB, obtemos D na
semirreta 0? Entao, BD = x é a solucdo da equagdo.
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3.3.4 A 32 Proporcional
. . . a b
Dizemos que o segmento x € a 3% proporcional entre os segmentos a e b quando b1
X

Figura 3.8 — Representacao da 3% proporcional.

Fonte: Da autora (2025)

Resolucao 3.15 O procedimento é andlogo ao anterior.

3.3.5 (Va2 £ b?)

Resolucio 3.16 Se x = Va2 +b? onde a e b sdo segmentos dados, entdo x é a hipotenusa em

um tridngulo retangulo cujos catetos sdo a e b.

Figura 3.9 — Representagio de v a? + b2

a

Fonte: Da autora (2025)

Resolucio 3.17 Se x = v a%2 —b? onde a e b, com a > b, sdo segmentos dados, entdo x é um

cateto de um triangulo retangulo de hipotenusa a, onde o outro cateto é igual a b.
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Figura 3.10 — Representacdo de va? — b2.

o
€ a
a = 90°

Fonte: Da autora (2025)

Para expressdes do tipo va? & b2 + ¢ podemos construi-las aplicando vérias vezes os

procedimentos descritos anteriormente. Observemos o seguinte exemplo:

Encontrar o comprimento x, dados a, b, ¢ e a expressio x = v a? + b2 + ¢2.

Resolucio 3.18 Fazendo m = v/ a? + b2, assim x = vVm? + c2.

Figura 3.11 — Representacdo de v/a? + b2 + c2.

Fonte: Da autora (2025)

3.3.6 Vb

Construgio do segmento x = v/b, dado o segmento b.
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Resolucao 3.19 Para a construcdo do segmento solicitado, considerando b > u, construimos
um tridngulo retdngulo em que b é a hipotenusa, e o segmento unitdrio representa a projecao

de um dos catetos sobre a hipotenusa. Este cateto serd o segmento x .

Figura 3.12 — Representacio de v/b.

Fonte: Da autora (2025)

Para a situacdo em que u > b a construcdo € feita de forma andloga.

) BC AB
Justificativa-No tridngulo ABC, retangulo em A, vale a relacdo 1B = BD’ pela seme-

b
lhanga do tridngulo ABC com o tridngulo DBA. Logo — = )IC e dai x = V/b.
X

Figura 3.13 — Justificativa de v/b.

C

A D B
1
Fonte: Da autora (2025)

3.3.7 a\/n
Construgio do segmento a+/n, n natural.

Resolucéo 3.20 Dado um segmento a podemos obter todos os segmentos da sequéncia av/2,
aV/3, avV/4,.... Para isso, iniciamos a construcdo com um tridngulo retangulo isésceles de

catetos de medida a, concluimos que a sua hipotenusa serd o segmento av/2.
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Figura 3.14 — Representagio de av/2.

A

C

Fonte: Da autora (2025)
Justificativa — No tridngulo ABC, retangulo em C, temos pelo Teorema de Pitdgoras que
P +a? =AB 2% = AB < V2a® = AB < a/2 = AB.

Resolucdo 3.21 Para conseguir o segmento av/3, construimos um tridngulo retdngulo em A,
com um cateto de medida a e outro cateto de medida a\/2. E repetido esse procedimento,

conseguimos os demais segmentos da sequéncia. Conforme observamos na figura abaixo.

Figura 3.15 — Sequéncias de a4/n.

Fonte: Da autora (2025)

3.4a—2H?e\/a-b

Podemos encontrar a expressdo va-b ao calcularmos a média geométrica entre dois

segmentos.

a+b
2

Definicao 3.22 Dados dois segmentos a e b, definimos a sua média aritmética por m = e

sua média geométrica por g =/ ab.
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A construcdo da primeira € simples, primeiramente realiza-se a soma dos segmentos a

e b, conforme visto na 3.5. Em seguida, constréi-se a mediatriz do segmento AB encontrando o

-—— AB b
ponto M interse¢do da mediatriz com AB. Desta forma, tem-se que AM = -5 = a—; .

Figura 3.16 — Representagdao da média aritmética entre a e b.

— o °

™

Fonte: Da autora (2025)

A da segunda parte, \/ab, pode ser realizada de dois modos utilizando as relacdes métri-
cas classicas do tridngulo retangulo: o quadrado da altura corresponde ao produto das projecoes
dos catetos e o quadrado de um cateto € igual ao produto da hipotenusa pela projecdo desse
cateto.

Na Figura 3.17 a seguir temos a construgdo da primeira relacio citada, h> = mn, dados
os segmentos m e n, onde encontramos a medida do segmento & = /mn que é igual a média

geométrica entre as medidas dos segmentos m € n.

Figura 3.17 — Representacdo da média geométrica entre m e n.

| ——
m

M
Fonte: Da autora (2025)

Resoluciio 3.23 Sobre uma reta qualquer transportamos o segmento de medida AH = m. Na
semirreta oposta a 1’?4> transportamos o segmento HB = n. Construimos o arco capaz de 90°
sobre o segmento AB. Tracamos uma reta perpendicular a AB no ponto H, a intersecdo da reta
perpendicular com o arco capaz determina o ponto C. O segmento HC é a altura do triangulo

retangulo ABC e sua medida é igual a \/m.n.
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Veremos na 3.18, a construc¢do da relacao b* = am, dados os segmentos a e m, temos
que o cateto b = y/am € equivalente a média geométrica entre a hipotenusa a e m, onde m € a

projecdo do préprio cateto b sobre a hipotenusa.

Figura 3.18 — Representagdo da média geométrica entre a e m.

A

]

Fonte: Da autora (2025)

Resolucio 3.24 Sobre uma reta qualquer transportamos o segmento de medida AB = a. Sobre
o segmento AB, transportamos o segmento AH = m. Construimos o arco capaz de 90° sobre
o segmento AB. Tracamos uma reta perpendicular a AB no ponto H, a intersecdo da reta
perpendicular com o arco capaz determina o ponto C. O segmento AC é o cateto do triangulo

retangulo ABC de projecdo AH = m e sua medida é igual a \/am.

Ao explorarmos os niimeros construtiveis, foi possivel compreender como eles se relaci-
onam com construcdes geométricas e problemas cldssicos da matematica. Esse conceito mostra
a conexao entre dlgebra e geometria, ajudando a visualizar e entender melhor as limitagdes do
uso da régua e compasso. No proximo capitulo, serd abordada a aplicagcao desse tema na educa-
cdo basica, destacando como ele pode contribuir para o ensino da matemaética, tornando-o mais

intuitivo e ajudando a tornar conceitos abstratos mais concretos.
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4 GEOMETRIA E IRRACIONAIS: CONEXOES E DESAFIOS NO ENSINO

O ensino dos nimeros reais, especialmente os irracionais, apresenta desafios importan-
tes tanto para os alunos quanto para os professores. A inser¢cdo dos nimeros irracionais no
curriculo visa proporcionar uma compreensdo mais profunda dos conceitos matematicos, am-
pliando a visdo dos alunos sobre os numeros, indo além dos numeros racionais. Contudo, os
nimeros irracionais muitas vezes sao abordados de forma abstrata e desconectada da realidade
dos estudantes, o que pode gerar dificuldades na compreensao e na aplicacao do contetdo.

Antes de explorar as metodologias e as dificuldades, € importante contextualizar o que
sd0 0s numeros reais e irracionais. Os nimeros reais sao todos aqueles que podem ser repre-
sentados em uma reta numérica. Eles incluem tanto os nlimeros racionais quanto os irracionais.
Os nimeros racionais sdo aqueles que podem ser expressos como fragdes, ou seja, como o quo-
ciente entre dois inteiros. Ja os numeros irracionais ndo podem ser expressos dessa maneira.
Sdo nimeros cuja expansdo decimal € infinita e ndo periddica, ou seja, ndo se repetem nem
terminam. Exemplos cldssicos de niimeros irracionais incluem v/2, 7 e e.

Historicamente, a ideia de ndmeros irracionais surgiu da necessidade de representar
quantidades que ndo podiam ser expressas como fracoes. O exemplo mais famoso € a diagonal
de um quadrado unitdrio, cuja medida é v/2, que ndo pode ser representada por uma fragio
simples. A descoberta da irracionalidade de /2, atribuida aos pitagéricos, marcou um ponto de
ruptura na matematica. Segundo Lima (2016), “a irracionalidade de niimeros como \/§ ¢ um
dos primeiros exemplos que desafiaram a concepcdo de nimeros como fragdes e continuam a
ser um tema dificil para os alunos no ensino fundamental” (p. 23).

Além disso, a dificuldade em conceituar a infinitude e a ndo repeticdo das casas decimais
dos nimeros irracionais € um obstaculo significativo no ensino. Como afirmam Freire e Oliveira
(2014), “os alunos, muitas vezes, ndo conseguem compreender o conceito de infinitude, uma vez
que ele vai além de sua intui¢cdo matematica e cognitiva” (p. 98). A falta de uma representacdo
visual clara desses nimeros € apontada como uma das principais dificuldades no processo de

ensino-aprendizagem, dificultando ainda mais a compreensao dos conceitos.

4.1 Dificuldades no ensino e aprendizado dos niimeros irracionais

O ensino dos nimeros irracionais, apesar de sua importancia na formagdo matematica
dos alunos, apresenta diversas dificuldades tanto para os estudantes quanto para os professores.

Essas dificuldades estdo relacionadas principalmente a abstragdo do conceito, a representagao
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visual dos nimeros irracionais e a compreensdo das suas propriedades. A seguir, abordaremos

as principais dificuldades encontradas no ensino dos nimeros irracionais, dividindo-as em dois

aspectos: as dificuldades dos alunos e as dificuldades dos professores.

4.1.1 Dificuldades dos alunos

As dificuldades dos alunos no aprendizado dos nimeros irracionais sdo notorias, princi-

palmente por se tratar de um conceito abstrato que foge a intui¢ao cotidiana dos estudantes. A

seguir, destacam-se as principais dificuldades observadas:

a)

b)

d)

falta de intuicao visual: os nimeros irracionais ndo podem ser expressos exatamente
como fracdes, dificultando sua representacao e compreensdo. A auséncia de uma repre-
sentacdo visual clara dos nimeros irracionais € um dos maiores desafios no ensino de
matematica, conforme Lima (2016);

confusdo entre nimeros racionais e irracionais: muitos alunos demoram a distinguir
que nem todos os nimeros decimais sdo finitos ou periddicos. A dificuldade em diferen-
ciar os dois tipos de nimeros € amplamente discutida por Freire e Oliveira (2014), que
apontam que os alunos tendem a misturar conceitos;

dificuldade em conceituar a infinitude: a ideia de um nimero com infinitas casas deci-
mais sem repeticdo pode ser complexa para alunos do ensino fundamental e médio. Este
¢ um ponto abordado por Lima (2016), que afirma que a compreensao do conceito de
infinitude € abstrata e exige um maior desenvolvimento cognitivo, muitas vezes além da
capacidade dos alunos nos anos iniciais do ensino fundamental;

falta de conexao com a realidade: sem aplicacdes concretas, os estudantes podem ndo
perceber a relevancia dos nimeros irracionais em problemas do dia a dia. De acordo
com Tavares (2009), a desconexdo entre a teoria matemaética e suas aplicacdes praticas €
um dos principais motivos para o desinteresse dos alunos pelos conceitos mais abstratos,

como 0s ndmeros irracionais.

4.1.2 Desafios dos professores no ensino dos niimeros irracionais

As dificuldades ndo se limitam apenas aos alunos, mas também afetam os professores

no processo de ensino. Muitas vezes, os professores enfrentam desafios em como apresentar

de forma eficaz os conceitos de nimeros irracionais, principalmente quando a matemadtica €
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apresentada de forma muito abstrata ou formal. As principais dificuldades dos professores
incluem:

a) limitacdo de recursos didaticos: muitas escolas ndo possuem materiais adequados,
como softwares de geometria dindmica, para auxiliar no ensino. A falta de recursos
tecnoldgicos € um desafio que, segundo Silva e Santos (2022), limita a implementagdo de
metodologias mais inovadoras no ensino de matematica;

b) dificuldade na transposicao didatica: transformar conceitos abstratos em linguagem
acessivel aos alunos exige preparo e metodologias eficazes. Segundo Ferreira (2021), a
transposicao didatica é um processo complexo, pois exige que o professor compreenda
profundamente os conceitos matematicos para tornd-los acessiveis aos alunos, o que nem
sempre ocorre de maneira adequada;

¢) tempo limitado: o curriculo escolar muitas vezes ndo permite uma abordagem aprofun-
dada dos ntimeros irracionais. Esta dificuldade € discutida por Ribeiro e Almeida (2020),
que destacam que a sobrecarga curricular impede um estudo mais detalhado dos nimeros
irracionais, comprometendo a compreensao dos alunos;

d) avaliacdo da compreensido: criar instrumentos de avaliacdo que realmente mecam a
compreensdo dos alunos pode ser um desafio. De acordo com Souza e Lima (2022), a
avaliacdo eficaz no ensino de Matematica, especialmente quando se trata de conceitos
abstratos como os nimeros irracionais, exige métodos que contemplem tanto a aprendi-
zagem conceitual quanto a pratica.

Essas dificuldades, tanto para os alunos quanto para os professores, acabam interferindo
diretamente no processo ensino-aprendizagem. A falta de compreensdo das representacoes e
propriedades dos nimeros irracionais pode criar lacunas no conhecimento dos estudantes, di-
ficultando o entendimento mais amplo dos nimeros reais. Para os professores, a escassez de
recursos diddticos apropriados pode gerar inseguranga sobre como abordar esses conceitos de
forma eficiente e acessivel.

Contudo, essas dificuldades ndo sdo insuperdveis. Ao reconhecer os desafios enfrenta-
dos por ambos, € possivel adotar metodologias de ensino que ajudem a superar esses obstaculos

e tornem o aprendizado dos niimeros irracionais mais claro e significativo para os alunos.
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4.2 Habilidades da BNCC relacionadas ao ensino dos niimeros irracionais

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) estabelece habilidades especificas para
o ensino de matematica, visando garantir que os alunos compreendam os conceitos de maneira
significativa. No caso dos nimeros irracionais, a BNCC destaca habilidades relacionadas tanto
a compreensao dos nimeros reais em geral quanto as construgdes geométricas, que sao funda-
mentais para a visualizagdo dos nlimeros irracionais.

No que diz respeito aos nimeros irracionais, as habilidades especificas sao:

a) EFO9MAOQ6: compreender e utilizar os nimeros irracionais no contexto dos nimeros
reais, reconhecendo sua necessidade e identificacdo na reta numérica.

b) EFOOMAOQ7: resolver problemas que envolvam ndmeros irracionais, explorando sua re-
presentacao decimal infinita e ndo periddica.

Essas habilidades abordam a compreensdo dos nimeros irracionais na reta numérica
e a capacidade de resolver problemas envolvendo esses nimeros, o que requer uma boa base
conceitual e a aplicacdo das propriedades dos nimeros irracionais.

Além dessas habilidades relacionadas aos ndmeros irracionais, a BNCC também enfa-
tiza o uso de constru¢des geométricas, que podem ser uma metodologia essencial para o ensino
desses nimeros. A utilizacdo de construcdes com régua e compasso € uma pratica que possi-
bilita aos alunos visualizar conceitos abstratos de forma concreta, permitindo uma abordagem
mais pratica e visual do contetido.

As habilidades associadas as constru¢des geométricas incluem:

a) EFO9OMAO4: realizar constru¢des geométricas utilizando instrumentos como régua e com-
passo, aplicando conceitos de geometria para resolver problemas e explorar figuras geo-
métricas.

b) EFOOMAOS: resolver problemas geométricos utilizando constru¢des com régua e com-
passo, destacando suas propriedades e relacdes matemadticas.

Essas habilidades sdo particularmente relevantes no contexto do ensino de nimeros ir-
racionais, pois as construcdes geométricas, como a que envolve a construcao da diagonal de um
quadrado unitério, sao exemplos cldssicos de como nimeros irracionais podem ser representa-
dos de maneira concreta e visual.

A combinacao dessas habilidades, tanto as relacionadas aos nimeros irracionais quanto
as construgdes geométricas, oferece um excelente ponto de partida para a aplicagdo de metodo-

logias que favorecam o entendimento e a aprendizagem significativa dos alunos. Ao explorar
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os nuimeros irracionais por meio de constru¢des geométricas, os alunos podem desenvolver

uma compreensao mais profunda das propriedades desses nimeros e de suas representacoes,

alinhando-se diretamente as expectativas da BNCC.

4.3 Metodologias para o ensino dos nimeros irracionais

O ensino dos nimeros irracionais no ensino fundamental envolve desafios tanto para

os alunos quanto para os professores. Para superar essas dificuldades, € necessario adotar me-

todologias eficazes que permitam aos alunos visualizar e compreender melhor esses conceitos

matematicos.

S€:

a)

b)

Entre as possiveis metodologias empregadas, de acordo com Tavares (2009) destacam-

uso de construcoes geométricas: as construcdes geométricas sdo uma ferramenta pode-
rosa no ensino dos nimeros irracionais, pois permitem que os alunos visualizem esses
nimeros por meio de segmentos e figuras. Por exemplo, a diagonal de um quadrado de
lado 1 é igual a /2, um niimero irracional, e pode ser representada por constru¢des com
régua e compasso. Essa abordagem facilita a visualizacdo concreta do conceito abstrato
de irracionalidade, ajudando os alunos a entenderem a complexidade desses nimeros de
uma maneira mais acessivel. Essa metodologia também contribui para o desenvolvimento
de habilidades geométricas que sdo essenciais para o aprendizado da Matematica;
exploracao de aplicativos praticos: apresentar situagdes reais que envolvem nimeros
irracionais, como medidas de construcdes e fendmenos naturais (por exemplo, a propor-
¢do aurea), pode tornar o aprendizado mais significativo. O uso de exemplos do cotidiano
traz relevancia ao estudo dos ndmeros irracionais, permitindo aos alunos perceberem sua
aplicabilidade em situacdes concretas;

uso de jogos e atividades interativas: o uso de jogos matemadticos e atividades lidicas
pode aumentar o engajamento dos alunos e facilitar a compreensdo dos conceitos abstra-
tos dos nimeros irracionais. Tais metodologias interativas favorecem a assimilagcdo de
conteudos dificeis de forma mais divertida e envolvente.

Essas metodologias estdo diretamente relacionadas as habilidades previstas pela BNCC,

que enfatiza a utilizacdo de métodos concretos e visuais no ensino de conceitos abstratos. O uso

de construcdes geométricas, como as realizadas com régua e compasso, facilita a visualizacdo

dos nimeros irracionais e permite aos alunos desenvolverem uma compreensdo mais intuitiva
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desses conceitos. Essa abordagem auxilia na identificagdo dos nimeros irracionais na reta nu-
mérica e contribui para a resolu¢do de problemas préticos, proporcionando uma aprendizagem
mais significativa.

Dentro desse contexto, o uso de construcdes geométricas com régua e compasso revela-
se como uma metodologia eficaz e acessivel, especialmente no ensino fundamental. Ela pro-
move uma compreensdo concreta dos nimeros irracionais e facilita a conexao dos alunos com
conceitos abstratos. Sua simplicidade e os poucos recursos necessarios tornam-na viavel em
diversas escolas, independentemente da infraestrutura disponivel.

Diversos estudos sobre metodologias de ensino destacam a importancia de abordagens
que integrem visualizagdo geométrica e resolugdo de problemas praticos. Para Lima (2016), as
construgdes geométricas sdo uma excelente ferramenta para o ensino dos nimeros irracionais,
pois tornam conceitos abstratos mais tangiveis. Além disso, essas metodologias estao alinhadas
com as diretrizes da BNCC, que valoriza a aprendizagem ativa e concreta.

A proposta deste trabalho é oferecer sequéncias didaticas baseadas na construcio geo-
métrica com régua e compasso, visando proporcionar uma abordagem acessivel para o ensino
dos ndmeros irracionais. Essas sequéncias atendem as habilidades da BNCC e oferecem uma
solucdo prética para os desafios enfrentados tanto pelos alunos quanto pelos professores. Ao
integrar essa metodologia com outras abordagens complementares, é possivel promover uma
aprendizagem mais eficaz e engajante, respeitando as diretrizes da BNCC e favorecendo dife-
rentes estilos de aprendizagem.

Dessa forma, o uso das constru¢des geométricas com régua € compasso ndo apenas se
apresenta como uma solucdo vidvel, mas também como uma estratégia que pode contribuir
significativamente para o ensino dos nimeros irracionais, proporcionando uma aprendizagem

mais concreta e duradoura.
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5 CONCLUSAO

O ensino dos niimeros irracionais € um grande desafio, tanto para os alunos quanto para
os professores, devido ao seu cardter abstrato e a dificuldade de representé-los no ensino basico.
Ao longo deste trabalho, foi possivel perceber como o uso de constru¢des geométricas pode ser
uma ferramenta pedagogica eficaz, ajudando na compreensao desses conceitos.

A pesquisa bibliografica realizada confirma que a abordagem baseada em construcdes
geométricas é uma opg¢do vidvel e eficiente para o ensino dos nimeros irracionais. Estudos
recentes indicam que essa metodologia pode ser aplicada de duas formas complementares: por
meio de tecnologias digitais, como softwares de geometria dinAmica (GeoGebra, Desmos), e
com recursos acessiveis e de baixo custo, como régua e compasso. Como aponta Silva (2023),
"0 uso de construgdes geométricas favorece a visualizagdo dos nimeros irracionais e torna seu
ensino mais acessivel a diferentes perfis de alunos". Essa flexibilidade torna o ensino dos nu-
meros irracionais mais adaptavel a diferentes realidades escolares, seja em instituicdes com
infraestrutura tecnoldgica avangada, seja em escolas com recursos limitados.

Com base nessas consideragdes, é importante que futuras pesquisas explorem a efeti-
vidade dessa abordagem em sala de aula, aplicando atividades préticas e avaliando o impacto
dessa metodologia no aprendizado dos alunos. Além disso, a utiliza¢do de tecnologias educa-
cionais pode ser mais explorada para aprimorar a experiéncia didatica, tornando o ensino ainda
mais acessivel e dinamico.

Portanto, este estudo reforca que as constru¢des geométricas nao s viabilizam o en-
sino dos nimeros irracionais, mas também se apresentam como uma alternativa inovadora e

acessivel, tornando a matematica mais visual, compreensivel e envolvente para os alunos.
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APENDICE A - Sequéncias Didaticas

Neste apéndice, estdo apresentadas as sequéncias didaticas desenvolvidas para o ensino
dos nimeros irracionais, com foco nas constru¢des geométricas feitas com régua e compasso.
O objetivo € oferecer uma abordagem pratica e acessivel para a compreensdo dos nimeros
irracionais por alunos, utilizando recursos simples e de baixo custo. As atividades foram pla-
nejadas para envolver os alunos de forma ativa, permitindo que eles compreendam conceitos
matematicos por meio de construcdes concretas.

A sequéncia diddtica estd organizada de maneira sequencial, para garantir que cada etapa
seja bem compreendida antes de passar para a préxima. Além disso, as atividades foram pensa-
das para serem flexiveis, podendo ser adaptadas de acordo com as necessidades dos alunos e o
contexto da sala de aula.

O conteddo aqui apresentado pode ser utilizado e adaptado por outros professores inte-
ressados em ensinar sobre os nimeros irracionais de forma pratica e significativa. Ao disponi-
bilizar essas sequéncias diddticas, busca-se contribuir com um material que pode ser facilmente
reproduzido em diferentes turmas, ajudando a promover uma aprendizagem mais eficaz e dina-

mica.
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Atividade 1: Visualizando os niimeros irracionais e a raiz quadrada de 2 através da cons-

trucao geométrica

Série/Ano

9° ano do Ensino Fundamental

Duracao

1 aula de 50 minutos

Objetivos

* Entender o que sdo os nimeros irracionais € como podemos visualiza-los.

* Ver como a raiz quadrada de 2 pode ser representada através de uma constru¢cdo com

régua e compasso.
* Aprender a fazer construgdes geométricas de tridngulos retangulos e usar essas constru-

¢Oes para representar nimeros.

Materiais necessarios

* Régua sem escala.

* Lapis.

* Compasso.

* Papel em branco.

* Pergunte aos alunos o que sabem sobre nimeros irracionais, como a raiz quadrada de 2.

* Explique que numeros irracionais sao aqueles que ndo podem ser representados como

fracOes, e a raiz quadrada de 2 ¢ um exemplo disso.

* Mostre como podemos visualizar esses nimeros de maneira mais concreta, usando uma

constru¢do geométrica simples com régua e compasso.

Desenvolvimento:



69
* Construcao geométrica para a raiz quadrada de 2:

— Construa um triangulo retdngulo, onde os catetos terdo as medidas 1 e 1.

— A hipotenusa desse tridngulo € a raiz quadrada de 2. Essa hipotenusa vai nos dar

uma ideia de como a raiz quadrada de 2 se comporta em relagdo aos nimeros reais.

— Usando o compasso, desenhe um arco de circunferéncia com raio igual a hipotenusa
do tridngulo (raiz quadrada de 2), e observe como ele se aproxima de um ponto na

reta numérica.
¢ Observando a reta real:

— Explique que, a medida que fazemos mais constru¢des com tridngulos retangulos,
conseguimos aproximar pontos na reta numérica e representar nimeros irracionais

de forma visual.

Conclusao :

* Pergunte aos alunos como essa constru¢do os ajudou a entender melhor os Numeros Irra-

cionais e a raiz quadrada de 2.
» Explique que, ao construir essas figuras, conseguimos visualizar nimeros que, de outra
forma, seriam dificeis de entender.
Avaliacao

* Observacao: Durante a atividade prética, observe como os alunos estdo aplicando a

constru¢do e compreendendo a relacdo com os nimeros reais e irracionais.

* Exercicio Final: Peca aos alunos para fazerem em casa mais algumas construgdes, dese-
nhando os tridngulos retangulos isOsceles, para visualizarem a aproximac¢do de nimeros

irracionais.
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Atividade 2: Visualizando a raiz quadrada de nimeros na forma de soma de quadrados

Série/Ano

9° ano do Ensino Fundamental

Duracao

1 aula de 50 minutos

Objetivos

* Compreender o conceito de soma de quadrados para calcular raizes quadradas.

* Visualizar a raiz quadrada de nimeros expressos como soma de quadrados através de

construcdo geométrica.

* Desenvolver habilidades na utiliza¢io de régua e compasso para construcdes geométricas.

Materiais Necessarios
* Régua sem escala.
» Lapis.

* Compasso.

Papel em branco.

Introducao:

* Explique que v/ 17 pode ser vista como a hipotenusa de um tridngulo retangulo, cujos

catetos sdo 1 e 4, pois V17 = v/ 12 + 42,

* Diga que a proposta da aula € utilizar construcdes geométricas com régua € compasso

para calcular raizes quadradas de nimeros expressos como soma de quadrados.

Desenvolvimento:

* Construcao geométrica:
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— Primeiramente, desenhe um tridngulo retdngulo com catetos 1 e 4. A hipotenusa

desse tridngulo serd igual a v/17, ou seja, v/ 12 +42,
* Exploracao da reta real:

— Realize mais algumas constru¢des com outros ndmeros, como /18, utilizando va-

lores de a e b diferentes para os catetos, e faca a mesma andlise.

Atividade Pratica:

* Peca aos alunos que construam, com régua e compasso, um tridngulo retangulo com

catetos 3 e 4. Eles devem calcular a hipotenusa, v/3% + 42,

* Peca para repetir o processo com outros valores para os catetos, como 5 e 12, para visua-

lizar as raizes quadradas de 5% + 12°.

Conclusao:

* Pergunte aos alunos como essa construcio os ajudou a entender a raiz quadrada de ndme-

ros na forma de soma de quadrados.
* Explique que, ao visualizar esses nimeros de forma geométrica, conseguimos entender
melhor os conceitos de raizes quadradas e suas representacoes.
Avaliacao

* Observacao: Durante a atividade prética, observe como os alunos estdo aplicando a

construcdo e compreendendo a relagdo com os nimeros reais € irracionais.

* Exercicio Final: Peca aos alunos para, em casa, realizarem mais constru¢des com outros

nimeros na forma a” 4 b e visualizarem a raiz quadrada dos resultados.
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Atividade 3: Espiral de Teodoro e visualizacio dos niimeros irracionais na reta dos niime-

ros reais

Série/Ano

9° ano do Ensino Fundamental

Duracao

1 aula de 50 minutos

Tema

Como utilizar a espiral de Teodoro para representar a reta dos Nimeros Reais e visuali-

zar os Numeros Irracionais.

Objetivos

* Compreender o conceito de espiral de Teodoro e sua constru¢cdo geométrica.

 Utilizar a espiral de Teodoro para visualizar a reta dos Nimeros Reais e os Numeros

Irracionais.

* Explorar a constru¢do de tridngulos retdngulos adjacentes e a relacdo com a reta numérica.

Materiais Necessarios
* Régua sem escala.
» Lapis.

* Compasso.

Papel em branco.

Sequéncia Didatica

Introducao):
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* Pergunte aos alunos o que sabem sobre a reta dos nimeros reais e como podemos representa-

la graficamente.

» Explique que a espiral de Teodoro é uma maneira de representar a reta numérica de forma

visual, usando construcdes geométricas.

* Fale sobre o conceito de tridngulos retangulos adjacentes e como eles ajudam a construir

a espiral.

Desenvolvimento:
* Construciao geométrica:
— Comece desenhando um tridngulo retdngulo com catetos de 1 unidade. Este serd o

primeiro triangulo da espiral.

— Em seguida, desenhe um novo tridngulo retangulo com catetos de 1 unidade e a

hipotenusa do tridngulo anterior. Esse novo tridngulo serd adjacente ao primeiro.
— Repita esse processo de construir tridngulos retdngulos adjacentes, aumentando os
catetos 2 medida que a espiral cresce.
* Exploracao da reta real:
— Mostre como os tridngulos vao se organizando para formar a espiral, e explique que,
a medida que ela cresce, a reta numérica € “completada”.

— Diga que, ao prolongarmos a espiral, podemos visualizar todos os nimeros reais ao

longo da curva.

Atividade pratica:

* Peca aos alunos para construirem a espiral de Teodoro em uma folha de papel, utilizando

régua e compasso.

* Eles devem construir os primeiros tridngulos retangulos adjacentes e observar como a

espiral vai se expandindo.

* Peca para os alunos desenharem alguns arcos de circunferéncia com raios igual as hipo-

tenusas de cada tridngulo, representando a reta numérica em sua forma visual.
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Conclusao:

* Pergunte aos alunos como a espiral de Teodoro ajudou a entender melhor a reta dos Nu-

meros Reais e as relagdes entre os niimeros irracionais.
* Explique que, ao construir a espiral, conseguimos uma representacao visual de uma reta
numérica infinita.
Avaliacao

* Observacao: Durante a atividade prética, observe como os alunos estdo aplicando a

construgdo da espiral e compreendendo sua relacdo com os nimeros reais.

» Exercicio Final: Peca aos alunos para continuarem a construcido da espiral em casa e

registrarem os primeiros nimeros irracionais na reta numérica representada pela espiral.
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Atividade 4: Encontrando a raiz quadrada a partir da diferenca de quadrados com régua

€ compasso

Série/Ano

9° ano do Ensino Fundamental

Duracao

1 aula de 50 minutos

Objetivos

* Calcular a raiz quadrada de 21 utilizando constru¢cdo geométrica com régua e compasso.

* Aplicar o teorema de Pitdgoras para resolver um problema envolvendo nimeros irracio-

nais.

* Visualizar a raiz quadrada de um ntiimero irracional através de construcdes geométricas.

Materiais necessarios

* Régua sem escala.
* Compasso.

» Lapis.

Papel em branco.

Introducao:

* Pergunte aos alunos como eles poderiam calcular a raiz quadrada de um ndmero irracio-

nal, como v/21, sem o uso de uma calculadora.

* Explique que, por meio de uma constru¢do geométrica com régua e compasso, podemos

encontrar a raiz quadrada de 21 utilizando o teorema de Pitdgoras.

» Apresente a ideia de que o nimero 21 pode ser expresso como a diferenca de quadrados:

21 =52 -22,
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Desenvolvimento:

* Exemplo: calculo de v/21:

Explique que queremos calcular /21, e que podemos representar 21 como a dife-

renca de quadrados: 21 = 5% — 22

Com a régua e o compasso, desenhe o segmento de reta de 5 unidades de compri-

mento, representando a hipotenusa do tridngulo retangulo.

Em seguida, construa um cateto de 2 unidades de comprimento. Este serd um dos

catetos do tridngulo.

Conecte as extremidades dos catetos para formar o triangulo retangulo.
» Atividade: Constru¢io com os alunos :

— Divida os alunos em grupos pequenos € peca para que cada grupo calcule a raiz

quadrada de outros numeros utilizando a constru¢do geométrica.

— Sugira nimeros como 25, 50 e 29, que podem ser representados como hipotenusas

de tridngulos retangulos e podem ser resolvidos de forma semelhante a de v/21.

— Oriente os alunos na construcdo dos tridngulos e no calculo das raizes quadradas.

Conclusao:

* Pergunte aos alunos como a constru¢do geométrica com régua e compasso ajudou a visu-

alizar a raiz quadrada de um ntimero irracional, como v/21.

* Reforce a ideia de que, com a constru¢@o de tridngulos retdngulos, podemos calcular a

raiz quadrada de nimeros irracionais, visualizando os catetos e a hipotenusa.
* Finalize explicando que essa abordagem geométrica pode ajudar a compreender melhor

o conceito de raiz quadrada de maneira mais visual e intuitiva.

Avaliacao

* Observacao: Durante a atividade pratica, observe se os alunos estdo aplicando correta-

mente o teorema de Pitdgoras nas constru¢des geométricas.

* Exercicio Final: Proponha aos alunos que calculem outras raizes quadradas utilizando a

técnica da constru¢do geométrica e o teorema de Pitdgoras.
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Atividade 5: Resolucao de equacoes do 2° grau com duas raizes positivas

Série/Ano

9° ano do Ensino Fundamental

Duracao

1 aula de 50 minutos

Habilidade Desenvolvida

Compreender e aplicar a resolucdo geométrica de uma equacdo do 2° grau com duas

raizes positivas utilizando régua e compasso.

Objetivos
* Resolver uma equacdo do 2° grau com duas raizes positivas usando a régua e 0 compasso.
* Relacionar a resolugdo algébrica com a interpretacdo geométrica.

* Aplicar conceitos de construcdo geométrica para determinar as raizes da equagao.

Materiais Necessarios
* Régua com marcacdes
* Compasso

* Lépis

Folha quadriculada ou papel sulfite

1. Introducao

* Pergunte aos alunos: “Vocés sabiam que existe uma forma geométrica de resolver uma

equagdo do 2° grau?”

* Apresente um exemplo: x> — 7x+ 10 = 0.
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» Explique que eles aprenderdo uma forma geométrica de encontrar as raizes dessa equacao

usando régua e compasso.

2. Construcao geométrica da solucio

Na equagdo dada a soma das raizes € igual a 7 e o produto igual a 10. Das relacdes
métricas no tridngulo retdngulo encontramos que hipotenusa =7 e a altura = +/10. Entio,
vamos construir um tridngulo retangulo de hipotenusa 7 cm e altura igual a v/ 10cm.

Passos:

1. Construcio auxiliar que determina /10 = /32 + 12 Construgdo ja realizada na ati-
vidade 2: um triangulo retdngulo de catetos de medidas 1 cm e 3 cm, que determina a

hipotenusa de medida /10 cm.
2. Desenho da reta e marcacao dos coeficientes:

* Trace umaretar.

* Determinar AB = 7cm na retar.

e Determinar o ponto médio de AB ponto O

« Tragar a semicircunferéncia de centro O e raio de medida OA
« Construir uma reta s || r, distando dela v/10cm.

* Escolher um dos pontos de encontro de s com a circunferéncia (ponto C). Construir
a reta ¢ perpendicular a reta r, passando por C, determinando o ponto H, interse¢ao

entreret.

* Medir com a escala da régua AH e HB (raizes da equagio)

3. Discussao e conclusao

* Compare os valores encontrados geometricamente com os obtidos pela férmula de Bhas-

kara.
* Reforce que a geometria oferece uma interpretacdo visual das solugdes algébricas.
* Pergunte aos alunos:

— O que podemos concluir sobre a relacdo entre geometria e dlgebra?
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— Como essa construcao pode ser aplicada em outros problemas?

Avaliacao
* QObservar a participacdo dos alunos na constru¢do geométrica.
* Corrigir possiveis erros no uso da régua e do compasso.

* Verificar se os alunos conseguiram entender e aplicar corretamente os conceitos da equa-

¢do do 2° grau.
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