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Resumo

Nesta dissertacao exploramos os conceitos bésicos da Geometria Plana e Espacial que
tornam possiveis uma compreensao do funcionamento do Sistema de Posicionamento
Global - GPS. Além disso, é trabalhada a interdisciplinaridade entre as disciplinas de
Matematica e Geografia. A presenca do GPS nos smartphones ajuda instigar a curiosidade
dos estudantes como ponto de partida para o aprendizado da Geometria. Ao fazermos o
aluno refletir sobre como é possivel o celular localizar e ser localizado, abrimos um caminho
para mostrar como contetidos/conhecimentos bésicos estao envolvidos na tecnologia que
eles tanto apreciam. Ao mostrar que a Geometria e a Geografia trabalham juntas para que
seja possivel encontrar um ponto no Globo a partir das coordenadas geograficas, latitude
e longitude, esperamos que os alunos consigam entender conceitos que antes pareciam
abstratos e sem propoésito durante as aulas. Estimular a busca por uma conexao entre
contetudos tedricos e a vida real é uma maneira da escola permanecer relevante para o
estudante que precisa daquele “empurraozinho” para se empenhar nos estudos e aprender

de maneira efetiva.

Palavras-chave: Geometria plana, geometria espacial, circunferéncia, esfera, intersecao,

GPS.



Abstract

In this dissertation we explore the basic concepts of Plane and Spatial Geometry that make
it possible to understand how the Global Positioning System-GPS works. Furthermore,
interdisciplinarity between the disciplines of Mathematics and Geography is also worked
on. The GPS presence in smartphones helps to stimulate students’ curiosity as a starting
point for Geometry learning. By making students reflect on how a cell phone can locate
and be located, we open a path to show how basic content /knowledge is involved in the
technology they appreciate so much. By showing that Geometry and Geography work
together to make it possible to find a point on the Globe based on geographic coordinates,
latitude and longitude, we hope that students will be able to understand concepts that
previously seemed abstract and purposeless during classes. Encouraging the search for
a connection between theoretical content and real life is a way for the school to remain
relevant to the student who needs that “little push” to commit to their studies and learn

effectively.

Keywords: Plane geometry, spatial geometry, circumference, sphere, intersection, GPS.
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1 Introducao

No decorrer da minha pratica docente observei que a maioria dos alunos nao
consegue enxergar a utilidade da matematica para além das contas, o que para eles pode
ser resolvido com o uso de uma calculadora, celular, computador, etc. Logo, por nao
saberem das possiveis aplicagoes da matematica e por acharem complicada demais, eles
nao se interessam pela disciplina, ndo acham que vale a pena se esforgar tanto em algo que
eles nao conseguem ver utilidade. Entao, pensando em melhorar a relagdo dos estudantes
com a disciplina de Matematica e, consequentemente, o aprendizado deles, buscamos
algo de uso comum na vida dos estudantes. Como esse projeto seria trabalhado nas
turmas das 3%s séries do Ensino Médio também pensamos em algo que estaria de acordo
com as orientacoes curriculares do Estado do Espirito Santo, visto que a atividade seria

desenvolvida em uma escola estadual da cidade de Baixo Guandu-ES.

Nas orientagoes curriculares atuais, o contetido sobre geometria espacial comeca na
2% série do Ensino Médio e termina na 3% série, e a geometria analitica é trabalhada apenas
no ultimo trimestre da 3* série do Ensino Médio, logo achamos que seria interessante
trabalhar alguns aspectos matematicos presentes no GPS (Global Position System), pois

qualquer pessoa com acesso a um smartphone ja fez/faz uso dessa tecnologia.

O planejamento de como seriam trabalhados os conteiidos matemaéticos relacionados
ao GPS com os estudantes foi um ponto chave em nosso projeto, pois nesse planejamento foi
pensado em como estimuléd-los ao estudo da geometria. Mostra-los, mesmo que de maneira
simplificada, como o GPS funciona cativou os alunos que se mostraram interessados em
aprender mais sobre essa tecnologia e como ela se relaciona com a Geometria. Durante
o planejamento, nds lemos algumas dissertacoes ja defendidas no PROFMAT sobre o
GPS para nos ajudar a definir como desenvolveriamos o nosso trabalho. Nessa leitura foi
possivel perceber que (LIMA, 2013) se preocupa em desenvolver seu trabalho focado na
superficie esférica; (NETO, 2013) foca nas questoes tedricas dissertando sobre teoria da
aprendizagem e interdisciplinaridade; (MORAES, 2015) trabalha as solugdes dos sistemas
lineares; e (SOUZA, 2021) aprofunda os conteidos de geometria plana e analitica. A partir
dessas leituras, comecamos a pensar no que seria interessante para o nosso projeto, e quais

objetivos gostariamos de alcancar.

Os objetivos gerais desta dissertacao sao: mostrar algumas possibilidades de como
ensinar/trabalhar a geometria com os alunos utilizando a ideia do GPS como ferramenta

de ensino-aprendizagem; também mostrar como o GeoGebra pode ser utilizado na aula.

Os objetivos especificos sdo: estimular os estudantes no estudo da Matematica;

mostrar que a Matematica é parte fundamental do funcionamento do GPS; trabalhar
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circunferéncias e esferas com os estudantes; ajuda-los a compreender melhor o conceito de
raio na geometria; aplicar conceitos da Geometria na construgao das atividades; trabalhar
algumas atividades com régua e compasso para uma visualizacdo de um sistema de
localiza¢do no plano; mostra-los que a disciplina se relaciona com contetidos de outras
disciplinas, no caso do nosso projeto a Geografia (e dentro dela, mais especificamente, as
coordenadas geograficas); apresentar e ensinar alguns comandos do GeoGebra; construir

no GeoGebra um modelo de visualizagao 3D do funcionamento do GPS.

Considerando que um dos objetivos deste trabalho é o estudo e aplicagao de
conceitos matematicos que possam ser compreendidos por estudantes da 3% série do Ensino
Médio nao nos aprofundaremos em conceitos que os alunos nao seriam capazes de entender,
pois queriamos estimuléd-los e nao desmotiva-los com contetidos e explicagoes complicadas
para eles. Logo, a maior parte do conteido abordado nessa dissertagao sera explorado da
mesma maneira que foi trabalhado na sala de aula, assim esperamos também facilitar a
compreensao das atividades presentes neste trabalho encorajando professores a replica-las

em suas salas de aula.
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2 Fundamentacao tedrica para o estudo do

GPS

2.1 Orientacdes curriculares do Espirito Santo

O Governo do Estado do Espirito Santo criou as orientagoes curriculares usando
como base a BNCC, distribuindo as habilidades durante as séries e trimestres do ensino
médio. As habilidades trabalhadas direta ou indiretamente durante a realizacao desse
trabalho foram retiradas das Orientagoes Curriculares 2023/Matemética. Essas habilidades
representam o que os estudantes devem desenvolver durante sua trajetéria escolar, porém
elas nao descrevem tudo o que deve ser trabalhado até que essa habilidade seja desenvolvida,

por isso as habilidades foram colocadas no contexto da atividade tralhada em sala.

A habilidade “(EM13MAT509) Investigar a deformagao de dngulos e dreas pro-
vocada pelas diferentes projegoes usadas em cartografia (como a cilindrica e a conica),
com ou sem suporte de tecnologia digital.” trabalha a posi¢ao de figuras geométricas (reta

tangente, reta secante, figuras geométricas disjuntas).

A habilidade “(EM13MAT201) Propor ou participar de a¢oes adequadas as deman-
das da regiao, preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medigoes e calculos de
perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.” tem como objetivo desenvolver

os conceitos e procedimentos de Geometria Plana e Espacial.

A habilidade “(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o
calculo de areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situagoes
reais (como o calculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos
formatos sejam composigoes dos sélidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias.”

descreve como ensinar os estudantes a identificar as caracteristicas de figuras espaciais.

A habilidade “(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de
programagao na implementacao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou mate-
matica.” trabalha o desenvolvimento do raciocinio do estudante para a construcao de uma

solugao para um problema.

A habilidade “(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao com-
portamento de duas varidveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informacao, e,
quando apropriado, levar em conta a variacao e utilizar uma reta para descrever a relagao

observada.” foca no desenvolvimento dos conceitos da geometria analitica.

A habilidade “(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da

Matematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem equagoes lineares simultaneas,
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usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.” aborda os
seguintes objetos do conhecimento: Sistemas de equagdes lineares, equagoes lineares com
duas ou mais incognitas e matrizes aplicadas a resolucao de sistemas de equacoes lineares.
Esses objetos do conhecimento foram trabalhados de maneira direta ou indireta durante
o desenvolvimento do trabalho. No Curriculo Bésico Escola Estadual (2009) existia a
habilidade “Usar equacoes e sistemas como estratégias de resolugdo de problemas.” que
no Curriculo de 2023 foi incorporado a habilidade EM13MAT301, e um dos objetos de
conhecimento dessa habilidade era equagao geral e equagao reduzida da circunferéncia que

foram utilizadas durante este trabalho.

Todas as habilidades citadas acima foram retiradas das Orientacoes Curriculares
2023 (KACHEL; MENEGUELLI; AZEVEDO, 2023).

2.2 Coordenadas no plano

O plano cartesiano é formado pelos eixos ortogonais X e Y, onde X corresponde
ao eixo das abscissas e Y ao eixo das ordenadas; esses eixos dividem o plano em quatro
regioes, os quadrantes. Os pontos no plano podem ser representados a partir das suas
coordenadas = e y, onde temos (z,y), chamado de par ordenado. Entre o conjunto de
pontos do plano e o conjunto de pares ordenados existe uma correspondéncia biunivoca,
ou seja, para cada ponto do plano existe um tunico par ordenado e, cada par ordenado

corresponde a um unico ponto no plano.

Os valores das abscissas e ordenadas dos pares ordenados variam em positivos ou
negativos em cada quadrante formado no plano a partir da intersecao dos eixos X e Y;
essa intersecao é conhecida como a origem do plano cartesiano e possui coordenadas x = 0

e y =0, com par ordenado (0, 0).

Observando a representagao do plano cartesiano na Figura 1 fica claro que preci-
samos apenas das coordenadas de um ponto qualquer para conseguirmos inferir a qual
quadrante esse ponto pertence. Logo, mesmo que nao saibamos a escala do plano é possivel

saber em qual regiao do plano o ponto esta localizado.

E importante destacar que os pontos pertencentes aos eixos X e Y possuem
coordenadas com caracteristicas distinguiveis, pois se um ponto pertence ao eixo das
abscissas ele terd coordenada y = 0 e o par ordenado desse ponto sera (x,0), z € R, porém
se o ponto pertence ao eixo das ordenadas ele tera coordenada x = 0 e seu par ordenado

serd (0,y), com y € R.
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Figura 1 — Plano cartesiano
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Fonte: Producido da prépria autora (2024)

2.3 Distancia entre dois pontos no plano

A distancia entre dois pontos, A e B, no plano é indicada por d(A, B) e é dada pela
medida do segmento de reta AB. Assim, dados os pontos A(z1,y;) e B(x2,y2), podemos
encontrar a distancia entre eles aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo
ABC' da Figura 2, logo temos:

[d(A, B))? = (22 — 21)* + (y2 — 11)*. (2.1)

Assim, a distancia entre quaisquer dois pontos, A e B, pertencentes ao plano é dada por:

d(A, B) = /(@2 — 21)? + (1 — 1n)*. (2.2)
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Figura 2 — Distancia entre dois pontos

Fonte: Produgdo da prépria autora (2024)

2.4  Circunferencias

Uma circunferéncia com centro O(a, b) e raio r é definida como o conjunto de todos
os pontos P(z,y) do plano, equidistantes de O (Figura 3). Ou seja, a medida do segmento
de reta com uma extremidade no centro e outra em um ponto P qualquer da circunferéncia

deve ser sempre a mesma, essa medida é o que chamamos de raio da circunferéncia.

Portanto, d(P,0) = \/(x —a)?+ (y —b)? = r. Assim, a equagao da circunferéncia com

centro O(a,b) e raio r é dada por

(x—a)* + (y — b)* =2 (2.3)

A Equacao 2.3 é chamada de equacdo reduzida da circunferéncia. Se o centro da
circunferéncia coincidir com a origem do plano, ou seja, se as coordenadas do centro da

circunferéncia forem (0, 0), a equacio dessa circunferéncia de raio r é dada por 2% +y? = r2.

Outra maneira de representar a equacao da circunferéncia é resolver os quadrados
das diferencas entre dois termos que aparecem na equacao, obtendo assim a equacao
geral da circunferéncia. Mais especificamente, a equacao (x — a)? + (y — b)? = r?, apds
resolvermos os quadrados das diferencas fica 22 — 2ax +a® +y* — 2by +b* —r? = 0, chamada

de equacao geral da circunferéncia.

Para um aprofundamento teérico sobre as Segoes 2.2, 2.2 e 2.4, consulte o livro

(LIMA et al., 2005).
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Figura 3 — Circunferéncia
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Fonte: Producao da prépria autora (2024)

2.5 Posicoes relativas entre circunferéncias

A partir de (DANTE, 2016), é possivel dizer que dadas duas circunferéncias, C}
e (5, distintas, elas podem se relacionar de trés maneiras: tendo dois pontos comuns;
um ponto comum; ou nenhum ponto comum. Circunferéncias que possuem dois pontos
comuns sao chamadas secantes, Figura 4; circunferéncias que possuem um ponto comum
sdo chamadas tangentes (internamente ou exteriormente), Figura 5; e, circunferéncias
que nao possuem pontos comuns sao chamadas disjuntas (internas ou externas), Figura 6.
Circunferéncias disjuntas internas com as mesmas coordenadas do centro sao chamadas de

circunferéncias concéntricas, Figura 7.

Figura 4 — Circunferéncias secantes

Fonte: Produgdo da prépria autora (2024)
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Figura 5 — Circunferéncias tangentes
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Fonte: Produgdo da prépria autora (2024)
Figura 6 — Circunferéncias disjuntas

Fonte: Producdo da prépria autora (2024)

Figura 7 — Circunferéncias concéntricas

Fonte: Producdo da prépria autora (2025)
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2.6 Coordenadas no espaco

Um sistema de coordenadas cartesianas no espaco ¢ formado pelos eixos ortogonais
X, Y e Z, com mesma origem O. Os eixos sao perpendiculares dois a dois, logo temos
trés planos formados pelos eixos X e Y, X e Z, e Y e Z. Os pontos no espago sao dados

a partir das coordenadas espaciais (z,y, z).

Figura 8 — Sistema de coordenadas cartesianas no espacgo

Fonte: Produgéo da prépria autora (2024)

Para mais conceitos, consulte o livro (LIMA et al., 2005).

2.7 Coordenadas geograficas

Nesta secao abordaremos alguns pontos sobre as coordenadas geograficas, esclare-
cendo a relagao entre a Linha do Equador e o Meridiano de Greenwich com as defini¢oes

de latitude e longitude.

“As coordenadas geogrificas sdo um sistema de localizagdo formado
por linhas imaginarias tracadas sobre o planisfério terrestre, por meio
das quais é possivel saber com precisao a localizacgdo de um ponto
da superficie terrestre. Essas linhas imaginarias sdo conhecidas como
paralelos e meridianos, e é por meio da interse¢do (ou cruzamento) delas
que se obtém a coordenada geografica exata de um referencial.”!

As coordenadas geograficas permitem a localizagdo de um ponto qualquer na
superficie da Terra por meio de valores numéricos, latitude e longitude. A latitude é

a “distancia” de um ponto em relagao a linha do Equador, paralelo mais conhecido. A

L <https://brasilescola.uol.com.br/geografia/coordenadas-geograficas.htm>


https://brasilescola.uol.com.br/geografia/coordenadas-geograficas.htm
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longitude é a “distancia” de um ponto em relacao ao Meridiano de Greenwich. Ambos,
latitude e longitude sdo medidos em graus, onde o marco 0° para elas sdo a Linha do
Equador e o Meridiano de Greenwich, respectivamente. Na Figura 9 vemos a Linha do
Equador e o Meridiano de Greenwich, e temos um ponto P na Terra onde « é a medida
da latitude e 8 é a medida da longitude de P. De (LIMA, 2013) temos algumas defini¢oes:

Definicao 2.7.1. Dado um ponto P na superficie terrestre, a Latitude de P é a medida
(em graus, minutos e sequndos) do arco que vai de P até o Equador e que estd contido em
um meridiano. A latitude se mede de 0° a 90° e, dependendo do hemisfério onde P estd, é

classificada em N (north - norte em inglés) ou S (south - sul em inglés).

Definicao 2.7.2. Dado um ponto P na superficie terrestre, a Longitude de P é a medida
(em graus, minutos e sequndos) do arco que vai de P até o Meridiano de Greenwich e que
estd contido em um paralelo. A longitude mede de 0° A 180° e, dependendo do hemisfério

onde P estd, € classificada em E (east - leste em inglés) ou W (west - oeste em inglés).

Figura 9 — Latitude e longitude

Equadal

Graenwich

i

Fonte: Producao da prépria autora (2025)

2.8 Esferas

Uma esfera de centro O e raio R é o conjunto formado por todos os pontos do
espago tal que a distdncia entre o centro e o ponto seja menor ou igual a R (Figura 10).
J& o conjunto de pontos do espaco cuja distancia entre o centro e o ponto ¢ igual a R é

chamado de superficie esférica.

Além do centro e do raio, também sdo importantes outros elementos da esfera como
polos, equador, paralelos e meridianos (Figura 11); termos que também aparecem na se¢ao

Coordenadas Geograficas. Os polos sao os pontos de encontro da esfera com o eixo central;
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Figura 10 — Esfera de centro O e raio R

Fonte: Produgéo da prépria autora (2024)

esse eixo ¢ a linha imaginaria perpendicular ao plano horizontal passando pelo centro da
esfera. O equador é a maior circunferéncia encontrada ao interceptar a esfera com um
plano horizontal; o equador divide a esfera em duas partes iguais, chamadas hemisférios.
Os paralelos sdao qualquer circunferéncia encontrada ao interceptar a esfera com um plano
horizontal; inclusive o equador é um caso particular de paralelo. O meridiano é encontrado

ao interceptar a esfera com um plano vertical que contenha o eixo central.

Figura 11 — Elementos da esfera

Fonte: <https://escolakids.uol.com.br/matematica/esfera.htm>
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Capitulo 2. Fundamentacio tedrica para o estudo do GPS 24

2.9 Posicoes relativas entre esferas

Dadas duas esferas F, e Fs distintas, a relagao entre elas pode ser classificada de
maneira analoga as circunferéncias; logo duas superficies esféricas podem ser tangentes,
secantes ou disjuntas. Superficies esfericas tangentes se intersectam em um tnico ponto,
interna ou externamente, como mostrado na Figura 12a. Superficies esféricas secantes se
intersectam em um circulo, veja a Figura 12b. E, superficies esféricas disjuntas nao se
intersectam; na Figura 12c¢ podemos ver que as esferas podem ser disjuntas internamente
ou externamente. E, assim como na relacao entre duas circunferéncias, quando temos duas
superficies esféricas disjuntas internas que partilham o mesmo centro, elas sao chamadas

de esferas concéntricas, Figura 12d.

Figura 12 — Relagao entre esferas

(a) Tangentes (b) Secantes

(c) Disjuntas (d) Concéntricas

Fonte: Produgdo da prépria autora (2024)

Para se aprofundar no estudo das posigoes relativas entre esferas busque as notas
de aula de (DELGADO; DELGADO, 2017), disponivel em

<https://www.professores.uff.br/katiafrensel /2017/08 /30 /disciplina-geometria-analitica/>.


https://www.professores.uff.br/katiafrensel/2017/08/30/disciplina-geometria-analitica/

25

3 Funcionamento do GPS

3.1 Um pouco de histéria

A necessidade do ser humano de conseguir se localizar é antiga. Os homens pré-
histéricos usavam marcagoes em pedras como forma de identificar os locais onde ja haviam
passado. Outra maneira de localizagdo era a observacao dos astros para se orientar. Com
a evolucao da humanidade os métodos de localizacao também evoluiram passando pelo
astrolabio, sextante, giroscépio, entre outros, até chegarmos ao GPS.

“O GPS (Global Positioning System) virou parte integrante da vida das
pessoas. Por conta dele, ndo pedimos mais informacoes sobre endereco. A
pergunta “onde fica a rua tal?” sumiu do mapa. Os motoristas em geral
e os de Uber em particular, os entregadores de aplicativos, as pessoas,
mesmo andando a pé, se orientam e se localizam em siléncio, fazendo
uso dessa tecnologia.” (SOUZA, 2021)

Parar e pedir informacao sobre como chegar a um local é algo que quase nao acontece
mais, apenas precisamos colocar o endere¢o em nossos smartphones e ele nos orientara

para que encontremos o local procurado.

O que hoje é tao simples e comum a nossa rotina comecou na década de 70, quando
foi iniciado o projeto NAVSTAR (Navigation System with Timing and Ranging), que hoje é
mais conhecido como GPS (Global Positioning System), o qual s6 foi concluido totalmente
em 1995.

“0O sistema GPS funciona hoje com uma constelacdo de 32 satélites
NAVSTAR, sendo 24 operacionais e o restante reservas (sic), prontos
para entrar em acdo caso ocorra falha nos satélites ativos, que orbitam a
Terra com um ciclo aproximado de duas voltas por dia, de forma que,
em qualquer ponto da superficie terrestre, ao menos quatro satélites
estejam visiveis e nunca estejam coplanares, condicoes essenciais para
que a posicdo possa ser determinada de maneira tinica.” (FAGGIAN,
2019)

Os satélites do sistema estao posicionados a 20.200km da superficie terrestre e sao distri-
buidos em 6 6rbitas planas. A Figura 13 mostra a érbita desses satélites e quantos deles

sao visiveis de um determinado ponto na Terra.
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Figura 13 — Satélites na orbita terrestre

Visible satellites: 12

Fonte: Disponivel em <https://www.ime.unicamp.br/~apmat/o-sistema-gps/>. Acesso em 2023.

Quando o projeto foi iniciado a ideia era que esse sistema fosse tinico e apenas
utilizado pelo exército dos Estados Unidos. Porém, em 1983, um aviao foi abatido por
invadir o espago aéreo soviético e morreram 269 pessoas, incluindo um congressista norte-
americano, apos essa tragédia o presidente Ronald Reagan liberou o uso civil do GPS
como forma de garantir a seguranga do trafego aéreo. No entanto, os EUA acrescentaram
um ruido no sinal para que a precisao nao fosse a mesma do exército. Apenas em 2000
que esse ruido foi retirado, permitindo uma melhor localizacdo, em tempo real, para o
receptor do sinal.

O sistema do GPS é composto por trés segmentos: o espacial, o de controle e o de
usuario. O segmento espacial é formado pelos satélites ja citados, cada um desses satélites
possuem 4 relogios de alta precisao. O segmento de controle é constituido por uma estacao

Mestre de controle, uma estacao Mestre alternativa de controle, onze antenas de comando
e controle, e dezesseis locais de monitoramento, Figura 14.

“As estacgoes rastreiam os satélites, atualizam as suas posicoes orbitais,
calibram e sincronizam os seus reldgios. Outra funcdo importante é
determinar as érbitas de cada satélite e prever a sua trajetoria nas 24
horas seguintes, essas informagcoes sao transmitidas a cada satélite para
depois serem transmitidas, por este, ao receptor.” (PEREIRA, 2014).

O segmento do usudrio é formado pelos aparelhos receptores de sinais emitidos pelos
satélites, esses receptores sao o que chamamos, erroneamente, de aparelho GPS. O aparelho
receptor recebe o sinal vindo do satélite, entdao “ele mede o tempo do percurso desse sinal
e, em seguida, calcula a distancia que esse segmento espacial esta do receptor.” (MORAES,
2015).


https://www.ime.unicamp.br/~apmat/o-sistema-gps/
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Figura 14 — Segmento de controle
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Fonte: <https://www.gps.gov/systems//gps/control/> acesso em 18 de novembro de 2024

3.2 Determinacao do posicionamento no plano

Nesta secao falaremos um pouco sobre como localizar um ponto no plano através

da intersecdo de circunferéncias e da resolugdo de um sistema de equacoes lineares.

“Durante a Segunda Guerra Mundial, ocorreu um grande avanco no
que se refere a navegacdo, quando passou-se a usar ondas de radio para
localizar veiculos fazendo uso do efeito Doppler, esta propriedade da Fisica
relaciona a velocidade do moével com a diferenga entre a frequéncia com
que as ondas de radio incidem e a frequéncia com que sao refletidas e assim
determinava-se as distancias entre o veiculo e as emissoras. Com essas
trés distancias e a localizacdo das emissoras era possivel determinar, pelo
processo de trilateracao, trés circunferéncias cuja intersecgao determinava
a localizac@o do veiculo.” (LIMA, 2013).

A primeira atividade realizada com os estudantes usa a trilateracao para determinar a
localizagao dos locais procurados. Os alunos utilizaram da geometria plana e analitica
para representarem a resolugao desse problema de localizacao utilizando régua e compasso,
onde com trés sinais era possivel encontrar trés circunferéncias, sendo que a intersecao

delas era o local procurado.

Como na nossa primeira atividade, todos os sinais sao emitidos da Terra, precisamos
resolver um sistema de equagoes formado pelas equacgoes de trés circunferéncias encontradas
a partir da origem do sinal e da distancia do objeto a trés pontos de referéncia. Sejam 57,

Sy e S3 as equagoes dessas circunferéncias, temos que o sistema de equacoes que nos da o


https://www.gps.gov/systems//gps/control/
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local procurado é dado por:

Sii(w—a)?+(y—y)? =17
So i (v —22)” + (y —y2)? =13 (3.1)
Sy (x—a3)’ + (y —y3)* =13

A primeira vista temos um sistema quadratico, porém ao subtrairmos a equacao

S1 da equacao Sy e depois a equacao S; da equacao Ss, obtemos um sistema equivalente

ao anterior, porém agora temos um sistema de duas equagdes lineares em z e y, como
podemos observar abaixo:

Sy, Ar+By=C

(3.2)
Ss:Dx+ Ey=F

Este sistema pode ser resolvido com as ferramentas aprendidas no Ensino Fun-
damental e Médio, como a substituicao, a eliminacao ou usando matrizes. De fato, sua
resolugdo estd no Anexo 7.1. A solugdo do sistema é garantida pelo posicionamento ade-
quado dos satélites “visiveis” a partir do local procurado. O posicionamento dos satélites
coincide com o centro das esferas e estes centros sao nao colineares, isso nos garante que
o determinante da matriz de coeficientes é diferente de zero, logo o sistema possui uma

Unica solugao. Assim, a intersecdo das circunferéncias utilizadas é um conjunto nao vazio.

Um sistema de equacoes lineares, como o Sistema 3.2, pode ser classificado como:
Sistema Possivel e Determinado (SPD): possui uma tnica solu¢ao, geometricamente, isso
significa que as retas associadas as equacgoes do sistema sao concorrentes, ou seja, se
encontram em um unico ponto, e esse ponto € a solucao desse sistema, Figura 15a; Sistema
Possivel e Indeterminado (SPI): possui infinitas solugoes, logo as retas encontradas com as
equagodes que compoem o sistema sao coincidentes, dando a impressao de serem apenas
uma reta, nao sendo possivel determinar um tinico ponto como solucao do sistema e sim
infinitos pontos, Figura 15b; Sistema Impossivel (SI): ndo possui solugdo, isso acontece
quando as retas encontradas pelas equacoes do sistema sdo paralelas, entdo elas nao

possuem qualquer ponto em comum, assim o sistema fica sem solucao, Figura 15c.

Ao considerarmos sinais emitidos da Terra, é natural que esses sinais sejam obtidos
por antenas e nao por satélites, porém para nao confundir os estudantes usando satélites
em alguns momentos e antenas em outro, resolvemos adotar o uso da palavra satélite seja

para os sinais emitidos da Terra ou da orbita terrestre.

3.3 Determinacao do posicionamento no espaco

Nesta se¢ao falaremos um pouco sobre como ¢é possivel determinar a localizacao
de um ponto no espaco. Como ja mencionado, o Sistema de Posicionamento Global
é composto por 24 satélites em funcionamento mais 8 satélites reservas prontos para
funcionar caso seja necessario.
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Figura 15 — Solugbes de um sistema linear

(c) Sistema Impossivel (SI)

Fonte: Producido da prépria autora (2025)

“Os satélites estao posicionados a 20.200km da superficie da Terra,
distribuidos em 6 6rbitas planas. Ha pelo menos 4 satélites em cada
orbita plana, equidistantes uns dos outros. Cada satélite completa sua
orbita ao redor da Terra em 11 horas e 58 minutos. Essa configuracao
assegura que em qualquer momento e qualquer localizacao da Terra nds
estamos sendo observados por pelo menos 4 satélites.” (SCANNAVINO,
2015)

A segunda atividade trabalhada com os estudantes foi realizada no Laboratorio
de Informatica da escola, onde utilizamos o GeoGebra para construir uma representacao
de como um ponto localizado na superficie terrestre é encontrado através dos sinais dos

satélites que compoem o GPS.

Algebricamente, para encontrarmos a localizagdo de um ponto qualquer na superficie
da Terra, lembrando que estamos lidando com estudantes da 3% série do Ensino Médio,
apenas precisamos resolver o sistema de equagoes formado pelas equagdes que representam
as trés esferas dadas pelos sinais dos satélites do GPS e uma quarta esfera que representa

a Terra.

Teorema 3.3.1. Se quatro superficies esféricas de centros nao coplanares se intersectam,

entao essa intersecao € um unico ponto.

Logo, sejam FEy, Fs, F5 e Ey, as esferas que representam os sinais dos satélites e a
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Terra, podemos escrever o sistema de equagdes que nos dara a localizacao procurada como:

Ey:(x—2)+(y—wmn)* +(z—2) =1}
By: (v —20)* + (y —9)? + (2 — 22)° =13 (3.3)
Es:(z—a3)’+ (y —y3)? + (2 — 23)> =13
Ey: (=2’ + (y—ya)? + (2 — 20)* = 1]

Assim como no sistema com as equagoes das circunferéncias, para resolvermos
esse sistema, inicialmente quadratico, iremos subtrair a equagao E; das equagoes Fs, Fj
e F,, obtendo um sistema de equacoes equivalentes ao anterior, porém linear. Apds a

reorganizacao do sistema, temos:

Es: Ax+By+Cz=D
E¢:EFx+ Fy+Gz=H (3.4)
Er:Ix+Jy+Kz=1L

Este sistema pode ser resolvido com métodos aprendidos no Ensino Médio, como a
substitui¢ao sucessiva, eliminagdo de Gauss ou usando matrizes. A escolha dos satélites
feita pelo proprio sistema garante que intersecao das esferas encontradas a partir dos seus
sinais é um conjunto nao vazio. Mais precisamente, os seus centros sao nao colineares,
garantindo que o determinante da matriz de coeficientes é diferente de zero, o que determina
que o sistema possui uma solucio unica. A demonstracao do Teorema 3.3.1 que corrobora
com a existéncia de um tinico ponto como solugao do sistema pode ser conferida em (LIMA,
2013).

3.4 Sinal emitido pelo GPS

Nesta se¢ao, nés apresentaremos alguns fatos sobre o sinal do GPS. O sinal é gerado

por um dispositivo chamado registrador de deslocamento linear.

“Registradores de deslocamento linear permitem a geracao de sequéncias
que tém propriedades excelentes em termos de permitir ao receptor
sincronizar-se com ele. Esses dispositivos simples de construir (pode-se
construir um registrador de deslocamento linear com poucos componentes
elétricos basicos) geram sinais pseudoaleatérios, isto é, geram sinais que
aparentam ser grandemente aleatérios mesmo quando sao gerados por
algoritmos deterministicos.” (ROUSSEAU; SAINT-AUBIN, 2021)

Esses registradores de deslocamento linear permitem que os dados dos satélites se
desloquem até um receptor do sinal, como aparelhos de navegacao e smartphones. O sinal
que esses registradores emitem podem ser entendidos como uma sequéncia de zeros e uns.
Imaginemos um registrador de deslocamento linear de comprimento r» = 4, com constantes

ag, 1,02 € az € qo, q1, g2 € q3. Cada satélite tem valores préprios para ¢;, it =0,...3 e 0s
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valores a;, © = 0, ...3 sao conhecidos como condigoes iniciais. Os elementos seguintes do

sinal sao construidos usando as férmulas
as = (aoqo + a1qi + azqe + azgz) mod 2,
as = (a1qo + aaq1 + azqa + asqz) mod 2,
as = (a2qo + azqi + asqa + asgz) mod 2,

como no Exemplo 3.4.1.

Exemplo 3.4.1. Seja r =4, (qo,q1,92,93) = (1,1,0,0) e (ag,ar,as,a3) = (0,0,0,1), logo
ay=0-14+0-1+0-0+1-0=0,
as=0-1+0-1+1-0+0-0=0,
ag=0-14+1-1+0-04+0-0=1.

A Figura 16 mostra um sinal de GPS correspondente a esse exemplo.

Figura 16 — Sinal emitido pelos registradores de deslocamento linear

Fonte: Produzida pela prépria autora (2025)

Neste capitulo apenas resumimos como funcionam os registradores de deslocamento

linear ao emitir o sinal para o aparelho receptor, mas é possivel aprender mais sobre o

assunto em (ROUSSEAU; SAINT-AUBIN, 2021).
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4 |nterface e Comandos no GeoGebra

Durante o desenvolvimento do trabalho usamos a ferramenta de geometria dinamica
GeoGebra; por preferéncia da autora a versao utilizada do programa é mais antiga, sendo o
GeoGebra Classic 5. Para tanto foi necessario apresentar aos estudantes alguns comandos e
possibilidades do programa; como a opc¢ao de exibir a janela de visualiza¢ao 3D, Figuras 17a
e 17b, com comandos proprios para construcoes tridimensionais, Figura 17¢c, j4 que nossa
construcao seria feita a partir desses comandos. Também apresentamos a possibilidade
de digitar os comandos na entrada do programa, Figura 17d; na maior parte de nossa
construcao optamos por digitar os comandos na entrada para facilitar para os estudantes
ja que o foco era realizarem o projeto e nao ensinar aos estudantes a usarem o GeoGebra.
A partir dos botoes de comando os alunos criaram apenas os pontos necesséarios, Figura
17e. E, para “limpar” a construcao, ensinamos os estudantes a esconder os eixos, planos e
objetos que nao eram mais necessarios visualmente. Para esconder os eixos e o plano XY
¢é necessario apertar o botao direito do mouse e clicar sobre eixos e plano para que eles

aparecam ou se escondam, Figura 17f.

Como ja dissemos, em nosso trabalho os estudantes foram orientados a digitar os
comandos na entrada do programa para realizar a construcao. Para tanto pedimos a eles

que digitassem os seguintes comandos:
e TERRA: 2% +y? + 22 = 1, para construir a Terra;

e PlanoX: z = 0, PlanoY: y = 0 e PlanoZ: z = 0, para construir os planos que

servirao para encontrar as orbitas dos satélites;
e EsferaOrbitas: 22 + 3% + 22 = 3, para construir a esfera das érbitas;

e Orbital: Interse¢aoGeométrica(PlanoX, Esfera()rbitas), Orbita2: IntersecioGeo-
métrica(PlanoY, EsferaOrbitas) e Orbita3: IntersecioGeométrica(PlanoZ, EsferaOrbitas)

para encontrar as orbitas dos satélites;

e Clicar em Ponto em objeto e criar um ponto em cada érbita e uma sobre a

TERRA, para simular os satélites e o local que desejamos encontrar na Terra;

o Lisfera(A, D), Esfera(B, D) e Esfera(C, D) para construir as esferas de centro em
cada satélite e raio medindo a distancia do satélite até o ponto que desejamos localizar na

Terra;
e IntersecioConica(a,b), IntersecaoConica(a,c) e IntersecaoConica(b,c) para en-
contrar as intersecoes, duas a duas, das esferas de centro em cada satélite e raio medindo

a distancia do satélite até o ponto que desejamos localizar na Terra;



Capitulo 4. Interface e Comandos no GeoGebra 33

Figura 17 — Interface GeoGebra
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Fonte: Produzida pela prépria autora (2025)

e Clicar em intersecao de dois objetos e criar um ponto onde as intersegoes conicas
se encontram, para encontrar os dois pontos onde ocorre a intersecao e assim concluir que

um dos pontos nao se encontra na Terra.

Terminando assim a construcao.
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5 Atividade Didatica para Explorar o Funcio-
namento do GPS

Nesta secao, apresentamos a atividade didatica proposta para explorar o funcio-
namento do GPS. A atividade foi aplicada apds a conclusao do conteiido de geometria

analitica e espacial pertinentes a uma turma de 32 série do Ensino Médio.

Em um primeiro momento, nés mostramos aos estudantes o video “A magica do
GPS - Professor Albert e a Ciéncia da Natureza”!, onde ¢ falado um pouco da histéria do
GPS e explicado, de maneira simplificada, como ele funciona. Apds o video explicamos aos
estudantes o funcionamento bidimensional do GPS, Figura 18, onde temos “trés satélites”
com posicoes conhecidas transmitindo sinais para o receptor, cada satélite com um tempo
especifico para o sinal chegar ao dispositivo, assim sendo possivel encontrar a distancia
que ele se encontra dos satélites. O ponto de interseccao das trés circunferéncias indica a

localizagao do receptor do sinal do GPS, como é possivel observar na Figura 18d.

Para fomentar o interesse dos estudantes exibimos algumas cenas de filmes e
seriados onde o GPS é usado para localizar algo ou alguém. Foram exibidas cenas dos
filmes “Missao Impossivel - Protocolo Fantasma” e “Busca Implacavel”, e da série “CSI -

Investigacao Criminal”, temporada 11, episédio 15.

L <https:/ /www.youtube.com /watch?v=0sYU0xPXsgA&t=3s>


https://www.youtube.com/watch?v=OsYU0xPXsgA&t=3s
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Figura 18 — Funcionamento bidimensional do GPS

Satélite 3
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Satélite 3

Satélite 3

Satélite 2

Satélite 1

Satélite 2

(c) Distancia do receptor ao segundo satélite (d) Distancia do receptor ao terceiro satélite

Fonte: Produzida pela prépria autora (2024)

Para encerrar esse primeiro momento os estudantes foram divididos em grupos,
Figura 19a, e a cada grupo foi entregue parte do mapa da nossa cidade, Baixo Guandu - ES,
retirado do Google Maps, na escala 1 : 10000. Foram distribuidos cinco mapas diferentes e,
para cada mapa, instrugoes para os estudantes seguirem e encontrarem o local procurado.
Nessa parte do projeto os estudantes trabalharam com uma visao bidimensional do GPS,

utilizando régua e compasso para sua construcao, Figura 19b.
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Figura 19 — Desenvolvimento do trabalho bidimensional

(a) Estudantes em grupos na sala de aula (b) Trabalho bidimensional

Fonte: Acervo pessoal da prépria autora (2024)

As instrugoes passadas para os estudantes encontrarem, em cada um dos 5 mapas,

os locais desejados seguem abaixo.

Para o mapa 1: O primeiro satélite, localizado na Arbalest Cervejaria, te d4 uma
distancia de 620m; o segundo satélite, localizado na Casa Regina Material de Construcao,
te d4 uma distancia de 380m; o terceiro satélite, localizado na Loja Megalar, te da uma
distancia de 300m.

Figura 20 — Mapa 1: Arbalest - Casa Regina - Megalar
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Para o mapa 2: O primeiro satélite, localizado no Espaco Pitaya, te d4 uma
distancia de 630m; o segundo satélite, localizado na FG Farma, te d4 uma distancia de
380m; o terceiro satélite, localizado no Campo de futebol do Baim, te dd4 uma distancia
de 350m.

Figura 21 — Mapa 2: Espaco Pitaya - FG Farma - Campo de futebol
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Para o mapa 3: O primeiro satélite, localizado no CMEI Dona Chica, te d4 uma
distancia de 460m; o segundo satélite, localizado na Abreu Mdéveis, te d4 uma distancia de

260m; o terceiro satélite, localizado na Igreja Crista Maranata, te da uma distancia de
390m.

Figura 22 — Mapa 3: CMEI Dona Chica - Abreu - Maranata
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Para o mapa 4: O primeiro satélite, localizado na EEEFM Dr. Jones dos Santos
Neves, te d4 uma distancia de 470m; o segundo satélite, localizado no Bar do Markinho,
te dd uma distancia de 230m; o terceiro satélite, localizado no Berrantao do Araijo, te da

uma distancia de 580m.

Figura 23 — Mapa 4: EEEFM Dr. Jones dos Santos Neves - Bar do Markinho - Berrantao
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Para o mapa 5: O primeiro satélite, localizado no Caté Veiculos, te d4 uma distancia
de 250m; o segundo satélite, localizado no Espetinho da Luana, te d4 uma distancia de

450m; o terceiro satélite, localizado no Agougue do André, te d4 uma distancia de 670m.

Figura 24 — Mapa 5: Caté - Espetinho - Acougue
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Com os mapas e os dados em maos foi necessario que os estudantes fizessem a

conversao dos valores a partir da escala usada, para tanto foi necessario que primeiro eles
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transformassem as distancias dadas em metros para centimetros, ou seja, uma conversao
de medidas. Isso é feito facilmente multiplicando o valor dado em metros por 100, como
a professora mostrou aos alunos através do exemplo: se a distancia for de 250 metros,
encontra-se a distancia em centimetros fazendo 250 - 100 = 25.000 centimetros. Como
nossa escala ¢ 1 : 10.000, cada 1em na dimensdao do mapa temos 10.000cm na dimensao
real. Entao, ainda precisamos encontrar o valor que sera utilizado no mapa usando a
formula d
E = o
onde F ¢ a escala, d é a dimensao no mapa e D ¢ a dimensao real. Logo, se a distancia

real for de 25.000cm, na férmula temos

1
10.000  25.000

= 10.000 d = 25.000 = d = 2.5,

assim os 250m da dimensao real se tornam 2,5¢m na dimensao do mapa.

Com as devidas conversoes feitas os estudantes precisaram encontrar os locais
indicados nos mapas, mas como a cidade é pequena e eles ja a conhecem, essa tarefa foi
simples. Porém, outras dificuldades apareceram onde foi necessaria a intervencao docente
para auxilia-los a encontrar o local desejado. Seguem abaixo, nas Figuras 25, 26, 27, 28

e 29, os mapas com o resultado desejado no trabalho, feitos pela professora.

Figura 25 — Mapa 1: Arbalest - Casa Regina - Megalar. Resultado desejado
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Fonte: Produzida pela prépria autora usando como base uma imagem do Google Maps (2024)
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\§

Figura 26 — Mapa 2: Espago Pitaya - FG Farma - Campo de futebol. Resultado desejado
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Figura 28 — Mapa 4: EEEFM Dr. Jones dos Santos Neves - Bar do Markinho - Berrantao.
Resultado desejado
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Figura 29 — Mapa 5: Caté - Espetinho - Agougue. Resultado desejado
.
Xeae ?ﬁﬁ‘io 0 dos Santos Neves // Reabilitar Clinica Padaria Santa Ménica 3
[Qcontoldgica PW Brasil P
Restaurante ¢ Lanchonete P O os 1ASD Central o ¢ >
o Jamatle Transpurlesv Sabor na Mesa oF usndu - sl pory #, Vila Kennedy . Eilddo 820 & v
e {3’ WAZEN % %. Igreja Catdlica Soanap SUPERMERORDO
4} collab mais.
b CMEI DONA CHICA

Nater Coop: Loja Agro Familia Fernandes
& Fabr

Bar ChegaMais’ % 2
? PEQIRAD S em Baixo Guandu 9 Farmacia uhra Populay
T, e
icbame

Quadra Santa Monica

cosatabtioes P

4“"@ %,
g o Rt I.O]a Megalar - 9 @v‘@ =]
"A% 6’6‘-0 Ki / Baixo Guandu 9 Igreja Cristd Maranata EberTur o pac
S N
et Al Paindmal S P S &mzs‘ Garage Acustica 3 Planset':al;
KRS AN Pmo\\o S ol ol Al ol NG

0 miliana
ok At Floricultura Caldos e Massas Agai da Vila
e

cerca elétiicatesla " BazaSVIa

Ly
'96ling pyep,
ezes

350108,

o

& Igreja Deus E Amor
256113 e grej 5
ho Radiadores * R¥Ngeas Arena Scorpions-
oAt Condicionados. . | s ceSeers Fiitevolei ¢ Beach Tennis

Igreja Matriz ‘
de so Pedro 9 Mercearia do

| ‘Abreu/Moveis L.

S | i e oeerian 2
) Qseleris nreatta Preus Fiorq
Distibuidora  Viagao Aguia Brancal |11 7 f'f?f" DeEt APAE - Baixo Guandu - LaCasa Da Pizza ontidoes
Vvasconcelos Hotel 3 estrelas wel|

sobdmakeiy )

R Projetag, 9\ \
Rodoviaria e\
\ Baixo Guandu )

Nelarctic
Distr\uidora e Delivery

Rk, Rede Constrular
#13100 Nunes - %

Moca BonitaWoivas
Loja de noives

erreiry

Metanica Detone.
ILHA DOAGAI
Soryere.

R-Cletg, Machag,
orio animal
203Q rorame

R
José Fipy Scbrinng

B Tel
Joseting gy

Igreja adventista do
sétimo dia - s&o Pedro

inho da Liiana

R Florenco yorg Du Paré moveis
— planejados

posto de molas jc cabral

Rancho Brasil

\
Ceramica
Lo e ariaed

Fonte: Produzida pela prépria autora usando como base uma imagem do Google Maps (2024)

Distribuidc
Stinguel Comevcm 9; Tabacar
e \L 9 RS



Capitulo 5. Atividade Diddatica para Explorar o Funcionamento do GPS 42

Seguem algumas das atividades realizadas pelos alunos durante as aulas. E possivel
ver nas Figuras 30, 31 e 32 que os estudantes alcancaram o resultado desejado, sem que
fosse necessario uma intervencao docente. Esses alunos conseguiram compreender melhor
o que era pedido e também aplicar com seguranca o conteiido de geometria analitica sobre

circunferéncias.

Figura 30 — Mapa 1: Arbalest - Casa Regina - Megalar. Resultado obtido pelo estudante
A, como esperado

Fonte: Produzida pelo estudante A, usando como base uma imagem do Google Maps (2024)

Figura 31 — Mapa 2: Espaco Pitaya - FG Farma - Campo de futebol. Resultado obtido
pelo estudante B, como esperado

Fonte: Produzida pelo estudante B, usando como base uma imagem do Google Maps (2024)
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Figura 32 — Mapa 4: EEEFM Dr. Jones dos Santos Neves - Bar do Markinho - Berrantao
- Resultado obtido pelo estudante C, como esperado

Fonte: Produzida pelo estudante C, usando como base uma imagem do Google Maps (2024)

Alguns estudantes apresentaram dificuldades em compreender a atividade e/ou
aplicar os conceitos relacionados a circunferéncia. Com isso, podemos ver alguns traba-
lhados onde alguns erros foram cometidos, Figuras 33, 34 e 35. E importante ressaltar
que toda a producao estudantil foi valorizada e que resultados ditos incorretos foram
encarados como oportunidade de esclarecimentos e aprendizagem sobre o conteido de
circunferéncia. Abaixo temos algumas atividades onde o resultado inicial nao foi o esperado

pela professora.

Na Figura 33, os estudantes tiveram dificuldade em desenhar o raio correto de
duas circunferéncias por apresentarem dificuldades em trabalhar com régua e compasso.
Porém, como a intervengao da professora aconteceu durante a aula, enquanto os estudantes
realizavam a atividade, as medidas corretas foram colocadas e os raios errados forma
apagados da folha, entao foi necessario que reacendéssemos as circunferéncias com os

desenhos de raios incorretos para mostrar a dificuldade do estudante.

Na Figura 34, o estudante mediu o comprimento dos raios corretamente, porém ao
desenhar uma circunferéncia ele deveria posicionar a ponta seca do compasso no ponto
referente a Abreu Moveis, para que ela fosse o centro da circunferéncia, e a ponta com o
grafite deveria ser posicionada ao final do segmento de reta que representava o raio, mas ele
fez o contrario, e colocou a ponta seca no final do segmento e o grafite no ponto onde estava
localizada a Abreu Moveis, assim encontrou uma circunferéncia que nao correspondia a
representacao do sinal emitido pelo satélite; foi necessario reacender os erros cometidos

pelo estudante ja que a correcao foi feita durante a aula logo apds a intervencao docente.

Na Figura 35, ndo ha a intersecao das trés circunferéncias mesmo com as localizagoes
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Figura 33 — Mapa 2: Espaco Pitaya - FG Farma - Campo de futebol. Resultado obtido
pelo estudante D, como esperado, apds intervencao da professora

Fonte: Produzida pelo estudante D, usando como base uma imagem do Google Maps (2024)

Figura 34 — Mapa 3: CMEI Dona Chica - Abreu - Maranata. Resultado obtido pelo
estudante E, como esperado, apos intervencao da professora

Fonte: Produzida pelo estudante E, usando como base uma imagem do Google Maps (2024)

corretas da emissao do sinal e as medidas corretas dos raios, ou seja, as circunferéncias
desenhadas sem erros nos célculos preliminares. Contudo, ha uma proximidade com o
local procurado. Isso aconteceu devido ao fato de ser um trabalho manual onde pequenas
divergéncias, como a localizagdo exata do centro de cada circunferéncia utilizada pela

professora, podem ocasionar erros ao analisarmos o resultado final.
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Figura 35 — Mapa 5: Caté - Espetinho - Acougue. Resultado obtido pelo estudante F,
como esperado, apés intervencao da professora

Fonte: Produzida pelo estudante F, usando como base uma imagem do Google Maps (2024)

Em outra aula, apds o término das atividades relativas ao GPS através de um
olhar da Geometria Plana, os alunos foram direcionados para o Laboratorio de Informatica
onde trabalhariamos uma visao tridimensional da localiza¢ao de um ponto pelo Sistema de
Posicionamento Global. Para tanto, os estudantes utilizaram o GeoGebra, programa livre
de geometria dindmica. Inicialmente, foi necessario apresentar a interface do programa,
Figura 36, ja que nem todos os estudantes o conheciam, e ensinar os comandos necessarios
para a construcao do projeto sobre o funcionamento do GPS, como mencionado no
Capitulo 4.

Ainda divididos em grupos, agora no Laboratério de Informética, pedimos aos
estudantes que exibissem a janela de visualizagao 3D e escondessem a janela de visualizagao
2D na interface do programa. A partir dessa janela 3D comecgariamos a construgao referente
ao funcionamento do GPS. Para que os alunos fizessem a construcao foram passados os

seguintes comandos:
1. Construa uma esfera de centro na origem e raio 1, e a nomeie Terra, Figura 37a;

2. Construa os planos XY, XZ e YZ do sistema de coordenadas cartesianas no
espago, Figura 37b;
3. Construir uma esfera que represente a érbita dos satélites (essa esfera deve ter

raio maior do que o raio utilizado para a esfera que representa a Terra), Figura 37c;

4. Encontre a intersecdo geométrica entre a esfera que representa a orbita dos
satélites e cada um dos planos XY, X7 e Y Z, Figura 37d;
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7 GeoGebra Classic 5 = a X
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Figura 36 — GeoGebra

5. Limpe sua janela escondendo todos os eixos e planos, e a esfera que representa

a Orbita dos satélites, Figura 37e;

6. Crie um ponto em cada circunferéncia criada a partir da intersecao geométrica

entre a esfera que representa a érbita dos satélites e cada um dos planos XY, XZ e Y Z;
7. Crie um ponto sobre a esfera que representa a Terra, Figura 37f;

8. Construa trés esferas cada uma com o centro no ponto criado no passo 6 e com

raio igual a distancia de cada um desses pontos ao ponto criado no passo 7, Figura 37g;

Em conjunto com os alunos, queremos verificar que uma das duas intersecoes das

trés esferas coincide com o ponto criado sobre a esfera que representa a Terra no passo 7.
9. Encontre a intersecao conica entre as esferas criadas no passo 8, duas a duas;

10. Esconda as esferas criadas no passo 8 e as circunferéncias criadas a partir da
intersecao geométrica entre a esfera que representa a orbita dos satélites e cada um dos
planos XY, X7 e YZ, Figura 37h;

11. Marque o ponto onde as interse¢oes conicas se encontram, Figura 37i;

12. Esconda a esfera que representa a TERRA, criada no passo 1 e os pontos

criados no passo 6, Figura 37j.
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Figura 37 — Construgao no GeoGebra
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Fonte: Produgdo da prépria autora (2024)
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Nesse momento, com os estudantes no Laboratério de Informatica, Figura 38,
durante a construcao passo-a-passo no GeoGebra, foi discutido com os estudantes o
significado de cada parte da construcao e feito referéncia a primeira parte do trabalho,
onde eles localizaram pontos no mapa, que seria a versao 2D do projeto. Observamos
que nao estamos mais trabalhando com mapas planificados e sim com o planeta Terra e
nossos satélites nao emitem sinal de outro pontos da Terra, mas do Espaco. Cada satélite
tem sua Orbita e apesar de termos representado apenas trés satélites em nosso projeto,
existem 24 satélites orbitando a Terra nesse momento. Para encontrar um local na Terra
sao utilizados os satélites que estao visiveis ao ponto/local que desejamos encontrar, logo
quantos e quais satélites serdao utilizados depende do momento da recepc¢ao do sinal. Com
ajuda e direcionamento da professora os alunos conseguiram observar que ao final da nossa
construcao no GeoGebra foram encontrados dois pontos de intersecao, porém um deles

estava no Espaco.

Figura 38 — Desenvolvimento do trabalho 3D

(a) Estudantes no Laboratério de Informética (b) Trabalho 3D

Fonte: Acervo pessoal da prépria autora (2024)

Para a representagao do “funcionamento” do GPS no GeoGebra feita pelos es-
tudantes, Figura 38b, e orientada pela professora, definimos uma esfera de raio 1 para
representar a Terra e uma esfera de raio v/3 para representar a esfera que usarfamos para
as Orbitas dos satélites, pois queriamos que fosse possivel que os estudantes conseguissem
enxergar toda a construcao na janela de visualizagao, sem a necessidade de reduzi-la, visto
que ainda acrescentariamos outros objetos. A ideia era que a construcao fosse o maior
possivel, mas contida na janela de visualizacao. As orbitas dos satélites foram encontradas
a partir da interse¢ao dos planos XY, X7 e Y Z com a esfera para as d6rbitas. Logo, cada
satélite segue em sua érbita emitindo seu sinal. A posicao do receptor em relacao a cada
satélite é representada pela esfera de centro na posi¢ao do proprio satélite. Como nossa
construcao apresenta 3 satélites, a intersecao das esferas nos da dois pontos de intersecao,

porém temos que apenas um dos pontos se encontra na Terra, enquanto o outro estd no
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Espaco Sideral.

Este projeto foi desenvolvido ja no final do ano letivo, quando muitos estudantes
(aqueles que se consideram aprovados) costumam se ausentar das aulas. Apesar disso, a
participacao dos estudantes durante as aulas foi relevante. Isso indica que eles gostaram
de participar das atividades, inclusive muitos falaram sobre como foi interessante ver uma

aplicagao do contetido de Matematica em algo “concreto”.
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6 Conclusao

A construcao desse trabalho passou por etapas de leitura, planejamento, execugao
e reflexdao, sempre retomando alguma etapa quando necessario. O processo de ensino-
aprendizagem dos estudantes também precisa funcionar da mesma maneira, dando a eles
conhecimento e despertando curiosidade para que possam refletir e buscar ampliar esse

conhecimento para além da sala de aula.

Ensinar contetido apds contetiddo sem que os alunos percebam a importancia do
que estao aprendendo tem se mostrado uma barreira para a propria aprendizagem. Claro
que nao ¢é possivel e nem viavel que todos os contetidos de todas as disciplinas sejam
apresentados com uma aplicagdo “real”, mas os jovens de hoje tém acesso a tudo com tanta
rapidez que ndo podemos esperar que eles fiquem quietos nos escutando falar durante 50

minutos sobre algo que para eles nao faz sentido.

Durante o desenvolvimento do trabalho com os estudantes foi possivel voltar ao
basico, como o uso de régua e compasso. Algo que pode parecer simples para muitos, mas
que gerou duvidas pois os alunos nao estavam habituados a usar essas ferramentas. Logo,

eles também desenvolveram novas habilidades manuais durante as aulas.

Ao mostrar aos estudantes que contetidos e conceitos basicos da Geometria estao
envolvidos em algo como o celular foi possivel despertar o interesse dos alunos pelo o que
estavamos estudando/trabalhando. A cada construcao relacionada com o conteido visto
durante as aulas, a cada associacao do conteiido de Geometria com outra disciplina, a cada
descoberta feita por eles, a cada vez que ao perguntarem se a atividade estava correta e
recebiam o positivo da professora, e mesmo cada vez em que eram orientados a refletirem
sobre os erros, foi possivel ver que eles se sentiam mais seguros e apropriados daquele

conhecimento.
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7 Anexos

7.1 Anexol

Nesta secao, usaremos o método de eliminagao na resolucao do Sistema 3.2. Para
comegar, eliminaremos a incognita y, para isso multiplicaremos Sy por E e S5 por (—B),

resultando em

AFEx+ BEy=CFE (7.1)
—BDz — BEy = —BF '
Somando as duas equagoes do sistema acima, temos
AFx — BDx = CE — BF. (7.2)
Colocando o x em evidéncia,
z(AE — BD)=CFE — BF. (7.3)
Assim, temos que
CE — BF
T= SR’ (7.4)

desde que AE — BD # 0.

Para encontrarmos o valor de y, utilizaremos o resultado encontrado para = na

Equacao 7.4 e substituiremos esse resultado em Sy, logo

CE — BF

A'AE—BD

+ By = C. (7.5)
Multiplicando a equagao anterior por (AE — BD), ficamos com

A(CE — BF) + B(AE — BD)y = C(AE — BD). (7.6)

Isolando y, temos que
C(AE — BD) — A(CE — BF)

v B(AE — BD) (7.7)
Logo, a solucao do sistema ¢ dada por
CE - BF C(AE - BD)—- A(CE — BF) (7.8)
AE — BD’ B(AE — BD) ' '
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