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Resumo

Esta dissertagao explora o potencial do Teorema de Pick e suas extensoes para o desenvol-
vimento de jogos voltados para o ensino de matemaética, pois, os jogos, quando utilizados
de maneira correta, contribuem para melhorar a compreensao dos alunos sobre conceitos
matematicos e também para desenvolver suas habilidades de raciocinio, algumas indicadas
em documentos oficiais como a BNCC e a DC-GOEM. Com vistas a contribuir nessa
direcao, iniciamos nossas atividades com o estudo detalhado de Teorema de Pick e algumas
de suas extensoes. O Teorema de Pick apresenta uma férmula para o calculo de &reas sobre
uma rede de pontos no plano. Nesse estudo inicial, identificamos possibilidades promissoras
para a elaboracao de jogos. Também estudamos em detalhes alguns jogos ja propostos
para o assunto. A proposta de jogos voltados para o ensino deve estar apoiada em sélidas
evidéncias cientificas, pois assim, mais que uma diversao para os estudantes, teremos uma
poderosa ferramenta para contribuir no processo de ensino e aprendizagem. Essa preocupa-
¢ao nos levou ao estudo das tendéncias atuais para jogos no ensino. Estudamos tendéncias
como a formalista-classica, empirico-ativista, formalista moderna, tecnicista, construtivista
e socioetnocultural .Usamos alguns elementos das tendéncias empirico-ativista e tecnicista
combinados para selecionar e elaborar alguns jogos. Sequéncias didaticas para o uso dos
jogos em sala sao propostas. Tanto os jogos quanto as sequéncias didaticas representam

contribuigoes significativas para a melhoria no ensino-aprendizagem de matematica.

Palavras-chave: Ensino, Geoplano, Jogos, Matematica, Teorema de Pick.



Abstract

This research explores the potential of Pick’s Theorem and its extensions, applied at
game developing for teaching mathematics. Advancing the development of games aimed
at teaching, is an action of great relevance, as games, when used correctly, contribute to
the improvement of students’” understanding of mathematical concepts as well as develops
their reasoning skills, some of which are indicated in official documents such as the BNCC
and DC-GOEM. With a view to contributing in this direction, we began our activities
with a detailed study of Pick’s Theorem and some of its extensions. Pick’s Theorem
presents a formula for calculating areas on a mesh in the plane. In this initial study, we
identified promising possibilities for game creation. Moreover, we study in detail some
games already proposed on this subject. The proposal of games for teaching must be
supported by solid scientific evidence, so that, rather than being fun for the students, we
obtain powerful tools contributing to the teaching and learning process. This concern led us
to study current trends in games for teaching. We studied trends such as classical formalist,
empirical-activist, modern formalist, technicist, constructivist and socio-ethnocultural.
We used some elements of the empirical-activist and technicist trends combined to select
some games and to design others. Didactic sequences for using games in the classroom
are proposed. Both the games and the didactic sequences represented contributions to

improve teaching and learning of mathematics.

Keywords: Teaching, Geoboard, Games, Mathematics, Pick’s Theorem.
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1 Introducao

Este estudo investiga o potencial do Teorema de Pick e suas extensdes na elaboragao
de jogos geométricos como ferramentas para incentivar e fortalecer conceitos de geometria
e algebra, além de, desenvolver importantes habilidades nos estudantes. A motivagdo para
este trabalho surge da constatagao de que estudos tedricos e demonstracoes em matematica
sao, frequentemente, desvalorizados pelos estudantes. Isso ocorre, em parte, pela forma
como a matematica é apresentada. Assim, os métodos alternativos de ensino podem
contribuir para o desenvolvimento da fluéncia matematica, fundamental para alunos.

H&4 uma demanda crescente por abordagens inovadoras de ensino que possam me-
lhorar a compreensao dos alunos sobre conceitos matematicos complexos. Essa necessidade
também impoe a elaboragao de material voltado aos professores e este estudo tem o
potencial de fornecer suporte aos professores sobre como os jogos podem ser efetivamente
incorporados ao curriculo de matematica.

Nesta perspectiva, o centro da investigagao reside na pergunta: “A férmula de Pick
pode melhorar a compreensao dos alunos sobre conceitos matematicos?” Para responder
essa questao, buscamos explorar de maneira adequada a féormula de Pick e gerar desses
estudos meios para que os estudantes possam avancar seus conhecimentos em matematica.

O objetivo geral é desenvolver as habilidades matematicas dos estudantes utilizando
de jogos matematicos, promovendo um engajamento mais profundo e uma compreensao
pratica dos conceitos de geometria e calculo. Os objetivos especificos incluem a apresentacao
de diferentes jogos focados na rede e no Teorema de Pick para a determinacao da area de
poligonos conexos, o desenvolvimento de novas abordagens para a integracao de jogos ao
curriculo e a exploragao de estratégias eficazes de ensino.

O uso de formulas, teoremas e suas demonstracoes passa a ser uma possibilidade
e uma fonte para o desenvolvimento de jogos que buscam uma melhor compreensao dos
conceitos matematicos e um aumento no desempenho académico dos alunos.

No inicio desta investigacao, ja ciente que os jogos tém sido usados como ferramentas
de ensino em varias disciplinas, muitas vezes sem a fundamentac¢ao tedrica necessaria,
mas ainda assim com bons resultados, nota-se que essa utilizacao ainda se da de forma
timida e os jogos matematicos no ensino de conceitos matematicos ainda é uma area pouco
explorada.

Para contribuir nessa dire¢ao, o Capitulo 1 apresenta a Formula de Pick, que
permite calcular a drea de poligonos em uma grade (rede de pontos) fazendo a contagem
de pontos da rede que pertencem ao poligono, e essa féormula também colabora com ideias
para criar jogos em rede de pontos. O Capitulo 2 explora variagdes do Teorema de Pick,
fazendo generalizagOes e andlise sobre poligonos conexos. O Capitulo 3 apresenta as teorias

e orientagoes oficiais que fundamentam e justificam o uso dos jogos no ensino. Entre os



Capitulo 1. Introdugdo 18

documentos oficiais, destacamos importantes habilidades e competéncias contidas nas
orientagoes da BNCC e do DC-GO. As principais tendéncias pedagdgicas e seus impactos
na formulacao de jogos também sdo apresentadas e utilizadas para nortear a elaboracao
dos jogos deste trabalho. Este capitulo também inclui uma breve apresentacao sobre as
sequéncias didaticas, importantes para a elaboracao das propostas para a sala de aula. Por
fim, o Capitulo 4 apresenta uma série de jogos em rede de pontos; alguns, ja utilizados em
outros contextos, foram modificados e aprimorados, enquanto outros foram elaborados para
melhor aproveitamento no ensino de conceitos geométricos. Apds cada jogo é apresentada
uma sequéncia didatica, estruturadas para desenvolver habilidades especificas.

Com isso, estruturamos uma proposta que visa contribuir significativamente para a

melhoria do ensino de matematica em nivel bésico.
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2 Teorema de Pick

A Formula de Pick ou Teorema de Pick trata-se de uma maneira pratica para
calcularmos areas de poligonos sobre rede de pontos no plano. Veja LIMA et al.(1991).
Neste capitulo faremos a demonstracao desse teorema, cujos detalhes contribuem com
muitas ideias para o trabalho com estudantes do ensino basico. Nosso principal objeto de

estudo sao os poligonos, portanto iniciamos definindo esse objeto geométrico.

2.1 Poligonos

Para definirmos adequadamente os poligonos, teremos aqui varias defini¢oes come-

cando por segmentos de reta indo até poligono conexo.

Defini¢ao 1 (Segmento XY'). Dada uma reta r e dois pontos distintos X e Y em r, um
segmento de reta é o conjunto de pontos de r localizados entre X e Y, incluindo esses
chamados de extremos do segmento. A medida do segmento XY ¢é denotada por XY . Ver

a Figura 1.

Figura 1 — Segmento.

Defini¢ao 2 (Linha Poligonal). Sejam Xj, ..., X,, pontos distintos e ordenados do plano.
Chamamos a unidao dos segmentos X1Xo, XoX3, X3Xy4, ... X,_1X, de linha poligonal. Se
X1 = X, temos uma linha poligonal fechada, caso contrario ela é aberta. Uma poligonal é

simples se os lados nao adjacentes sao disjuntos, Ver as Figuras 2 e 3.

X4
X2 X4
X, *
[ ]
X3 .
[ 4 X3 L J
X3 X1 X5
Poligonal aberta Poligonal fechada

Figura 2 — Exemplo 1 de Poligonal.
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X4 X2 X4

X

X1 Xl

o
X3 X5 X3
Poligonal simples Poligonal nao-simples

Figura 3 — Exemplo 2 de Poligonal.

Definig¢ao 3 (Poligono). Chamamos de poligono uma linha poligonal simples e fechada.

Ver a Figura 4.

X2 X2

X4 X4
Poligono 1 Poligono 2 Poligono 3

Figura 4 — Poligonos fechados e simples.

Existem alguns tipos especiais de poligonos. Abaixo segue a definicdo de poligonos

CcOonvexos € conexos.

Definigao 4 (Poligono convexo). Um poligono é convezxo se, para quaisquer dois pontos A

e B do poligono, o segmento AB esta totalmente contido no poligono. Ver a Figura 5.

B B

E D D

Convexo Nao convexo

Figura 5 — Convexo e ndo convexo.
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Defini¢ao 5 (Poligono Conexo). Um poligono € dito ser conexo se, para quaisquer dois
pontos no interior do poligono, existe um caminho continuo dentro do poligono que conecta

esses pontos. Ver a Figura 6.

Figura 6 — Poligono conexo.

Em outras palavras, um poligono conexo é um poligono onde qualquer par de
pontos pode ser conectado por uma linha curva (caminho) que estd completamente contida
no poligono.

Nos poligonos, podemos identificar elementos importantes como: dngulos internos e
externos, regiao interior e exterior e fronteira. Limitar uma regiao utilizando um poligono
e medir essa regiao (calcular a drea da regiao) sao atividades comuns no ensino bésico. As
motivagoes atuais sao muitas, como por exemplo, delimitagoes de terrenos, calculo para
gastos com materiais na construcdo, etc., mas calcular é uma tarefa antiga e necessaria, ja

mencionado em problemas que datam mais de 3500 anos.

Os antigos egipcios e babilonios ja possufam férmulas para calcular
areas de figuras planas, como quadrados, retangulos e triangulos. Essas
férmulas, embora rudimentares, eram suficientemente precisas para as
necessidades préaticas da época. A nocao de area foi desenvolvida e
refinada ao longo dos séculos, culminando nos trabalhos de Euclides, que
sistematizou o conhecimento geométrico em sua obra ’Os Elementos’.
(BOYER, 1996, p. 26)

Para avancarmos no calculo de &areas, precisamos de uma definicio adequada.
Passamos a discutir algumas defini¢bes para a area de figuras planas

Segundo DANTE (2009)"Area é a medida de uma superficie". FONSECA (2010)
cita "Area é uma medida da extensdo de uma superficie. Para calcular a drea de um
retangulo, por exemplo, multiplicamos a medida da base pela medida da altura". Para
ANDRINTI (2012) "A area de uma figura plana é a quantidade de espago que ela ocupa em
uma superficie. As unidades de medida de drea mais comuns sdo o metro quadrado (m?) e
o centimetro quadrado (cm?)."

Segundo GIOVANNTI (2015) "Quando falamos em area, estamos nos referindo
ao tamanho de uma superficie. A area de formas geométricas basicas como quadrados,
retangulos e triangulos pode ser calculada usando férmulas especificas.".E ainda, DANTE;

VIANA (2016), diz: "A érea é uma propriedade bidimensional das figuras geométricas e é
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medida em unidades quadradas. Entender o conceito de area é fundamental para resolver
problemas praticos do dia a dia."

Outra maneira comum de definir area é dada a seguir: "Dada uma figura no plano,
vamos definir a area desta figura como o resultado da comparacgao da figura dada com
uma certa unidade de medida", DUTENHEFNER; CADAR (2015, p. 83).

No ensino béasico, a maneira natural de calcular ou medir uma &area é definir a
unidade de medida, que pode ser metros quadrados, centimetros quadrados, etc. e, em

seguida, compararmos outras regides com essa unidade. Por exemplo, na Figura 7, temos:

T3 23
NTNT INT OINT
RIS

I I I U
NTOINTT AT RNY e
SEESETSEIN

A B

4 cm

Figura 7 — Retangulo de b =4 cm e h = 3 cm dividido em quadrados de 1 cm?.

Observe que a contagem dos quadrados corresponde ao produto da medida da
base pela altura; logo, Area = 4 -3 = 12 cm?. Entender essa comparacdo, neste nivel de
ensino, ¢ muito importante, pois, muitos alunos acabam decorando férmulas sem o devido
entendimento do significado do ntimero obtido.

Também é importante destacar que as defini¢des contidas nos livros didaticos,
menos formais e mais intuitivas, se justificam pelo nivel ao qual se destinam: estudantes
do ensino fundamental. No entanto, definicbes mais formais e precisas também podem ser
trabalhadas em determinados niveis de ensino.

LIMA (1995) , define a drea como o niimero que representa uma por¢ao do plano
limitado por uma figura F como area, também o ntimero exprime quantas vezes a figura F

contém a unidade de area. De modo mais preciso:

... pode associar a cada poligono P um niimero nao-negativo, chamado
de area de P, com as seguintes propriedades:

1) Poligonos congruentes tem dreas iguais.

2) Se P é um quadrado com lado unitério, entdo drea de P = 1.

3) Se P pode ser decomposto como reunido de n poligonos P, ..., P,,
tais que dois quaisquer deles tem em comum no maximo alguns lados,
entao a area de P é a soma das 4reas dos P;.

Segue-se de 3. que se o poligono P estd contido no poligono @ en-
tdo a area de P é menor do que a area de Q.

Se observamos bem, notaremos que as formulas para as dreas do qua-
drado, do retdngulo, do paralelogramo, do tridngulo e do trapézio,(...)
foram todas deduzidas a partir das 3 propriedades. (LIMA, 1995, p. 21,
22, 23)
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Em seguida, apresenta uma definicdo formal da area de uma figura plana. Destaca
que area de uma figura plana F', representada por um nimero nao-negativo indicado por
a(F), é possivel estimar se conhecermos os valores aproximados, por falta ou por excesso.
Dai, os valores de a(F’) aproximados por falta estdo em P(cor laranja) que esté contido
em F', e os valores aproximados por excesso, em P’(na cor amarelo) que contém F. Veja

Figura 8.

< )

h
N

Figura 8 — Regiao plana F' contida em P’ contendo P.

Segue que, para quaisquer que sejam P contido em F' e P'(contém F') o nimero de

a(F) satisfaz as desigualdades.
a(P) < a(F) <a(P)

Para tornar o calculo mais simples, limitaremos a nossa atencao para poligonos
retangulares. Um poligono retangular é a reunido de varios retangulos justapostos,
ou seja, dois desses retangulos tém em comum no maximo um lado. A area do poligono

retangular é a soma das areas dos retangulos que o compoem. Veja a Figura 9.

Figura 9 — Poligono retangular.

Agora, tornamos ainda mais simples, com foco apenas nos poligonos retangulares,
contido em F' considerando apenas os valores aproximados por falta para o nimero real
a(F).

Isso significa que, para todo poligono retangular P, contido F, tem-se

a(P) < a(F)
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E, qualquer niimero b < a(F'), existe um poligono retangular P, contido em F', tal
que
b<a(P)<a(F).

Assim, podemos entender a area da regiao F' como o nimero que limita as areas

dos poligonos retangulares inscritos e que pode ser arbitrariamente aproximado por esses.

2.1.1 Calculo das éareas de poligonos comuns no ensino basico.

As defini¢gbes acima permitem um entendimento claro a respeito da area de figuras
planas e, em particular, dos poligonos. O estudo da area de poligonos no ensino basico,
em geral, € feito utilizando férmulas diversas. Veja alguns exemplos do que é estudado no

ensino basico.

Exemplo 1. Encontre a drea do quadrado, dada a medida dos lados iqual a 5 unidades de

comprimento (u.c.).

[#' Solucdo: Seja a drea do quadrado dada pelo lado ao quadrado, ou seja, A = [2.
Dado [ = 5, entdo A = 52 = 25 u.a. Veja a Figura 10:

-] L

5 u.c.

A =25 u.a.

l

] B

Figura 10 — Area do quadrado.

Neste caso, a medida é feita por comparacao direta com a unidade de medida

(quadrado de lado 1 u.c., isto é, 1 u.a.).

Exemplo 2. Encontre a drea do triangulo, dada altura h = 3 u.c. e base b =4 wu.c.

[ Solucdo: A 4rea do tridngulo dada por A = % onde b é a base e h é a a altura do

2
triangulo. Dai: A = %3 = 3 u.a. Veja a Figura 11.
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A
Figura 11 — Area do tridngulo.

b

b b

Figura 12 — Area do tridngulo é metade da drea do retangulo.

Neste caso, observamos que o triangulo esta contido em um retangulo de mesma
base e altura, ver Figura 12. Utilizamos a decomposicao em figuras semelhantes para
concluir o célculo da area.

A mesma estratégia também é muito utilizada para calcular a area de outros

poligonos. A ideia é tentar dividir a figura em regides cujas areas sao conhecidas. Vejamos

um exemplo;

Exemplo 3. Encontre a drea do poligono ABCDEF, Figura 13, supondo que AB || FD
e AF' || BD.

ONZ

PRINS

AL

4 u.c.

Figura 13 — Poligono nao convexo.
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\J ~ , , o« . . ’
[@ Solucgao: Para calcular a 4rea deste poligono, vamos dividi-lo em outros poligonos
cuja area é facil de se calcular ou a férmula da area é conhecida. Vamos dividi-lo da

forma mostrada na Figura 14.

E
2 u.c
3 u.
F SO __._Ir}:J'\ i u.c C
3 u.c
A : 1 i

4 u.c.

Figura 14 — Dividir em quadrados e triangulos.

Assim, conseguimos dividir o poligono em trés partes: um retangulo e dois tridngulos.

A érea do poligono ABCDFEF ¢é a soma das areas desses trés poligonos, ou seja:

Aapeper = Aaspr + Apep + Aper
Vamos, entao, calcular cada uma das areas:

A area do retangulo ABDF é:
Aappr=4-3=12 u.a.

No tridngulo BC'D, a altura é o lado DC, cuja medida é DC = 3 u.c. e a base é o
lado BD, que tem a mesma medida que o lado AF. Assim, BD = 3 u.c.

base - altura  3-3
2 2
No tridangulo DEF, a base é o lado DFE, cuja medida ¢ DE = 2 u.c. e a altura é o

Apep = =4,5 u.a.

lado DF, que tem a mesma medida que o lado AB, assim, DF = 4 u.c.

base - altura 2-4
ADEF = 9 = 9 =4 u.a.

Assim, a area total do poligono ABCDEF é:

Apspecper = 12+4+4,5=20,5 u.a.

Assim, seguindo as propriedades de drea propostas por LIMA (1995, p. 20), temos

tratamento que conduz o calculo da area de poligonos no ensino basico.
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2.1.2 Calculo das areas de poligonos por meio da Férmula de Pick

O célculo da éarea de poligonos desenhados em redes quadrangulares pode realizado
utilizando a Formula de Pick. Nesta sessao, apresentamos algumas aplicagoes da Formula
de Pick. De modo surpreendente, Pick ' O’CONNOR; ROBERTSON (2005), LIMA et
al.(1991) percebeu que o célculo da éarea de figuras planas construidas sobre uma rede de
pontos no plano pode ser feito diretamente a partir da contagem dos pontos da rede sobre
a fronteira e dos pontos do interior de um poligono, desde que os vértices do poligono

sejam pontos da rede. Inicialmente, vamos definir o que é uma rede pontos no plano.

Definigao 6 (Rede de Pontos). E um conjunto infinito de pontos dispostos reqularmente
ao longo de retas horizontais e verticais, de modo que a distancia de cada um deles aos

pontos mais prorimos na horizontal e outro na vertical é igual a 1.

Observacao 7. Tomando um sistema de coordenadas cartesianas, com origem num
ponto da rede, um eizo na direcao horizontal e outro na direciao vertical, a rede pode ser
descrita como o conjunto de todos os pontos do plano cujas coordenadas (m,n) sio nimeros

inteiros(positivos, negativos, ou zero).

Na Figura 15 apresentamos um poligono ABCD dentro de uma rede:

Figura 15 — Rede de pontos e poligono.

Nesta etapa vamos nos dedicar ao estudo de poligonos sobre uma rede de pontos,
isto é, poligonos cujos vértices sao pontos da rede. Os estudos do matemético tcheco
George Alexander Pick demonstraram que a area de tais figuras pode ser calculada através

da férmula apresentada no Teorema a seguir.

Teorema 1 (Férmula de Pick). A drea de um poligono cujos vértices sao pontos de uma

rede € dada pela expressao

B

A==4T1-1

2 )
Georg Alexander Pick (1859-1942) foi um matemadtico austriaco de origem judaica que fez contri-
buicGes significativas para a matemaética. Sua vida foi tragicamente interrompida durante o Holocausto.
Foi contemporianeo de Albert Einstein e desempenhou um papel crucial ao apresentar ao fisico
o trabalho dos matematicos italianos Gregorio Ricci-Curbastro e Tullio Levi-Civita que ajudando-o
posteriormente a formular com sucesso sua teoria da relatividade geral em 1915.

1
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onde B € o nimero de pontos da rede situados sobre o bordo (a fronteira) do poligono e I

é o numero de pontos da rede existentes no interior do poligono.Ver a Figura 3.

Antes de explorarmos os detalhes da demonstragao, vejamos como realizar o célculo
da area de poligonos utilizando a Formula de Pick, supondo que os poligonos estejam
sobre uma rede.

Em nosso primeiro exemplo, na Figura 10, desenhamos um quadrado @) cujos lados

medem S u.c..

Exemplo 4. Encontre a darea do quadrado desenhado na Figura 16, cujos lados medem 5

U.C.
[ ) [ L 2 L 2 L 2 L 2 [ ] [ )
[ ) [ ) [ [ ) [ ) [ ] [ ] o [ ] [ )
[ ) [ o [ ] [ ) [ ] [ ] o [ ] [ )
[ ] [ ] o [ ] [ ] [ ] [ ] o [ ] [ ]
[ ) [ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] o . [ ] [ ]

©

]
[ ] [ ] L 2 L 2 L 2 L 2 — [ ] [ ]

1 u.c.

Figura 16 — Quadrado de lado 5 unidades.

[# Solugao: Total de pontos do bordo B é 20, e total de pontos internos I é 16.

B
A=—+1T-1
2+
20
= —+16—-1
2+
=104+16—-1
=25 u.a.

Exemplo 5. Calcular a drea do triangulo dado na Figura 17, com altura h = 3 u.c. e

base b =4 wu.c.

[ Solucio: Total de pontos do bordo B = 8 e total de pontos interiores I = 3.

B
A=2471-1
>+

8
=>43-1

5+
=4+3-1

=6 u.a.
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Figura 17 — Tridngulo na malha.

Exemplo 6. Calcular a darea do poligono dado na Figura 18.

Figura 18 — Poligono nao-convexo.

[ Solucao: Total de pontos do bordo B = 17 e de pontos interiores I = 13. Aplicando

a Formula de Pick, temos,

B
A=—+T1-1
2—1—
17
= —+13-1
2+
=85+13—-1
=20,5 u.a.

Apoés apresentarmos a definicao de area e explorar alguns dos exemplos de formulas
utilizadas no ensino basico para calcular areas e utilizar a Formula de Pick para calcular
areas em redes, iniciamos a demonstracao da Formula de Pick. Seguem alguns resultados
necessarios para a demonstragao. Vamos iniciar discutindo os triangulos e paralelogramos

fundamentais.

2.2 Triangulos e Paralelogramos fundamentais

Na geometria plana, o poligono mais simples € o tridngulo. Ainda assim, esta figura

guarda algumas surpresas. Vamos estudar um pouco da area de triangulos desenhados
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sobre uma rede de pontos.

F

L] [ ] [ ]

L] [ ] [ ]

I [ ] [ ]
H

Figura 19 — Variados Tridngulos.

Observe que:

o O triangulo ABC' tem area

N

u.a;

e O tridangulo FFG tem area

[NJEN

u.a;
o O triangulo IGH, area % u.a.;

e e por fim, JKL, area % u.a.

Seria possivel desenhar um tridngulo na rede com area menor que é? Qual seria o triangulo
na rede de menor area? Que propriedades eles tém?

Um tridngulo especial é o que definiremos a seguir, o Triangulo Fundamental.

Definicao 8. Um triangulo é chamado de fundamental quando os tinicos pontos da
rede sobre o triangulo sao os vértices, isto €, nenhum outro ponto da rede estd na borda ou

no interior do triangulo.

Veja alguns exemplos de triangulos fundamentais.

[ ] [ ] [ ] ° [ ] [ ] [ ] L] L]
[ ] (] [ ] ° [ ] [ ] [ ] L] L]
¢ 2 (S L ° ° ° ° 9
("] [ ] [ ] ° ¢ - L] ° o

Figura 20 — Triangulos Fundamentais.
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Exemplos de triangulos que nao sao fundamentais.

[ ] [ ] [ ] 2 ° [ ] ° 9 L]
[ ] © [ ] ° L] & ° L] L]
[ ] [ ] (] o [ ] ° [ L L
[ ] [ ] [ ] [ ° [ [ L] 9

Figura 21 — Sao tridngulos nao fundamentais.

Outra figura plana que merece atengao ¢ o paralelogramo fundamental obtido pela

justaposicao de dois triangulos fundamentais congruentes. Segue a definicao:

Definicao 9. Um paralelogramo é chamado de fundamental quando os inicos pontos da
rede sobre o paralelogramo sao os quatro vértices, isto é, nenhum outro ponto da rede estd

sobre a borda ou o interior do paralelogramo.

Observe os exemplos a seguir.

[ ] [ ] [ ] (2 — [ [ L L
[ ] ¢ 2 ° [ ] [ 2 - ®
[ ] ¢ 9 [ ] (g ] ”~ ? L]
[ ] [ ] [ ] [ (2 - [ ] L] L]

Figura 22 — Paralelogramos Fundamentais.

Veja exemplos de paralelogramos nao fundamentais:

[ ] (] [ ] ° ° ° o L] L]
«© [ ] ] ° [ ] ° ° L] L]
[ ] (] [ ] [ ] ° L e 9 L
[ ] ¢ e < [ ] [ [ L L

Figura 23 — Paralelogramos nao fundamentais.

Note que, qualquer uma das diagonais do paralelogramo fundamental o decompoe
em dois tridngulos fundamentais, tendo a diagonal como lado em comum.

Por outro lado, dado um tridangulo fundamental ABC', pode-se obter um paralelo-
gramo ABCD. Para determinar o ponto D, tracamos a partir de B uma reta paralela ao
lado AC' e passando por C' uma reta paralela ao lado AB. A intercessao dessas duas retas

¢ o ponto D procurado. Este é o contetido do teorema a seguir.

Teorema 2. Se ABC ¢ triangulo fundamental, entao ABCD é um paralelogramo funda-

mental, sendo D o ponto obtido conforme as instrucoes acima.
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Demonstracao. Introduzindo um sistema de coordenadas na rede, a obtencao de segmentos
paralelos fica simplificada, pois, dado um segmento AB, sobre eixos cartesianos, para criar
outro segmento C'D, tal que seja paralelo a AB, bastando para isso fazer uma translacao
dos pontos.

Assim, dado um tridngulo fundamental, vamos utilizar um sistema de coordenadas
que tem o ponto A como origem, isto é, A(0,0). Segue que os outros dois vértices tem
coordenadas B(m,n) e C(s,t).

Figura 24 — Triangulo ABC'

O ponto D tem coordenadas de (m + s,n + t). Para concluir que o paralelogramo
ABCD é fundamental, observe que, trocando os sinais das coordenadas B e C resulta em
E(—m,—n) e F(—s,—t). Assim, o tridngulo AEF formado também ¢ fundamental, pois,
do contrario, existiria pelo menos um ponto na borda ou no interior de AEF que nao é
vértice. O oposto desse ponto estaria no triangulo ABC' e isso contraria o fato de se tratar

de um triangulo fundamental.

Figura 25 - ABC' = AEF.

Os triangulos EF'A e CBD sao congruentes.Assim, cada ponto P'(z+m+s, y+n+t)
do tridngulo BC'D e formado tomando P(z,y) do tridngulo AE'F, somando m+ s & abcissa
en +t a ordenada de P. E assim, se P’ tem coordenadas inteiras, P também as tera.
Como AFEF é um triangulo fundamental, implica que BC'D também o é. Portanto, o

paralelogramo ABC'D ¢é fundamental. [
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Como o paralelogramo ABC'D é fundamental, - nao tem pontos além dos vértices -
podemos tracar retas 1 e 19, tais que, AB C r e C'D C ry, por exemplo, e formar quantos
paralelogramos pudermos e todos serao fundamentais. Neste caso, obtemos duas retas

paralelas que nao contém pontos da malha entre elas.

Figura 26 — Paralelogramo fundamental.

Por argumentacao inversa, podemos gerar triangulos fundamentais. De fato, seja
P@Q um segmento de reta que nao contém outros pontos da rede além dos dois vértices
P e (). Considere retas paralelas a P() que contenham os pontos da rede; escolhendo as
mais proximas do segmento P(Q) (uma de cada lado, como na Figura 27). A construgao de
um tridngulo pelos vértices P, ) e qualquer outro ponto (candidato a vértice) das retas
préximas gera um triangulo fundamental. Na Figura 27, os tridangulos PQR e PQS sao

exemplos dessa construcao.

Figura 27 — Outro paralelogramo.

Veja que PQR é um triangulo fundamental, pois, caso contrario, existiria um ponto
da rede diferente de P, () e R, e que pertence a esse triangulo. Dali, existiria uma reta
paralela mais proxima de PQ), ao qual o ponto, que esta no tridngulo PQR, faz parte.

Entao, é necessario que a reta paralela seja a mais proxima possivel dos dois vértices
escolhidos como lado do tridngulo, o que veremos no préximo teorema. Essas informagcoes

nos levam a um fato bastante curioso sobre os triangulos fundamentais: todos tém area %
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Ou seja, o tridngulo de menor area que se pode desenhar em uma malha é um triangulo

fundamental. Vejamos a seguir a demonstracao desse fato.
Teorema 3. A drea de um triangulo fundamental € igual a %

Demonstra¢io. Dada uma rede de pontos, tome A(0,0) e B(m,n), onde m,n € Z*, dois

dos vértices do tridangulo fundamental ABC'. Note que m e n sdo primos entre si; do

m n

contrario, seja d > 1 um divisor comum de m e n, e existiria um ponto P(7, %), tal que

P € AB. Nesse caso, ABC nao seria fundamental.

Figura 28 — P € AB, ou seja, (m,n) # 1.

Para m # 0, a equagao da reta que passa por C' e é paralela ao segmento AB é
dada por: y = ™z + b. Da discussao sobre paralelogramos fundamentais, sabemos que
essa € a reta paralela ao segmento AB que esta mais préxima. Vamos calcular a area do
triangulo ABC' em func¢ao de b e, em seguida, determinar o valor de b. A area do triangulo
ABC é igual area de ABD, cujo valor é b'Tm, onde b é a base AD e m é a altura de ABD.

Figura 29 — Inclinagao
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Finalmente, vamos provar que dentre as varias retas paralelas ao segmento AB, o
coeficiente linear daquela que estd mais préoxima do segmento AB, tem relagao direta com
m.

De fato, seja y = x + 8 a equacao da reta que passa pelos pontos da rede e esta
mais proxima do segmento AB. Suponha que a reta passa por um ponto (s,t) da rede.

Logot= s+ e

Observe que a reta mais préxima é aquela onde tm — ns assume o menor valor

possivel. O lema a seguir garante que o menor valor inteiro positivo é 1.

Lema 4. Se os inteiros m, n sdo primos entre si, entdo existem inteiros s, t tais que

tm—ns = 1.

Demonstracao. Podemos usar o algoritmo da divisao de Euclides para mostrar que a
equagdo mx — ny = mdc(m,n) tem solugao inteira. Seque que se m e n sdo primos entre

si, entao existem coeficientes s e t tais que

ms +nt =1, (2.1)

onde mdc(m,n) = 1.
Assim, a existéncia de inteiros s e t tais que tm — ns = 1 é demonstrada quando m

e n sao primos entre si.

]

Portanto, dentre as retas paralelas ao segmento AB, a mais préxima é aquela com
b= %, onde tm — ns = 1 é o menor valor inteiro positivo, conforme o lema anterior. Dai,
area de ABC é

b-m -m 1

1
A ABC)= — =1 = _.
rea(ABC) 5 5 5

Portanto, a area de um tridangulo fundamental é % u.a unidade de area. Caso m = 0,

é necessario que n = +1 para que ABC' seja um tridngulo fundamental. Mas nesse caso,
trata-se de um triangulo retangulo que ¢ metade de um dos quadrados da rede. Logo, sua

’ s . l
drea ¢ igual a 5. O

2.3 Decomposicao de um poligono em triangulos

Com o objetivo de calcular a area de diferentes poligonos, vamos estudar como
podemos decompor um poligono simples (ver Figuras 3 e 4 ) em uma rede pontos em
triangulos fundamentais.Veja a Figura 30.

A decomposicao de um poligono convexo de n lados pode ser feita escolhendo um

vértice qualquer e tracando n — 3 diagonais que se ligam aos vértices nao-adjacentes. Assim,
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B D

F

Figura 30 — Poligono simples, sem auto-intercessao.

é possivel decompor o poligono convexo em n — 2 tridngulos justapostos, sem acrescentar
nenhum novo vértice. Veja a seguir a Figura 31, onde se escolhe um vértice (A) e traga-se

diagonais para os vértices nao-adjacentes.

E
D
F C
1 B
Figura 31 — Poligono convexo. Figura 32 — Poligono nao convexo.

Porém, é facil perceber que esse procedimento nao se aplica aos poligonos nao-
convexos, como mostrado na Figura 32. Portanto, temos a seguinte indagacao: a decom-
posicao de poligonos nao-convexos é possivel? Veremos que a resposta ¢ afirmativa e o
teorema a seguir tratara também dos poligonos nao-convexos.

Para isso, é importante lembrar de que a soma dos angulos do poligono é S =
(n — 2)m, pois um poligono convexo pode ser decomposto em n — 2 tridngulos e a soma

dos angulos internos de um triangulo é .

Teorema 5. Todo poligono de n lados pode ser decomposto em uma reuniao de n — 2

triangulos justapostos, cujos vértices sao os vértices do poligono dado.

Demonstracao. Suponha, que existam poligonos para os quais o teorema ¢ falso, isto é,
poligonos que nao podem ser decompostos em triangulos. Dentre esses, seja P um poligono
com n lados, sendo n o menor nimero de lados para um poligono que nao se decompoe
em triangulos.

Considere o sistema de eixos coordenados ajustado ao poligono, de tal forma

que, nenhum dos lados do poligono seja paralelo aos eixos coordenados. Como no plano
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cartesiano é possivel criar infinitas retas (inclinagoes), entao é sempre possivel ajustar este
plano para que nenhum dos n lados finitos do poligono P seja paralelo aos eixos e assim
podemos generalizar.

Seja A o ponto no bordo mais a direita, de maior abcissa. Sabendo que nenhum
lado de P é paralelo aos eixos cartesianos, entdao A deve ser um vértice. Sejam B e C' os

vértices adjacentes a A. Existem dois casos:

1. O triangulo ABC, formado pelo vértice mais a direita e os outros dois vértices
adjacentes, nao contém outro vértice de P em seu interior, conforme mostrado
na Figura 33. Ao tragar um segmento de reta de B até C, observe que BC esta
totalmente contido em P, decompondo em ABC e P’. Como P’ tem n — 1 lados,
logo é um poligono que pode ser decomposto, e juntando com o triangulo ABC

forma poligono P de n lados, contrariando o argumento inicial.

Y

C

Figura 33 — Poligono com lados nao paralelos aos eixos.

2. Dado um ponto A mais a direita, conforme mostrado na Figura 34, existem B e C
vértices adjacentes e algum outro vértice de P de modo que, tracando um segmento
BC', parte deste segmento fica fora do interior de P. Assim, existe pelo menos um
ponto D o mais distante que o segmento BC' contido em ABC. Ao invés de tracar
BC, é conveniente tracar o segmento AD, formando dois poligonos P’ e P”, tais que,
a reuniao de lados dos poligonos decompostos é n + 2. Como P’ tem n’ > 3 lados e
P” tem n” > 3 lados, logo n’ +n” = n + 2. Contudo, n’ e n” sdo menores de que n,
e assim P’ e P"” podem ser decompostos em n’ — 2 e n” — 2 tridngulos justapostos,
respectivamente. Justapondo as decomposigdes em AD, temos a decomposicao de P,

(n' —=2)+ (n” —2) =n —2, o que é uma contradicao.
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Figura 34 — D ultrapassa o seguinte BC.

Corolario 5.1. A soma dos dngulos internos de um poligono de n lados (S,) € igual a
(n—2)m.

Demonstracao. Considere um poligono de n lados. Podemos dividir este poligono em n — 2
triangulos justapostos. Sabemos que a soma dos dngulos internos de um tridngulo é m
radianos (ou 180°).
Como temos n — 2 triangulos, a soma dos angulos internos de todos esses triangulos
sera:
Sp=(n—2)m
Cada angulo interno do poligono sera formado por angulos dos triangulos em que

o poligono foi dividido, como podemos ver no exemplo da Figura 35.

E E

A B A B

Figura 35 — Soma dos angulos internos

Portanto, a soma dos angulos internos do poligono ¢ igual a soma dos angulos

internos de todos os tridngulos formados pela divisao. Assim, concluimos que:

A soma dos adngulos internos de um poligono de n lados é (n — 2)7 radianos.
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Observacao 10. Na Figura 36, vemos um hexdgono, que € um poligono com seis lados.
FEsse hexdgono é formado pela unido de 4 triangulos justapostos, resultando em um total de
12 lados ao considerarmos os lados dos triangulos. Além disso, podemos notar que existem

3 diagonais no hexdagono.

Figura 36 — Hexdgono decomposto em triangulo justapostos.

Vamos generalizar essa ideia para qualquer poligono com n lados, onde n > 3.
Quando dividimos um poligono de n lados em triangulos, obtemos n — 2 triangulos. Como
cada triangulo tem 3 lados, entdo o numero total de lados ao considerar todos os triangulos
¢ 3(n —2), o que simplifica para 3n — 6.

Para determinar o nimero de diagonais necessdrias para decompor o poligono,
devemos considerar que, ao desenhar as diagonais, cada lado do poligono é contado uma
vez, enquanto cada diagonal é contada duas vezes (uma vez para cada triangulo que ela

forma). Podemos expressar isso na sequinte equagdo:

n—6=n+2x

Aqui, 3n — 6 representa o niumero total de lados dos triangulos, n é o numero de
lados do poligono, e 2x representa a contagem dupla das diagonais.

Resolvendo essa equagdo para x, temos:

n—6=n+2x
2n — 6 = 2z
r=n-—3

Portanto, o numero de diagonais necessarias para dividir um poligono de n lados

em triangulos justapostos é n — 3.

Teorema 6. Todo poligono cujos vértices pertencem a uma rede de pontos do plano pode

ser decomposto numa reuniao de triangulos fundamentais.
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Demonstracao. Para provar esse teorema, vamos considerar um triangulo ABC, tal que,
seus vértices pertencam a uma rede de pontos, e contenha n pontos no interior ou no
bordo do triangulo. Para decompor em triangulos fundamentais, podemos comecar com,
um ponto P no interior de ABC' (se existir) e tragar segmentos de retas até os vértices de
ABC, formando trés triangulos. Cada triangulo terda um nimero de pontos menor do que
o numero de pontos da rede.

Em outro caso, suponha que existe um ponto sobre um dos lados de ABC, por
exemplo, AB. Entao, ligamos C' ao ponto contido no lado AB, e nesse caso, decompomos
em dois tridngulos, onde cada triangulo tem uma quantidade inferior de pontos em relacao
a ABC.

Seguindo essas observacoes, teremos um numero finito de etapas e chegaremos a

decomposigao de ABC' em triangulos fundamentais. Como podemos ver na Figura 37.

passo 1 passo 2

A

Figura 37 — Divisao do triangulo AABC em triangulos fundamentais.

2.3.1 Demonstracao de Férmula de Pick.

Nesta secao, reuniremos todos os elementos desenvolvidos neste capitulo para
apresentar a demostragdo do teorema de Pick.

O poligono P pertence a uma rede de pontos do plano onde B e I sdo, respecti-
vamente, o numero de pontos do bordo e o niumero de pontos interiores do poligono P.

Denotando por T o numero de triangulos fundamentais necessdrios para decompor P,
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seque que a drea do poligono é dada por A, = %, onde T € a quantidade de triangulos

fundamentais de drea %, como dito em Definigcdo 3.
Vamos calcular a soma dos angulos internos de triangulos fundamentais que com-

poem o poligono P. Podemos ir por dois caminhos.
1. Se ha T triangulos fundamentais, a soma dos seus angulos internos €T - 7.

2. Vamos calcular separadamente: Sy definimos como a soma dos angulos que tem
vértice no bordo e S; como a soma dos angulos cujos vértices estao no interior do

poligono P.

e Se B' é um numero de pontos que sdo vértices de P e B” é o nimero de pontos
do bordo que nao sao vértices, entao B'+ B” = B, onde B ¢ todos os pontos
do bordo. Veja que, S, = (B' —2) - 7w+ B” - m, pois os angulos dos triangulos
fundamentais, com cada um dos B” pontos do bordo de P ndo sdo vértices

somam um angulo raso, ou seja, w. Daf,
Sy,=(B'"-2)-7+B"-7=(B+B"-2)-7n=(B-2)-7

e Para cada ponto da rede interior a P, a soma dos angulos internos que tém

esse ponto como vértice € 2w. Logo, S; =2 -1 -7 .
Portanto, Sp+S; = (B—2)m+2-Im = (B+2I —2)7. Igqualando (1) com (2), temos:
T -m=(B+2—-2)r

T =(B+2I-2)

Como Ap = %, entao A, = g +1—1.
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3 Extensoes do Teorema de Pick.

Neste capitulo, vamos explorar as extensoes do Teorema de Pick para além dos

poligonos convexos.

3.1 Poligono com Furos.

Nesta segao, estenderemos 0 Teorema de Pick para poligonos mais gerais, considera-
mos poligonos com buracos, que chamaremos poligonos vazados. Também abordaremos

poligonos formados por linhas poligonais ndo simples.

Definicao 11. Um poligono conexo P, com seus vértices sobre os pontos da rede, €
chamado poligono vazado, se é retirado do seu interior um numero finito de interiores
de poligonos simples, que também tem seus vértices sobre a rede de pontos da rede , sem

intersecoes. Ver a Figura 38.

Figura 38 — Poligono Vazado

Cada um dos poligonos retirados é chamado de furo. Observe que o bordo do
poligono vazado é a unido das fronteiras dos poligonos.
A Formula de Pick para poligono um vazado, que tenha apenas 1 furo, € apresentada

a Sequar:

Proposicao 1. Seja P um poligono vazado do qual é retirado o interior de um poligono
Q@ . Se By € o numero de pontos do bordo de P, I; é o numero de pontos do seu interior e

A, € a sua drea, entdo
B,
Ap - ? —|— I[l'
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Demonstragao. A area do poligono vazado P, A,, é dada pela diferenca da area do poligono
completo A, e a area do furo A,, poligono @), isto é, A, = A, — A,. Denote por B e [
o namero de pontos do bordo e do interior do poligono completo P, respectivamente.
Denote por By e I; o nimero de pontos do bordo e do interior do poligono completo @),

respectivamente. Aplicando a Formula de Pick, temos,

A, = Ao — A,

B By

SRR R (N A
5t (2+1 )
B B

= P oL —1+1
7 5 + 1 +
B+ B
B,

= —+1
5 THh

]

Agora vamos repetir o processo para o caso de um poligono vazado com dois furos.

Proposicao 2. Seja P poligono vazado com dois furos, () e R, retirados de seu interior.
Se By € o nimero de pontos do bordo de P, Iy é o numero de pontos do seu interior e A,
sua drea, entao

B
Ap:72+112+1.

Demonstracio. A area do poligono com dois furos é dada pela diferenca entre a area do

poligono completo P e as areas dos furos poligono ) e R, isto é,
Ay =A.—A; — A,
Aplicando a Férmula de Pick nos poligonos, temos:

Ay=A, — A, — A,

2
B B, B
= T~ —1+1+1
5 5 5 + q — 1Ir + 1+
B B, B
= e B,—B,+1—1,—1,+1
2 2 2 I * q i
B+ B, + B,
2(2">+[—(Iq+lr+Bq+Br)+1
By
=—+L+1
9 + 2+ ’

sendo B e I os nimeros de pontos do bordo e do interior do poligono completo P,
sendo B, e I, o numeros de pontos do bordo e interior do furo @) e B, e I, os nimeros de

pontos do bordo e interior do furo R. O
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3.1.1 Generalizacao do Teorema de Pick para poligono conexo vazados

Nesta subsegcao, vamos generalizar o Teorema de Pick para um poligono vazado

com n furos.

Proposicao 3. Seja P um poligono vazado do qual um nimero finito de poligonos Q);,
1=1,2,3,...,n, foi retirado do seu interior. Se B,, € o nimero de pontos do bordo de P,

I, € o nimero de pontos do seu interior e A, sua drea, entdo

B,
Ap:?+]ln+(n—1)

Demonstragao. A area do poligono P com n furos indicado por A,, é calculada subtraindo

de A. (drea do poligono completo) as areas A; dos @); poligonos, i = 1...n. Logo,

A=A -3 A
i=1
B B,
—2+I—1—;<2+L—1>
:+I—1—Z<>—ZI@-+Z1
2 o\ 2 i=1 i=1
B n B/L n n
=+I—1+Z<>—ZBZ-—ZL+71
2 =1 2 =1 =1
B n Bl n n
:+Z(>+1_212_232+n_1
2 i=1 2 i=1 i=1
B Y, B n
2 == SNL+B)+n—1
2 2 2
Bﬂ/
B+>" ., B n

By,
= —+L+(n-1)
2
ou
Ay =A — A —Ay— ... —A— ... — A,

=A.— (A +A+. +A+..+A4)

B B B B,
:2+1—1—[(1+11—1)+<22+12—1>+...+<2+In—1)}

2
B+ B+ By + ...+ B,
= . 22 41—+ L+ ..+15)— (Bi+By+ ..+ By)+ (n—1)
B,
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Outro modo de provar o resultado € por inducao finita, veja a sequir:
Seja P um poligono vazado com n furos. Temos que a drea de poligono vazado é
a diferenca da darea de poligono completo P, e os Q; furos, i =1,...,n, com NI ,Q; = J.

Logo,

P=P\|JQ Vi=1,23,.,n

i=1
Sendo " "
UQi=> Ai=A+A+. . +A+.+A,
=1

i=1
Dai,

Ap:AC—ZAi. (3.1)

Veja a demostragao por inducdo finita.

Demonstracdo. Vamos usar a inducao finita para provar que a férmula

B,
Ap:7+]ln+(n—1),

¢ valida para qualquer poligono com n furos.

Tome, primeiramente, n = 1, temos um poligono com um furo. E dai,

B B
Ap:71+111+(1—1):71+111,

como na Proposicao 1.
Suponha que a férmula é verdadeira para k furos, isto é, dado um poligono P com

k furos, temos que a area:

B
Ap:?k+]lk+(k:—1), (3.2)

onde By, ¢ o total de pontos do bordo, I, é o total de pontos do interior de P e A,
é a area do poligono.

Tome agora um poligono P com k + 1 furos.

k+1

P=P\|J Qi
=1

_ (Pc\ig @-) \Qi
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Para o poligono P.\ U, Q; podemos aplicar a hipétese indutiva, logo a drea de

A, é dado por:

B

B By

By — By

==k 2 5 il — Iy +(k+1-1)
B

= k;l—i-]lkﬂ‘i‘(k"‘l_l)

Assim, a formula é valida para qualquer poligono conexo com n furos simples. [J

Observe que o numero de furos possiveis depende do numero de pontos no interior

do poligono P.

3.2 Poligonos vazado com intersecoes

Um poligono conexo P é chamado poligono vazado com intersegoes quando
do seu interior € retirado o interior de outro poligono, e este tem pelo menos um ponto
do bordo coincidente com o bordo do poligono completo P., ou seja, a linha poligonal
que define o poligono vazado nao é simples. Nesta secao, também estudamos poligonos
com furos, mas neste coso, o poligono que define a fronteira tem intercessoes. De forma

semelhante ao que foi feito na segdo anterior, apresentamos resultados para a suas dreas.

Figura 39 — Poligono Vazado com intercessoes

Como O Teorema de Pick, aborda a drea de poligonos a partir da contagem dos
pontos do bordo e internos sem repeticao, precisamos manter a contagem de modo que nao

tenha pontos contados repetidamente. Vejamos um exemplo:
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Exemplo 7. Observe a drea do poligono vazado P = ABCD, com furo () = DEF,

podemos perceber que temos apenas um ponto em comum com P, veja na Figura 40.

Figura 40 — Poligono ABC'D.

Neste caso, a formula para poligonos vazados com um furo nao se aplica diretamente,
pois, a drea do poligono vazado com intersegoes é a drea do poligono completo A, =
(3417 —1) = 18,5 retirada a drea do furo A = (g—l—l— 1)=3,A4,=A.—A=155. 4
formula obtida na Proposicio 1 retornaria A = 12—0 + 11 = 16, incorreto.

O problema ocorre exatamente por conta da contagem envolvendo o ponto de

mntersegao.

Definicao 12. Um poligono vazado com intersegoes P € um poligono vazado no qual a

fronteira do poligono completo P. intercepta a fronteira do furo Q).
Na proposicao abaizo, apresentamos uma formula para esses casos.

Proposicao 4. Seja P um poligono vazado com um ponto de intersecao, isto €, o bordo
com um furo ) tem um ponto em comum com o bordo do poligono completo P.. Se B é o
numero de pontos do bordo do poligono vazado e com intersecao e I o niumero de pontos

do seu interior, entao a sua drea € dada por:

B 1
A=—+1--.
2+ 2

Demonstragio. Sejam A a area do poligono vazado com intersegdes, A, a drea do poligono

completo e A, a area do furo (). Portanto, temos:

A=A.—A

q

Logo,
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2
B. B,
e _DaLg
2 2" ‘
B. B
:7+7"—Bq+lc—fq
B.+ B
:E;Q+L—Q—&, (3.3)

sendo B, e I, o numero de pontos do bordo e do interior do poligono completo P, e B,
e I, o nimero de pontos do bordo e do interior do furo ). Precisamos relacionar com o
numero de pontos do bordo do poligono vazado B e de seu interior I.

Ao contarmos os pontos do bordo do poligono completo e do furo, contaremos o
ponto de intersecao duas vezes, isto ¢, B.+ B, = B+1. Da mesma forma, [ = I.—I,— B,+1.

Assim,

_ B.+ B,

A st le—1,~ B,
B+ 1
= 4I-1
o T
B 1
=—+1—-.
2 T3

]

De modo geral, caso um unico furo tenha mais pontos de intersecio com o bordo

do poligono completo, a drea serd dada conforme a proposicao a sequir.

Proposicao 5. Seja P um poligono vazado com n pontos de intersegdo, tal que n < B,
onde B. o numero de pontos do bordo do poligono completo P.. Isto é, o bordo do poligono

completo P. e bordo do furo ) tem n pontos em comum. Logo, a sua drea A ¢ dada por:

B n
A=—4+1-—
2+ 2

Onde, B € o numero de pontos do bordo do poligono vazado com intersecao el o

nimero de pontos do seu interior, e n € pontos em comum de B, e B,.

Demonstracao. Seja n a quantidade de interse¢oes dos pontos de fronteira do poligono
completo com o poligono em seu interior, chamado de furo, temos que n é limitado aos

pontos de fronteira do poligono completo, por isso a condicao, n < B.. Sabemos que

A=A, — A,
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Tomando n interse¢oes, temos B, + B, = B+ n, e da mesma forma, I = I. — I, — B, +n e
assim,

B,+ B
%:;;q
_B+n
92

+1,—1,— B,

+I—n

]

Observe que se nao hd intersecao de poligono P com @), entdo temos um poligono
vazado apenas, pois Bp(\Bg = @&. Portanto, n = 0 e A = % + I, ou seja, existe um
poligono vazado com um furo pela Proposicao 1.

A sequir, teremos uma observacao mais geral que as proposicoes apresentadas até
entao. O poligono vazado abordado poderd ter intersecio ou nao. Veja a Proposicao 6.
Proposicao 6. Seja P um poligono vazado com ou sem intersecao, a formula
para calcular sua drea é:

B 1
A==4T-=-+4+n-1,
2 2
onde B ¢ o numero de pontos de fronteira do poligono, 1 € o nimero de pontos do interior

da regiao interna ao poligono, i os pontos de intersecio e n a quantidade de furos.

Veja alguns exemplos:

Exemplo 8. Supondo que o poligono P nao seja vazado, entdo i =0 en =0 e, portanto,

B 7
A=—+1— = -1
2+ 2+n

B 0
=—4+I1—-=+0-1
2+ 2+

B

=—+01-1

2—|—

que ¢ a formila de Pick como sabemos.

Exemplo 9. Supondo que o poligono P seja vazado com n furos, entdo i = 0 e, portanto,

B 7
A=—4+1—- = —1
2—|— 2—|—n

B 0
=—+01-— -1
2+ 2+n

B+]I+ 1
e n —
2

como na Proposicao 3.
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Exemplo 10. Supondo que o poligono P seja vazado com i intersegoes, e tenha apenas
um furo, entaon =1,

B

1
A=—4+1—- = —1
2—|— 2—|—n

B 1

= 4+01—-—=-+1-1
2+ 2jL

B 1

—— 4 ==

2jL 2 7

como na Proposicao 5.

Observacao 13. Para fim de generalizacdo, os poligonos vazados com intersecoes sao
contados como furos.

Vamos a demonstracao da generalizacao para um poligono vazado com ou sem
intersecao.

Demonstracao. Tome um poligono vazado P com n — 1 furos e é retirado poligono @)

contendo ¢ intercessoes com o bordo do poligono vazado P, desde que i < B, temos:

A=Ap — Ag
A:(B2P+IP+(n—1)—1>—(BQQ+IQ—1)
BQP+BZ+IP—IQ Bo+(n—1)—1+1
ZBP;BQ—l-Ip—IQ—BQ—I—(n—l)

como a contagem dos pontos dos bordos faz a contagem das intersecoes duas vezes, temos
que Bp + Bg = B + ¢, e para pontos internos temos, Ip — Ig + Bg = I — i, pois B tem
os pontos de intersecao. Disso,

B
A= ;Ll—i-ﬂ—z—i-(n—l)
B :
=S Fl—it s+ (-1
B i
—5‘1‘]1—5—1-(77,—1)

Tomando uma situagao diferente da primeira, seja P um poligono vazado com
intersecao, e é retirado n — 1 poligonos (), entao:
B,

A= T tlp—5 - ZAJ
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Entao,
B /B
Ry S (+[—1)
2 2 T \2
]_
B n—1 B n—1 n—1
S R —+3T1-Y1
2 2 7=1 2 j=1 j=1
: 1B _ 2B .
Veja que > 377 5 = =5 — = 2t | ou seja, a soma de todos os pontos do bordo de

cada poligono retirado, Z?;ll I = I;, por sua vez, é o total de pontos interiores de todos os

poligonos e Z;‘:—f 1=n—1. Temos:

2 j=1 j=1 j=1
Bp 7 Bt

s R S = PR P
p TIP3 (2+t (n ))
B, B
7p—7t+fp—1t—f—(n—1)
B,+ B

_ P;r "y p— 1, — B, (n—1)
B 7

T S A
5 5~ (n—=1)

]

Com vistas a buscar inspira¢do de para jogos em redes, nos limitamos as extensoes

acima. No entanto, outras extensoes ainda podem ser exploradas.
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4 Jogos no Ensino de Matematica

A matemdtica € frequentemente vista como uma disciplina desafiadora e abstrata,
contudo a integragcdo de jogos mo processo de ensino e aprendizagem pode transformar
essa percepcdo. Jogos matemdticos oferecem uma abordagem lidica que pode estimular
o interesse e a participacdo dos alunos, pois a aprendizagem é um processo complero e
multifacetado que envolve a aquisicdo de novas habilidades, conhecimentos, atitudes e

valores.

Para muitos estudantes, a matemdtica é percebida como uma das disci-
plinas mais dificeis e intimidantes. Fssa percepcdo estd frequentemente
ligada & natureza abstrata dos conceitos matemdticos e a forma como sdo
tradicionalmente ensinados.(BOALER, 2016, p.23)

A wutilizacdo de jogos no ensino de matemdtica ndo é uma prdtica nova, mas tem
ganhado destaque como uma ferramenta diddtica poderosa que promove a aprendizagem
ativa e experiencial. Jogos educacionais matemadticos permitem que 0s alunos aprendam de
forma interativa e divertida, estimulando o interesse e a participacao ativa. Fssa abordagem
ativa ¢ essencial para o desenvolvimento de habilidades matemdticas essenciais, como a

resolugao de problemas, o raciocinio logico e a criatividade.

Outro motivo para a introducdo de jogos nas aulas de Matemdtica € a
possibilidade de diminuir bloqueios apresentados por muitos alunos que
temem a Matemdtica e sentem-se incapacitados para aprendé-la. Dentro
da situacdo de jogo, onde é impossivel uma atitude passiva e a motivacdo
€ grande, notamos que, ao mesmo tempo em que estes alunos falam
matematica, apresentam também um melhor desempenho e atitudes mais
positivas frente a seus processos de aprendizagem.(BORIN, 1996, p. 9)

A importancia dos jogos no ensino de matemdtica também ¢é percebida nos docu-
mentos oficiais. A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e o Documento Curricular
para Goids (DC-GO) sdo referéncias fundamentais que orientam o ensino da matemdtica
no Brasil e em Goids. A BNCC' estabelece diretrizes que promovem uma aprendizagem
stgnificativa, conectando os conteudos matemdticos com situacoes do cotidiano e outras
areas do conhecimento. Além disso, destaca a importancia da resolucio de problemas e do
uso de tecnologias digitais como ferramentas diddticas. O DC-GO, alinhado as diretrizes
da BNCC, adapta essas recomendacoes ao contexto especifico de Goidas. O documento
enfatiza a contextualizacio do ensino, o uso de tecnologias digitais, a educagdo integral e a
inclusdo e diversidade. Essas diretrizes promovem um ensino mais flexivel, adaptado as
necessidades individuais dos alunos, e preparam os estudantes para os desafios do século
XX

As tendéncias diddtico-pedagdgicas contemporineas, conforme delineadas por autores
como FIORENTINI (1995) e enfatizadas por GRANDO (2007) com os jogos matemdaticos,
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destacam diversas abordagens para o ensino da matemdtica. Flas sdo: as tendéncias
formalista-classica, empirico-ativista, formalista moderna, tecnicista, construtivista e
socio-tecnocultural. Cada uma dessas abordagens oferece diferentes perspectivas sobre os
objetivos e métodos de ensino da matemdtica.

A integracao de jogos matemdticos na prdatica pedagogica pode ser vista alravés
dessas tendéncias. Por exemplo, a abordagem empirico-ativista, que enfatiza a aprendizagem
através da experiéncia e experimentacao, alinha-se bem com o uso de jogos matemdaticos.
Jd a abordagem tecnicista, que valoriza a eficiéncia e a medicao objetiva do progresso, pode
ser incorporada através de sistemas de pontuagdo e niveis nos jogos, GRANDO (2007).

A introdugdo de jogos matemdticos no ensino, apoiada pelas diretrizes da BNCC' e
do DC-GO, e fundamentada nas tendéncias diddtico-pedagogicas combinadas, representa
uma abordagem atrativa para o ensino da matemdtica. Essa pratica ndo apenas torna o
aprendizado mais interessante e envolvente, mas também promove o desenvolvimento mais
significativo para os alunos, preparando-os para os desafios do mundo moderno.

Veremos a seguir como a BNCC estrutura o curriculo escolar, enfatizando a
importancia de metodologias inovadoras, como a utilizacao de jogos matemadticos, para
transformar a percep¢ao da matemdtica e engajar os alunos de maneira mais eficaz.

A BNCC organiza o curriculo escolar com o objetivo de transformar a educagdo,
incentivando o uso de metodologias inovadoras, como o0s jogos matemdticos, para engajar
os alunos de forma mais eficaz e significativa. Ela propoe que a matemdtica seja ensinada
de maneira a desenvolver o pensamento critico, a resolucao de problemas e a argumentagado,
elementos essenciais para a formacao integral dos estudantes. Seqgundo a BNCC, o ensino
de matemdtica deve "favorecer o estabelecimento de conjecturas, a formulagdo e a resolugdo
de problemas em uma variedade de contextos"BNCC (2024, p. 266).

Nesse sentido, os jogos matemdticos sao uma excelente ferramenta pedagogica,
pois permitem que 0s alunos pratiquem esses aspectos de forma interativa, estimulando o
aprendizado de maneira envolvente. A BNCC' destaca a importincia de um ensino que
va além da simples memorizacao de formulas, incentivando os estudantes a explorarem,
investigarem e aplicarem os conceitos matemdticos de forma prdatica e contextualizada. "O
letramento matematico assequra aos alunos reconhecer que os conhecimentos matemdaticos
sao fundamentais para a compreensao e a atuagio no mundo"BNCC (2024, p. 266).

A criagdo desses jogos deve sequir objetivos bem definidos e estar em consonancia
com as habilidades e competéncias previstas pela Base. Além disso, € fundamental que
0s jogos sejam adequados ao nivel de desenvolvimento dos alunos e abordem contetudos
variados, como aritmética, geometria, dlgebra e estatistica. A BNCC reforca que as apren-
dizagens essenciais no ensino de matemdtica devem ser "ampliadas e aprofundadas, de
modo inter-relacionado, para que os estudantes construam uma visao mais integrada da
Matemdtica"BNCC' (2024, p. 511).

A BNCC também valoriza o uso de diferentes formatos para a aplicag¢io de jogos
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matemdticos no ensino, que podem ser tanto individuais quanto cooperativos ou competi-
tivos. Esses jogos incentivam a interagao social, a colaboracdo e o compartilhamento de
conhecimentos, fatores que sdo essenciais para o desenvolvimento pleno dos estudantes.
A Base enfatiza que o ensino deve "promover o desenvolvimento de competéncias que
favorecam a colaboracao e a participacio ativa dos estudantes em praticas sociais"BNCC
(2024, p. 270).

Outro ponto importante destacado pela BNCC' € a integracao das tecnologias di-
gitais no processo de ensino. Jogos matemdticos digitais oferecem novas possibilidades
de engajamento, permitindo que cada aluno aprenda no seu ritmo e promovendo uma
educagdo mais inclusiva e personalizada. De acordo com a BNCC, "as tecnologias digitais
devem ser integradas ao processo educativo de modo a potencializar o aprendizado e a
personalizacio do ensino"BNCC (2024, p. 276).

O documento ressalta, ainda, que o letramento matemdtico vai além de operar com
numeros; ele envolve habilidades como raciocinio, comunicacao e arqgumentacao matemdtica.
Isso ndo so contribui para a solucdo de problemas em diferentes contextos, mas também
para a compreensdao do papel da matemdtica no mundo real, além de destacar o cardter
lidico e intelectual da disciplina. "A matemdtica, com seu cardter de jogo intelectual,
favorece o desenvolvimento do raciocinio logico e critico, estimula a investigacao e pode
ser prazerosa"BNCC (202, p. 266).

Por fim, a BNCC propoe que o ensino de matemdtica seja significativo e conectado
da vida cotidiana, favorecendo a aplicagcao dos conhecimentos em diversas dreas. A resolugdo
de problemas, o uso de tecnologias digitais e a diversificacdo das metodologias de ensino
sao pilares dessa abordagem, que visa uma formacdo mais completa e integrada dos alunos.
"A resolucao de problemas é uma competéncia essencial que desenvolve habilidades como

raciocinio logico, pensamento critico e criatividade "BNCC (2024, p. 268).

A BNCC da drea de Matemdtica e suas Tecnologias propoe a consoli-
dagdo, a ampliagcio e o aprofundamento das aprendizagens essenciais
desenvolvidas no Ensino Fundamental. Para tanto, propoe colocar em
jogo, de modo mais inter-relacionado, os conhecimentos jd explorados
na etapa anterior, a fim de possibilitar que os estudantes construam
uma visGo mais integrada da Matemdtica, ainda na perspectiva de sua

aplicagdo a realidade. (BNCC, 2024, p. 511)

A Diretriz Curricular de Goids (DC-GO) oferece uma estrutura que complementa
e enriquece a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), especialmente no que se refere
ao ensino de matemdtica. O documento destaca a importancia de metodologias inovadoras
e ativas, que incentivam a participacao dos alunos e tornam o processo de aprendizagem
mais significativo e relevante para suas realidades.

Assim como a BNCC, a DC-GO wvaloriza a aprendizagem significativa, buscando
conectar os conceitos matemdticos d vida cotidiana dos estudantes. A introducdo de jogos

matemdticos € apresentada como uma estratégia eficaz para fortalecer essas conexoes,
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tornando o aprendizado mais dinamico e envolvente. Esses jogos permitem que os alunos
vivenciem a matemdtica de forma prdtica, estimulando o raciocinio logico e a resolucao de
problemas de uma maneira que faca sentido para eles.

O documento estadual também promove metodologias ativas, onde os alunos se
tornam protagonistas de seu proprio aprendizado. Nesse contexto, os jogos matemdticos
se destacam por oferecer uma forma interativa de explorar os conceitos matemdticos,
permitindo que os alunos participem de maneira mais colaborativa e engajada. Como
mencionado na DC-GO, "Jogos matemadticos sao uma estratégia eficaz para envolver os
estudantes de forma dindmica e interativa"DC-GO (2018, p. 12).

Além disso, a DC-GO esta alinhada com a BNCC ao enfatizar o desenvolvimento
de competéncias e habilidades especificas. Através dos jogos matemdticos, 0s alunos podem
trabalhar competéncias como o raciocinio logico, a capacidade de andlise critica e a
colaboragdo em grupo. Fssa abordagem torna o aprendizado nao apenas mais acessivel,
mas também mais envolvente, adaptando-se as necessidades e ritmos de cada estudante. O
documento ressalta que "a prdatica de atividades lidicas, como jogos matemdticos, contribui
significativamente para o desenvolvimento de competéncias essenciais"DC-GO (2018, p.
34).

Outro ponto de destaque no DC-GO € o compromisso com a inclusao e diversidade.
Os jogos matemdticos podem ser adaptados para diferentes niveis de habilidade, permitindo
que todos os alunos participem de maneira inclusiva e avancem conforme suas necessidades
individuais. Essa flexibilidade é fundamental para garantir que nenhum aluno fique para
trdas mo processo de aprendizagem.

O uso de tecnologias educacionais também ¢ incentivado pela DC-GO, especial-
mente com o avango dos jogos digitais. Esses recursos oferecem novas oportunidades para
personalizar o aprendizado e criar ambientes de prdtica que sejam acessiveis a qualquer
momento e lugar. Essa abordagem ajuda a preparar os alunos para o futuro, promovendo
nao apenas o aprendizado matemdtico, mas também habilidades digitais e de inovagao.

A Diretriz Curricular de Goids valoriza, ainda, a criatividade e a inova¢do no
ensino, estimulando os professores a utilizarem abordagens que incentivem os alunos a
pensarem de maneira criativa e a resolverem problemas de maneiras inovadoras. Além
disso, a integracao curricular é outro aspecto central, com a proposta de usar jogos mate-
maticos para conectar a matemdtica a outras disciplinas, promovendo uma aprendizagem
interdisciplinar que enriquece a compreensao dos alunos sobre o mundo.

Por fim, a DC-GO promove a avaliagdo formativa, uma estratégia que permite aos
professores avaliar o progresso dos alunos de forma continua, fornecendo feedback imediato
e oportunizando momentos de autoavaliagcdo para os estudantes.

FEsses pontos mostram como a Diretriz Curricular de Goids detalha a implementacao
de jogos e prdticas lidicas no ensino de matemdtica, sempre em consondancia com 08

principios e objetivos estabelecidos pela BNCC. Ao adotar essas abordagens, a DC-GO
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busca proporcionar uma educagdo mais envolvente, eficaz e adaptada as necessidades dos

estudantes, preparando-os melhor para os desafios futuros.

A DC-GO enfatiza a importancia de metodologias ativas que promovam
o engajamento dos alunos na aprendizagem. Jogos matemdticos sdo
uma estratégia eficaz para envolver os estudantes de forma dindmica e
interativa. (DC-GO, 2018, p. 12)

As tendéncias diddtico-pedagogicas no ensino da matemdtica refletem diferentes
visoes sobre o processo de ensino e aprendizagem. A sequir, abordaremos algumas das
principais tendéncias, enfatizando o uso de jogos matemdticos como ferramenta de ensino.

Formalista-Cldssica: Fsta tendéncia valoriza o ensino de conceitos e procedimentos
matemdticos de maneira sequencial e rigorosa, com énfase na teoria antes da prdtica.
A wisao tradicional da Matemdtica, influenciada pela filosofia platonica, considera a
Matemdtica como um conjunto de ideias imutdveis, descobertas pela intuicdo humana. A
geometria era especialmente valorizada por sua logica interna. Sequndo FIORENTINI
(1995), essa abordagem se concentra no desenvolvimento do raciocinio légico e na disciplina
mental. No entanto, conforme D’AMBROSIO (1993), essa tendéncia muitas vezes se opoe
ao cardter ludico, visto que 0s jogos eram considerados apenas um "jogo intelectual”, voltado
para previsoes e demonstracoes, afastando-se da diversao e do engajamento natural que os
jogos proporcionam.

Empirico-Ativista: Nesta abordagem, o foco é a aprendizagem por meio da expe-
riéncia direta e da experimentacdo. Jogos matemdticos sao amplamente utilizados, pois
oferecem uma forma interativa de aprendizado. A pedagogia ativa coloca o aluno no centro
do processo de aprendizagem, considerando suas particularidades individuais. GRANDO
(2007) observa que essa tendéncia valoriza o aspecto psicoldgico e a espontaneidade do
aluno, destacando a qualidade da aprendizagem sobre a quantidade. O Tangram, por exem-
plo, € um jogo que permite aos alunos explorar conceitos matemdticos de maneira prdatica
e ativa, conforme explica MACEDO et al. (2015). O aluno descobre novos conceitos d
medida que manipula as pecas, promovendo um aprendizado investigativo e reflexivo.

Formalista Moderna: Combina a abstragio formal com a experimentagdo prdtica.
FEsse movimento surgiu apos a Sequnda Guerra Mundial, motivado pelo avanco tecnoldgico
e cientifico, e visa formar especialistas em Matemdtica. FIORENTINI (1995) comenta
que essa abordagem retoma o rigor conceitual, porém com foco na resolugao de problemas,
nao apenas na disciplina mental. GRANDO (2007) destaca que jogos matemdticos nessa
perspectiva ajudam a desenvolver o pensamento abstrato e a generalizacdo, aplicando
conceitos matematicos em diferentes contextos. Um exemplo é o jogo "Padroes Numéricos’,
no qual os alunos identificam e estendem padroes, estimulando a formalizacao e a abstracdao.

Tecnicista: Prioriza a eficiéncia e a objetividade, utilizando ferramentas como
avaliagoes padronizadas para medir o progresso. Sequndo FIORENTINI (1995), essa

abordagem se concentra no desenvolvimento de habilidades técnicas e ma matemdatica
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enquanto técnica, muitas vezes em detrimento do significado mais profundo dos conceitos.
Os jogos matemdaticos, aqui, sio utilizados para treinar habilidades especificas, como o
cdlculo mental. O "Rapid Math"COQUINHOS (2024), por exemplo, é um jogo que visa
desenvolver a agilidade e precisdo nos cdlculos, enfatizando a prditica repetitiva e o treino
de algoritmos.

Construtivista: FEsta tendéncia baseia-se na ideia de que os alunos constroem seu
proprio conhecimento por meio da interagcio com o ambiente. O professor atua como
facilitador, orientando o aluno no processo de construcao de significados. FIORENTINI
(1995) defende que, nessa abordagem, o conhecimento matemdtico é construido de maneira
ativa e reflexiva. GRANDO (2007) complementa que os jogos promovem um ambiente
de aprendizagem onde o0s alunos exploram e experimentam conceitos, desenvolvendo uma
compreensao mais profunda e duradoura. Um exemplo € o jogo "Construgcio de Mapas
Topologicos', onde os alunos colaboram para criar mapas, relacionando conceitos topoldgicos
com experiéncias concretas.

Socioetnocultural: Focada na contextualizacao da matemdtica, essa abordagem va-
loriza as experiéncias culturais e sociais dos alunos. A Etnomatemdtica, como descrita
por D’AMBROSIO (1993), desafia a visio tradicional da matemdtica como conhecimento
puramente académico, ressaltando a importancia de reconhecer e valorizar o conhecimento
matemdtico informal presente em diferentes culturas. Jogos matemdticos tradicionais, como
o "Jogo de Mancala', destacado por SMITH; BROWN (2010), promovem a diversidade
cultural ao integrar prdaticas matemadticas utilizadas por diferentes comunidades, permi-
tindo que os alunos explorem matemdticas de outras culturas e reconhecam a riqueza do
conhecimento coletivo.

Essas tendéncias pedagogicas refletem as diferentes maneiras pelas quais a mate-
mdtica pode ser ensinada, seja por meio de teorias abstratas, experimentacoes prdaticas, ou
valorizacao cultural. O uso de jogos matemdticos, dentro dessas abordagens, serve como
um recurso valioso para tornar o aprendizado mais engajante e relevante para os alunos.

Essa sao as tendéncias apresentadas neste trabalho, porém a tendéncia empirico-
ativista, a meu ver, tem uma possibilidade de aplicacao de jogos em sala interessante, e
destaco aqui o que Grando aborda como sete topicos(momentos) que permite um melhor
aproveitamento dos jogos em sala de aula. O fato, € que hd professores desconfrontiveis ou
sem dire¢ao para realizar a aplicacao de jogos, sentem insequros, e nao conseque explorar
o mazrimo que o trabalho lidico; a descri¢do a sequir pode oferecer um proveito maior e
melhor para realizacao de jogos diddticos, pois com certeza almejamos melhor execucao,
aproveitamento, abordagem, e andlise do trabalho produzido. Entdo, GRANDO (2007)

destaca:

1. Familiarizagcao com o material do jogo: Neste primeiro momento, os alunos entram

em contato com o material do jogo, identificando materiais conhecidos, como: dados,
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peoes, tabuleiros e outros, e experimentam o material através de simulacoes de

possiveis jogadas. E comum o estabelecimento de analogias com os jogos jd conhecidos.

2. Reconhecimento das regras: O reconhecimento das regras do jogo, pelos alunos,
pode ser realizado de vdrias formas: explicadas pelo orientador da ac¢do ou lidas
ou, ainda, identificadas através da realizagdo de vdrias partidas-modelo, onde o
orientador da ag¢dao pode jogar varias partidas sequidas com um dos alunos, que
aprendeu previamente o jogo, e os alunos restantes tentam perceber as reqularidades

nas jogadas e identificam as regras do jogo.

3. 0 “Jogo pelo jogo”: jogar para garantir regras: Este é o momento do jogo pelo jogo,
do jogo espontaneo simplesmente, em que se possibilita ao aluno jogar para garantir
a compreensao das regras. Neste momento, sao exploradas as nogcoes matemdaticas
contidas no jogo. O importante é a internalizacao das regras, pelos alunos. Joga-se

para garantir que as regras tenham sido compreendidas e que vao sendo cumpridas.

4. Intervencao pedagogica verbal: Depois dos trés momentos anteriores, os alunos passam
a jogar agora contando com a intervencao propriamente dita. Trata-se das interven-
coes que sao realizadas verbalmente, pelo orientador da acdo, durante o movimento
do jogo. Este momento caracteriza-se pelos questionamentos e observagoes realizadas
pelo orientador da acao a fim de provocar os alunos para a realizacao das andlises
de suas jogadas (previsao de jogo, andlise de possiveis jogadas a serem realizadas,
constatacao de “jogadas erradas” realizadas anteriormente, etc.). Neste momento, a
atencdo estd voltada para os procedimentos criados pelos sujeitos na resolucdo dos

problemas de jogo, buscando relacionar este processo a conceitualizacao matemdtica.

5. Registro do jogo: E wm momento que pode acontecer, dependendo da natureza do jogo
que € trabalhado e dos objetivos que se tém com o registro. O registro dos pontos,
ou mesmo dos procedimentos e cdlculos utilizados, pode ser considerado uma forma
de sistematizacao e formalizagdo, através de uwma linguagem propria que, no nosso
caso, seria a linguagem matemdtica. E importante que o orientador da acdao procure
estabelecer estratégias de intervengdo que gerem a necessidade do registro escrito
do jogo, a fim de que ndo seja apenas uma exrigéncia, sem sentido para a situacao
de jogo.O registro é um importante instrumento de que pode dispor o aluno, para a
andlise de jogadas “erradas” (jogadas que poderiam ser melhores) e construcao de

estratégias.

6. Intervencao escrita: Trata-se da problematizagdo de situacoes de jogo. Os alunos
resolvem situagoes-problema de jogo, elaboradas pelo orientador da ac¢ao ou mesmo
propostas por outros sujeitos. A resolugdo dos problemas de jogo propicia uma andlise
mais especifica sobre o jogo, onde os problemas abordam diferentes aspectos do

jogo que podem ndo ter ocorrido durante as partidas. Além disso, trata-se de um
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momento onde os limites e as possibilidades do jogo sao resgatados pelo orientador da
agao, direcionando para os conceitos matemdticos a serem trabalhados (aprendizagem

matemdtica). O registro do jogo também estd presente, neste momento.

7. Jogar com “competéncia”: Um dltimo momento representa o retorno a situagdo real
de jogo, considerando todos os aspectos anteriormente analisados (intervengoes). E
importante que o aluno retorne a agdo do jogo para que execute muitas das estratégias
definidas e analisadas durante a resolucdo dos problemas. Afinal, de que adianta
ao indwiduo analisar o jogo sem tentar aplicar suas “conclusoes” (estratégias) para
tentar vencer seus adversdrios? Optou-se em denominar este momento por “jogar
com competéncia”, considerando que o aluno, ao jogar e refletir sobre suas jogadas
e jogadas possiveis, adquire uma certa “competéncia” naquele jogo, ou seja, o jogo
passa a ser considerado sob varios aspectos e oticas que inicialmente poderiam ndo

estar sendo considerados.

A educagdo contemporanea enfrenta o desafio de engajar os alunos e promover um
aprendizado eficaz. Para isso, € possivel mesclar caracteristicas de diferentes tendéncias
diddtico-pedagogicas, criando abordagens equilibradas e significativas. Entre as muitas
tendéncias, destacam-se a empiricista-ativista e a tecnicista, que oferecem uma combinagdo
rica quando integradas em um contexto de jogo geométrico-matemdtico.

A tendéncia empiricista-ativista foca na aprendizagem ativa e experiencial, colo-
cando o aluno no centro do processo. Nesse modelo, a ludicidade desempenha um papel
fundamental, oferecendo atividades prdticas que envolvem resolugdo de problemas em con-
textos reais ou simulados. Um exemplo disso seria a constru¢do de formas geométricas e
a aplicacdo de teoremas matemdticos em projetos. Ao engajar-se com desafios prdticos,
0s alunos tém a oportunidade de experimentar estratégias, testar solucoes e refietir sobre
suas escolhas, desenvolvendo uma compreensdo mais profunda dos conceitos. A abordagem
permite que os erros sejam parte do processo de aprendizagem, promovendo uma menta-
lidade de crescimento, na qual os alunos aprendem com as tentativas e aprimoram suas
habilidades ao longo do tempo.

Por outro lado, a tendéncia tecnicista complementa essa dinamica ao trazer estru-
tura e objetividade ao processo educacional. A énfase na eficiéncia, medicio de progresso e
padronizacao de resultados permite que o aprendizado seja organizado e mensurdvel. Em
um jogo geométrico-matemdtico, por exemplo, sistemas de pontuacao, objetivos claros e
avaliagoes periodicas garantem que os alunos avancem de forma estruturada. Cada nivel
pode trabalhar competéncias especificas, como o cdlculo de dreas ou o reconhecimento de
propriedades de figuras geométricas. A tecnologia avancada, com tutoriais e feedback imedi-
ato, torna essa experiéncia ainda mais atrativa e acessivel, promovendo o desenvolvimento

continuo das habilidades dos jogadores.
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A integracao dessas duas abordagens em um jogo diddtico cria um ambiente de
aprendizado dinamico e equilibrado. Enquanto a tendéncia empiricista-ativista envolve
os alunos ativamente, a tendéncia tecnicista fornece uma base solida e organizada para
o progresso, garantindo que o aprendizado seja eficiente e focado. Essa combinagdio é
particularmente eficaz em temas desafiadores, como a geometria, ao unir a aplicacao
pratica de conceitos abstratos com uma estrutura clara de avaliagdo e avanco.

O ensino da matemdtica no Brasil tem passado por mudancas significativas, espe-
cialmente com a implementagdo de diretrizes como a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) e o Documento Curricular de Goids (DC-GO). Ambas as normativas incentivam
uma abordagem mais dinamica, inclusiva e contertualizada, alinhando-se as tendéncias
diddticas contemporaneas, que buscam tornar a aprendizagem mais significativa para os
alunos.

Essas diretrizes e algumas tendéncias também estdo em sintonia com propostas
como a UARC (Unidade Articulada de Reconstrugao Conceitual), um organizador de
sequéncia diddtica que permite integrar essas tendéncias de forma estruturada no ensino da
matemadtica. A UARC oferece uma metodologia que articula o desenvolvimento conceitual
dos alunos com as prdticas pedagdgicas sugeridas pela BNCC' e pelo DC-GO, promovendo
um ensino mais eficaz e significativo.

Ao sequir essas orientagoes, a educag¢do matemdtica no Brasil avanc¢a para um
modelo que nao apenas valoriza o raciocinio logico e a resolucao de problemas, mas também
se preocupa com o desenvolvimento integral do aluno e a inclusio de todos. A adocao
dessas prdaticas cria um ambiente de aprendizagem mais inclusivo, dinamico e conectado a
realidade, preparando os estudantes para os desafios do mundo contemporaneo.

A andlise das tendéncias diddtico-pedagdgicas no ensino da matemdtica, espe-
citalmente focada nas abordagens empirico-ativista e tecnicista, demonstra como essas
metodologias podem se complementar para promover uma educacao matemdtica eficaz e
envolvente. A tendéncia empirico-ativista, centrada na aprendizagem ativa e experiencial,
incentiva os alunos a participar diretamente do processo educacional, permitindo-lhes ex-
plorar conceitos matemdticos por meio da prdatica e da resolucao de problemas em contextos
reais ou simulados. Como destaca ZABALA (1999), essa abordagem, que promove o “fazer
para aprender”, é essencial para que os estudantes se apropriem dos conhecimentos de
forma significativa. A ludicidade, presente em jogos matemdticos e materiais manipulativos,
torna o processo mais dinamico e contribui para o engajamento do aluno.

Em contraste, a abordagem tecnicista acrescenta uma estrutura necessaria ao pro-
cesso educacional, enfatizando a eficiéncia, a objetividade e a mensuracao do progresso dos
alunos. Elementos como sistemas de pontuacao, objetivos claros e avaliacoes padronizadas
ajudam a garantir que o aprendizado seja progressivo e mensurdvel. Sequndo PERRE-
NOUD (1999), a padronizagio e o controle sobre o processo de ensino garantem que o

progresso dos alunos ocorra de forma estruturada, atendendo as necessidades individuais
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sem perder de vista os objetivos gerais. Assim, todos os estudantes, independentemente de
suas habilidades iniciais, podem avancar de maneira organizada e incremental.

A integracao dessas duas tendéncias pedagogicas em um contexto de jogos di-
ddaticos cria um ambiente de aprendizagem equilibrado, onde a participacdo ativa dos
alunos é combinada com uma estrutura solida, garantindo um aprendizado eficiente. Jogos
geométrico-matemdaticos, por exemplo, oferecem um espago para aplicar conceitos abstratos
de maneira prdtica e desafiadora. Através da resolucao de problemas dentro do jogo, o0s
alunos sao motivados a aprender fazendo, ao mesmo tempo que encontram uma avaliacao
continua e padronizada, que guia o progresso e o aprendizado.

Para viabilizar a implementagdo dessas abordagens no ensino da matemdtica, o
uso de sequéncias diddticas desempenha um papel fundamental. Como definido por Zabala
(1999), uma sequéncia diddtica é um “conjunto de atividades ordenadas, estruturadas
e articuladas para a realizacao de certos objetivos educacionais, conhecido tanto pelo
professor quanto pelos alunos” Essas sequéncias permitem a organizagcdo coerente do
ensino, promovendo um ensino investigativo e a problematizacao dos conteudos. O texto
"UARC (Unidade Articulada de Reconstrugio Conceitual): Um Organizador de Sequéncia
Diddtica na Area de Matemdtica"explora como a UARC pode organizar essas atividades,
permitindo a reconstrucdo conceitual dos alunos de forma estruturada e integrada ao
curriculo escolar.

No contexto da FEducagcio Matemdtica, as sequéncias diddticas sao valiosas, pois
permitem a contextualizagdo dos conteudos matemdticos e sua conexdo com o cotidiano
dos alunos, tornando o aprendizado mais relevante e significativo. Fssa abordagem também
facilita a construcdo gradual do conhecimento, uma vez que 0s contetudos sao apresentados
de maneira progressiva e logica. O uso de problematizagoes desafia os alunos a resolverem
problemas reais, desenvolvendo habilidades de pensamento critico e criativo, como reforcado
por GRANDO (2007).

Além disso, uma sequéncia diddtica tipica no ensino da matemdtica envolve vdrias
etapas interligadas, como a avaliacao dos conhecimentos prévios, a definicao de objetivos de
aprendizagem, a escolha de conteudos e a selecao de atividades. A conducdo das atividades
inclui jogos, exercicios praticos e metodologias ativas, e a avalia¢ao continua dos alunos,
com feedback imediato e ajustes no planejamento. Essas etapas assequram que o processo
de ensino-aprendizagem ocorra de maneira organizada e eficaz, culminando na revisio e
consolidacao dos conhecimentos adquiridos.

No proximo capitulo deste trabalho, a sequéncia diddtica serd utilizada como base
para a aplicagdo de jogos, organizacdo e execucao das atividades em sala de aula, com foco
em como as abordagens empirico-ativista e tecnicista podem ser implementadas de forma
complementar. Sequindo as diretrizes da BNCC e do DC-GO, o ensino da matemdtica
serd contextualizado, promovendo uma educacao integral que aborde tanto as competéncias

cognitivas quanto as socioemocionais dos estudantes. Dessa forma, as prdaticas descritas
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garantirao que 0s alunos nao apenas se envolvam ativamente no aprendizado, mas também

desenvolvam um entendimento profundo e significativo dos conceitos matemdaticos.
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5 JOGOS

Neste capitulo, apresentamos uma sele¢io de jogos em redes (ver a Defini¢ao 6) que
trabalham diferentes contetdos e habilidades e sao inspirados na Formula de Pick e sua
demonstragio ( Ver em secao 2.2). Os primeiros trés jogos apresentados sao encontrados
na literatura em diversos momentos , enquanto os demais foram especialmente elaborados
para tratar outros conteudos e habilidades ligados ao tema. Apés a descrigio dos jogos,
também apresentamos sequéncias diddticas para sua aplicacao em sala de aula.

Sequindo os estudos realizados no capitulo anterior, utilizamos as tendéncias
empirico-ativista e tecnicista para formular atividades que atendam a objetivos educacionais
previamente definidos. A sequir, detalhamos cada jogo, incluindo imagens ilustrativas,
as potencialidades de seu uso, e os conteudos e habilidades que podem ser desenvolvidos.
Finalizamos com a proposta de uma sequéncia didatica, elaborada e apoiada sobre elementos

das tendéncias empirico-ativista e tecnicista, para mazimizar a eficicia do aprendizado.
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5.1 Jogo 1: Pontos, Segmentos e Quadrados

Este jogo, de origem desconhecida, foi muito popular nas escolas pela facilidade em
jogar utilizando diferentes forma de marcac¢ao . Em versoes mais modernas, na forma de
aplicativos, os jogos estao disponiveis online e no celular, conforme indicado em Divertudo
(2024 )e Coquinhos (2024). Serve como uma ferramenta educativa eficaz para ensinar
conceitos de geometria de forma envolvente e interativa. O jogo cria um ambiente de
aprendizado lidico, onde os alunos exploram e consolidam conceitos matemdticos. Durante
0 jogo, sao expostos diferentes formas geométricas como quadrados, triangulos, losangos e
trapézios, reforcando nogoes de cobertura e calculo de drea, além de desenvolverem diferentes

estratégias e raciocinios.

5.1.0.1 Descricado

O jogo é realizado em uma rede de pontos, conforme a Definicao 6. Neste caso,
existem aplicativos que permitem o jogo contra o computador ou outro jogador. Também
pode ser jogado com lapis e papel.

Considere a rede:

1. Regra: A decisio de quem inicia o jogo pode ser definida por um sorteio.

2. Regra: Uma jogada consiste em fazer um trago (segmento horizontal ou vertical),
ligando dois pontos da rede. O segmento ndo deve conter outros pontos da rede, além

de seus extremos (veja Figura 41).

[ ) [ ] .—?Jog
[ ] [} [}
jog. 1]
[ ) [} [}
L] L [ ] [ ]

Figura 41 — Exemplos de jogadas.
3. Regra: Os jogadores se alternam nas jogadas e cada um, em sua vez, deve fazer
uma jogada.

4. Regra: Caso a jogada feche um quadrado (um por um). O jogador deve marcar o

quadrado conquistado e é obrigado a fazer uma nova jogada.
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[} [ ) o—0
jog. 2
[ ) [ )
jog. 1
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

Figura 42 — Exemplo de jogadas 2.

L] L] e
[ ] [ ]
A
- [ ] [ ]
jog. 2 jog. 2
[ ) [ ) [ ] [}

Figura 43 — Conquistando quadrado.

5. Regra: O jogo termina quando ndao houver mais nenhuma jogada possivel.

6. Regra: Vence o jogador que, ao final do jogo, tiver conquistado mais quadrados.

B| B | A |jog 2

A | B | B

A| A | B |jog1l

jog. 2
Figura 44 — Fim de jogo!

5.1.0.2 Potencialidades

Este jogo, embora simples, apresenta diferentes possibilidade de uso e colabora para

o desenvolvimento de diferentes habilidades, como:

e (EFOTMAS32)Resolver e elaborar problemas de cdlculo de medida de drea de figu-
ras planas que podem ser decompostas por quadrados, retangulos e/ou triangulos,
utilizando a equivaléncia entre dreas, DC-GO (2018, p. 401).

e (EF08MA19)Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de drea de figuras,

DC-GO (2018, p. 404).

Em relacao aos contetidos que podem ser trabalhados, destacamos o objeto de
Conhecimento: Area de triangulo; drea de quadrildteros; equivaléncia de dreas de figuras
planas DC-GO (2018, p. 401).



Capitulo 5. JOGOS 66

5.1.0.3 Sequéncia Didatica

Nesta secio apresentamos uma sequéncia de agoes estruturadas (Ver se¢io 4) com
o objetivo de desenvolver as habilidades de identificar e calcular a drea de diferentes figuras

geométricas, partindo do quadrado e, posteriormente do triangulo.

1. Apresentacdo inicial.

Nesta atividade, os alunos terdo a tarefa de se familiarizar com o jogo. Eles podem
acessar o material impresso fornecido (ver Anexo B) ou utilizar aplicativos como o
DOTS; BOXES (2024). O objetivo desta etapa é que os alunos tenham um primeiro

contato com o jogo e compreendam suas regras (ver Secio 4).

Essa etapa inicial nao precisa necessariamente ocorrer em sala de aula; ela pode ser
proposta como um dever de casa. O importante é garantir que os alunos se sintam
confortaveis e familiarizados com o jogo antes de prossequirem para as proximas
etapas. Este conhecimento prévio permitira um melhor aproveitamento das atividades

subsequentes.

2. Jogar e internalizar as regras.

Nesta etapa, sugerimos realizar uma simulacao com os alunos, colocando-os para jogar
uma partida. Durante essa atividade, € importante verificar se todos jd internalizaram
as regras do jogo (ver Segdo 4). Esta simulagao pode ser realizada nos primeiros
15 a 20 minutos de uma aula, proporcionando uma base solida para as atividades

subsequentes.

3. Jogo e registro.

Agora € o momento do jogo pelo jogo, onde os alunos aplicam as regras e criam suas
estratégias. E essencial utilizar um questiondrio (sugestio) para coletar informagoes

além dos resultados da partida.

Além disso, forneca feedback e faca perguntas orientadoras, como “Como obter

vantagens?” e “Existem estratégias para vencer?’.

Estimule a reflexdo sobre possiveis estratégias e incentive os alunos a pensarem sobre
suas jogadas. Registre o progresso do jogo e o que os alunos aprenderam durante a

atividade. Eziste uma sugestao de questiondrio, Veja Anexo A.

Essa atividade pode ser realizada nos 30 minutos finais da mesma aula, proporcio-
nando uma oportunidade para os alunos demonstrarem o que aprenderam e refletirem

sobre suas estratégias.

4. Uso dos registros pelo professor.

Nesta etapa, vamos levar o aprendizado do jogo para situacoes-problema reais e

interessantes: Imagine aplicar suas habilidades em desafios como a pavimentacao de
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uma sala com ceramica ou azulejos, ou a criacio de belos mosaicos. Fsses exercicios
sao visualmente estimulantes e se conectam diretamente com a rede de pontos do
jogo, tornando a experiéncia ainda mais solida. Reserve de 20 a 30 minutos para

essa atividade.

5. Jogo e avaliagoes finais.

Nesta ultima etapa, promova jogos onde os jogadores possam aplicar suas habilidades e
conclusoes sobre o jogo, busque a comunicagdo entre jogadores, ainda mais experientes.
Este ultimo momento tem caracteristica como que uma avaliacdo, tente com que
eles fornecam feedback, verifique os conceitos adquiridos ja sio agora utilizados. O

professor estipula a tempo para essa tarefa, conforme as necessidades da turma.

Observagao 14 (Variagao). Uma variagio imediata deste jogo pode também ser trabalhada.
Trata-se de permitir mais um tipo de jogada, a diagonal dos quadrados da rede. Fssa
variagao permite novas jogadas, diferentes tipos de figuras e também possibilita desenvolver

diferentes estratégias para vencer.

e Regra extra. Ligar os pontos que determinam a diagonal dos quadrados unitdrios

da rede também € uma jogada permitida. Veja a simulagdo sequinte:

[ ] ° [ [
[ ] ° [ ] [
o——o ° [ ]

[ ] [ ] [ ] [
[ e [ ] [ ]
o——o ° °

° ° ° o
e———o [ ] °
o——o ° [ ]

Figura 47 — Simulacao jogada 3 (jogador de azul).
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9 ° °
Al/ ° °

Figura 48 — Simulagao jogada 4 (jogador de vermelho).

5.2 Jogo 2: Pontos e Poligonos

Neste Jogo, temos uma variagao um pouco mais elaborada do primeiro jogo. Trata-
se de uma proposta com potencial para contribuir com a aprendizagem de conceitos de

geometria, oferecendo um ambiente lidico e interativo, semelhante ao primeiro jogo.

5.2.0.1 Descricado

O jogo € realizado em uma grade de pontos dispostos uniformemente na vertical
e na horizontal que pode ser realizado com lapis e papel ou acessado via uma aplicagao,
como mencionado em Math Learning Center (2024). No sequndo caso, é possivel jogos

com dots participantes ou um participante contra o computador.

1. Regra: A decisio de quem inicia o jogo pode ser tomada por uma disputa de par ou

impar.

2. Regra: Uma jogada consiste em fazer um segmento ligando dois pontos, observando
que: o segmento pode ter dots pontos da rede, e nenhum outro além dos
extremos e também nao pode interceptar outro segmento em pontos que nao

sejam extremos. Ver Figura 49

jog:
. o e
. o e
. o o
. e o e o

Figura 49 — Exemplo de jogada 1

3. Regra: Cada jogador, em sua vez, deve fazer uma jogada. Ver Figura 50
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Figura 50 — Exemplo de jogada 2.

4. Regra: Caso a jogada feche uma regido (triangulo, quadrado, losango, etc). O jogador
deve marcar a regido conquistada e € obrigado a fazer uma nova jogada. O interior de
cada regiao fechada pode conter ou ndao pontos da malha. Ndo se pode fazer jogadas

dentro de regioes ja conquistadas. Ver Figura 51.

Figura 51 — Exemplo de jogada 3.

5. O jogo termina quando ndo houver mais nenhuma jogada possivel. Ver Figura 52

jog.2

Figura 52 — Exemplo de jogada 4

6. Vence o jogador que, ao final do jogo, tiver conquistado a maior regiao.
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5.2.0.2 Potencialidades

Objeto de conhecimento: Area de tridngulo; Area de quadrildteros; Equivaléncia de
dreas de figuras planas. Ver DC-GO (2018, p. 401).

e (EFOTMAS32) Resolver e elaborar problemas de cdlculo de medida de drea de figu-
ras planas que podem ser decompostas por quadrados, retangulos e/ou triangulos,
utilizando a equivaléncia entre dreas. Ver DC-GO (2018, p. 401).

e (EF08MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de drea de figuras.
Ver DC-GO (2018, p. 404).

5.2.0.3 Sequéncia Didatica

1. Apresentagdo Inicial.

e Apods concluir o Jogo 1, o aluno perceberd que ele servird de base para o Jogo
2. Neste momento, é essencial apresentar as novas regras e destacar as dife-
rencas deste novo jogo. Assim que alguns alunos demonstrarem entendimento
das novas regras, fornega o material (ver anexo B) para que possam realizar
pequenas simulagoes. Essas simulagoes ajudarao a esclarecer duvidas e a solidi-
ficar o entendimento dos demais alunos. Fssa atividade terda uma duragdo de

15 minutos.
2. Jogar e internalizar as regras.

e Agora que os alunos assimilaram as regras, proponha uma simulagdo de jogo com
todos, entre seus pares (ver anexo B). Neste momento, € fundamental verificar
se todos internalizaram as regras e se desenvolveram estratégias. Aproveite
para fornecer feedback, conforme indicado nos itens 3 e 4 de (4). Se surgir a
duvida sobre quem vence o jogo, explique no 4° momento que a maior drea € a
vencedora, deizando isso claro para todos. Essa atividade terd uma duracdo de

até 25 minutos.
3. Jogo e Registro dos jogos

e Agora € o momento do "jogo pelo jogo', quando todos realmente aplicardo
as regras e criarao estratégias. Para complementar, é importante aplicar um

questiondrio (sugestdo) para coletar informagoes e resultados das partidas.
Além disso, fornega feedback e faca perguntas orientadoras, como “Como obter
vantagens?” e “Existem estratégias para vencer?”. Eziste um questiondrio, caso
necessite, Veja Anexo A.

Estimule a reflexdo sobre possiveis estratégias e incentive os alunos a pensarem

sobre suas jogadas. Registre o progresso do jogo e o que os alunos aprenderam
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durante a atividade.Fssa atividade pode ser realizada nos ultimos 30 a 40

minutos da aula.
4. Intervencao escrita

e Finalmente, proponha uma solucao para determinar os vencedores dos jogos.
FExplique a possibilidade de usar "triangulos fundamentais"para isso. Além disso,
proponha situagoes-problemas ou listas de exercicios que se relacionem com o
Jogo 2, reforcando o aprendizado e a aplicacao prdtica das regras e estratégias

discutidas. Duracao: Conforme a necessidade da turma.

5. Jogar com competéncias.

e Nesta ultima etapa, promova jogos onde os alunos possam aplicar suas habi-
lidades e conclusoes sobre o jogo. Incentive a comunicag¢ao entre os jogadores,
especialmente os mais experientes. Este momento terd caracteristicas de ava-
liagao, onde os alunos fornecerdo feedback e vocé verificard se os conceitos
adquiridos estao sendo aplicados corretamente. Duragdo: Conforme a necessi-

dade da turma.

5.3 Jogo 3: Dominando Areas

Neste jogo, a proposta também estd ligada ao cdlculo de drea de figuras construidas
em redes. No entanto, essa proposta tem o objetivo de levar o estudante a perceber as
relagoes entre a drea das figuras e o numero de pontos interiores e no bordo. Assim, o

estudante estard mais proximo da Formula de Pick.

5.3.0.1 Descricao

Este jogo tem o objetivo de realizar o calculo de dreas através da contagem de pontos
da rede. Pode ser realizado no geoplano Math Learning Center (2024), ou no material

impresso (ver Anexo C). Vamos observar as regras:

1. Regra: Um numero, entre 3 e 49, serd sorteado.
2. Regra: Neste jogo cada jogador possui uma malha, na qual fard o seu poligono.
a) Regra: Cada jogador, em sua propria malha, deve construir um poligono,

obedecendo as sequintes condicoes:

e Os vértices do poligono devem ser pontos da malha.

e Pontos do bordo sdo os pontos que estio sobre os segmentos que formam a

poligonal.
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Jogadorl Jogador2

. . . . . . . . . .
. . . . . . . . . .
. . . . . . . . . .
. . . . . . . . . .
. . . . . . . . . .

Figura 53 — Simulacao de jogo

e A poligonal, que forma o bordo do poligono, deve ser fechada e nao pode

ter auto-intersecao.

e Pontos interiores sao os pontos da malha que ficaram contornados pela

poligonal.
e A soma dos pontos do bordo com os pontos interiores deve ser o niumero
sorteado.
Jogadorl N° sorteado 10 Jogador2 N° sorteado 10
[} [} [ ) [ ) [ ) [ ) [ ] [} [
[ ) [ )
[ ) [ )
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [} [ ] [ ] [ ] [ ]

Figura 54 — Exemplo de possivel jogada.

3. Regra: O jogador que demarca a regido de maneira errada perde a drea feita.

4. Regra: Vence o competidor que, sequindo as regras, construir o poligono de maior

drea.

5.3.0.2 Potencialidades

FEste jogo, embora simples, apresenta diferentes possibilidade de uso e colabora para

o desenvolvimento de diferentes habilidades, como:

e (EFOTMAS32) Resolver e elaborar problemas de cdlculo de medida de drea de figu-
ras planas que podem ser decompostas por quadrados, retangulos e/ou triangulos,
utilizando a equivaléncia entre dreas, DC-GO (2018, p. 401).
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5.3.0.3 Sequéncia Didatica

1. Apresentacao Inicial

e Inicie apresentando os elementos do jogo (material impresso, objetos a serem
utilizados) Math Learning Center (2024) e as regras. Dé exemplos para facilitar
a assimilagdo das regras e identifique alunos que as compreenderam facilmente,

faca-os monitores, se possivel, para ajudar os outros.
2. O Jogo e internalizar as regras

e Proponha uma simulagcdo para que os alunos joguem e verifiquem se houve a
assimilagao das regras. Forme grupos (sugestao: trios ou mais, onde dois jogam
e um fiscaliza e registra os resultados). Circule pelos grupos para observar e
fornecer feedback, verificando se entenderam as regras. Deize claro que é uma

stmulacao. Duracao: 25 minutos.
3. Jogo e Registro

e Agora é o momento do "jogo pelo jogo', onde todos aplicardo as regras e criardo
estratégias. Utilize wm questiondrio (sugestio) para coletar informagoes e resul-
tados das partidas. Além disso, forneca feedback e faca perguntas orientadoras,
como “Como obter vantagens?” e “Existem estratégias para vencer?”. Eiste,

como sugestao, um questiondrio, Ver Anexo A.

Estimule a reflexdo sobre possiveis estratégias e incentive os alunos a pensarem
sobre suas jogadas. Registre o progresso do jogo e o que os alunos aprenderam
durante a atividade.Essa atividade pode ser realizada nos 40 minutos finais da

mesma aula.
4. Intervencao Escrita

e Proponha situacoes-problemas onde os alunos percebam semelhancas com o
jogo, fazendo observagoes sobre poligonos que aparecam, além dos habituais

(quadrildteros e triangulos).
5. Jogar com Estratégia

e Nesta ultima etapa, promova jogos onde os jogadores possam aplicar suas
habilidades e conclusoes sobre o jogo, incentivando a comunica¢ao entre 0s
jogadores, especialmente os mais experientes. FEste momento funciona como
uma avaliagao, onde os alunos fornecem feedback e vocé verifica se os conceitos

adquiridos estdo sendo aplicados corretamente.
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5.4 Jogo 4: Duelo de Linhas

Na demonstragao da Formula de Pick, identificar retas paralelas também é uma

habilidade importante. Este jogo é elaborado para dois jogadores; e construido para adquirir

ou fortalecer

o entendimento do que sao retas paralelas e pontos colineares.

5.4.0.1 Descricao

Neste

jogo, a competicio € para formar o maior numero de linhas colineares na

rede (ver Anexo D). O jogador que entender melhor o conceito de colinearidade e usar

estratégias mais eficazes vence. As regras sio as sequintes:

1. Regra:

2. Regra:

3. Regra:

pontos

4. Regra:

pontos

(0] °
Figura 55 —

5. Regra:

O inicio do jogo pode ser definido por sorteio.
Uma jogada consiste em marcar um ponto.
Os jogadores jogam alternadamente, escolhendo um ponto, e tentando marcar
colineares (por exemplo, jogador 1 usa “O” e jogador 2 usa “X7).
jogador 1: O jogador 2: X
Cada linha colinear vale o nidmero de pontos que possui. E permitido marcar
na horizontal, vertical e diagonal.
. . . e X e . . e X e . .
. . . . . . . . . . . . .
. . . . e X e . . e X e .
. . . e @© o . . e ©® o ® e
. . . ® o . . . ® o e X e
Jog. O e X. Figura 56 — 2° jogada. Figura 57 — 3° jogada.
jogador 1: O jogador 2: X

O jogo continua até que todos os pontos sejam marcados ou nao haja mais

possibilidade de formar novas linhas colineares.

6. Regra: A vitoria pode ser combinada de duas formas. O jogador que consequir

formar

a linha com mais pontos ou o jogador que tenha mais pontos na soma das

linhas colineares.
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. X ° o o ° X . ° X . X . . x
. . e X e . . e X e . . e X e
. e X ® e . e X ® e . e X ® X
e @ o ® . e ® ® @ . e ® ® ® @
® o e X e ® o e X e ®© o e X e
Figura 58 — 4°jogada Figura 59 — 5° jogada. Figura 60 — 6° jogada.

5.4.0.2 Potencialidades

Este jogo, apresenta de possibilidade de uso e colabora para o desenvolvimento de

habilidades, como a que tratam de conceitos relacionados a pontos colineares.

e EF06MA17: Identificar, nomear e classificar angulos (agudos, retos, obtusos e rasos),

retas paralelas, perpendiculares e concorrentes, angulos complementares e suplemen-

tares. DC-GO (2018, p. 454)

o EFOTMAZ20: Representar, construir e analisar formas geométricas planas e espaci-

ais, identificando propriedades de retas paralelas, perpendiculares e concorrentes, e
realizando medigoes. DC-GO (2018, p. 419-420)

5.4.0.3 Sequéncia Didatica

1. Apresentacgdo do jogo e das retas

No primeiro momento, explicar o sentido de palavra colinear, expor as regras do
jogo e apresentar os materiais do jogo, use o material impresso (ver Anexo D).
Este jogo pode ser importante ter réguas, caso perceba alunos com dificuldade

de entender. (Dura¢io 15 minutos.)

2. O jogo e internalizar as regras

Agora o momento do jogo, tem o objetivo que confirmar se entenderam as regras,
observe se alunos podem ser monitores para auziliar os colegas quanto as regras

e executem conscientemente. (Durag¢ao 15 minutos).

3. Jogo e registros.

Agora, de posse do necessdrio para que o jogo flua, as regras e os materiais e
questiondrios. Este momento é de fato o jogo pelo jogo, tente registrar observa-

coes para ser discutido no momento sequinte. Além disso, forneca feedback e faca
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perguntas orientadoras, como “Como obter vantagens?” e “Existem estratégias
para vencer?”,

Estimule a reflexdo sobre possiveis estratégias e incentive os alunos a pensarem
sobre suas jogadas. Registre o progresso do jogo e o que os alunos aprenderam

durante a atiidade. (Duragao 30 minutos).
4. Intervencao escrita.

e Proponha situagoes-problemas relacionados com o tema do jogo, crie uma lista
de exercicios que converse com o jogo. Duracao: conforme o engajamento da

turma.
5. jogar com competéncia.

e Nesta ultima etapa, promova jogos onde o0s jogadores possam aplicar suas
habilidades e conclusoes sobre o jogo, busque a comunicac¢ao entre jogadores,
ainda mais experientes. Fste ultimo momento tem caracteristica como que uma
avaliacao, tente com que eles fornecam feedback, verifique os conceitos adquiridos

ja sao agora utilizados.

Observacao 15. Uma possibilidade ainda mais interessante seria, ao invés de marcar
a linhas de pontos marcasse um ponto por vez, tentando escrever o mdximo de pontos
colineares, e o que afetaria também a contagem de pontos, onde os pontos isolados (que

nao tem pontos adjacentes para formar colinearidade) nao sao computados.

5.5 Jogo 5: Os Triangulos de Pick

A Formula de Pick relaciona a drea de poligonos em redes com o numero de pontos

no interior e no bordo do poligono. Este jogo explora exatamente esse fato.

Observagao 16. Material Necessdrio: Rede de pontos (material impresso, Ver o Anexo
E),lapis e régua, fichas ou marcadores coloridos, ou aplicativos, cartées com desafios de
areas especificas.

5.5.0.1 Descricdo

Neste jogo o objetivo é ensinar o Teorema de Pick através da construcao de

triangulos e a contagem de pontos na rede do plano.

1. Regra: Cada jogador recebe fichas coloridas e um conjunto de cartoes de desafios.

2. Regra: Cada jogador escolhe um cartao de desafio, que especifica uma drea especifica

para um triangulo que eles precisam desenhar.
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3. Regra: Os jogadores, na sua vez, desenham um triangulo na malha reticular usando

lapis e régua, tentando corresponder a drea especificada no cartdo de desafio.

4. Regra: Apés desenhar o triangulo, o jogador conta os pontos de grade internos (1) e
nos bordos (B). Usando a férmula do Teorema de Pick: A =1 + g — 1, o jogador

verifica se a drea do triangulo corresponde ao desafio.

5. Regra: Se o cadlculo da drea estiver correto e corresponder ao desafio, o jogador

marca pontos.
6. Regra: Os jogadores anotam os cdlculos em um papel.

7. Regra: O jogo termina apds um numero determinado de rodadas ou quando todos

os cartoes de desafios forem usados.

8. Regra: Ganha o jogador com mais pontos acumulados.

5.5.0.2 Potencialidades

Este jogo, embora simples, apresenta diferentes possibilidade de uso e colabora para

o desenvolvimento de diferentes habilidades, como:

e Habilidade EFO9MA14: Resolver e elaborar problemas envolvendo o cdlculo da drea de
figuras planas (retangulos, quadrados, paralelogramos, trapézios, triangulos e circulos)

e a decomposic¢io e composicao dessas figuras. BNCC (2024, p. 401) .

5.5.0.3 Sequéncia Didatica

1. Apresentagdo Inicial

e Nesta primeira etapa, presentar a rede de pontos, ldpis, régua, fichas coloridas
e cartoes de desafios. Aplicar a formula do Teorema de Pick: A = g +1-1
fornecendo exemplos prdticos para ilustrar como contar os pontos internos (I)

e nos bordos (B) de um triangulo, essa atividade dura em média 15 minutos.
2. Jogar e internalizar as regras

e Agora, distribuir fichas coloridas e cartoes de desafios a cada aluno, pode formar
grupos pequenos para facilitar a interacao e o aprendizado. Certificar que cada
grupo tenha acesso a ldpis, réqua e papel para anotagoes. Cada aluno escolhe
um cartao de desafio e desenha um triangulo na rede de pontos e contam os
pontos internos e nos bordos, verificando a drea usando a formula de Pick.
E importante, o professor circula entre os grupos, observando e fornecendo
feedback e enfatizar que € uma simulacao para garantir que todos entendam as

regras e o objetivo do jogo, esta etapa pode durar 15 minutos.
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3. Jogo e Registro dos Resultados

e Nesta etapa, iniciar o jogo, onde os alunos jogam varias rodadas, desenhando
triangulos e verificando suas dreas conforme os cartoes de desafios. Anotar os
calculos e resultados em um papel e, ao final de cada rodada, os jogadores marcam
pontos se o cdlculo da drea estiver correto. Revisar os cdlculos e resultados com
0s alunos, discutindo quaisquer erros ou dificuldades e os alunos preenchem um
questiondrio para coletar informacoes sobre sua experiéncia e compreensao do
jogo e do Teorema de Pick. FExsite, como sugestao, um questiondrio, ver em

Anexo A. Duracao: 30 minutos.
4. Uso dos registros

e Revisar os cdlculos e resultados com os alunos, discutindo quaisquer erros ou
dificuldades. Avaliar o entendimento dos alunos sobre o Teorema de Pick e
fornecer feedback. Propor situacoes-problemas que envolvem o Teorema de Pick,
além dos triangulos usuais (ex.: quadrildteros). Discutir a aplicagio do teorema

em diferentes contextos geométricos. Duracao 20 minutos.
5. Jogar com "competéncia"

e Promover a aplicacio avangada das habilidades adquiridas e concluir a atividade
com uma avaliacao. Promover jogos onde os alunos podem aplicar suas habili-
dades de forma estratégica, comunicando-se entre os jogadores mais experientes.
Esta etapa serve como uma avaliagdo final, onde os alunos fornecem feedback e o

professor verifica se os conceitos adquiridos estao sendo aplicados corretamente.

5.6 Jogo 6: Desafio dos Angulos

Neste jogo, os alunos devem desenhar linhas em uma rede de pontos, partindo de

um ponto de origem, de forma que as linhas formem angulos especificos.

5.6.0.1 Descricao

O objetivo é praticar o conceito de inclinacao e angulos.

1. Regra: Cada aluno ou grupo recebe um papel impresso.

2. Regra: Cada papel impresso deve ter vdrios pontos de origem marcados, identificados

por letras (por exemplo, A, B, C, etc.).

3. Regra: Usando a régua, os alunos devem desenhar uma linha reta a partir do ponto
de origem indicado, formando o dngulo especificado (ou mais préximo) em relagio d

linha horizontal.
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A B

Figura 61 — Qual reta com AB tem angulo de 45° ou préximo? Simulacido cada cor um
aluno.

4. Regra: Cada linha deve iniciar e terminar em algum ponto da rede.

5.6.0.2 Potencialidades

Componente Curricular: Matemadtica

Competéncia Especifica: Geometria e Medidas

e (EM13MAT406) Utilizar conceitos e propriedades das figuras geométricas planas e
espaciais para representar e resolver situagoes-problema envolvendo relagoes métricas

(comprimento, drea, volume, angulos e distincia) e propriedades de semelhanga e
congruéncia. BNCC' (2024, p. 514).

o (EM13MAT405) Utilizar relagoes entre as inclinagoes de retas e as medidas de
angulos, representando-as no plano cartesiano e resolvendo problemas que envolvam

essas relacoes.

5.6.0.3 Sequéncia Didatica

1. Apresentacio do jogo e regras

e Apresentacdo dos conceitos de angulo e inclinacdo. Explicacao sobre a utilizacao

da malha quadriculada para desenhar e medir angulos. Duracao 10 minutos
2. Jogo (simulagao)

e Permitir que os alunos pratiquem o tracado de linhas em angulos especificos
através de uma simulacdo guiada. FEscolher um ponto de origem mna malha
quadriculada e tracar uma linha em um angulo especifico, mostrando passo a
passo. Orientar e corrigir os alunos durante a atividade prdtica, esclarecendo

duvidas. Duracao 20 minutos.
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3. Jogo e registros

e Permitir que os alunos joguem o "Desafio dos Angulos'de forma auténoma
e registrem seus resultados. Distribuir uma folha de exercicio com pontos de
origem e angulos especificos para cada aluno. Além disso, forneca feedback e faca
perguntas orientadoras, como “Como obter vantagens?” e “Existem estratégias

para vencer?’.

Estimule a reflexdo sobre possiveis estratégias e incentive os alunos a pensarem
sobre suas jogadas. Registre o progresso do jogo e o que os alunos aprenderam
durante a atividade. Existe, como sugestdo, um que questiondrio , Ver Anezxo

A. Duragao 15 minutos
4. Intervencao escrita

e Refletir sobre a atividade realizada, contextualizando o uso dos angulos na
prdtica e utilizando os registros para revisao e correcao. Revisao coletiva dos
registros feitos pelos alunos, discutindo erros e acertos. Apresentagao de exemplos
de aplicagao prdtica dos dngulos (na arquitetura, engenharia, design, etc.).
Discussao sobre a importancia da precisao na medicao e desenho de angulos.

Feedback do professor sobre o desempenho dos alunos. Duracao 20 minutos.
5. Jogar competéncia

e Desafiar os alunos a aplicar as habilidades adquiridas em um contexto de
competicao amigdvel. Cada aluno ou grupo receberd um conjunto de pontos de
origem e angulos para desenhar. Os grupos devem desenhar os angulos de forma

colaborativa e verificar a precisao. Duracao: 20 minutos

5.7 Jogo 7: Desafio dos Poligonos e Angulos Internos

Neste jogo os estudantes exploram atividades ligadas a soma dos angulos internos

de um poligono e a importancia que a justaposicao de triangulos tem nesse processo

5.7.0.1 Descricdo

Os alunos devem desenhar diferentes poligonos (triangulos, quadrildteros, pentdgo-
nos) na rede de pontos, identificar e medir os angulos internos de cada poligono e verificar
se a soma dos angulos internos se mantém constante para figuras com a mesma quantidade
de lados. Material Necessdrio: Rede de pontos impressa em uma folha de papel, régua,

transferidor, ldapis e borracha.

1. Cada aluno ou grupo deve trabalhar no seu préprio material impresso (rede de pontos).
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2. O participante deve desenhar, sobre a rede de pontos, trés diferentes poligonos
(indicados pelo professor) com vértices sobre os pontos da rede. Nao precisam ser

requlares, mas o uso de régua para a construcao é recomendado.

3. Cada aluno deve medir, usando transferidor e registrar os angulos internos de cada

poligono desenhado.
4. Os alunos devem calcular a soma dos angulos internos para cada poligono.

5. Apds desenharem os poligonos e medirem os angulos, os valores obtidos para cada
figura serdgo anotados e comparados com os outros grupos. Para cada tipo de poligono
os resultados serdo classificados de forma que o primeiro é aquela soma que ficou
mais prézima do valor esperado, isto €, 180° para triangulos, 360° para quadrildteros,

540° para pentdgonos...

6. O primeiro grupo da classificacao ganha 10 pontos, o sequndo 7, o terceiro 4 e o

quarto 1.

7. Ganha o jogo e grupo que ao final obtiver maior soma de pontos nas trés figuras.

Veja uma simulagao onde cada aluno ou grupo desenhou de diferentes formas quadrildteros.

Figura 62 — Qual é a soma dos angulos internos de cada figura?

5.7.0.2 Potencialidades

Componente Curricular: Matematica

Competéncia Especifica: Geometria e Medidas
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e (EM13MAT406) Resolver e elaborar problemas que envolvam propriedades de figuras
geométricas planas (tridngulos, quadrildteros, poligonos requlares e irrequlares) utili-

zando relagoes métricas e propriedades de congruéncia e semelhanga. DC-GO (2018,

p. 222).

e (EF08MA18) Reconhecer as caracteristicas de poligonos (triangulos, quadrildteros,
pentdgonos, hexdgonos, etc.), classificando-os quanto ao nimero de lados, a medida
dos lados e a medida dos dangulos internos. DC-GO (2018, p. 491)

5.7.0.3 Sequéncia Didatica
1. Apresentacdo inicial

e Introduzir os conceitos de poligonos e angulos internos, além de explicar as
regras do jogo "Desafio dos Poligonos e Angulos Internos". Apresentacdo dos
conceitos de poligonos (triangulos, quadrildteros, pentdigonos) e suas proprieda-
des. Explicacao sobre a utilizacao da malha quadriculada para desenhar e medir
angulos internos dos poligonos. Demonstragao pratica de como utilizar a régua

e o transferidor para tracar e medir os angulos internos. Duracdao: 20 minutos
2. Jogo Simulacao

e Permitir que os alunos pratiquem o tragado de poligonos e a medigcdo de angulos
internos através de uma simulacao guiada. Escolher wm ponto de origem na
malha quadriculada e desenhar um poligono (triangulo, quadrildtero, pentdgono),
mostrando passo a passo. Pedir aos alunos que repitam a atividade nos seus
papéis, acompanhando a demonstracio. Orientar e corrigir os alunos durante a

atividade prdtica, esclarecendo duvidas. Duracdao: 20 minutos
3. Jogar e Registrar

e Permitir que os alunos joguem o "Desafio dos Poligonos e Angulos Internos'de
forma autonoma e registrem seus resultados. Orientar os alunos a desenharem
0s poligonos e medirem os angulos internos, registrando os valores obtidos. Os
alunos devem calcular a soma dos angulos internos para cada poligono desenhado.
Coleta dos registros para andlise posterior. além disso, fornega feedback e faca
perguntas orientadoras, como “Como obter vantagens?” e “Existem estratégias

para vencer?”.

Estimule a reflexao sobre possiveis estratégias e incentive os alunos a pensarem
sobre suas jogadas. Registre o progresso do jogo e o que os alunos aprenderam
durante a atividade. Fxiste, como sugestio um questiondrio, Ver em Anexo A.

Duracao: 30 minutos
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4. Contextualizar e Usar Registros

e Refletir sobre a atividade realizada, contextualizando o uso dos angulos internos
dos poligonos na pratica e utilizando os registros para revisao e corre¢ao. Revisao
coletiva dos registros feitos pelos alunos, discutindo erros e acertos. Apresentagdo
de exemplos de aplicacao prdtica dos poligonos e angulos internos em diferentes

dreas (arquitetura, engenharia, design, etc.). Durag¢do: 30 minutos
5. Jogar com "Competéncia"

e Desafiar os alunos a aplicar as habilidades adquiridas em um contexto de
competicio amigdvel. Dividir os alunos em pequenos grupos. Cada grupo receberd
um conjunto de pontos de origem e tipos de poligonos para desenhar. Os grupos
devem desenhar os poligonos de forma colaborativa, medir e calcular a soma

dos angulos internos. Duracao: 30 minutos
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6 Conclusao

Esta dissertacao investigou o uso do Teorema de Pick e de suas extensoes na
elaboracao de jogos voltados ao ensino de matemdtica, com a questdo central : “Como o
Teorema de Pick pode contribuir para melhorar a compreensao dos conceitos matematicos
pelos alunos?”. A investigacao buscou responder se os jogos, inspirados na Formula de
Pick, podem ser usados como ferramentas para melhorar a compreensdo dos alunos sobre
conceitos matematicos e desenvolver habilidades.

As hipoteses levantadas neste estudo eram que o uso de jogos geométricos pode
resultar em uma melhor compreensao dos conceitos matemdticos e um aumento no desem-
penho escolar dos alunos. Assim, os estudos focaram, primeiramente, no entendimento
do Teorema de Pick e de suas extensoes, e a partir disso, pensar em possibilidades para
construgao de jogos. Os objetivos especificos tinham como alvo o desenvolvimento de dife-
rentes jogos para novas abordagens integradas ao curriculo e a exploradas como estratégias
eficazes de ensino.

Refletindo sobre o trabalho realizado, € evidente que os jogos tém um papel signifi-
cativo no ensino de matemdtica. No entanto, a elaboragao de jogos com fundamentagdo
solida e inspiracao retirada de questoes teoricas ainda € uma drea pouco explorada. Além
disso, as dificuldades que muitos educadores e pesquisadores enfrentam em quantificar e
medir os resultados dos jogos no aprendizado matemdatico, podendo limitar a compreensao
do real impacto dos jogos. O trabalho contribui, principalmente, para o desenvolvimento da
primeira parte, isto €, oferece opgoes de jogos bem elaborados e ligados a questoes tedricas.
Pesquisas para entender completamente o impacto desses jogos no aprendizado dos alunos
ainda sao necessdarias e, juntamente com a perspectiva de desenvolver aplicativos para os
jogos apresentados, sequem no horizonte de investigacao.

Esta dissertagao demonstrou que o Teorema de Pick e algumas de suas extensoes
contribuiram para o desenvolvimento de jogos geométricos. Além disso, o levantamento
bibliogrdfico sobre as matrizes curriculares, as tendéncias pedagdgicas e as sequéncias
didaticas criou um caminho coerente com os propositos deste trabalho e proporcionou um
aproveitamento mais consciente ao propor jogos para estudantes da educacdo bdasica. A
elaboracao de sequéncias diddticas, que detalham e criam momentos importantes para
cada tarefa, baseadas nos estudos das tendéncias sobre jogos na educagdo e inspiradas
em resultados ligados ao Teorema de Pick, torna o objetivo geral mais possivel de ser

alcancado.
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ANEXO A - Questionario

Exercicio 1: Pontos, Segmentos e Quadrados

1.

2.

10.

11.

Vocé achou as regras do jogo claras e faceis de entender? Justifique sua resposta.

Teve alguma regra que vocé considerou confusa ou dificil de aplicar? Se sim, qual e

por qué?

Quais estratégias vocé desenvolveu ou aprendeu durante o jogo?

. Houve algum momento em que vocé percebeu uma melhora na sua compreensao dos

conceitos de geometria? Descreva.

O que vocé mais gostou na atividade?

O que vocé menos gostou na atividade?

Vocé acha que o jogo poderia ser melhorado de alguma forma? Se sim, como?

Vocé conseque pensar em alguma situacao real onde os conceitos aprendidos no jogo

poderiam ser aplicados? Descreva.

Dé uma nota de 1 a 5 para sua experiéncia geral com a atividade (1 = muito ruim,

= excelente).
Ezxplique a razdo da nota que vocé deu.

Vocé recomendaria essa atividade para outros alunos? Por qué?
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ANEXO B - Jogole?2

[ [ ] [ ] [ ]
Estudante 1 Estudante 2
[ ) [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Estudante 1 Estudante 2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Estudante 1 Estudante 2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
Estudante 1 Estudante 2
[ ) [ ] [ ] [ ] [ ]




ANEXO C - Jogo 3

Jogo 3: Dominando Areas

Estudante 1:

. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
Estudante 2:
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
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Jogo: Duelo de Linhas

FEstudante 1:

ANEXO D -

91

FEstudante 2:
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ANEXO E. Jogo 5
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ANEXO E - Jogo 5

Jogo: Os triangulos de Pick

-

~

-

~

Card 1
Descricao: Um triangulo cu-

jos vértices estao nos pontos

(0,0), (4,0), e (2,3).

- /
4 N

Card 2

Descricao: Um triangulo cu-

jos vértices estao nos pontos

(1,1), (4,1), ¢ (3, 4).

N /
4 N

Card 3

Descricao: Um triangulo cu-

jos vértices estao nos pontos

(1,1), (3,1), e (2,3).

N /
4 N

Card 4

Descricao: Um triangulo cu-

jos vértices estao nos pontos
(2,2), (6,2), e (3,5).

N /
4 N

Card 5

Descricao: Um triangulo cu-

jos vértices estao nos pontos
(0,0), (3,0), ¢ (2, 3).

N /

Card 6
Descrigao: Um triangulo cu-

jos vértices estao nos pontos

(2,2), (5,2), ¢ (4,5).

- J
4 N

Card 7

Descricio: Um quadrado cu-

jos vértices estao nos pontos

(1,1), (4:,1), (4,4), e (1,4).

N /
4 N

Card 8

Descricao: Um retangulo cu-

jos vértices estao nos pontos

(2,2), (6,2), (6,4), e (2,4).

N /
4 N

Card 9

Descrigao: Um losango cu-

jos vértices estao nos pontos

(2.3), (4:1), (6,3), e (4,5)-
- %

/ Card 10

Descricao: Um paralelo-

gramo cujos vértices estao
nos pontos (0,0), (4,0), (5.3),
e (1,3).

N /
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4 N

Card 11
Descricao: Um pentdigono
reqular cujos vértices estao
nos pontos (2,2), (4,2), (5,4),
(3,5), € (1,4).
\_ %

4 N

Card 12

Descrigcao: Um pentagono

irreqular cujos vértices estao
nos pontos (1,1), (4,1), (5,3),
(3,5), e (0,3).

N /
4 N

Card 13

Descrigao: Um pentagono
concavo cujos vértices estao
nos pontos (2,2), (5,2), (4,4),
(2,5), e (1,3).

N /
4 N

Card 14

Descrigcao: Um pentdagono

irreqular cujos vértices estao
nos pontos (0,0), (3,0), (42),
(2,4), € (1,2).

N /

4 N

Card 15

Descricao: Um pentagono

concavo cujos vértices estao
nos pontos (1,1), (4.1), (3,3),
(2,3), e (1,2)

N /

4 N

Card 16
Descricao: Um pentagono
reqular cujos vértices estao
nos pontos (3,3), (5,4), (4,6),
(2,6), e (1.4).
\_ /
4 Card 17 A

Descricao: Um hexdgono re-

gular cujos vértices estdo nos
pontos (2,2), (4,2), (5,3),
(4:4), (2.4), e (1,3).

4 N

Card 18
Descricao: Um hexdgono ir-
reqular cujos vértices estao
nos pontos (1,1), (3,1), (4,2),
\(5’,4); (1,4), € (0,2). )

4 N

Card 19

Descricao: Um hexdgono ir-

reqular cujos vértices estao
nos pontos (0,0), (2,1), (3,3),
(275}; (074)? e (-1?2)
\_ /
a )

Card 20

Descricao: Um hexdgono con-

cavo cujos vértices estao nos
pontos (1,1), (4,1), (5,3),
(3.4), (2.3), ¢ (1,2).

\_ /
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ANEXO F - jogo 6

Jogo 6: Desafio dos Angulos

Estudante:
[ ] [ )
[ ] [ )
[ ] [ )
[ ] [ )
[ ] [ )
A
FEstudante:
[ ] [ )
[ ) [ ]
[ ] [ )
A

Estudante:

TJe

Je
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o> e

e



ANEXO G - Jogo 7

Jogo 7: Desafio dos Poligonos e Angulos Internos

Estudante:
. .
. .
. .
. .
. .
. .
. .

. .
Estudante:
. .

. .

. .

. .

. .

. .

. .
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