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Resumo

Este trabalho apresenta como o software de geometria dinamica GeoGebra pode
facilitar o entendimento e a interpretagao de teoremas e questoes matematicas.

A pesquisa parte do questionamento central sobre como ferramentas tecnolégicas
podem tornar o aprendizado da Matematica mais acessivel e engajador, especialmente
em um cenario onde a abstracao dos conceitos e o ensino tradicional contribuem para o
desinteresse e a evasao escolar.

Utilizando a abordagem de demonstracoes e resolugoes sem palavras, o estudo busca
a interatividade proporcionada pelo GeoGebra para simplificar a compreensao de teoremas
classicos e problemas matematicos, que frequentemente, sao vistos como complexos e
desconectados do ambito escolar.

O objetivo é melhorar a compreensao dos contetidos e também aumentar a motivacao
dos estudantes, tornando o Ensino da Matematica mais atrativo e relevante no contexto
educacional.

Serao apresentadas visualizacoes geradas pelo software GeoGebra que proporci-
onarao resolucoes e demonstragoes de teoremas de maneira visual e interativa. Foram
criados e disponibilizados, na pagina do autor, Applets para as vizualizagoes que podem
ser acessados através do codigo QR.

o

Palavras-chave: GeoGebra; Ensino de Matematica; provas sem palavras; tecnologia
educacional; interatividade.



Abstract

This paper presents how the dynamic geometry software GeoGebra can facilitate
the understanding and interpretation of mathematical theorems and questions.

The research is based on the central question of how technological tools can make
learning mathematics more accessible and engaging, especially in a scenario where the
abstraction of concepts and traditional teaching contribute to disinterest and school
dropout.

Using the approach of demonstrations and resolutions without words, the study
seeks the interactivity provided by GeoGebra to simplify the understanding of classic
theorems and mathematical problems, which are often seen as complex and disconnected
from the school environment.

The aim is to improve understanding of the content and also to increase student
motivation, making the teaching of mathematics more attractive and relevant in the
educational context.

Visualizations generated by the GeoGebra software will be presented which will
allow theorems to be solved and demonstrated in a visual and interactive way. Applets for
the visualizations have been created and made available on the author’s website, which
can be accessed using the QR code.

Keywords: : GeoGebra; Mathematics Education; Proofs Without Words; Educational
Technology; Interactivity;
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1 INTRODUCAO

A Matematica é vista como uma das disciplinas com maior grau de dificuldade na
Escola, e na maioria das vezes, apresentada através de formulas, teoremas, equacoes, etc,
tornando-a pouco atrativa.

Uma forma de abordagem enriquecedora, tanto para discentes quanto para docentes,
é a abordagem, de forma simples, para alguns teoremas classicos e resolugao de problemas
através do software de geometria dinamica GeoGebra.

Esse software é uma ferramenta digital que agrega Geometria, Algebra e Calculo,
permitindo visualizacoes e interagoes com os conceitos matematicos de maneira dinamica
e intuitiva.

Segundo Arzarello et al. (2012):

“O GeoGebra tem se destacado como uma ferramenta eficaz para o ensino
e a aprendizagem da matematica, pois facilita a visualizacao de conceitos
complexos e promove a interatividade, elementos essenciais para engajar
os alunos e facilitar a compreensao.”

A técnica de demonstragoes e resolucoes sem palavras, também conhecida como
“proofs without words” (PWW), é uma abordagem que apresenta teoremas e solugdes
matematicas através de diagramas e visualizacoes, dispensando a necessidade de explicagoes
verbais ou escritas detalhadas.

Como defende Nelsen (1993):

“Eisse método pode ser extremamente poderoso, pois permite que os
alunos compreendam a esséncia de um conceito ou teorema através de
uma visualizacao direta, que muitas vezes é mais intuitiva do que uma
explicagao verbal ou textual.

No contexto educacional, essa abordagem tem o potencial de tornar o Ensino da
Matematica mais acessivel e menos intimidador, especialmente para quem tem dificuldades
com a linguagem formal da matematica.

Como observa Stewart (2004):

13
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“A visualizacdo é uma ferramenta poderosa no ensino da matemaética,
pois permite que os alunos fagam conexdes entre os conceitos abstratos e
suas representagoes visuais, facilitando a compreensao e a retencao do
conteudo.”

O GeoGebra, é uma plataforma que facilita a implementacao dessa técnica, pois
permite a criagao de diagramas dinamicos e interativos que podem ser manipulados pelos
alunos. A interatividade proporcionada pelo GeoGebra, conforme destaca Hohenwarter et
al. (2008):

“Nao apenas facilita a compreensao dos conceitos, mas também promove o
engajamento ativo dos alunos no processo de aprendizagem. Ao explorar
teoremas e problemas matematicos através do GeoGebra, os alunos
podem experimentar diretamente as relacoes matemaéticas e observar os

efeitos de diferentes varidveis em tempo real, o que torna o aprendizado
mais concreto e significativo.”

Além de abordar conceitos matematicos, mostraremos resolugoes visuais, Provas

Sem Palavras (PSP) que auxiliardo na resolugao dos problemas e na aplicagdo dos teoremas.



2 REFERENCIAL TEORICO

Este trabalho fundamenta-se na integracao de tecnologias digitais. Como o Geo-
Gebra pode desempenhar um papel facilitador na interpretacao de teoremas e problemas
matematicos?

Através da combinagao de demonstracoes sem palavras e da interatividade pro-
porcionada pelo GeoGebra. A proposta é criar um ambiente de aprendizagem onde os
alunos possam explorar e compreender conceitos matematicos de forma mais profunda
e intuitiva. Esta abordagem, além de potencialmente aumentar a motivacao dos alunos,
pode contribuir para a superacao das dificuldades tradicionais do Ensino de Matemaética e,

consequentemente, para a reducao da evasao escolar.

2.1 O Papel das Tecnologias Digitais no Ensino da

Matematica

O avanco das tecnologias digitais nas ultimas décadas trouxe novas possibilidades
para o Ensino da Matemadtica. Ferramentas digitais tém se destacado por sua capacidade
de integrar diferentes dreas da Matemédtica (Geometria, Algebra, Calculo) em uma tnica
plataforma, permitindo a criagao de representacoes dinamicas e interativas (Hohenwarter
& Lavicza, 2008).

Segundo Mishra e Koehler (2006), o uso eficaz de tecnologias no ensino depende
de uma integracao equilibrada entre contetido, pedagogia e tecnologia, conhecida como o
modelo TPACK (Technological Pedagogical Content Knowledge).

O GeoGebra, quando integrado de maneira adequada ao curriculo, pode auxiliar
os professores a criar ambientes de aprendizagem onde os alunos nao apenas aprendam
Matematica, mas facam Matematica, desenvolvendo suas proprias solucoes e entendendo

os processos subjacentes de maneira mais profunda.

15
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2.2 Educagao Matematica e o Desafio da Abstracao

A educacao matematica tem enfrentado desafios significativos ao longo dos anos,
especialmente em relacao a abstragao dos conceitos e a maneira tradicional de ensinar.

Como destaca D’Ambrésio (2008):

“A Matemética, muitas vezes, é apresentada de maneira descontextuali-
zada, o que dificulta a compreensao e desmotiva os alunos. A abstracao
inerente aos conceitos matematicos, embora necessaria, pode se tornar
uma barreira quando nao ha uma conexao clara com a realidade dos
alunos ou quando a metodologia de ensino nao facilita a visualizacao e a
experimentacao desses conceitos.”

A prova sem palavras é uma ferramenta que permite a imaginacao da resposta ou
demonstracao antes mesmo de uma prova real. Nesse sentido, o uso de tecnologias que

permitam a visualizacao dinamica, como o GeoGebra, torna-se fundamental.

2.3 O Papel da Intuicao na Matematica

A intuicao é frequentemente vista como uma ferramenta para a descoberta e
a compreensao de conceitos. Desempenhando um papel fundamental na producao do
conhecimento, especialmente no processo de formulacao de conjecturas e na exploracao de
novos conceitos. A intuicao matematica envolve uma compreensao imediata de padroes e
relacoes, frequentemente antes de uma formalizacao rigorosa.

George Pélya (1945) discute como a intuigao desempenha um papel na resolucao
de problemas matematicos. Ele sugere que a intuicao ¢ um produto da experiéncia e do
conhecimento prévio, e pode ser aprimorada através da pratica e do estudo.

Henri Poincaré (1905) também reflete sobre o papel da intuigao na Matemaética e na
Ciencia, destacando que muitas descobertas sao feitas através de insights intuitivos, onde
a intuicao é a base da criacao de novas teorias e a fonte de inspiracao para descobertas.

Em seu livro La science et ’hypothese, destacou:

“A intuigdo é o que nos permite adivinhar a verdade, ou pelo menos uma
parte dela, antes de termos uma demonstracao rigorosa. E como uma
iluminagao sibita que nos guia no processo de descoberta matemaética.”

As demonstragoes visuais, como graficos, animagoes ou representagoes geométricas,
podem ilustrar afirmacgoes matematicas de maneira mais acessivel, contribuindo para a

desconstrucao da percepcao de complexidade. Ao tornar visivel e tangivel o que, de outra
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forma, seria abstrato, essas demonstragoes facilitam a compreensao intuitiva dos conceitos.
Por exemplo, a representacao visual de um teorema geométrico pode permitir que os alunos
“vejam”a verdade por tras da afirmacao, sem depender exclusivamente de provas formais.
Isso nao so reduz a complexidade percebida do conceito, como também, fortalece a intuicao

matematica, onde o aluno pode associar o conceito abstrato a uma imagem concreta.

2.4 Demonstracoes e Resolucoes Sem Palavras

No artigo “Provas sem palavras, visualizagao, animagao e GeoGebra” (MATHIAS,
C.; ALENCAR, H; LEIVAS, J.), encontramos uma defini¢ao para as “Provas Sem Pala-
vras”(PSP).

Segundo Alsina e Nelsen (2012):

“Demonstragoes visuais ou provas sem palavras (do inglés Proofs Without
Words - PWW) sao imagens ou esquemas que auxiliam a entender por que
uma afirmacdo matematica especifica pode ser verdadeira, e a perceber
como comecar a provar que tal afirmacao é valida”.

A técnica de demonstrages sem palavras (proofs without words) é uma abordagem
pedagdégica que utiliza representagoes visuais para demonstrar teoremas matematicos ou
resolver problemas sem o uso de explicagoes verbais ou textuais detalhadas.

Nelsen (1993) argumenta que:

“As provas sem palavras sao poderosas porque permitem que os alunos
compreendam a esséncia de um conceito matematico através de uma
imagem ou diagrama, muitas vezes de forma mais intuitiva do que através
de uma demonstracao algébrica tradicional”.

Esse método é especialmente 1itil em ambientes de ensino onde os alunos enfrentam
dificuldades com a linguagem simbdlica da Matematica. As demonstragoes sem palavras
promovem a aprendizagem visual e exploratoria, permitindo que os alunos fagam conexoes
entre diferentes dreas da Matemética e vejam de forma mais concreta (Stewart, 2004).

Quando combinadas com o uso do GeoGebra, essas demonstragoes se tornam
ainda mais eficazes, pois o software permite a manipulagao dos diagramas em tempo real,

promovendo uma compreensao mais profunda e dinamica dos conceitos.

2.5 0O GeoGebra

O GeoGebra é um software com finalidades didédticas para ser utilizado em situagoes

de ensino e aprendizagem de Matematica. Com ele é possivel realizar calculos aritméticos,
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algébricos e utilizar multiplas representacoes graficas de objetos matematicos. Tornando-se
cada vez mais popular no Ensino de Matemaética, nao apenas por sua versatilidade, mas
também por seu potencial de transformar a maneira como os conceitos matematicos sao
ensinados e aprendidos.

Como destacam Arzarello et al. (2012):

“O GeoGebra permite a criagao de ambientes de aprendizagem dinamicos,
onde os alunos podem explorar propriedades geométricas e algébricas
simultaneamente, observando como pequenas alteragoes em um parametro
podem influenciar o comportamento geral de uma funcao ou forma.”

Markus Hohenwarter da Universidade de Salzburgo foi quem idealizou o projeto do
software GeoGebra em 2001.

Os desenvolvedores do GeoGebra permitem que ele seja baixado do site oficial
www.geogebra.org e instalado em computadores, tablets e celulares com sistemas operacio-
nais diversos.

Entretanto, apesar das suas vantagens, o uso do GeoGebra também apresenta
desafios. A integracao eficaz da tecnologia na sala de aula requer nao apenas familiaridade
com o software, mas também uma mudanca na abordagem pedagodgica do professor.
Segundo Hohenwarter e Lavicza (2008), o sucesso no uso do GeoGebra depende da
formagao continua dos professores e da sua disposi¢ao para adotar métodos de ensino mais
interativos e centrados no aluno.

As alteragoes no gréfico imediatamente sao visiveis na janela algébrica e na planilha
de pontos. Ea apresentacao do dinamismo de situagoes que permitem ao professor e aluno
levantar conjecturas e testar hipdteses.

Estas sao as possibilidades que se apresentam no software GeoGebra.

Algumas caracteristicas importantes de acordo com a Revista do Instituto GeoGebra

da Pontificia Universidade Catélica (PUC):

Gréficos, algebra e tabelas estao interligados e possuem caracteristicas dinamicas;

Interface amigavel, com varios recursos sofisticados;

Ferramenta de producao de aplicativos interativos em paginas WEB;

Disponivel em véarios idiomas para milhoes de usuarios em torno do mundo;

Software gratuito e de cédigo aberto.
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2.6 Interface GeoGebra 5

Utilizaremos a versao GeoGebra 5 (Figura 2.1) para as criagoes.

& GeoGebra Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela  Ajuda “ © % ¥ 5 Q 8 O Quaddeout 09:07
eoe GeoGebra Classic §
A LR 0 d N
- WA DO O] N =22 4
M a[c~
5
s
4+
3
2
1
e R T e R e e e T e Tanat Taaas Tual | Eauuy Tauky JRuss JANRt Juuny INRa] Inna) RAR4 JRaNY JARRE CRUNE (RRRE NNt Rust CHa{ |
4
2
=
-
=
=
E
Entrada:

Figura 2.1: Interface padrao do GeoGebra 5

2.7 Pagina do autor

Todos os Apletes criados para esse trabalhos estao disponiveis na pagina do autor

no ambiente GeoGebra online (Figura 2.2).

Ortograia @ ENAPROFMAT (@) Os Fundamentos d.. ) Avalogdo Diognds... [ IX| Préticade ma... 1 My Pr

GeoGebra Materiais ~ Calculators ~ Q_ pesauisar
s . .

"
8

(= 2
Joilson Alves Lopes SoBRE EDITAR PERFIL
+ CRIAR
- R —
Fung&o do 2° Grau Pontos Notaveis do Teorema da Bissetriz Teorema de TALES

Trignaulo INTERNA

Figura 2.2: Pagina do autor, GeoGebra
https://www.geogebra.org/u/jal_mmt22



3 PROCEDIMENTOS
METODOLOGICOS

A Matemadtica, frequentemente considerada uma das disciplinas mais desafiadoras no
ambiente escolar, enfrenta o desafio de engajar os alunos em um aprendizado significativo.
A apresentacao tradicional da Matematica, centrada em férmulas, teoremas e
equagoes, muitas vezes resulta em desinteresse e evasao escolar. Nesse contexto, a utilizacao
de ferramentas tecnoldgicas, como o software de geometria dinamica GeoGebra, surge como

uma alternativa promissora para transformar a experiéncia de ensino e aprendizagem.

3.1 Abordagem Metodolégica

A pesquisa desenvolvida é classificada como qualitativa, uma vez que busca com-
preender, interpretar e interagir com o GeoGebra. Essa abordagem permite uma anélise
mais profunda das percepcoes e reacoes em relagao ao uso da tecnologia no Ensino da
Matematica. Além disso, investigar novas metodologias de ensino que utilizam recursos
tecnoldgicos para abordar teoremas e problemas matematicos de forma visual e intuitiva.

O uso de “provas sem palavras” é uma estratégia central, permitindo a compreensao
de conceitos matematicos através de visualizacoes diretas.

O principal objetivo é mostrar como o software de geometria dinamica GeoGebra
pode facilitar a compreensao e a interpretacao de teoremas e questoes matematicas,
tornando o aprendizado mais acessivel e engajador.

Durante a pesquisa, foram criados Applets no GeoGebra que ilustram teoremas e
resolugoes de problemas. Servindo como ferramentas didéaticas para facilitar a aprendiza-
gem.

As criagoes desenvolvidas durante a pesquisa estarao dispiniveis para consulta na

péagina do autor 2.2 , permitindo que outros tenham acesso aos recursos.

20



4 RESULTADOS E DISCUSSOES

A Educacao Matematica enfrenta desafios significativos, especialmente no que diz
respeito a compreensao de conceitos abstratos.

Nesse contexto, a pesquisa propoe uma abordagem inovadora ao utilizar o GeoGebra
como uma ferramenta de ensino. Ao integrar a visualizacao dinamica e a interatividade,
o software nao apenas facilita a compreensao de teoremas, mas também transforma a
experiéncia de aprendizagem, tornando-a mais acessivel e envolvente.

A seguir, apresentaremos as demonstracoes de teoremas classicos e resolugoes
de questoes de diferentes niveis de ensino, evidenciando a eficacia dessa ferramenta na

promocao de um Ensino de Matematica mais atrativo e significativo.

4.1 Teorema de Pitagoras

4.1.1 Um breve historico

Pitagoras foi um filésofo e matematico grego antigo, famoso por seu teorema, mas
sua histéria vai além disso. Nasceu em Samos por volta de 570 a.C. e fundou uma escola
de pensamento em Crotona, na Magna Grécia. Ele acreditava na harmonia do cosmos,
ensinando que tudo seguia padroes matemadaticos e numéricos. Pitadgoras também foi
pioneiro em geometria e aritmética, influenciando profundamente o pensamento filosofico
e cientifico ocidental.

Pitagoras é conhecido principalmente pelo teorema que leva seu nome, que estabe-
lece a relagao entre os comprimentos dos lados de um triangulo retangulo. Além disso, ele
fez contribuicoes significativas para a teoria dos numeros, explorando propriedades dos
nuimeros inteiros, como nimeros primos e numeros perfeitos. Pitagoras também desen-
volveu uma abordagem geométrica para entender as relagoes entre grandezas numéricas,
introduzindo assim o conceito de proporgao. Sua escola, conhecida como a Escola Pitagé-

rica, desempenhou um papel crucial na Histéria da Matematica, influenciando geragoes
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posteriores de matematicos e filésofos.

4.1.2 Proposigao 47 do livro I de Euclides (Os Elementos).

Nos triangulos retangulos, o quadrado sobre o lado que se estende sob o angulo reto

€ igual aos quadrados sobre os lados que contém o angulo reto.

F G

Figura 4.1: Teorema de Pitagoras

Tracando um segmento de reta paralelo a BF passando por A, intersecta os

segmentos BC e FG nos pontos K e J, respectivamente.

J

Figura 4.2: Reta paralelo a BF

Observe que o triangulo BFK tem metade da area do retangulo BF'JK, perceba
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também que o triangulo BF A tem a mesma area do triangulo BF K, pois ambos tem a
mesma base BF e altura BK, ja que BF || JA.
Por outro lado, os triangulos DBC e ABF sao congruentes pelo caso LAL. pois

DB =AB=¢; DBC = ABF =90+ 8; BF = BC =a

H

]

Figura 4.3: Triangulos congruentes

Dai, como sao congruentes, os triangulos DBC' e ABF' tem mesma area.

Temos que, BD || EC, com isso os triangulos DBC e DBA tem mesma area, pois
ambos tem base BD e altura BA e que o triangulo DBA tem metade da area do quadrado
ABDE.

Concluimos por transitividade que a metade da area do retangulo BFJK ¢ igual a
metade da area do quadrado ABDE.

Logo, a area do retangulo BF'JK é igual a area do quadrado ABDE.

De maneira andloga podemos concluir que a area do retangulo CGJK ¢é igual a
area do quadrado ACHI.

Portanto o quadrado que se estende sob o angulo reto ¢é igual aos quadrados sobre

os lados que contém o angulo reto.

4.1.3 Apresentacao do teorema de Pitagoras

Demonstracao do teorema baseada no livro Fundamentos da Matematica Elementar
volume 9.
Em um triangulo retangulo, a soma dos quadrados dos catetos € igual ao quadrado

da hipotenusa.
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Figura 4.4: Triangulo retangulo

a? =0+

4.1.4 Relagoes métricas no triangulo retangulo

Utilizaremos as relagoes métricas no triangulo retangulo para fazer a demonstracao.

Seja o triangulo ABC' retangulo em A:

B C

Figura 4.5: Triangulo ABC

Conduzindo a altura AD relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo ABC,

obtemos dois triangulos retangulos DBA e DAC' semelhantes ao triangulos ABC.

Figura 4.6: Altura relativa a hipotenusa

De fato, devido a congruéncia dos angulos indicados na figura 4.6.
B = 1 (complementos de C') e C' = 2 (complementos de B)

temos:

AABC ~ ADBA ~ ADAC
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Com base nas semelhancas dos triangulos citados e com os elementos j& caracteri-

zados, temos:

AABC ~ ADBA =

%:% = b-c=a-h
{8252 o 2=am
c m
b c
\E:E = c-h=b-m

AABC ~ ADAC =

(

b
N
b n
a &
E—E = b-c=a-h
b ¢
\ E:E = b-h=cn

( h
2 S bh=con
b n
gz— = c-h=b-m
\E:% = h*=m-n

Resumindo as relagoes encontradas, excluindo as repetidas, temos:

(b =an 2)=a-m B)h*=m-n; 4)b-c=a-h 5)b-h=c-n (6)c-h=0b-m
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4.1.5 Prova do teorema de Pitagoras

Faremos a demonstracao com base nas relagoes métricas no triangulo retangulo 4.4.

Temos:
a? = b? + ¢?

Para provar esta relagao basta somar membro a membro (1) e (2), como segue:
¥ = a-n
=0+ =a-n+a-m=0+c*=aln+m)

Z = a-m

Como (n +m) = a, concluimos que:
a? — b2 & 2

4.1.6 Prova sem palavras do teorema de Pitagoras

O link na Figura 4.7 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

L . Teorema de Pitagoras.ggb.

A sgimar Teorema de Pitagoras (Animado)
-

®

4

N

= b

Bs

A _| B

Figura 4.7: Teorema de Pitagoras
https://www.geogebra.org/m/wws8duk?7

Para visualizar a animacao:
1. Mover o controle deslizante manualmente ajustando os valores;

2. Clicar no icone play no canto inferior esquerdo:
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4.2 'Teorema de Tales

Demonstracao baseada no livro Fundamentos da Matematica Elementar volume 9.
Se duas retas sao transversais de um feize de retas paralelas, entao a razao entre

dois segmentos quaisquer de uma delas, € igual a razao entre os respectivos segmentos

correspondentes da outra.

Hipotese Tese
AB e CD sao dois segmentos de wuma transversal, e
S — AB AB
A'B" e C'D’ sao os respectivos correspondentes da outra = — = ——
cD C'D
4.2.1 Prova do teorema de Tales
Demonstracao:
Caso 01: AB e C'D sdo comensuraveis.
A' A'
_____________________ X'
L S X X
_______________________ X P
X e K X
B' B' |
C' C'
_____________________________ X | |
xl
A X X ‘ a
D / D' D/ D'

Figura 4.8: segmentos comensuraveis.

Existe um segmento z que é submultiplo de AB e de CD

AB = px AB
S b (4.1)
CD = qx ¢D  q

Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisao de AB e C'D (Figura 4.8) e
aplicando a propriedade anterior, temos.
A'B = px A'B’

= =
C'D = g C'D

=3

(4.2)
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Comparando 4.1 e 4.2, temos:

AB A'B
C_D - D’

Caso 02: AB e C'D sdo incomensuraveis.
Néo existe segmento submuiltiplo comum de AB e CD.

Tomamos um segmento y submultiplo de C'D (y cabe um certo nimero inteiro n

de vezes em CD), isto é:

Figura 4.9: Segmentos Incomensuréveis.

Por serem AB e C'D incomensuraveis, marcando sucessivamente y em AB, para

um certo niimero inteiro m de vezes acontece que:
m-y<AB < (m+1)y

Operando com as relacoes acima.

m-y <

= — < =< (4.3)
n CD n

AB < (m+1)y m AB  m+1
n-y= CD n-y
Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisdao de AB e CD e aplicando a

propriedade anterior.
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C'D=n-y
m-y < AB < (m+1)y

Operando com as relacoes acima, temos:

m-y < AB < (m+1)y m AB  m+1
:>_<ﬁ<
= n-y n  C'D n

(4.4)

J
S

n-y =

Ora, y é um submultiplo de C'D que se pode variar; dividindo y, aumentamos n e

....m m+1
nestas condigoes — e
n n

formam um par de classes contiguas que definem um 1nico

! R/

numero real, que é =5 pela expressao (4.3), e é pela expressao (4.4).

/DI
Como esse nimero € Unico, entao:
AB A'B
CDh CD

4.2.2 Prova sem palavras do teorema de Tales

O link na Figura 4.10 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

AB DE 287 291
core . st AB _DE  EEREeSiior )
= Teorema de TALES s c=7F |ooE 2 Dod 091

P ioa

Ad %o

v R LA
,AB:Z.&? Y DE= 291
s AE
i
kY
BC = 2.95 \\
e

A RO

Figura 4.10: Teorema de Tales
https://www.geogebra.org/m/rfbz6buk

Para visualizar a animacao:

1. Mover os pontos em AZUL, (A), (B), (D), (F) manualmente ajustando os valores;
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4.3 Teorema da Bissetriz Interna

Demonstracao baseada no livro Fundamentos da Matematica Elementar volume 9.

Uma bissetriz interna de um triangulo divide o lado oposto em segmentos (aditivos)
proporcionais aos lados adjacentes.

Sendo ABC o triangulo de lados a, b e ¢, AD uma bissetriz interna (conforme a

Figura 4.11), DB = x e DC = y. Temos:

Figura 4.11: Bissetriz Interna

Hipotese Tese
AD bissetriz interna do /N ABC = - %
c

Conduzimos por C' uma paralela a bissetriz AD, determinando um ponto E na reta

AB (CE || AD)

Fazendo:
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(BAD — i CE | 4D = 1=3
DAC = 2 (correspondentes)
AEC = 3 OF | D =>2=1
ACE = 4 (Alternos internos)

\

Como por hipétese 1 = 2,decorre que 3 = 4.
De 3 =4 = AACE é isésceles de base CE = AE = AE =)
Considerando BC' e BE como transversais de um feixe de retas paralelas (identifi-

cado por V5, I Cﬁ) e aplicando o teorema de Tales 4.2.

T c .z
— = - ,ou seja, — =
b c

b
4.3.1 PSP do teorema da Bissetriz Interna.

O link na Figura 4.12 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

& GeoGebra Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda © % ®mr 7 Q B O Sex10demai 10:38
eoe 17) Teor Bis Interna.ggb

Bissetriz INTERNA  Seja AABC; AD é bissetriz interna = <=2 467 _ 6.87

z oy 2.88  4.25

X=2.88 D

Entrada:

Figura 4.12: Animacao do teorema da Bissetriz interna
https://www.geogebra.org/m /rgxcpxsg

Para visualizar a animacao:

1. Mover os pontos (A), (B) e (C) manualmente ajustando os valores;

.z Yy
2. Observar a razao — = 7
c
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4.4 Teorema do Angulo Inscrito na Circunferéncia

Faremos a resolucao da Questao 2 do Exame Nacional de Qualificacao do Profmat
(ENQ2019.2)

O teorema do angulo inscrito afirma que se AB e AC sao cordas de um circulo de
centro O, entdo a medida do angulo inscrito BAC = %f(_)? correspondente.

Prove o teorema do angulo inscrito no caso em que o angulo BAC contém o centro

O em seu interior.

4.4.1 Prova do teorema do angulo inscrito

—_—
Caso em que o angulo BAC contém o centro O em seu interior.

Seja P o de intersecgao reta A(3 com a circunferéncia.

Figura 4.13: Angulo inscrito na circunferéncia

Chamamos:
OAB =
POB =
OAC = o
POC = B

\

Temos que OA = OB = r, logo o triangulo OAB é is6sceles. Desse fato OBA = a.

Como f ¢é angulo externo ao triangulo AOB, = a + a = 2«

De maneira andloga podemos concluir que 51 = 2aq, pois o triangulo AOC também
é isoOsceles.

Mas B@C:5+Bl = 20+ 201 = 2(a+ aq)

Por outro lado, temos que BAC = a + Qq
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Entdo BOC = 2(BAC)
~ 1~
Portanto (BAC) = é(BOC')
4.4.2 Prova sem palavras do teorema do angulo inscrito na

circunferéncia

O link na Figura 4.14 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

= Q @ # Seg.8dejan. 14:02

Entrada
€

Figura 4.14: Animagao do teorema do angulo inscrito na circunferéncia
https://www.geogebra.org/m/mechg3az

Para visualizar a animacao:

1. Mover os pontos (A), (B) e (C) manualmente ajustando os valores;

2. Comparar os valores dos angulos BAC e B%AKC’;

4.5 Base Média do Triangulo

Baseado no livro Fundamentos da Matematica Elementar volume 9.

Se um segmento tem extremidades nos pontos médios de dois lados de um triangulo,
entao:

1) Ele € paralelo ao terceiro lado,

2) Ele é metade do terceiro lado.

Seja ABC o triangulo.
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Hipotese Tese
L)MN ||

2NN =

o
Q

(AM = MB,AN = NC) =

N | —

4.5.1 Demonstracgao

Conduzimos por C uma reta paralela a reta j@ e seja D o ponto de intersecao com

ateta MN : 0D I ﬁ, como na Figura 4.15.

Figura 4.15: Base média do triangulo

De @ I aB = C = A pois sao alternos internos.

Como (C'= A, AN =CN, N o.p.v) = (AAMN = ACDN)
Logo CD = AM = CD = MB.

Temos por construcio que CD || MB e como CD = MB,

Entao o quadrilatero M BC'D ¢é um paralelogramo = MD || BC' = MN || BC.

E ainda:
AAMN = ACDN = MN = DN

MBCD é paralelogramo = MD || BC

= 2MN = BC.

_ 1——
Portanto M N = §BC.

4.5.2 Prova sem palavras da base média do triangulo

O link na Figura 4.16 permite acesso a construgao mencionada, na pagina do autor
no ambiente GGB online.

Para visualizar a animacao:
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uivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

o0 Base média do triangulo.ggh

A
o — e )MN | BC
Base média do Tridangulo (A = 3B, AN = NC) = { e .

>

Al NN o= IN

3

<

Entrada:

Figura 4.16: Animacao da base média do triangulo
https://www.geogebra.org/m/d4v8r3ys
1. Mover o ponto (A) em qualquer diregao:
2. Mover os pontos (B) e (C) manualmente na horizontal ajustando os valores;

3. Fazer a andlise com o comprimento dos segmentos de reta verde e azul;

4.6 Razao entre areas de figuras semelhantes

Demonstracao baseada no livro Fundamentos da Matematica Elementar volume 9.

4.6.1 Razao entre areas de dois triangulos semelhantes

Considere os triangulos AABC e AA'B'C" (Figura 4.17).

A
I
|
:
i
a c .

b, b

a

Figura 4.17: Triangulos semelhantes



4. RESULTADOS E DISCUSSOES 36

Chamamos:

Area do triangulo AABC =5, =

by - ho

Area do triangulo AA'B'C' =85y = 5

Como: AABC ~ AA'B'C' = b _m_ k (Razao de semelhanga)

by hy
by - hy
S 5 b Iy

Sy bo-ha by hy

S1
bk =k = 2L = k2
So

Conclusao: A razao entre as areas de dois triangulos semelhantes é igual ao quadrado

da razao de semelhanca.

4.6.2 Razao entre areas de dois poligonos semelhantes

Considere os poligonos ABCD..MN e AB'C'D'.. M'N’ (Figura 4.18).

Figura 4.18: Poligonos semelhantes

Sejam:

Area do poligono ABC'D...M N = 5
Area do poligono A/B'C'D'..M'N" = S,

Como:
ABCD..MN ~ AB'C'D'... M'N".
Basta fazer triangulos como na (Figura 4.18) e observar que:

AABC ~ AA'B'C" e AACD ~ AA'C'D e ... e AAFG ~ AA'F'G' e ...
, .. AB _BC _ MN )
AAMN ~ AA'M'N' = T B NN k (Razao de semelhanca)

e

Areas dos triangulos que compdem esses poligonos:

Area AABC = t,, Area AACD = to, -, Area AAMN =t,_
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Area AA'B'C' =Ty, Area AA'C'D' =Ty, -+, Area AAM'N' =T,_,

Foi provado no item anterior que:

li .
T:kZ = t; =k T, parai=1,2,3,--- (n—2)
Entao:

S1 titta+t3+ - +tno

Sy T+ T+ T+ + Ty
Fazendo a substituicao. Temos:
]{32-T1—|-l€2'T2+k’2'T3+"'—|—/€2-T(n,2) Sh

= — =k?
T+ T+ T3+ + T2 Sy

Conclusao: A razao entre as areas de dois poligonos semelhantes ¢ igual ao quadrado

da razao de semelhanca.

4.6.3 PSP entre areas de poligonos regulares semelhantes

O link na Figura 4.19 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

t:z a5\’ S 4\ 4157
% ac) & \3) "wm — 4

Entrada:

Figura 4.19: Razao entre poligonos semelhantes
https://www.geogebra.org/m /tfvqwbkd

Para visualizar a animagcao:

1. Manipular o controle deslizante (a) para aumentar ou diminuir o lado do Poligono

azul;

2. Manipular o controle deslizante (b) para aumentar ou diminuir o lado do Poligono

verde;

3. Manipular o controle deslizante (n) para aumentar ou diminuir o nimero de lados

dos dois Poligonos;
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4.7 Pontos Notaveis no Triangulo

4.7.1 Teorema de Ceva

Dado um triangulo ABC', com pontos D, E e F situados nos lados BC, CA e AB

respectivamente, as cevianas sdo concorrentes (ou seja, se encontram em um tnico ponto)

se, e somente se:

BD CE AF

1

DC EA FB

Figura 4.20: Encontro das cevianas

Para a demonstracao, vamos assumir que as cevianas AD, BE e CF s@o concorrentes
em um ponto (P).

Utilizaremos as areas dos subtriangulos que aparecem dentro do triangulo ABC .

A érea de um triangulo é proporcional a base e a altura. Assim, as razoes das areas
dos subtriangulos com uma mesma altura em relagao a um vértice sao proporcionais as
razoes das bases correspondentes. Usaremos este fato para relacionar as areas.

Seja [XY Z] a drea do triangulo XYZ.

A razao das areas dos triangulos BPD e CPD é:

[BPD|] BD
[CPD]  DC
A razao das areas dos triangulos CPE e APE é:
[CPE] CE
[APE]  FEA
A razao das areas dos triangulos APF e BPF é:
[APF] AF
[BPF] FB

Agora, multiplicando as razoes:

BD CE AF [BPD] [CPE] [APF)
DC EA FB [CPD] [APE| [BPF]
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As areas se cancelam no produto, resultando em:

BD CE AF
DC FEA FB

Portanto, mostramos que, se as cevianas sao concorrentes, a relacao do Teorema de

=1

Ceva é satisfeita.

A reciproca pode ser provada de forma andloga, e assim concluimos que as cevianas

BD CE AF
DC FEA FB

sao concorrentes se, e somente se, a relacao = 1 for verdadeira.

4.7.2 Baricentro — Medianas

Baseado no livro Fundamentos da Matematica Elementar volume 9.
As trés medianas de um triangulo interceptam-se num mesmo ponto que divide

cada mediana em duas partes tais que a parte que contém o vértice é o dobro da outra.

Hipotese Tese

( WAM, N BM,NCTM, = {G}
AG = 2-GM,

2){ BG = 2-GM,
CG = 2-GM;

(AMy, BMy,CM3) sao medianas =

Demonstracao:
Seja X o ponto tal que: BMy;NCM; = {X}
Considerando os pontos médios D de BX e E de CX, temos o que segue:

Figura 4.21: Medianas

01) No AABC, temos que:
(AM3 = BM3se AMy = CM,)

Pela base média do triangulo 4.5 temos, MyM3 | BC e MyM; =
02) No AX BC, temos que:
(XD=BDe XE=CE)

Temos, DE || BC'e DE =

BC
2

BC
2
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De 01) e 02) concluimos que MyM; || DE e MyMs = DE.
Logo MsM3;DE é um paralelogramo.
DX =XM, = BX=2-XM, (1)
EX=XM; =CX=2-XM; (2)

Logo, a mediana B M, intercepta a mediana C'M3 num ponto X tal que:

Com isso:

CX =2 -XM;
Tomando-se as medianas AM; e C'Mj3 e sendo Y o ponto tal que:
AMiNCM; =Y

De modo analogo concluimos que:

CY =2-YM; (3)
AY = 2.V, (4)

De (2) e (3), decorre que X =Y.
Chamando este ponto X =Y de G e considerando (1), (2) e (4), temos:

4.7.3 Baricentro — definicao

O ponto de intersecao das trés medianas de um triangulo é o baricentro do triangulo.

(G é o baricentro do AABC.

Figura 4.22: Baricentro

AMl mBMngMg — G

O baricentro é o centro de gravidade do triangulo.
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4.7.4 Incentro—Bissetrizes internas

As trés bissetrizes internas de um triangulo interceptam-se num mesmo ponto que
estd a igual distancia dos lados do triangulo.

Sendo 0 AABC' de lados BC =a, AC =be AB =c:
Hipotese Tese

1) A5, N BSN T8 = {5}
2)ds, = dgp = dg.

)

(ASy, BS,,CSs) Sao Bisetrizes internas =

Demonstracao:
Seja S o ponto tal que:
BS; N CS3 = {S} Temos que:

Figura 4.23: Bissetrizes

S € BSQ = d&a = ds,c

S € BS;=ds, =dsyu
Logo:

:d&b:d&c:SGA_‘sl

ASl N ASQ N ASQ = {S} [§ dS,a = d&b = dS,c

4.7.5 Incentro — definigao

O ponto de intersecao das trés bissetrizes internas de um triangulo é o incentro do
triangulo.

S é o incentro do AABC.

AS1 N AS; N ASy = {S}

dsq = dgsp = dg

O incentro € o centro da circunferéncia inscrita no triangulo.
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Figura 4.24: Incentro

4.7.6 Circuncentro — Mediatrizes

As mediatrizes dos lados de um triangulo interceptam-se num mesmo ponto que

esta a igual distancia dos vértices do triangulo.
Sendo o AABC,
Hipotese

Tese
A AR 1) my Nmy Nmg = {O
mi, Mg, ms, mediatrizes de BC,AC,AB = ) m 2 3 =10}
2) OA=0B=0C
Demonstracao:
O ¢ mo #mzm __

A

* “'\.
#
o™,

W
+-E———-

T
3"~
-
=
¥

Figura 4.25: Mediatrizes

Logo.

miNmyNmg={0} e OA=0B =0C
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4.7.7 Circuncentro — definicao

O ponto de intersecao das mediatrizes dos lados de um triangulo é o circuncentro

do triangulo.

Figura 4.26: Circuncentro

O Circuncentro é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

4.7.8 Ortocentro—Alturas

As trés retas suportes das alturas de um triangulo interceptam-se num mesmo

ponto.

Sendo o0 AABC' de alturas AH,, BH,, CH;

Figura 4.27: Alturas

Hipotese Tese
AH,, BH,, C Hy retas que contém as alturas = AH; N BHy N CHy = {H}
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Demonstracao:
Pelos vértices A, B e C do tridngulo conduzimos retas paralelas aos lados opos-

tos,(Figura 4.28) obtendo o triangulo MNP.

AeNP ¢ NP|BC o
APBC é paralelogramo = NP || BC; ;
BeMP e MP| AC = A
ABCN é paralelogramo = AN || BC,
CecMN e MN | 4B

Figura 4.28: Retas paralelas aos lados

ponto médio de NP (1)
(1<4—Hl> 1 BC, NP || BC) = ITHi é paralelo a NP (2)
De (1) e (2), decorre que:

A reta jﬁ[_i é mediatriz de NP.

De maneira analoga, podemos concluir que:

A reta E?-I_; é mediatriz de M P.

A reta 87{—; é mediatriz de M N.

Logo, considerando o AM N P, as mediatrizes f4Hi, lBH;, C'Hy dos lados do trian-

gulo interceptam-se no ponto (H).

AH; N BHy N CHy=H

4.7.9 Ortocentro — definicao

O ponto de intersegdo (ou ponto de encontro ou ponto de concurso) das retas

suportes das alturas de um triangulo é o ortocentro do triangulo.
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4.7.10 Tlustracao dos pontos notaveis

O link na Figura 4.29 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

D Baricentro

Incentro Circulo Inscrito

Pontos Notaveis Do Triangulo

C=(0.35,7.51)

D Circuncentro

(] ortocentro

A=(-5.18,-1.08)
B=(5.01,-1.57)

Figura 4.29: Animacao dos Pontos Notaveis do Triangulo
https://www.geogebra.org/m /zrkcsfwu

Para visualizar a animagcao:
1. Habilitar as caixas para exibir os itens;
2. Desabilitar as caixas para exibir os itens;

3. Movimentar os pontos (A), (B) e (C) em qualquer diregao;

4.8 Funcao Quadratica ou Funcgao do 2° grau

Baseado no livro Fundamentos da Matematica Elementar volume 1.

Nesse item iremos abordar os pontos notaveis na construcao do grafico da parabola:
a) Zeros da fungao ou Raizes;

b) Concavidade;

c) Vértice;

d) Intersecgao com eixo y.
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4.8.1 Definicao
Seja f R — R. Uma funcao polinomial € conhecida como funcao do 2° grau, ou
também como funcao quadrdtica, quando em sua lei de formacdo ela possui um polinomio

de grau dois, ou seja, f(r) = a.x®> +b.x + ¢, em que a, b e ¢ sao nimeros reais, e a # 0

4.8.2 Grafico da funcao de 2° grau

Exemplos:

1. Seja f : R — R dada pela lei f(z) = 2 + x, atribuimos a x alguns valores,

calculamos o valor correspondente de y para cada valor de x e, em seguida, ligamos os

pontos obtidos:

x y=x2+x y
-3 6 (-3,6) 2,6
-2 2
~ ] 0 315
_1 _1 SGER)

2 4

(—2,2)

0 0 (1,2)

1 2

3 15 0,

3 T (*1.0)// (0,0) X

1,1
2 6 { 2 4]

Figura 4.30: Grafico da fungao f(z) = 2? + x

2. Consideremos f : R — R por f(z) = —z?+1 . Repetindo o procedimento usado

no exemplo anterior, temos:

X y=-x2+1 /yg)
(—1,0) (1,0)
-3 -8 0 \ x
-2 -3 \
-1 0 (2,3/ Y3
0 1 / \
1 0 " \
2 -3
3 -8 4-3,-51/ &(3, -8)

Figura 4.31: Grafico da fungao f(z) = —2% + 1

3. Seja f: R — R por f(z) = 2% — 2z + 4, temos:
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X y=x2—2x+4| 2 (@12
-2 12
-1 7

0 4 (-1,7 6.7

1 3

2 4 0.4 2.4

(1,3)
3 7
4 12 S 1234 %

Figura 4.32: Grafico da fungao f(r) = 2? — 2x +4

4.8.3 Raizes ou Zeros da funcao de 2° grau

Os zeros ou raizes da funcao quadratica f(x) = a.x? + b.z + ¢ sao os valores de x
reais tais que f(r) = 0. Em outras palavras, as raizes da funcao f(x) = az® + bz + ¢ sdo

as solugoes reais (se existirem) da equagao do segundo grau:
ax’+bx+c=0

Deduziremos, a seguir, a férmula que permite obter as raizes de uma funcao

quadratica. Temos:
fx)=0= az®> +bx +c=0.
Colocando a em evidéncia.
a<x2+éx+2> :0:>$2—|—éx+220.
a a a a

c b c
Isolando — obtém-se 22 + —x = ——
a a a )

Completando o quadrado na expressao acima, adicionamos 102 em ambos os

a2
membros,
O A I G >V —dac
v+t —=—— - T+ —| = ———
a 4a?  4a? a 2a 4a?
b b? — 4dac
L — =t
080, T+ 2a 2a
Portanto:
—b+Vb? — 4dac
x = 5 (4.5)
a

Essa é a férmula resolutiva de uma equacgao do 2° grau. Também conhecida como
Férmula de Bhaskara.

Veremos alguns exemplos de resolugao:
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1. Seja a fungao f : R — R definida pela lei f(z) = 2? — 6z + 5.

Temos a =1, b= —6 e ¢ = 5. Usando a férmula resolutiva
o —b+V0?—4dac  6++/36—20 6+4
2a 2 2
r, = 1
To = 5

2. Dadaaf : R — R definida pela lei f(z) = 22 — 22 + 1.

Temos a =1, b= —2 e ¢ = 1. Usando o mesmo metddo.
x_—bim_Qi\/m_Qio
2a 2 2
T, = 1
To = 1

3. Consideref : R — R definida pela lei f(z) = 2 + 2z + 2.

Temos a =1, b= 2 e ¢ = 2. De mesmo modo.

bV —dac  —2+£/A-8 -2+
- - : -

2a 2
I ¢ R
i) §é R

T

4.8.4 Concavidade

A pardbola representativa da funcao quadratica y = ax?® + bx + ¢ pode ter a

concavidade (curvatura) voltada para “cima” ou voltada para “baixo”.

yA

NE

N

N

Figura 4.33: Se a > 0, a concavidade da parabola estd voltada para cima.

><"
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A N7

Figura 4.34: Se a < 0, a concavidade da pardbola esta voltada para baixo

4.8.5 Quantidade de raizes

As raizes de uma funcao quadratica sao os valores de x para os quais y = ax? +
br 4+ ¢ = 0, sao as abscissas dos pontos em que a parabola intersecta o eixo Ow.
A quantidade de raizes de uma funcao quadratica depende do valor obtido para o

radicando A = b? — 4ac, chamado de discriminante.

e Se A > 0, ha duas raizes reais distintas:
e Se A =0, ha duas raizes reais iguais (ou uma raiz dupla)

e Se A < 0, nao ha raiz real.
Retornando os exemplos 1, 2 e 3, temos:

O gréfico da funcao f(r) = 2* — 6z + 5 intersecta o eixo x nos pontos X;(1,0) e

X2(570);

Figura 4.35: Grafico da fungao f(z) = 2? — 6z +5

O gréfico da fungao f(z) = 2? — 2x + 1 tangencia o eixo x no ponto X;(1,0);
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zzzzzzz

Figura 4.36: Grafico da fungao f(z) = 22 — 22 + 1

O gréfico da fungao f(z) = 2 + 2z + 2 nao intersecta o eixo .

aaaaaaa

Figura 4.37: Grafico da fungao f(z) = 22 + 2z + 2

4.8.6 Coordenadas do vértice da parabola

Vamos obter as coordenadas do vértice da pardbola (V).
Se a > 0, a pardbola tem concavidade voltada para cima e V' é ponto de minimo.

Se a < 0, a parabola tem concavidade voltada para baixo e V' é ponto de maximo.

Sea>0 Sea<a(

y y

/ [N
n\’v/ x \

Figura 4.38: Vértice da parabola
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Retomando a férmula que define a fungao quadratica e escreve-la de outra forma:
5 5 b c
y=axr'+br+c=>y=alx*+-v+ —
a a

[ 2_}_b N b? b? 4
=al|l|l*+-2+—)—-—+-—
Y I a 4a? 4a?  a

y= a 4a? 4a?2 «a

N b\> b —dac
=allre+—) — ——
4 2a 4a?
| b)Y A
=al|le+—) ——
Y 2a 4a?
Essa tultima é denominada forma canénica da funcao quadratica.
- b A
Observando a forma canonica, podemos notar que a, % e 12 sao constantes.
a a
Portanto,

e Se a > 0, entao o valor minimo de y é estabelecido quando ocorrer o valor minimo

b\ A b\? . .
para (x + — | —-—. Como | x + — | ¢ sempre maior igual ou igual a zero, seu
2a 4a? 2a

valor minimo ocorre se x + o = 0, ou seja, se x = o Nessa situacao, o valor
a a

minimo de y sera:

B O—A __A
y=a 4a2|  4da

e Se a < 0, de maneira analoga, concluimos que o valor maximo de y ocorre se

b
T+ % = 0. Nesse caso, o valor méaximo de y sera:
a
0 A A
=a _ | = ——
Y 4a? 4a

Concluimos, em ambos os casos, que as coordenadas do ponto V' sdo:

b A
v (‘%’ B @)

4.8.7 Intersecao com eixo y

Fazendo a andlise dos graficos 4.35, 4.36 e 4.37, podemos perceber que a funcao
intersecta o eixo y sempre no ponto C(0,f(0)).

Aplicando f(0) na funcao quadritica f(z) = ax?® + bz + ¢

Temos que f(0) = ¢

Portanto o ponto de intersec¢ao da parabola com o eixo Y é o ponto C(0,c¢).
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4.8.8 Elementos notaveis da funcao quadratica

O link na Figura 4.39 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

f(w) = az® + bz +c, Coma #0. , X,=43

[7] ponto -
Coeficientes ] Vértice

-

®

Figura 4.39: Animacao da funcao quadratica
https://www.geogebra.org/m/yjdmn78z

Para visualizar a animacao:
1. Habilitar as caixas para mostra os coeficientes, vértice e ponto da parabola;
2. Desabilitar as caixas para mostra os coeficientes, vértice e ponto da parabola;

3. Manipular os parametros (A), (B) e (C) de acordo com necessidade;

4.9 Soma dos Angulos de Poligonos Convexos

Baseado no livro Fundamentos da Mateméatica Elementar volume 9.

4.9.1 Soma S5; dos angulos internos de um poligono convexo.

A soma S; dos angulos internos de um poligono convexo de n lados (n > 3) é dada

por:
S; = (n — 2)180°

Deducao:

Seja A1 AxAsz - -+ A, um poligono convexo de n lados. como na Figura 4.40.
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Figura 4.40: Poligono convexo (Angulos internos)

De um vértice qualquer conduzimos todas as diagonais que tém esse vértice como
extremo.
O poligono fica entao dividido em (n - 2) tridngulos e a soma S; dos angulos internos

do poligono.
Si=1t1+ig+ig+ -+,

E igual & soma dos angulos internos dos (n — 2) triangulos.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°.

Si = (n — 2)1800

4.9.2 Soma S, dos angulos externos de um poligono convexo.

Angulo externo de um poligono convexo é um angulo suplementar adjacente a um
angulo (interno) do poligono.
A soma S, dos angulos externos de um poligono convexo de n lados (n > 3) ¢ dada

por:
Se = 360°

Deducao:
Seja A1 As Az - -+ A, um poligono convexo de n lados. Como na Figura 4.41.
Considerando os angulos externos eg, e, €3, - €, suplementares adjacentes aos

respectivos angulos internos y,is,i3, * - - ,in
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Figura 4.41: Poligono convexo (Angulos externos)

Temos: \
er1+i =180
e +iy = 180
es +i3 = 180 p somando membro a membro as n igualdades
én + i, =180
Se+5; =nl80

Substituindo-se S; por (n — 2)180°,

S, + (n —2)180 = n180
S, +n180 — 360 = n180
S, = 360

4.9.3 Expressoes do angulo interno (a;) e do angulo externo (a.) de um
poligono regular.

Do fato de o poligono ser regular, logo os angulos internos sao congruentes.

—2)180
n
Do fato do poligono regular, logo os angulos externos sao congruentes.
360
na. = Se = na, = 360 = a; = —
n

E também:

a; + a. = 180
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4.9.4 Demonstragao sem palavras da soma dos angulos internos (a;) e
dos angulos externos (a.) de um poligono regular

O link na Figura 4.42 permite acesso a constru¢ao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

= Q @ # SegBdeabr. 2358

eoe Soma dos angulos do poligonos.gghb.

A * a=
AN D OO N S
M R
n=28 Soma dos dngulos internos Soma dos angulos esternos
Si = (n—2).180° Se = 360°
S; = 1080° a. = 45°

>

Entrada:
N

Figura 4.42: Soma dos angulos de poligonos REGULARES
https://www.geogebra.org/m/xbdz59fw

Para visualizar a animacao:

1. Mover o controle deslizante (n) manualmente para aumentar ou diminuir o nimero

de lados do poligono

2. Clicar no icone Play, para fazer animacao automatica;

4.10 Progressoes Aritméticas

Baseada no livro Matemdtica: ciéncia e aplicacoes: ensino médio do autor Gelson
IEZZI.

Progressao aritmética (P.A.) é uma sequéncia numérica em que cada termo, a
partir do sequndo, € igual a soma do termo anterior com uma constante. Fssa constante é
chamada razao da P.A. e € indicada por .

Por exemplo (1, 4, 7, 10, 13, 16, ...)
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4.10.1 Classificacao da PA

De acordo com a razao, podemos classificar as progressoes aritméticas da seguinte
forma:

Se r > (O,cada termo é maior que o anterior, isto é a, > a,—-1,vn € N, n > 2.
Dizemos, entao, que a P.A. é crescente.

Se r < 0,cada termo é menos que o anterior, isto é a, < a,_1,Vn € N, n > 2.
Dizemos, entao, que a P.A. é decrescente.

Se r = 0, todos os termos da P.A. sdo iguais. Dizemos, entao, que a P.A. é

constante.

4.10.2 Termo Geral da PA

Vamos agora encontrar uma expressao que nos permita obter um termo qualquer
da P.A., conhecendo apenas o primeiro termo e a razao.

Seja uma P.A. (ay, as, as, ..., a,, ...) de razao r. Temos:

s —a; =17 = as =a;+r
a3 —ay =1r= az=ay+7r= az3=a; +2r

ay—a3=r= as=a3+r= a4=a;+3r

De modo geral, o termo a,,, que ocupa a n-ésima posicao na sequéncia, é dado por:
a,=a;+ (n—1)r

Essa expressao, conhecida como féormula do termo geral da P.A., permite-nos
expressar qualquer termo da P.A. em funcao de a; e r.

Assim, por exemplo, podemos escrever:

1) a4:a1—|—3r 2) a10:a1+9'r 3) a45:a1+447"

4.10.3 Soma dos n primeiros termos de uma P.A.

Muitas foram as contribui¢oes do alemao Carl F. Gauss (1777-1855) a ciéncia e, em
particular, a Matemaética. Sua incrivel vocagao para a Matematica se manifestou desde
cedo, perto dos dez anos de idade. Conta-se que Gauss surpreendeu seu professor ao

responder, em pouquissimo tempo, o valor da soma (142434 ... +99+100).
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Que ideia Gauss teria tido?

Provavelmente, ele notou que na P.A. (1, 2, 3, ..., 98, 99, 100) vale a seguinte
propriedade:
aq + a100 = 1 + 100 = 101
a9 + Qg9 = 2499 =101
as + agg = 34+98 =101

asp + a51 = o0 +51 =101
Assim, Gauss teria agrupado as 100 parcelas da soma em 50 pares de ntimeros cuja
soma é 101, obtendo como resultado 50 - 101 = 5050.

Generalizando esse raciocinio para uma P.A. qualquer, mostrando a seguinte pro-

priedade:

A soma dos n primeiros termos da P.A. (a1, as, ..., a,, ...) é dada por:

(a1 + ay)n

Sy = 5

De fato, como a sequéncia (ai,as,as, ..., a,_2,a,_1,0,) ¢ uma P.A. de razao r,

podemos escreveé-la na forma:

(@, ag+r, -+ a,—2r, a,—7, a,)
as e Ap—9. Ap—1,

Calculando a soma dos n primeiros termos dessa P.A., que indicaremos por S,,.
Um raciocinio equivalente ao usado por Gauss, consiste em escrever, de “tras

para frente”, a soma S, = a, + a,_1--- + a3 + as + a; e somarmos com a sequencia

Sp=a1+ay+az+ ...+ ay_o+ a,_1 + a,), temos:

(1)S,= a1+ (a1 +7)+ (a1 +2r)+ -+ (a, —2r) + (an — 1) + ay
(2)Sp, = an+(apn—71)+(a,—2r)+ -+ (a1 +2r)+ (a1 +7) + @1

Somando (1) + (2), temos:

25, = (al+(an)+(a1+an)+---+(a1+an)+(a1+an)

J

N
-

n parcelas

25, = (a1 + ap)n = S, = (@ +an)n J;an)n



4. RESULTADOS E DISCUSSOES 58

4.10.4 Prova sem palavras do termo geral e da soma de termos da P.A.

O link na Figura 4.43 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor
no ambiente GGB online.

i . — . a; + Ap)n
Termo Inl;le\l(aﬂ 2 A(n) ay + ('n 1)7' Sy = % Inicio
Razéo (1) = 2 Ay =-2+(4-1).(2) _
NG de T et Smn) = 2+ @)1
amero de Termos (n) = 4 A(4) = 4
-
Sy =4

Figura 4.43: Animacao dos termos da P.A
https://www.geogebra.org/m/xtmfnmpp

Para visualizar a animagcao:

1. Mover o controle deslizante (a;) manualmente para determinar o termo inicial;
2. Alterar o valor do controle deslizante (r) manualmente para determinar a razao;

3. Alterar o valor do controle deslizante (n) manualmente para definir o nimero de

termo;

4. Para resetar, basta clicar no botao (INfCIO) no canto superior direito;

4.11 Exame Nacional de Acesso ao Profmat (ENA2012-

Discursiva 1)

Um fazendeiro deseja delimitar uma drea retangular utilizando 40m de cerca e
aproveitando um muro (de mais de 40m) que jd estd construido. Determine as dimensoes

do retangulo de maior drea que o fazendeiro conseque delimitar.
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Figura 4.44: Muro e cerca

4.11.1 Resolugao usando os conceitos de maximo e minimo

Seja x o lado perpendicular ao muro, e y o lado paralelo ao muro como ilustrado

na Figura 4.44:

)2z +y = 40
2)A, = z-y

Temos que:

Isolando (y) em 1 e substituindo em 2, temos:
A, = x(—2z + 40) = 22* 4 40z

Vamos estudar a equacdo do segundo grau. A, = 2z% + 40x

a = —2
b = 40
c = 0

A = b? — dac = 40% — 4(—2)0 = 1600

Como a > o, a parabola tem concavidade para cima, logo o vértice sera o ponto de
maximo.

—b =40
Temos que X, = — = — =10
2a  2(2)

Logo, substituindo em 1, y = 20. Portanto em 2, A, = 10 - 20 = 200
Entao a drea méxima sera 200cm?

Outra forma de descobrir a area maxima, seria substituir X, = 10 em:
A, = =222 4+ 40z = —2(10) + 40(10) = 200
Dessa forma temos que a area sera maxima quando o terreno tiver dimensoes:

r=10ey =20
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4.11.2 Resolucao aplicando a derivada

Seja x o lado perpendicular ao muro, e y o lado paralelo ao muro como ilustrado
na Figura 4.44.
Temos que:
12z +y = 40
A, = wy
Isolando (y) em 1) e substituindo em 2), temos:
A, =x(—2z +40) = A, = —22° + 40z
Derivando A, (z): Al(x) = —4x 4 40. Fazendo Al (z) = 0 = x = 10.
Derivando A/ (x): Al'(x) = —4. Logo A’(10) = —4 < 0, de onde conclui-se que
x = 10 é ponto de maximo.

Substituindo x = 10 em 1), temos que y = 20.

Substituindo x = 10 em 2), temos:
A,(10) = —2(10)? + 40(10) => A,(10) = 200

Dessa forma temos que a area serd maxima quando o terreno tiver as seguintes

dimensoes:

r=10ey =20

4.11.3 Resolugao sem palavras, da maior area do terreno

O link na Figura 4.45 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor
no ambiente GGB online.

Para visualizar a animacao:
1. Mover o controle deslizante (a) manualmente e verificar as dimensées do terreno até

encontrar a area maxima;

4.11.4 Resolugao sem palavras, analise pela funcao

O link na Figura 4.46 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor
no ambiente GGB online.

Para visualizar a animagao:

1. Mover o controle deslizante (X;) manualmente e verificar a imagen do ponto;
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s e e e

0
o a=10 I
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©
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200

P e e e ara e aTaratatarn

Entrada:
4

Figura 4.45: Animacao de acordo com dimensoes do terreno
https://www.geogebra.org/m/cwhazpxh

& GeoGebra Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela  Ajuda © o o 4 Dom. 14dejan. 1301
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AN O

ds s s 12 d0 8 6 4 2 o IR
X=10

fx) = -2 x* + 40x

Entrada:

Figura 4.46: Animacao de acordo com dimensoes do terreno na Funcao
https://www.geogebra.org/m/d2jvarvs
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4.12 Espelho Triangular

Questao do livro - NUMEROS E FUNCOES REAIS: Colecdo ProfMat, 12 Edicao,
do autor Elon Lages lima, p.132.

Numa vidracaria hda um pedaco de espelho, sob a forma de um triangulo retangulo
de lados 60 cm, 80 cm e 1 metro. Quer-se, a partir dele, recortar um espelho retangular
com a maior drea possivel. A fim de economizar o trabalho com o corte, pelo menos um

lado do retangulo deve estar sobre um lado do triangulo.

4.12.1 Cortes paralelos aos catetos

Fazendo os cortes paralelos aos catetos do triangulo como na Figura 4.47.

60 —y
(1)

60

80 —x

80

Figura 4.47: Cortes paralelos aos catetos

Temos que a drea do retangulo serd A, = x.y

Pela semelhanca dos triangulos (1) e (2), aplicaremos o teorema de Tales.

T 60 —y

80—z

zy = (80 — ) - (60 —y)
xy = 4800 — 80y — 60z + xy
80y = —60z + 4800

3
y:—zx—l—GO

3
Como A, = x -y, temos que A, = x (—Zx + 60)
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3
Logo A, = —Zx2 + 60x, como a < 0, temos que a parabola é concava para baixo,
fazendo o estudo do y, encontraremos o ponto mais alto que a parabola atinge.
A = (60?) 3600
Yo = da 4 3 3
4

Portanto a 4rea maxima do espelho serd de 1200cm?.

= 1200

4.12.2 Resolugao sem palavras

O link na Figura 4.48 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

100

60

O]
©,
4,
AN
Kid

Entrada:

1200

80

Figura 4.48: Animacao de cortes paralelos aos catetos
https://www.geogebra.org/m/z6hwatk4

Para visualizar a animacao:

1. Mover o controle deslizante (a) manualmente e verificar o retangulo de maior area;

4.12.3 Dois cortes perpendiculares a hipotenusa e um paralelo
Fazendo dois cortes perpendiculares a hipotenusa triangulo e outro paralelo como
na Figura 4.49.

Tracaremos a altura relativa a hipotenusa, usando as relagoes métricas no triangulo
retangulo h-a = b - c. (Figura 4.50).
No triangulo ABC' temos:

h - 100 = 60 - 80
h = 48
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100

A D
80

Figura 4.49: Cortes em relacao a hipotenusa

60

Figura 4.50: Altura relativa a hipotenusa

Temos que AADE = AABC, aplicando o Teorema de Tales.

100 48
r 48—y

48x = 100(48 — y)

482z = 4800 — 100y

100y = 4800 — 48z
12

= —— 4
Y 25x+ 8

12
Sabendo que a area do retangulo é A, = x.y, substituindo y por (—%x + 48) ,

temos:

12
A =z (| ——x+4
P=a ( 25£L'+ 8)

12
A, = (—%xQ + 4837)
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Logo, como a < 0 , temos que a pardbola é concava para baixo, fazendo o estudo
em relacao ao y, do vértice teremos o ponto de méaximo que a parabola atinge.

A

yv:_ﬂ

48? 482 48225
Yo = — = = = 4825 = 1200
12
4 ==
25

RO
25

Portanto a drea maxima do retangulo serd 1200cm?

4.12.4 Resolugao sem palavras

O link na Figura 4.51 permite acesso & construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

ece Espolho 01 (Hipotenusa).ggh

50100

©,
£,
N 60

80

Entrada:

Figura 4.51: Animacao de cortes perpendiculares e paralelo a hipotenusa
https://www.geogebra.org/m/jjkdp6db

Para visualizar a animacao:
1. Mover o controle deslizante (a) manualmente e verifique o retangulo de maior area;

Ap6s as andlises das Figuras 4.48 e 4.51. Observar que mesmo com dimensoes

diferentes os retangulos em ambos os casos possuem mesma area.

4.13 Cortar o arame

Questao do livro - Um curso de Calculo: Volume 1, do autor Hamilton Luiz

Guidorizzi.
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Um arame de 36 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedacos, um dos
quais serd torcido de modo a formar um quadrado e o outro, a formar um triangulo
equilatero. De que modo deverd ser cortado para que a soma das regioes limitadas pelas

figuras obtidas seja minima?

4.13.1 Resolucao usando ponto minimo do vértice

Considere o segmento AB = 36¢m, seja C' um ponto em AB, de modo que AB = z,

e CB = y. De x construiremos um triangulo equilatero e a partir de y construiremos um

quadrado.
Temos:
2
r+y = 36 A = (l)” V3
- onde 4
i)A, = A +A, A, = (1)

Isolando y em i), e substituindo em ). Temos que:

T\ 2
RO R
"o 4 4
Am:xQ-ﬁ+362—72x+x2
36 16
A 432249367 — 9 722 + 92
"o 144
4v/3+9 Ox
A, = ~2—" 22— = +381
( 144 )x 5 +8

Como a > 0, a parabola é concava para cima. Fazendo o estudo em relacao ao ,

do vértice teremos o valor minimo que a parabola atinge

A=b—4-a-c
2
A = 9 —4. M .81
2 144

A:§_9.<4«§_+9>

4 4
A_BL_36V3 81
4 4 4
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Temos que:
A
Yo = 1a

_ (93

Yp = ———
A 4349
144

9v/3

PN
36
~36-9v3
SRRV
©36-9v3 9-4V3
PTNBT9 9-4B
~2916/3 — 3888 972v/3 — 1296
= 33 - 11

— y, 2 35,2

Portanto a drea minima construida pelo triangulo equilatero e pelo quadrado sera
aproximadamente 35,2 cm?.

4.13.2 Resolugao sem palavras

O link na Figura 4.52 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

Corte = 20.3 —
@® Inicio

A
o

3 Cortar / Criar Poligonoss
-

©

©

&

EEEEE da:

Figura 4.52: Menor area formada pelo triangulo e pelo quadrado
https://www.geogebra.org/m/dbn3gpwb

Para visualizar a animacao:
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1. Mover o controle deslizante (Corte) manualmente, ird separar o arame para fazer

cada figuras;
2. Clicar no botao (Cortar/Criar Poligonos), aparecera o local do corte;
3. Clicar novamente no botao (Cortar/Criar Poligonos), para criar os poligonos;
4. Clicar no botao (Inicio), para voltar a posigao inicial;
5. Mover o controle deslizante (C'orte) manualmente até encontrar a area minima;

4.13.3 Resolugao sem palavras (Fungao)

Com o auxilio do App GeoGebra mostraremos também o comportamento do valor

da drea assumido pela fungao (Figura 4.53)

201 Area = 35.232

Entrada:

Figura 4.53: Menor area formada pelo triangulo e pelo quadrado
https://www.geogebra.org/m/szyaxkga

O link na Figura 4.53 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor
no ambiente GGB online.

Para visualizar a animacao:
1. Mover o controle deslizante (a) manualmente, observar a imagem do ponto;
2. Mover o controle deslizante (a) manualmente até encontrar a drea minima;

3. Ao encontrar a drea minima, relacionar com o vértice da funcao:
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4.14 Segmentos F'D = FB

Questao do livro de Geometria, Colecao Profmat: 12 Ed., do autor Antonio Caminha
Muniz Neto. p. 98.

As cordas AB e C'D de uma circunferéncia sao perpendiculares em E, um ponto
situado no interior da circunferéncia. A reta perpendicular ao segmento de reta AC
passando por E intersecta o segmento de reta BD no ponto F. Prove que F é o ponto

médio do segmento de reta BD

4.14.1 Resolugao usando as propriedades dos angulos e arcos

Temos que PE é a altura relativa ao lado AC' do triangulo AEC.
Com isso, os triangulos AEC, EPC e APFE, sao semelhantes.

Desse fato, decorre que os angulos correspondentes sao iguais.
a= CAE= CEP . L .

Seja : R . ;eque CEP = DEP, AEP = FFEB, pois sao
= AEP= ACE

opostos pelo vértice (O.P.V)

Como ilustrado na Figura 4.54:

Figura 4.54: Comparacao dos angulos

)A= BC= D=a
Aplicando a propriedade do arco capaz. R . R
1) C = AD= AB=40

Entao os triangulos EFD e EFB sao isosceles.
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Em EFD, temos que FE = FD;
Em EFB, temos que FE = FB;
Por transitividade F'D = F B como queriamos demostrar.

Logo F é ponto médio de BD.

4.14.2 Resolugao sem palavras

O link na Figura 4.55 permite acesso a constru¢ao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

%] AL L OO 4 N e 4

FB= FD= 313

Figura 4.55: FD = FB
https://www.geogebra.org/m/nvtvpcez

Para visualizar a animacao:
1. Mover os pontos (A), (B) e (E) manualmente em qualquer diregao:

2. Concluir que FB = FD

4.15 Determine o Angulo.

Questao 23 do Banco de Questoes da OBMEP 2013, nivel 3.
Nos lados AB e BC' de um triangulo equildtero ABC', fixam-se dois pontos D e F,
respectivamente, de modo que AD = BE. Se os segmentos AE e C'D se cortam no ponto

P, determine o angulo APC.
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4.15.1 Resolugao por congruéncia de triangulos

Dado, AD = BE.

Seja APC =z

Considerando que D e E nao estejam nas extremidades dos segmentos, pois caso D
e E sejam extremidades, o caso ¢é trivial, deveriamos olhar para os angulos internos do
triangulo equilatero que ¢ 60°, ou simplesmente observar o angulo externo do mesmo que é
120°.

Temos que os triangulos ABE e AC'D sao congruentes pelo caso LAL, pois por

definicao AD = BE; AB = C'E devido ser equilatero e desse mesmo fato concluimos que

A=B=C=60° (Figura 4.56)

C

4
g

A‘ I\

D

E

Figura 4.56: Angulo P formado pelos segmentos AE e CD

Do fato de que os triangulos ABE e AC'D serem congruentes, os angulos corres-
pondentes sao iguais, logo EAC =ECAe A= (a+ B) = 60°.

Em APC, a+ 3+ x = 180°.

Como (a + ) = 60; logo 60 + = = 180 = = = 120°.

Portanto APC = 120°.

4.15.2 Resolugao sem palavras

O link na Figura 4.57 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor
no ambiente GGB online.

Para visualizar a animagao:
1. Mover os parametros (AB) e (AD) manualmente;

2. Concluir que APC =120
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Entrada:

Figura 4.57: Animacao do angulo P formado pelos segmentos AE e CD
https://www.geogebra.org/m/whvhsxbe

4.16 José no Acampamento

Resolucao da questao do Banco de Questoes da OBMEP 2020, p. 31.

José é um pescador que estda explorando as prorimidades do seu acampamento.
Apds coletar alimentos na mata, José deseja buscar dgua no rio e retornar a sua barraca.
Abaizo temos a representacao da figura, onde José € representado pela letra J, o rio pela
letra r e a sua barraca pela letra B. Sendo a distancia entre os pés das perpendiculares C
e E igual a 180 metros, determine a menor distancia que José pode percorrer para ir a

sua barraca, indo até o rio como ilustrado na Figura 4.58.

J
B

100m
80m

- -y

t
1
1
1

A dc |—iE r

Figura 4.58: José no acampamento

4.16.1 Resolugao usando reflexao de ponto, Teoremas de (Tales e
Pitigoras).
Marcaremos um ponto P em r, sendo que P é o ponto onde José ira pegar agua e

depois seguir para a barraca. Partido do principio de que a menor distancia entre dois

pontos é o segmento de reta, José fard o caminho JP + PB. (Figura 4.59)
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Figura 4.59: Possivel caminho percorrido por José

Desprezando a largura do rio, na verdade, para efeito de caso, considere o rio apenas
como sendo a reta r, sem perdas de generalidades, faremos a reflexao do ponto J em

relacdo a reta r (Figura 4.60).

80

Figura 4.60: Reflexao do ponto J em relacao a reta r

Temos que os triangulos JEP e J'EP sdo congruentes, logo JP = J'P, entdo
nesse caso a menor distancia que José percorrera para ir no rio e voltar para a barraca
corresponde a distancia do segmento de reta J'B (Figura 4.61).

Temos que os triangulos BCP e J'EP sao semelhantes, pois BCP=JEP=90¢
CPB = EPJ pois sao O.P.V e consequentemente CBP = EJP.

Considere x o segmento C'P.

Aplicando o Teorema de Tales, temos.
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80

(g}
S A
m

=

180

=
=)
S

[P

Figura 4.61: Menor distancia percorrida por José

BC =z
EJ 180 —x
80 B T
100 180 — x

100z = —80x + 80 - 180

180z = 80 - 180 = xz = &0

Com isso podemos observar que os triangulos BC'P e J'E P sao isosceles.
Agora basta aplicar o Teorema de Pitdgoras em BCP e J' EP.
No triangulo BC'P temos que:

"= (BO)' + (CP)’

) =
(BP)” = 80% + 80°
)

(BP

2

(BP)” = 6400 + 6400 = 12800
(BP) = V12800
(BP) = 113,14 m

No triangulo J'EP temos que:

(7P)" = (PE)"+ (ET)’
(77P)* = 1002 + 100°
(77P) = 10000 + 10000 = 20000

(J'P) = v/20000
(J'P) = 141,42 m
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Como J'B = J'P + PB, temos:

J'B 113,13 4 141,42
J'B =2 254,56 m

Portanto a menor distancia para que José possa ir no rio pegar agua e voltar para

a barraca é de aproximadamente 254,56 metros.

4.16.2 Resolucao usando reflexao de ponto, reta paralela e Teorema de
Pitagoras.

Utilizando outra estratégia para resolver o problema, de maneira mais simplificada.
Tracar uma reta paralela a r passando por J', e a projecao de BC, se intersectando

em G (Figura 4.62)

\
80 |
\

180 [

100

Figura 4.62: Equivalente a distancia percorrido por José.

Basta observar que o triangulo BGJ' é retangulo em G e aplicar o teorema de
Pitagoras.

No triangulo BGJ' temos que:

"= (BG) + (@7)

(/'B)" =
(7B)" = 180 + 1807
)

(J7B)” = 32400 + 32400 = 64800

J'B) = V64800
J'B) = 256,56 m

(
(
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4.16.3 Resolucao sem palavras.

O link na Figura 4.63 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

CcP =54

TP+ PR = 25738
Transladado

Entrada:

Figura 4.63: Animacao das possiveis distancias percorridas por José
https://www.geogebra.org/m/abdabndv

Para visualizar a animagcao:
1. Mover o parametro (CP) manualmente, para os possiveis caminhos de José;
2. Clicar no botao (Original) para manter a estrutura da questao;

3. Clicar no botao (Transladado) para fazer uma reflexdo do ponto (J) em relagao ao

Rio;

4. Mover o parametro (CP) manualmente, até encontrar uma reta, como possivel

caminho de José;

5. Concluir que serd o menor caminho possivel;

4.17 Exame Nacional de Acesso ao Profmat

(ENA2012-Discursiva 2)

4.17.1 Resolucao usando as propriedades do retangulo

As figuras a sequir mostram duas circunferéncias distintas, com centros Cy e Cy

que se intersectam nos pontos A e B. Uma reta r passa por A, corta a circunferéncia
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da esquerda em P, e a circunferéncia da direita em @, e € tal que A, estd entre P e
Q. Mostre que se r € paralela a reta C1Cy o segmento PQ € o dobro do segmento C1Cs.

(Figura 4.64)

Figura 4.64: Ilustracao da questao

Seja M o ponto médio do segmento PA e N o ponto médio do segmento AQ (Figura
4.65)

Figura 4.65: Marcacao dos respectivos pontos médios

Como PA é uma corda da circunferéncia & esquerda, de centro C,, entdo C; M é
perpendicular a PA. Da mesma forma, CoN é perpendicular a AQ.

Além disso, sendo C;C, paralelo & reta r, segue que C;C5 é perpendicular aos
segmentos C1 M e CoN (Figura 4.66).

Entdao C,CyNM é um retangulo. Disso decorre que NM = C,C, (Figura 4.67).

Temos que PQ = PM + MA+ AN + NQ.

Como PM = MA e AN = NQ), segue que PQ) =2.(MA+ AN)

Temos também que MA+ AN = MN e MN = C,Cs
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Figura 4.67: Retangulo C;CoNM

Logo PQ =2 (C,C5)

4.17.2 Resolucao usando a propriedade da base média do triangulo

Tragaremos uma reta k || r passando por B, sendo que k || PQ) e ABLPQ), basta
observar que PABC' é um retangulo inscrito na circunferéncia e PB é uma diagonal. Como

(' é o centro dessa circunferéncia, logo os pontos P, C; e B estao alinhados (Figura 4.68).

Além disso, temos também que C; é ponto médio de PB, pois PCy; = C1B = Raio.

De maneira anéloga, podemos concluir que os pontos ), C; e B também estao
alinhados e Cy é ponto médio de BQ.

Basta agora visualizar o triangulo PBQ, ja sabendo que C; é ponto médio de PB
e Cy é ponto médio de BQ (Figura 4.69)

Pelo Teorema da base média do Triangulo 4.15.

O Segmento que une os pontos médios de dois lados de um triangulo é paralelo ao
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Figura 4.69: Triangulo PQB

terceiro lado, e sua medida ¢é igual a metade da medida do terceiro lado.

Portanto PQ = 2 - (C,C,), como se queria demonstrar.

4.17.3 Resolugao sem palavras

O link na Figura 4.70 permite acesso a construgao mencionada, na pagina do autor
no ambiente GGB online.

Para visualizar a animacao:
1. Mover os pontos (C1), (C3) e (A) manualmente para qualquer direcao;

2. Clicar no botao (Triangulo), observar o teorema;

3. Concluir que PQ =2 - (C,C,);

4.18 Receita da Orquestra

Abordaremos a questdo do livco - NUMEROS E FUNCOES REAIS: Colecio
Profmat, 1° Edicao, do autor Elon Lages lima, p.133
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c

- Base Média do Triangulo -
) ot

©

©

<

x ________________

Entrada:

Figura 4.70: Animacao usando a Base média do triangulo
https://www.geogebra.org/m/unnbjta2

O diretor de uma orquestra percebeu que, com o ingresso a R$ 9,00, em média 300
pessoas assistem aos concertos e que, para reduc¢ao de R$ 1,00 no preco dos ingressos, o

publico aumenta em 100 espectadores. Qual deve ser o prego do ingresso para que a receita

seja mazima?

4.18.1 Resolucao por maximos e minimos

R = Receita
Seja:q P = Prblico — R=PV
V= Valor do ingesso

Como para um real de desconto no prego do ingresso, o nimero de espectadores

aumenta em 100 espectadores.

Faremos alguns casos.

Ry = (P +100) - (V — 1)
Ry = (P +200) - (V — 2)
Ry = (P +300) - (V — 3)

Perceba que quando fazemos n descontos, a quantidade de espectadores aumenta

n100.
Logo:

R, = (P +nl00) - (V —n)
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Substituindo os casos inicias, temos:
R, = (300 4+ n100) - (9 — n)
Aplicando a propriedade distributiva.

Ry = 2700 — 300n + 900n — 100n>
Rny = —100n2 + 600n + 2700

Temos uma fung¢ao do segundo grau (Figura 4.71).

Receita R

________

3500

R(n) = —100n> + 600n + 2700

1 2 3 4 5 13 7 3 o 11 12
Desconto

Figura 4.71: Funcao em relacao a Receita da orquestra

Como a < 0, temos que a parabola é concava para baixo, fazendo o estudo em

relacao ao X, do vértice, teremos o ponto de méaximo que a parabola atinge.

b
T 2
600
v 2(=100)
600
"7 200

Xy =3

Logo, o desconto que dard a maior renda na orquestra serd de R$ 3,00 , como o
ingresso custava R$ 9,00 Reais.

Portanto, o ingresso que dard a maior renda para a orquestra custard 6 Reais.
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4.18.2 Resolucao sem palavras

O link na Figura 4.72 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

< o 2
S T e . R(n) = —100n? + 6007 + 2700

n = Desconto
R(n) = Receita

Ingresso=9—n
1, = 6 Reais
R(n) = 3600 Reais

HPAP IS

3600

o

3 3 7 s 5 4% 2 a4 o 1 @ 3 i 5 & 7 8 [ R O CR TR CHE TR ¢
Desconto

Entrada:

Figura 4.72: Comportamento da receita da orquestra em relagao ao valor
do ingresso
https://www.geogebra.org/m/qrkx4yny

Para visualizar a animacao:
1. Mover o controle deslizante e observar a variacao da imagem do ponto;

2. Ao encontrar a maior receita, relacionar com o vértice da parabola;

4.19 Exame Nacional de Acesso ao Profmat (ENA
2011-Q12)

A base AB do triangulo ABC mede 8 cm e estd situada sobre a reta r. O segmento
DE, também sobre r, mede 5 cm. Pelos pontos D e E tracamos paralelas a AC e a BC
respectivamente, as quais se cortam mno ponto F' formando o triangulo DEF ilustrado na
Figura 4.73.

area(ABC')

A razao = ————=
rasao area(DEF)

; Vale:

(A) 1,25 (B) 1,60 (C) 3,20 (D) 2,32 (E) 2.56
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A B D E

Figura 4.73: Triangulos ABC e DEF

4.19.1 Resolugao por razao de semelhanca entre figuras planas
semelhantes

Nessa questao devemos observar que os triangulos ABC' e DEF sao semelhantes.

Como AB e DE pertencem a reta r e AC||DF, concluimos que A= D. Da
mesma forma, como BC||EF, B = E e consequentemente C' = F', logo os triangulos sdo
semelhantes pelo caso A.A.A.

Aplicando a propriedade de razao de semelhanca (Teorema 4.6.1), que diz:

A razao entre as areas de dois triangulos semelhantes é igual ao quadrado da razao

de semelhanga.

Ao AB AB\’
Raz&o:LC_( >

A,..DEF \DE
8 2
Razdo =\ z
(%)
Razdo - (176)2

Raz&o = 2756

Portanto, a alternativa correta é a letra (E)

4.19.2 Resolucao sem palavras

O link na Figura 4.74 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor
no ambiente GGB online.

Para visualizar a animagcao:

1. Mover os controles deslizantes (a) e (b) de acordo com que se pede na questao;

2. Mover o ponto em qualquer direcao;
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Dados : AC | DF ¢ BC || EF; (AB ¢ DE) € r area(ABC) _ 32.07

A razdo=— = =256
- a-s raza0 = Grea(DEF) 1253

-

b=5
-

32.07

1253

Entrada:

Figura 4.74: A razao entre as areas de triangulos semelhantes
https://www.geogebra.org/m/ud37aujd

3. Observar que a razao nao se altera;

4.20 Poligono Regular de Maior Area

Usando um comprimento 420 cm de um barbante, uma crianca deseja fazer um
figura no chao de modo que seja um poligono reqular. Qual deve ser a quantidade de lados
pra que a crianga consiga a maior drea possivel?

Neste tema faremos andlise em relacao a area de poligonos regulares de n lados.

Entao, vamos analisar alguns casos, onde temos férmulas bastante conhecidas.

1. Triangulo Equilatero

Como o barbante mede 420 em. Logo o lado do triangulo é 140 em
1*V3
4
=~ 8487,05 cm”

Aplicando em A; =

1403
4

Ay

2. Quadrado
Do fato da figura ser um quadrado e o barbante ter 420 ¢m. Entao o lado desse
quadrado sera de 105 cm.

Como a drea do quadrado ¢ dada por: A, = ? = 105% = 11025 cm?

3. Hexagono Regular
Sabemos que o hexagono regular é composto por 6 triangulos equilateros. e o lado

do hexagono serd de 70 cm
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12y/3

Aplicando em A; = 1

702y/3

6.4, = = 12730,57 cm?
Poligono | N de lados Area
Triangulo 3 8487,05
Quadrado 4 11205
Hexagono 6 12730,57

Apés essas primeiras andlises, podemos imaginar que quanto maior a quantidade
de lados do poligono, maior sera sua area.

Entao, vamos fazer estudos mais aprofundados em relacao aos poligonos regulares.

4.20.1 Definicao de Poligonos Regulares

Um poligono convexo ¢ dito regular, quando possui todos os lados e angulos com
mesma medida. Por isso um poligono regular é equilatero, pois todos os lados sao de
mesmo comprimento, e equiangulo, visto que todos os angulos possuem a mesma medida.

Exemplos (Figura 4.75) de poligonos regulares:

QU

TriAngulo Equil&tero [HexdgonolRegular Heptdgono Regular,

[ 2

Figura 4.75: Poligonos Regulares

Outra caracteristica de um poligono regular é o fato de ser inscritivel e circunscritivel.

4.20.2 Perimetro de um Poligono regular

O perimetro de um poligono regular é a soma das medidas de todos os lados.
Sabendo o comprimento do lado e a quantidade de lados, para encontrar o perimetro (P)
desse poligono, como todos os lados sao iguais, basta fazer o produto do nimeros de lados
(n) pelo comprimento do lado (L).

Logo:
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P=n-L

4.20.3 Angulos de Poligonos Regulares

A soma S; dos angulos internos de um poligono convexo de n lados (n > 3) é dada
por:

S; = (n — 2)180

O angulo interno de um poligono regular é:

~ 360
T on
demonstrado aqui neste trabalho (4.9).

a;

4.20.4 Apotema de um Poligono regular

O apoétema ¢é o segmento de um poligono que liga o centro ao ponto médio dos lados,

formando um angulo de 90°. O apdétema também é igual a medida do raio da circunferéncia
inscrita no poligono.

Alguns exemplos: (Figura 4.76)

AR

Figura 4.76: Apotema

4.20.5 Comprimento do apotema de um Poligono Regular
Considere o poligono regular: (Figura 4.77)

Fazendo a andlise na Figura 4.77, temos que o triangulo BM, ;C é retangulo. Desse

modo,
M, ,B L . , .
ty(B) = i : = = t,(8) = p onde L é o lado do poligono. Pela soma dos angulos
a,b
360 180
internos de poligonos, f = — = = —.
2-n n

Logo, o comprimento do apétema pode ser calculado por:

L
180
201, (20)
n

a =
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Figura 4.77: Comprimento do apétema

4.20.6 Area de um Poligono Regular

Qualquer poligono regular pode ser fatiado em n triangulos de mesma area como

na Figura 4.78.

Figura 4.78: Area do poligono
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P = Prerimetro
L = Comprimento do lado
Dados < ;comn >3
a = Apébtema
n = Nimero de lados
) B-h
Temos entao que a area do triangulo é dada por: A; = —
No triangulo ABC, temos:
AB -
At - a4
2

Como o poligono tem n triangulos, sua a area é dada por:
Apol =n- At

Dos resultados acima obtemos uma maneira de encontrar area do poligono:

P L-a

Apol:Z'TéApol:_'a

2

Sendo o perimetro P fixo.
Portanto, o poligono tera maior area quando tiver o maior valor do apdotema, que
por sua vez tera valor maximo quando o poligono tiver a maior quantidade de lados

possiveis.

a
Por outro lado, em A,, = n - A;, substituindo A; por e substituindo a por

L
1
201, (20)

temos:

L - L?
Apol:n._. — n

2 180 180
2oty (0] 4y (20)

Em P =n.L, isolando L e elevando ambos membros ao quadrado, segue:

o (2)

Fazendo novamente a substituicao:

Substituindo o valor de L? na expressao da drea do poligono,
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P\? 2
0 <_) P
n
Apol = n

=
180 180
i, (7) i, (7)

Portanto uma maneira de calcular a area de um poligono regular é dada por:

P2

180
n-4-1t, (—)
n

Onde (P) é o perimetro e (n) o nimero de lados do poligono.

Apol =

4.20.7 PSP da area de um poligono regular

O link na Figura 4.79 permite acesso a construcao mencionada, na pagina do autor

no ambiente GGB online.

GeoGebra Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda © B O 3 M 7 Q R O Sg26deago. 01117

A__ =(Semiperimetro).(Ap6tema)

pol™
2
A= 7“ (63.37)

Area do Pol igono 13308.35 und>

Entrada:

Figura 4.79: Animagao da area do poligono Regular
https://www.geogebra.org/m/amdpbmeq

Para visualizar a animacao:
1. Mover os controle deslizantes para variar P = Perimetro.
2. Marcar as Caixas para exibir as circunferéncias (inscrita e circunscrita) ao poligono;

3. Desmarcar as Caixas para esconder as circunferéncias (inscrita e circunscrita) ao

poligono;
4. Marcar as Caixas para exibir lado e apdtema do poligono;

5. Desmarcar as Caixas para esconder lado e apétema do poligono;
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6. Mover os controle deslizantes N;= Numero de lados para aumentar ou diminuir o a

quantidade de lados.

7. Observar que para P fixo, quanto maior o N;= Numero de lados, maior sera a area.



5 CONSIDERACOES FINAIS

A visualizacao direta, possibilitada pelo software, permite a interagao com repre-
sentagoes graficas, facilitando a assimilacao de ideias que, de outra forma, poderiam ser
abstratas.

A integracao de ferramentas tecnoldgicas, como o GeoGebra, nao apenas facilita a
compreensao de conceitos matematicos complexos, mas também transforma a dinamica da
sala de aula, tornando-a mais interativa e motivadora. Como afirmam Hohenwarter et al.
(2008), a interatividade proporcionada por softwares educacionais é fundamental para o
desenvolvimento de um aprendizado ativo, onde os alunos se tornam protagonistas de sua
propria formagao.

A abordagem de “provas sem palavras” se destaca como uma estratégia poderosa
para estimular o raciocinio critico e a criatividade. Ao desafiar os estudantes a interpretar
e resolver problemas sem o auxilio de explicacoes verbais, promove-se um ambiente de
aprendizagem que valoriza a autonomia e a capacidade de andlise. Nelsen (1993) ressalta
que a visualizacao direta de conceitos mateméaticos pode ser mais intuitiva do que as
explicagoes tradicionais, corroborando a eficiacia dessa Metodologia.

Esta abordagem abre caminho para futuras investigacoes que exploram as apli-
cagoes de recursos tecnolégicos em diferentes niveis de ensino, bem como a analise de
seu impacto a longo prazo na aprendizagem. A Educacao Matematica, ao incorporar
tecnologias inovadoras, pode se tornar um campo mais dinamico e acessivel, contribuindo
para a formacao de cidadaos criticos e preparados para enfrentar os desafios do mundo
contemporaneo. Assim, conclui-se que a adocao de metodologias que utilizem o GeoGebra
nao é apenas uma tendéncia, mas uma necessidade premente para a evolucao do Ensino

da Matematica.

91
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