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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo explorar a sequéncia de Fibonacci no contexto do Ensino
Médio, destacando sua historia, propriedades matematicas, aplicagdes interdisciplinares e
possibilidades didaticas. A pergunta central que orientou este estudo foi: Como a sequéncia
de Fibonacci pode ser utilizada como ferramenta pedagdgica para promover uma aprendiza-
gem significativa e interdisciplinar na Educagao Basica? A metodologia adotada baseou-se
em uma revisao bibliografica abrangente, contemplando livros, artigos cientificos e materiais
didaticos, além da analise de documentos curriculares como a BNCC. O estudo inicia com
uma contextualizacao histérica, abordando a vida e obra de Leonardo de Pisa, seguido
pela definicao formal da sequéncia, suas propriedades numéricas e a relacdo com a razao
aurea. Sao discutidas também suas manifestagdes na natureza, na arte, na arquitetura
e em outras areas do conhecimento. Como produto final, foram elaborados planos de
aula interdisciplinares com atividades praticas, voltadas a aplicacao desses conteidos em
sala de aula. Acreditamos que este trabalho pode contribuir significativamente para tornar
0 ensino da matematica mais atrativo, conectando teoria e pratica e revelando a beleza
presente na estrutura dos numeros.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci. Proporcéo Aurea. Ensino Médio. Interdisci-
plinaridade. Atividades Didaticas.



ABSTRACT

This study aims to explore the Fibonacci sequence within the context of high school edu-
cation, highlighting its history, mathematical properties, interdisciplinary applications, and
didactic possibilities. The central question guiding this research was: How can the Fibonacci
sequence be used as a pedagogical tool to promote meaningful and interdisciplinary learning
in basic education? The methodology adopted was based on a comprehensive literature
review, including books, scientific articles, and educational materials, as well as an analysis
of curricular documents such as the BNCC (Brazilian National Common Curricular Base).
The study begins with a historical contextualization, addressing the life and work of Leonardo
of Pisa, followed by the formal definition of the sequence, its numerical properties, and its
relationship with the golden ratio. Its manifestations in nature, art, architecture, and other
areas of knowledge are also discussed. As a final product, interdisciplinary lesson plans with
practical activities were developed, aimed at applying these concepts in the classroom. We
believe this work can significantly contribute to making mathematics teaching more engag-
ing, by connecting theory and practice and revealing the beauty present in the structure of
numbers.

Keywords:Fibonacci Sequence; Golden Ratio; High School; Interdisciplinarity; Didactic
Activities.
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INTRODUCAO

A matematica é frequentemente vista pelos estudantes como uma disciplina abstrata,
desvinculada de sua vida cotidiana. No entanto, a sequéncia de Fibonacci oferece uma
oportunidade Unica para mudar essa percepgao. Popularizada pelo matematico italiano
Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci, no século Xlll, essa sequéncia é uma
das mais fascinantes da histéria da matematica, com aplica¢des que transcendem fronteiras
disciplinares, aparecendo na natureza, na arte, na arquitetura e até mesmo na tecnologia
moderna.

No ensino médio, um dos maiores desafios enfrentados pelos professores é captar
o interesse dos alunos e demonstrar a aplicabilidade da matematica em contextos reais.
A sequéncia de Fibonacci, com suas conexdes naturais e estéticas, permite abordar con-
ceitos matematicos complexos de forma visual, pratica e interativa, proporcionando uma
experiéncia de aprendizagem rica e interdisciplinar.

O objetivo desta dissertagdo é apresentar a sequéncia de Fibonacci como uma
ferramenta pedagogica no ensino médio, destacando sua relevancia historica, seu impacto
nas diferentes areas do conhecimento e sua aplicabilidade no contexto escolar. Para isso,
propde-se uma abordagem didatica que conecta matematica, biologia, arte e tecnologia,
utilizando a sequéncia de Fibonacci como ponto de partida para despertar a curiosidade e
0 encantamento dos alunos.

Além disso, esta dissertacado busca contribuir para construgdo de uma pratica peda-
gogica efetiva ao oferecer estratégias e atividades que facilitem a introdu¢ao do tema nas
salas de aula, promovendo o desenvolvimento do pensamento critico, da criatividade e da
percepcao estética dos estudantes.

A estrutura deste trabalho esta organizada da seguinte maneira: no primeiro capitulo,
apresenta-se o contexto histérico e a origem da sequéncia de Fibonacci; no segundo, sao
explorados os fundamentos matematicos da sequéncia e suas representacdes; no terceiro,
discute-se sua aplicacdo em diferentes areas do conhecimento; no quarto, € proposta uma
abordagem pedagdgica para o ensino médio; no quinto, apresentam-se estudos de caso e
relatos de experiéncias em sala de aula; e, finalmente, na concluséo, s&o destacadas as
contribuicoes e os desafios dessa abordagem.
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1 CONTEXTO HISTORICO

A histéria da sequéncia de Fibonacci esta intimamente ligada a Leonardo de Pisa,
conhecido como Fibonacci, um dos mais influentes matematicos da ldade Média. Nascido
por volta de 1170, na cidade de Pisa, ltalia, Fibonacci era filho de Guglielmo Bonacci, um
representante comercial de Pisa estabelecido em Bugia (atualmente Béjaia, na Argélia).
Essa posicao proporcionou a Fibonacci uma oportunidade Unica: conviver com as matemati-
cas arabe e grega, que, a época, estavam muito mais avangcadas do que o conhecimento
matematico europeu, ainda preso a métodos romanos arcaicos (Livio, 2006).

Durante suas viagens pelo Mediterraneo, Fibonacci estudou com diversos mestres
arabes que trabalhavam com algebra, aritmética e métodos de calculo mais eficientes. Essa
experiéncia formou a base de seu trabalho mais conhecido, o Liber Abaci (“Livro do Abaco”),
publicado em 1202. Esse tratado visava nao apenas educar a elite mercantil europeia no
uso do sistema de numeragao indo-arabico, mas também apresentar métodos inovadores
para resolver problemas praticos do comércio e da economia (Livio, 2006).

O Liber Abaci nao foi apenas um compéndio de calculos; ele representou uma
verdadeira revolugao cultural e cientifica, pois abriu caminho para a disseminacdo do
sistema decimal na Europa Ocidental, substituindo gradualmente os complicados calculos
baseados em numerais romanos (Boyer, 2012).

1.1 O Problema dos Coelhos

Dentre os diversos exemplos apresentados no Liber Abaci, destaca-se um problema
que modela a reproducéo de coelhos em condi¢des ideais. A proposta consiste em determi-
nar o numero de pares de coelhos apds um determinado numero de meses, considerando
as seguintes regras: (Livio, 2006).

* Inicia-se com um unico par de coelhos recém-nascidos;

* A partir do segundo més de vida, cada par torna-se fértil e gera um novo par por
meés;

Os coelhos nunca morrem;

» Os pares gerados tornam-se férteis a partir do segundo més de vida.
O crescimento da populacao pode ser visualizado da seguinte forma:

* Més 1: 1 par (par inicial).

* Més 2: 1 par (o par inicial, agora maduro, ainda sem descendéncia).

» Més 3: 2 pares (o par inicial gera um novo par).
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* Més 4: 3 pares (o par inicial gera outro par; o par do més 3 ainda nao se reproduz).

* Més 5: 5 pares (o par inicial e o par do més 3 geram novos pares).

Seguindo essa linha de raciocinio, nos meses seguintes o0 numero de pares sera 8,
13, 21, e assim sucessivamente, conforme ilustrado na Figura 1.

Figura 1.1 — Esquema de reproducao dos coelhos segundo o problema de Fibonacci.

1° més _ 1par

OO costnos Filhotes
.
“ Coelhos Adultos 2°més _ 1 par

3" més _ 2 pares

.-. 4° més _ 3 pares

5° més _ 5 pares

Fonte:https://ifmtsaudeebemestar.blogspot.com/2018/07/leonardo-de-pisa-fibonacci.html

A solucao envolve acompanhar o crescimento da populacao més a més, observando
que, a partir do terceiro més, o numero de pares em cada etapa € obtido somando-se o
total de pares do més anterior com o nimero de pares férteis naquele momento (isto €, os
que existiam dois meses antes). Esse raciocinio conduz naturalmente a uma relacao de
recorréncia da forma:

Fn:anl"i_anZv Vn23

Essa formula gera a seguinte sequéncia:
1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34,55, 89, 144, ...

Ao final de 12 meses, portanto, o0 numero de pares de coelhos seria 144. Embora
idealizado, esse problema apresenta um padréo de crescimento progressivo e baseado na
repeticdo de etapas anteriores, o que deu origem a sequéncia que viria a ser conhecida
posteriormente como Sequéncia de Fibonacci.

A importéncia desse problema estd em sua simplicidade aliada a riqueza matematica:
ele exemplifica como uma situacdo cotidiana pode ser representada por meio de uma
estrutura algébrica recorrente, servindo como ponto de partida para o estudo de padroes,
crescimento exponencial e modelagens em diversos contextos.

1.2 A Difusao e a Importancia da Sequéncia de Fibonacci

Apoés a publicacao do Liber Abaci, a sequéncia de Fibonacci passou a ser estudada
por matematicos medievais e, posteriormente, redescoberta em diversos contextos ao
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longo dos séculos. Inicialmente restrita a circulos de estudiosos, a sequéncia ganhou maior
notoriedade durante o Renascimento, um periodo em que o conhecimento cientifico e
artistico floresceu de maneira intensa na Europa (Livio, 2006).

Matematicos e pensadores como Luca Pacioli e Johannes Kepler retomaram o
interesse pela sequéncia, impressionados pela sua surpreendente conexao com as pro-
porcdes harmdnicas observadas na natureza e na arte. Pacioli, em seu tratado De Divina
Proportione, destacou a importancia da proporcao aurea, que tem relagao direta com a
sequéncia de Fibonacci. Ja Kepler, ao estudar as érbitas planetarias e o crescimento de
plantas, reconheceu que as espirais naturais frequentemente se aproximam de proporgdes
descritas pela sequéncia (Boyer, 2012; Livio, 2006) .

Uma das propriedades mais fascinantes da sequéncia de Fibonacci é a sua intima
relagdo com a proporcdo aurea (& ~1,618 ). A medida que se divide um niimero da
sequéncia pelo seu antecessor, as razdes obtidas convergem progressivamente para o valor
de ®. Por exemplo: 13/8 ~ 1,625 e 21/13 ~ 1,615 e assim por diante, com aproximagdes
cada vez mais precisas (Livio, 2006).

Essa proporcéo aparece de forma surpreendente em diversos elementos da arte, da
arquitetura e da natureza, como:

A estrutura do Partenon em Atenas, cujas proporgdes arquiteténicas sugerem o uso
consciente da razdo aurea pelos gregos antigos.

» Obras de Leonardo da Vinci, como O Homem Vitruviano e a composi¢ao de suas
pinturas, que refletem a busca por equilibrio e perfeicao baseados em proporgoes
matematicas.

» O padréao de crescimento das folhas ao redor de um caule, conhecido como filotaxia,
onde o arranjo das folhas muitas vezes segue angulos relacionados a proporgao
aurea, otimizando a exposi¢ao a luz solar.

A disposicédo das pétalas em flores e a organizagao espiralada das sementes em
girassois, onde o numero de elementos frequentemente corresponde a numeros de
Fibonacci consecutivos.

Alem dessas manifestagdes, a sequéncia de Fibonacci também se faz presente em
fenébmenos como a formacao de conchas, a estrutura de pinhas, a organizacao de galaxias
espirais e em propor¢des do corpo humano, demonstrando sua onipresenca nos sistemas
naturais (Boyer, 2012; EVES, 2011).

A presenca recorrente da proporgao aurea e dos numeros de Fibonacci na natureza
e nas criacdées humanas sugere que esses padrdes nao sdo meras coincidéncias, mas
revelam uma profunda ligacdo entre as leis matematicas e a estrutura do universo. De
maneira fascinante, a sequéncia de Fibonacci transcende o dominio dos numeros e torna-se
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uma chave para compreender principios fundamentais de equilibrio, crescimento, harmonia
e beleza — tanto no mundo natural quanto no imaginario artistico e cultural da humanidade
(Livio, 2006; Boyer, 2012).

Essa ubiquidade contribui para que a sequéncia de Fibonacci seja amplamente
estudada até hoje, ndo apenas como objeto de interesse matematico, mas também como
ferramenta interdisciplinar de ensino, permitindo que alunos e estudiosos explorem as
conexodes entre matematica, biologia, arte e arquitetura.

1.3 Influéncia de Fibonacci nas Ciéncias Modernas

Embora o trabalho de Fibonacci tenha sido escrito no século Xlll, a sequéncia que
leva seu nome passou a ser reconhecida como um fenbmeno mateméatico fundamental
muito tempo depois. Atualmente, a sequéncia de Fibonacci é amplamente estudada e
aplicada em diversas areas do conhecimento, como na biologia, na computacao, na fisica,
na economia, na engenharia e até mesmo na arte digital(HUNTLEY, 1985; Livio, 2006).

1.3.1 Aplicacoes na Biologia

Na biologia, a sequéncia de Fibonacci se revela em padrées de crescimento de
plantas, como a disposi¢cado das folhas ao redor de um caule (filotaxia), a formacao de
flores, frutos e sementes. O arranjo das sementes no centro dos girassois, por exemplo,
segue espirais cuja quantidade frequentemente corresponde a numeros consecutivos da
sequéncia de Fibonacci, permitindo um preenchimento eficiente do espaco e a maximizacao
da captacgéo de luz solar(Livio, 2006; HUNTLEY, 1985).

Além disso, a estrutura de conchas de moluscos, como o nautilo, apresenta espirais
logaritmicas que se aproximam das proporcoes determinadas pela sequéncia. Padrdes
semelhantes sdo encontrados em pinhas, abacaxis, na formagao de bracteas de alcachofras
e até na distribuicdo dos ramos de arvores. Estudos recentes sugerem que a sequéncia
também influencia o desenvolvimento de organismos microscopicos e até a organizacao de
estruturas biologicas mais complexas, como o DNA.

1.3.2 Aplicacoes na Computacao

Na computacao, a sequéncia de Fibonacci possui um papel fundamental no de-
senvolvimento de algoritmos eficientes. Um exemplo classico é a pesquisa Fibonacci, um
método de busca em listas ordenadas que reduz o nimero de comparagdes necessarias
em relacdo a métodos tradicionais. A sequéncia também aparece na analise de com-
plexidade de algoritmos recursivos, no calculo de estruturas de dados como heaps, em
compressao de dados e na geragao de sequéncias pseudoaleatérias usadas em simulagoes
computacionais(KNUTH, DONALD E., 1973).
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1.3.3 Aplicacoes na Fisica

Na fisica, a sequéncia de Fibonacci aparece na estrutura de certos materiais e
em fenémenos de organizagdo natural. Por exemplo, 0 empacotamento de atomos em
quasicristais — materiais cuja estrutura possui simetria de ordem alta, mas nao periédica
— exibe padrbes diretamente relacionados aos numeros de Fibonacci(JAGANNATHAN,
ANURADHA, 2021; Livio, 2006). Na dinamica de ondas e em sistemas quanticos, distribui-
cOes baseadas na sequéncia descrevem a propagacgao e a interferéncia de particulas em
sistemas nao-lineares(LISIECKI, FILIP et al., 2019).

Esses padrdes também ajudam a entender fenémenos naturais como a formacgéao de
ciclones, a estrutura de galaxias espirais e a movimentacao de ondas em diferentes meios
fisicos(IBRAGIMOV, 2022).

1.3.4 Aplicacoes na Economia

Na economia, especialmente na analise técnica de mercados financeiros, a sequén-
cia de Fibonacci é utilizada para prever movimentos de pregos. As chamadas retratagdes
e extensdes de Fibonacci sdo ferramentas populares para identificar niveis de suporte e
resisténcia em gréficos de ag¢des, moedas e commodities. Traders e analistas usam essas
relacdes para estimar pontos de reversao e para definir estratégias de entrada e saida no
mercado(MAY, 2019).

Além disso, a sequéncia também tem sido aplicada em modelos de crescimento
econOmico, previsao de demandas e otimizagao de investimentos, mostrando-se Gtil em
areas como teoria dos jogos e economia comportamental(MAY, 2019; Livio, 2006)

1.3.5 Outras Aplicacoes

A sequéncia de Fibonacci também é amplamente utilizada na criptografia moderna,
especialmente no desenvolvimento de algoritmos de geragao de chaves publicas e privadas,
contribuindo para a seguranca de dados digitais. Em engenharia, padrdes derivados da
sequéncia auxiliam na otimizacao de designs estruturais, na arquitetura e na modelagem
de sistemas complexos, como redes neurais artificiais(SILVA, 2022).

Na arte e na musica, a sequéncia inspira composi¢des visuais e sonoras que buscam
reproduzir propor¢cdes naturais, promovendo um senso estético de equilibrio € harmonia. A
moderna arte generativa, por exemplo, frequentemente emprega a sequéncia de Fibonacci
para construir padrées visuais dindmicos que imitam formas organicas(Oliveira, 2021).
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2 FUNDAMENTOS MATEMATICOS DA SEQUENCIA DE FIBONACCI

A sequéncia de Fibonacci é uma das construgdes matematicas mais simples e, ao
mesmo tempo, mais fascinantes. Sua construcao € baseada em uma relagédo de recursivi-
dade, onde cada termo subsequente é a soma dos dois termos anteriores. A beleza dessa
sequéncia reside ndo apenas em sua simplicidade, mas também nas diversas proprieda-
des matematicas que ela exibe, muitas das quais se revelam em fendmenos naturais e
artisticos(Livio, 2006).

2.1 Sequéncia de Fibonacci e suas propriedades

Definicao 2.1. A sequéncia de Fibonacci € uma sucessao de numeros inteiros definidos
recursivamente da seguinte forma:

Fo=F, 1+ F, >, ¥VYn>2.
Ou seja, o0 primeiro termo é 0, 0 segundo é 1, e a partir dai cada nimero é a soma
dos dois anteriores. Os primeiros termos da sequéncia sao:
0,1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34,55, 89, 144, ...
A partir do termo F, = 1, cada numero subsequente é obtido pela soma dos dois
nuameros anteriores. Por exemplo:
Fr=F+FR=1+0=1
FE=FRL+FR=1+1=2
Fob=FR+FR=2+1=3
Fs=F+F=3+2=5
Essa estrutura recursiva torna a sequéncia de Fibonacci uma das mais estudadas e
aplicadas na matematica.

Proposicao 2.1. Sejam Fo Fy, Fp, F3, F4, - - -, F,_q, F, 0s n + 1 primeiros termos da
sequéncia de Fibonacci, Se S, denota a soma desses n termos, entao
Sn - Fn+2 - 1

Demonstracao: Usaremos a inducao finita para provar essa proposicao. Nesse sentido,
observemos a sequéncia de Fibonacci é dada por:
(0,1,1,2,3,5,8,---,F,_1, Fn).
Dessa forma, temos que:
1. Inicialmente note que:

So=0=1-1=FR-1 e S5 =1=0+1=2-1=F—-1

Portanto, a afirmacao é verdadeiraparan=0en=1.
2. Suponhamos que a afirmacéo seja verdadeira para n =k, k > 2, ou seja,
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Sk=Fria-1.
Nessas condi¢gdes, admitindo que a afirmacgao é verdadeira para n = k, precisamos
mostrar que a mesma é verdadeira paran =k + 1, ou seja,
Sks1=Frysz- 1.

Nesse sentido, temos que:

Sci=Fh+F+ -+ Fc+ Fe
=F+F+ -+ Fc+ Fe1 (jAque Fp =0)
= Sk + Fri1
= (Fky2 = 1) + Frpa
= Frpo+ Frp1 — 1
= Fro3 — 1 (por definicdo: Fyi3 = Frio + Fii1),

onde na ultima igualdade usamos a recorréncia que define a sequéncia de Fibonacci.
Portanto, mostramos que a afirmagao também é verdadeira para n =k + 1. Ou seja,

Siv1 = Frpz — 1.

Dessa forma, usando o processo de indugao finita, provamos a proposi¢ao.
Proposicao 2.2. Sejam

Fi, B, F3, R4, -+, F,, onde Fi=Fyq, 1<i<n,
0s n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci com indices impares. Se S, denota a
soma desses n termos, entao
S, =Fa,.
Demonstracao: Usaremos a inducéo finita para provar essa proposicao. Nesse sentido,
observemos que os termos da sequéncia de Fibonacci de indice impar é dada por:
(1,2,5,13,34, - - ).
Dessa forma, temos que:
1. Observemos que:
S;=F1=1=F,=F,;eGy=F; +F3=1+2=3=F,=F,,
Portanto, a afirmacao S, = F,, € verdadeiraparan=1e paran = 2.
2. Suponhamos que essa afirmacao seja verdadeira para n = k, k > 2 ou seja,
Sk = Foax.
Nessas condigdes, admitindo que a afirmacgao S,= F,, é verdadeira para n = k,
precisamos mostra que ela também € verdadeira paran =k + 1, ou seja,
Sk+1= Fo(k11)-

Nesse sentido, temos que:
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Scri=F+F+ -+ Ft+ Fia

=F +F+- -+ P+ Fagr

= Sk + Forqr

= Far + Fary1

= Fary2 = Faks),

onde na penultima igualdade usamos a recorréncia que define a sequéncia de Fibonacci.
Portanto, mostramos que a afirmagao também é verdadeira para n =k + 1. Ou seja,
Ski1= F2(k+1)-

Dessa forma, usando o processo de indugéo finita, provamos a proposicao.ll

Proposicao 2.3. Sejam
Fi., F, F5, Fa, -, F,, onde Fi=Fy o 1<i<n,

0s n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci com indices pares. Se S, denota a soma

desses n termos, entao
5n = Fop1 — L

Demonstracao: Usaremos a indugéo finita para provar essa proposi¢cao. Nesse sentido,
observemos que os termos da sequéncia de Fibonacci de indice par é dada por:
(0,1,3,8,21,--).
Dessa forma, temos que:
1. Observemos que:
$=0=1-1=FH-1 e S$5=0+1=2-1=F—-1.
Portanto, a afirmacéo S, = F,,_; - 1 € verdadeira paran =1 e paran = 2.
2. Suponhamos que a afirmagéo seja verdadeira para n = k, k > 2 ou seja,

Sk — F2k_1—1.

Nessas condi¢des, admitindo que S, = F,,_1-1. € verdadeira para n = k, precisamos
mostra que ela também vale paran =k + 1, ou seja, Sy = Fogky1)-1 - 1.
Nesse sentido, temos que:

Siii=F+F+ -+ F+ Faa

= Sk + Fax
= Fok1— 1+ Fa
= Fop1+ Fax — 1
= Fay1— 1,

onde na penultima igualdade usamos a recorréncia que define a sequéncia de Fibonacci.
Portanto, mostramos que a afirmacao também é verdadeira paran =k + 1, ou seja,
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Siv1 = Foegr) — 1.

Dessa forma, usando o processo de inducao finita, provamos a proposigao.

Proposicao 2.4. Sejam
F01F11F21F31”' an—lanl

os n + 1 primeiros termos da sequéncia de Fibonacci. Entdo, sen > 1, ostermos F, e F,
S&0 primos entre si, ou seja,

MDC(F,, F,11) = 1.
Demonstracao: Usaremos a indugéo finita para provar essa proposi¢cao. Nessa direcao,
temos que:

1. Inicialmente, como F; = 1 e F, = 1 temos claramente que MDC(F;, F,) = 1, ou
seja, F; e F, sdo primos entre si. Portanto, para n = 1 temos que a afirmacao de que esses
nameros sao primos entre si é verdadeira.

2. Suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para n = k, k > 2 ou seja,

MDC(F;_1, F;) =1, 1<i<k.
Nessas condi¢cdes, precisamos mostra que ela também vale paran =k + 1, ou seja,
MDC(Fy, Fiy1) = 1.
Nesse sentido, usaremos a seguinte propriedade de maximo divisor comum de dois

ndameros:
Se a > b, entdo MDC(a, b) = MDC(a — b, b).

Antes de mais nada, observe que se n > 2, os termos
Fa, F3, - Fy,

da sequéncia de Fibonacci forma uma sequéncia crescente, ou seja, F, < F,,;, paran > 2.

Dessa forma, usando a propriedade de Maximo Divisor Comum descrita acima,
obtemos a seguinte igualdade:
MDC(Fis1, Fi) = MDC(Fis1 — Fi, Fi)
= MDC(Fx_1, Fx) =1,
onde na segunda linha usamos o fato de F,.; = F4x - Fx_; e na terceira linha usamos a
hipétese de indugéo.

Portanto, mostramos que a afirmagao também é verdadeira paran =k + 1, ou seja,

MDC(Fi_1, Fi) = 1.

Dessa forma, usando o processo de indugao finita, provamos a proposi¢ao.
Proposicdo 2.5. Sejam F2, F?, F2, F2,..., F?

n—11

F2 os quadrados dos termos da sequéncia
de Fibonacci, Se S, denota a soma desses n termos, entao
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Sn — Fn . Fn+1.
Demonstracao:Usaremos a indugao finita para provar essa proposicao. Nesse sentido,

observemos a sequéncia de Fibonacci € dada por:
(0,1,1,2,3,5,8, ..., Four, Fp)

Nesse sentido, temos que:

1. Inicialmente note que:
SS=Ff=1=1-1=FF,.

Portanto, a afirmagéo é verdadeira paran = 1.
2. Suponhamos que a afirmacéo seja verdadeira para n =k, k > 2, ou seja,

Sk—&—l - Fk+1 ’ Fk+2-

Nessas condigdes, admitindo que a afirmacao é verdadeira para n = k, precisamos
mostra que a mesma € verdadeira paran =k + 1, ou seja,

Skr1 = Frq1 - Fraa.
Dessa forma, temos que:
Sii=F +F}+ -+ F+F,

= Sk + Fk2+1

= Fi Fip1 + F2s

= (Fk + Frz1) - Frra

= Fito Frpa

= Fit1 - Fryo,

onde na penultima igualdade usamos a recorréncia que define a sequéncia de Fibonacci.

Portanto, mostramos que a afirmagao também é verdadeira paran =k + 1, ou seja,

Skr1 = Frr1 - Fraa
Dessa forma, usando o processo de indugéo finita, provamos a proposigao.

2.2 Proporcao Aurea - Nimero de Ouro

A proporgao aurea, também conhecida como numero de ouro, sec¢cdo aurea ou
propor¢ao divina, € uma razao numérica historica associada a ideias de harmonia, beleza
e perfeicdo. Desde a Antiguidade, matematicos como Euclides de Alexandria (c. 330-270
a.C.) estudaram essa proporg¢ao, formalizando-a em seu Livro VI dos Elementos como
a divisao de um segmento em média e extrema razdo. O fascinio pela proporgcao aurea
permanece até hoje, pois ela pode ser observada, de maneira aproximada, em diversos
fenbmenos naturais, incluindo a disposicao de sementes e folhas nas plantas, a forma
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espiralada de conchas, galaxias e as propor¢des do corpo humano(ZAHN, 2011; Livio,
2006).

Consequentemente, a propor¢cao aurea € objeto de estudo de diversas areas do
conhecimento, como biologia, arquitetura, artes e design, que buscam entender e aplicar
seus principios de harmonia e estética. O numero de ouro, geralmente denotado pela letra
grega ¢ (phi), € um nimero irracional com valor aproximado de 1,618(HUNTLEY, 1985).

Geometricamente, a constru¢cao do numero de ouro pode ser realizada a partir da
divisdo de um segmento AC em duas partes AB=a e BC =b, coma > b > 0, de modo que
a razao entre o segmento maior € 0 segmento menor seja igual a razao entre 0 segmento

total e o maior segmento, isto é,
a+b a
a b 4

Observemos essa construg¢ado na figura abaixo:

Figura 2.1 — Segmento de reta dividido na proporgcao aurea

A C
® 4 @

Fonte:https://educacaopublica.cecierj.edu.br/artigos/24/33/a-sequencia-de-fibonacci-e-aplicacoes

Observando a equagado dada acima temos que
a=bp e a’=(a+b)b.
Dessa forma, substituindo o valor de a = by na equagédo a*> = (a + b)b; obtemos a
seguinte equagao:
b?p? = b*p + b°.
Portanto, como b # 0 ; temo que dividindo por b os termos da ultima equacéo,
obteremos:

o =p+1
Consequentemente, 0 numero de ouro € solugao da seguinte equagao do segundo
grau:
P’ —p—1=0,
cuja solugao é dada por:
_1£45
2

Por outro lado, como os nimeros a e b sdo positivos, segue que o numero de ouro é
positivo. Portanto,
1++/5

p=—F
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2.3 Sequéncia de Fibonacci e o Numero de Ouro

Considere os termos da sequéncia de Fibonacci a partir do terceiro termo, ou seja:

1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...
Observe abaixo o0 que acontece quando tomamos o quociente de um desses nimeros
pelo seu antecessor.
2 3 5 8 13 21
1

34
2, 5 1,5, 3 1,6666, 3 1,6, 3 1,625, 13 1,61538, 2Tl , 6190

Nos calculos acima, a medida que avangcamos na sequéncia, é razoavel estimar que
0 quociente entre dois termos consecutivos se aproxima cada vez mais do nimero de ouro
. Mais precisamente, temos que:

Fn
lim —2tL — %)

n—oo Fn

2.3.1 A Convergéncia dos Quocientes para a Proporcdo Aurea

Ferreira (2007) apresenta uma analise visual interessante dos quocientes consecuti-
vos da sequéncia de Fibonacci. Em seu estudo, o autor elabora um grafico que mostra como
a razao entre dois termos consecutivos da sequéncia, ou seja, o quociente % converge
para o valor da proporgéo aurea ¢ a medida que n aumenta.

Figura 2.2 — Razao entre termos consecutivos da Sequéncia de Fibonacci

2.000 ® Nimero de Ouro (g = 1.6180)

16154 1.6190 16176 16182 1.6180

1618 ° e s ° e s ]
1.500 °

1.000 L ]

F(n+1)/F(n)

0060 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Termos da Sequéncia de Fibonacci (Fa)

Fonte: Adaptado de Ferreira (2007, p. 26).

No gréafico de Ferreira (2007), os eixos representam:

O eixo horizontal indica os numeros da sequéncia de Fibonacci F,,.

* O eixo vertical mostra o quociente % entre dois numeros consecutivos da sequén-
cia.
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A medida que o valor de n cresce, ou seja, conforme avancamos na sequéncia, 0s
quocientes de Fibonacci se aproximam cada vez mais de ¢ ~ 1,618. O gréafico permite
observar visualmente essa aproximacao e € uma maneira eficaz de ilustrar a convergéncia
da sequéncia para o valor da proporgao aurea.

Aqui estd o passo a passo para construir um grafico semelhante ao de Ferreira
(2007):

Calcule a sequéncia de Fibonacci até um numero suficientemente grande (por
exemplo, os primeiros 20 termos).

1) Calcule os quocientes % para cada par de termos consecutivos.

2) Plote os pontos no grafico, com n no eixo horizontal e os quocientes % no eixo
vertical.

3) Conecte os pontos para formar uma curva que mostre a aproximagao gradual para o
valor de .

Aqui esta uma tabela exemplificando como os quocientes se comportam para os
primeiros 10 termos da sequéncia de Fibonacci:

Tabela 2.1
n Fn Fry1 F;__:l
1 1 1 1
2 1 2 2
3 2 3 1.5
4 3 5 1.666. ..
5 5 8 1.6
6 8 13 1.625
7 13 21 1.6154
8 21 34 1.6190
9 34 55 1.6176
10 55 89 1.6182

A medida que os valores de n aumentam, o quociente se aproxima de ¢ ~ 1,6180339. ..,

como se pode observar.
Esse grafico, conforme apresentado por Ferreira (2007), € uma excelente ferramenta

para visualizar a relacao entre a sequéncia de Fibonacci e a proporcao aurea. Ele permite
que os alunos:
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« Compreendam a convergéncia dos quocientes para um valor constante, o que ajuda
a consolidar a ideia de limite e sequéncia.

» Desenvolvam uma intuicdo sobre o crescimento exponencial da sequéncia e sua
relagdo com o mundo real, onde padroes semelhantes podem ser observados em
fenémenos naturais e na arte.

 Apliguem conceitos de graficos e analise de dados, que s&o habilidades essenciais
no ensino de matematica no nivel médio.

O gréfico de convergéncia apresentado por (FERREIRA, 2007) mostra de forma
clara e visual como a sequéncia de Fibonacci esta profundamente relacionada a proporgéao
aurea. Ao explorar essa visualizagao, os alunos podem nao apenas entender a natureza
matematica da sequéncia, mas também como ela se manifesta em contextos mais amplos,
como a arte e a natureza.

2.4 O pentagrama e o numero de ouro

Definicao 2.4.1 O pentagrama é uma figura geométrica de cinco pontas, obtidas a
partir de um pentagono regular quando sao tragcadas as suas diagonais.
Veja na figura abaixo o pentagrama:

Figura 2.3 — Pentagrama

A

Fonte: Feita pelo autor.

A construcao do pentagrama esta associada a razao aurea, como mostra a proposi-
¢ao a seguir.
Proposicao 2.4.2 Em um pentagrama, a razao entre a diagonal e o lado do pentagono é
igual ao numero de ouro.
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Prova:
No pentagrama da figura acima, consideremos o triangulo ABC. Provaremos que
AC/BC = ¢
No tridngulo is6sceles do pentagono regular com vértice A, temos AB=BC (lados do
pentagono) e AC (diagonal). O angulo BAC=108°. Pela lei dos cossenos:
AC? = AB? + BC? - 2.AB.BC.cos108° = 2.BC?(1 - cos108°).

Como cos108° = - cos72°, entdo

AC?

BE = 2(14 cos72°).

Usando cos 72° = ‘/54_1,
2
A = 2(1+cos72) =214 ¥5E) = 255 = (155)" 2

Como AC,BC>0, conclui-se que 55 = .

2.5 A Férmula de Binet

A férmula de Binet foi desenvolvida pelo matematico francés Jacques Philippe Binet,
em 1843. Ela surgiu como uma tentativa de obter uma expressao matematica explicita para
calcular os termos da sequéncia de Fibonacci sem recorrer a definicao recursiva. Para
isso, Binet utilizou conceitos de equagdes lineares recorrentes e as raizes da equagao
caracteristica associada a sequéncia.

Embora a sequéncia de Fibonacci tenha sido descrita pela primeira vez em 1202, no
livro Liber Abaci de Leonardo de Pisa (conhecido como Fibonacci), a formulagéo fechada
para seus termos — dada pela férmula de Binet — s6 foi obtida séculos depois. A con-
tribuicao de Binet consistiu em aplicar propriedades algébricas das solugcdes da equacgao
caracteristica da relacao de recorréncia da sequéncia, resultando na expressao que hoje
leva seu nome.

A férmula de Binet é dada pela expressao abaixo:

n_ (1 — n
Fn == (p ( (P) 1
V5
onde F, é o enésimo termo da sequéncia de Fibonacci e ¢ é o numero de ouro dado por
1+45
-—

Em resumo, a férmula de Binet nos dar uma maneira eficiente de calcular qualquer
termo da sequéncia de Fibonacci a partir do nimero de ouro e da sua posi¢cao na sequéncia,
sem depender da recursdo dada na definicdo da sequéncia de Fibonacci.
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2.6 Demonstracado da Formula de Binet

A sequéncia de Fibonacci segue a relacao de recorréncia:
Fn = Fn—l + Fn—2 s

com as condigdes iniciais Fp =0 e F; = 1.

Nosso objetivo é obter uma férmula fechada (ou explicita) para F,, sem necessi-
dade de calculos iterativos. Isso sera feito usando a equacao caracteristica associada a
recorréncia.

A equacéo caracteristica € uma ferramenta essencial na resolucdo de relagdes
de recorréncia lineares com coeficientes constantes. Ela permite determinar uma férmula
explicita para os termos de uma sequéncia definida recursivamente, como é o caso da
sequéncia de Fibonacci.

Dada uma relagao de recorréncia linear com coeficientes constantes, como:

A, =ranp1+Mmha, ot ... + N, k.

A equagéo caracteristica associada é:

K k—1 _

xk-ryx k=2,

roX . -r,=0.

As raizes dessa equacao ajudam a encontrar a formula fechada da sequéncia
Passo 1: Suposi¢ao de Solucao Exponencial.
Suponha que a solugéo da recorréncia seja da forma:

F,=r".

Substituindo na equacao F,=F,_; + F,_»:

(o= =1 2
Dividindo ambos os lados por r"~2 (desde que r # 0 ):

rP=r+1.
Ou seja, a equagao caracteristica é:
r’-r-1=0.

Passo 2: Solugbes da Equagao Caracteristica
A equacdo quadratica r3- r - 1 = 0 tem as seguintes solugdes, utilizando a férmula de

Bhaskara:
(D) EA/(-1)2-4(1)(-1) 1445
r= 2(1) =2 -
Portanto, as duas raizes séo:
n =15 gp = 1=2V5

2
Passo 3: Solucao Geral da Recorréncia

2

A solucéo geral da equacgéao de recorréncia sera uma combinacao linear dessas duas
solucoes, ou seja:
F,=Ap" + BU",
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Onde A e B séao constantes que vamos determinar usando as condigées iniciais.
Passo 4: Determinagédo das Constantes
Para encontrar A e B, usamos as condic¢es iniciais Fo =0e F; = 1.
ParaFo=0
F,=Ap’ + BUO,
Isso resulta em:
A+B=0=B=A

Para F; = 1:
Ap! + BUL = 1.
Substituindo B =- A:
Ap - AU = 1.
Ou seja:
Alp-VY) =
Como
@-V=r-1r=15,
temos:
AVE=1=A= L
Logo,
8=

Passo 5: Expresséao Final
Substituindo A e B na solugao geral, obtemos a formula :

_ "=y"
FH—T
onde
_1+\/§e¢_1—\/§
¥m T
Sabemos que:
1++/5
Y= >
Entao:
g VB2 146 2-(1+v5) 1-+5
v > 2 > 2 -

Assim, ao final, substituiremos ) = 1 - ¢, deixando a férmula toda em fungéo de ¢.
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" —(1— )"
—

Essa férmula permite calcular diretamente qualquer nimero da sequéncia de Fibo-

Fo=

nacci.

Neste capitulo, exploramos a definicdo formal da sequéncia de Fibonacci e algu-
mas de suas principais propriedades matematicas. Abordamos a férmula de Binet, uma
expressao fechada que permite calcular diretamente qualquer termo da sequéncia, e que
ilustra a profundidade algébrica presente em sua estrutura. Discutimos, ainda, a estreita
relacado entre a sequéncia de Fibonacci e a proporg¢ao aurea, uma constante matematica
recorrente em diversos contextos, como na natureza, na arte e na arquitetura. A sequéncia
de Fibonacci, portanto, revela-se ndo apenas como uma curiosidade matematica, mas como
uma ferramenta valiosa que conecta a matematica a fenémenos observaveis no mundo ao
nosso redor.

No préximo capitulo, exploraremos as aplicacées da sequéncia de Fibonacci em
diferentes areas do conhecimento, como biologia, arte e computagao, mostrando como esse
conceito pode ser utilizado para compreender e modelar fendmenos diversos.
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3 APLICACOES DA SEQUENCIA DE FIBONACCI

A sequéncia de Fibonacci, além de ser um conteudo matematico interessante,
aparece com frequéncia surpreendente na natureza. Podemos ver seus padrdes em plantas,
animais, conchas, tempestades, galéxias e até no corpo humano. Isso acontece porque a
sequéncia ajuda a organizar o crescimento e a distribuicdo dos elementos de forma eficiente
e harménica.

3.1 Aplicacoes na Natureza

Uma das manifestagdes mais notaveis da sequéncia de Fibonacci € na natureza.
Muitos fendmenos biol6gicos seguem padrbes que podem ser descritos matematicamente
através da sequéncia, especialmente quando se trata de crescimento e disposicao de
formas orgéanicas. As aplicagbes mais visiveis incluem:

3.1.1 Nas Plantas: Folhas, Sementes e Escamas

Muitas plantas organizam suas folhas, sementes ou pétalas de maneira que seguem
a sequéncia de Fibonacci. Isso ajuda a planta a aproveitar melhor a luz do sol, o0 espacgo e
até a distribuir sementes de forma mais eficiente.

O Angulo Dourado

Um exemplo curioso € o angulo de 137,5° chamado de angulo dourado. Ele aparece
entre as folhas de varias plantas. Esse angulo vem da razdo aurea (aproximadamente
1,618) e evita que as folhas figuem uma em cima da outra. Assim, todas conseguem pegar
luz do sol para fazer fotossintese.

 Girassois: No centro da flor do girassol, as sementes crescem formando espirais
que seguem a sequéncia de Fibonacci. Esse padrdo ajuda a ocupar o espaco da
melhor forma possivel. O chamado angulo dourado faz com que as sementes figuem
bem distribuidas, sem deixar areas vazias.

Figura 3.1 — Girassol (Helianthus annuus) sdo 21 no sentido horario e outras 34 em anti-horario.
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Fonte:https://ciencias-7ano.blogspot.com/2018/05/sequencia-de-fibonacci.html
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» Suculentas: Muitas suculentas, como a Echeveria, apresentam folhas dispostas
em espiral seguindo o angulo dourado. Esse padrao melhora a captacao de luz e a
eficiéncia na fotossintese.

Figura 3.2 — suculenta(Echevéria)

Fonte:https://ph.pinterest.com/?show_error=true

* Pinhas: As escamas das pinhas também seguem espirais de Fibonacci, com a
inclinacao baseada no angulo dourado. Isso permite um arranjo eficiente para o
crescimento e dispersdo das sementes.

Figura 3.3 — Escamas das pinhas

Fonte: http://www.mat.uc.pt/~jaimecs/mce12/fibo.html

Esses padrdes nao sdo coincidéncias. Eles surgem porque a planta precisa crescer
de maneira equilibrada, aproveitando bem o espacgo e 0s recursos.
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3.1.2 Espirais na Natureza

Outro jeito de ver a sequéncia de Fibonacci na natureza é por meio de espirais.
Quando algo cresce em espiral e mantém sua forma, mas aumenta de tamanho, é comum
que siga o que chamamos de espiral de Fibonacci ou espiral logaritmica.

« Conchas (como a do nautilo): Crescem em espiral, aumentando de tamanho sem
mudar de forma. Isso ajuda o animal a crescer de forma proporcional.

Figura 3.4 — Exemplos da formacao da espiral aurea no nautilus

Fonte: https://educacaopublica.cecierj.edu.br/artigos/24/33/a-sequencia-de-fibonacci-e-aplicacoes

» Caracdis: Do corpo até a cabecga do caracol, é possivel aplicar com perfei¢cdo a
sequéncia de Fibonacci. Veja na ilustragao abaixo:

Figura 3.5 — Casco do caracol

Fonte: https://www.hipercultura.com/sequencia-fibonacci/

» Galaxias: Muitas galaxias, como a Via Lactea, apresentam bracos espirais que
seguem uma estrutura logaritmica. Isso se deve as forgcas gravitacionais € ao movi-
mento rotacional da matéria no disco galactico.
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Figura 3.6 — Comparac¢ao entre as formas de uma galaxia e a espiral aurea

\M

Fonte: https://educacaopublica.cecierj.edu.br/artigos/24/33/a-sequencia-de-fibonacci-e-aplicacoes

» Furacoes: A forma espiral de furacdes e ciclones tropicais também segue padroes
logaritmicos devido as forcas da rotagao da Terra (efeito Coriolis) e a organizagao da
conveccao de ar quente e umido em torno do centro da tempestade.

Figura 3.7 — Confrontacao entre os formatos de um furacao e da espiral aurea

Fonte: https://educacaopublica.cecierj.edu.br/artigos/24/33/a-sequencia-de-fibonacci-e-aplicacoes

Essas espirais aparecem porque esse € um jeito eficiente de crescer ou de se
organizar na natureza.

3.1.3 Reproducao e Crescimento Animal

O préprio problema original de Fibonacci sobre a reproducéao de coelhos € um exem-
plo de como a sequéncia pode ser aplicada para modelar populagdes. Se considerarmos
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que cada par de coelhos gerara outro par, e que os coelhos comegam a reproduzir apds um
més de vida, o0 numero de coelhos segue a sequéncia de Fibonacci. Esse modelo simples
ilustra como a sequéncia pode ser usada para entender e prever crescimento populacional
em biologia.

Outro exemplo fascinante de crescimento animal que segue padrbes matematicos
€ o crescimento das colbnias de abelhas. As populag¢des de zangbes (machos) em uma
colmeia seguem diretamente a sequéncia de Fibonacci, devido ao seu padrdo unico de
reproducao.

Os zangdes sao produzidos por reproducao partenogenética, ou seja, eles nascem
de ovos ndo fertilizados e, portanto, ndo tém pai. Ja as operérias e as rainhas nascem
de ovos fertilizados e tém dois progenitores. Esse sistema gera uma arvore genealdgica
Fibonacci:

Figura 3.8 — Arvore genealdgica de uma zangao
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Fonte: https://algamecode.blogspot.com/2017/05/a-sequencia-de-fibonacci.html

1) Um zangao tem uma mae (a rainha).

2) Sua mae tem dois pais (rainha e zangao).

3) A rainha tem trés avés (uma rainha e dois zangdes).

4) O numero de ancestrais em cada geragao segue a sequéncia de Fibonacci.

Matematicamente, se contarmos os ancestrais diretos de um zangao em cada
geracao, obtemos: Fn=F,_ 1+ F,_»

Essa estrutura reflete a organizagao genética da col6nia e pode ser usada para
estudar a diversificagdo genética e a resiliéncia da colmeia.

Isso mostra que a sequéncia também esta presente na genética e na reproducao de
alguns animais.
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3.1.4 Proporcoes no Corpo Humano

O corpo humano também mostra propor¢cdes parecidas com a razao aurea. Por isso,
muitas pessoas associam essas medidas a beleza e harmonia.
Exemplos:

« A altura até o umbigo comparada a altura total do corpo.
» O comprimento do brago em relagao ao antebraco.

» A posicao dos olhos, nariz e boca em relagao ao rosto.

O Homem Vitruviano
Leonardo da Vinci desenhou o famoso Homem Vitruviano, que mostra como o corpo

humano pode ser inscrito num circulo e num quadrado ao mesmo tempo. Esse desenho
mostra que o corpo tem propor¢cdes muito préximas da razao aurea.

Figura 3.9 — Homem Vitruviano
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Fonte: https://br.pinterest.com/pin/551550285594488449/

3.2 A Proporcido Aurea na Arte

O uso da Proporgdo Aurea na arte ndo se limita a regras rigidas, mas é uma ferra-
menta que, quando aplicada com sensibilidade, contribui para a composi¢cao harmoniosa,
despertando no observador uma sensacéo intuitiva de beleza.

A famosa pintura “A Ultima Ceia” de Leonardo da Vinci, por exemplo, utiliza a
proporcao aurea em sua composigao. O quadro é estruturado de maneira que os elementos
importantes da cena, como a mesa e 0s personagens, estao posicionados de acordo com
as proporgdes derivadas da sequéncia de Fibonacci.



Capitulo 3. Aplicacées da Sequéncia de Fibonacci 37

Figura 3.10 — A Ultima Ceia

Fonte:https://eldiariony.com/2019/02/23/fibonacci-el-matematico-que-se-puso-a-contar-conejos-y-descubrio-
la-secuencia-divina/

Além da pintura de Da Vinci, o arquiteto Filippo Brunelleschi, durante o Renascimento,
também utilizou a propor¢do aurea em seus projetos arquiteténicos. Ele incorporou a
proporcao aurea na concepcao da Igreja de San Lorenzo, em Florenca. O projeto de
Brunelleschi para a igreja reflete a busca pela harmonia e equilibrio por meio da aplicagao
de principios geométricos. A simetria e as proporgdes precisas na estrutura da igreja
proporcionam uma sensacao de equilibrio perfeito no espaco, uma caracteristica marcante
da arquitetura renascentista.

Figura 3.11 — A sequéncia de Fibonacci e a Basilica de San Lorenzo.
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Fonte:https://alinearte2.blogspot.com/2019/03/la-sucesion-de-fibonacci-y-la-basilica.html
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3.2.1 Arquitetura e Design

Na arquitetura, muitos edificios histéricos, como o Partenon na Grécia e as piramides
do Egito, foram projetados utilizando a proporgao aurea, que esta relacionada a sequéncia
de Fibonacci. Essa proporgcao oferece uma sensagdao de harmonia e equilibrio que é
visualmente atraente para o olho humano, e muitos arquitetos modernos também utilizam a
sequéncia e a propor¢ao aurea em seus projetos.

Figura 3.12 — Partenon na Grécia

Fonte:https://www.goldennumber.net/parthenon-phi-golden-ratio/

Figura 3.13 — A Piramide de Quéops

Fonte:https://www.bpiropo.com.br/fpc20070226.htm

Um exemplo contemporaneo € o Museu Guggenheim, projetado por Frank Lloyd
Wright, que possui uma espiral interna que segue o mesmo padrao de crescimento que a
sequéncia de Fibonacci.
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Figura 3.14 — Museu Guggenheim, projetado por Frank Lloyd Wright

Fonte:https://randymorehall.weebly.com/randy-morehall/guggenheim-museum-how-frank-lloyd-wright-broug
ht-his-masterpiece-to-life-in-new-york

3.3 Aplicacoes na Computacao

A sequéncia de Fibonacci também tem aplicagbes praticas na computacao, especial-
mente em areas como algoritmos e estrutura de dados. A recursdo que define a sequéncia
de Fibonacci é um exemplo classico de como um problema pode ser resolvido de forma
simples e elegante em programacao.

3.3.1 Algoritmos de Fibonacci

Na area da computagao, a sequéncia de Fibonacci possui aplicacdo em algoritmos
de busca e ordenamento, sendo a Busca Fibonacci um exemplo notavel. Trata-se de uma
variagao da busca binaria que, em vez de dividir o intervalo ao meio, utiliza valores da
sequéncia de Fibonacci para determinar os pontos de corte.

Essa técnica pode oferecer vantagens em contextos especificos, tais como:

» Quando o acesso aos elementos do vetor é custoso ou desigual, como em sistemas
com hierarquia de meméria (RAM e disco);

* Quando a estrutura de dados nao permite acesso direto, como em listas ligadas;
* Quando o numero de elementos é fixo e conhecido previamente.

A Busca Fibonacci realiza, em média, um nimero de comparagdes semelhante ao
da busca binaria. No entanto, pode apresentar melhor desempenho em termos de acessos
fisicos a estrutura de dados, especialmente quando o acesso sequencial € mais eficiente
do que o acesso aleatorio.

Além disso, o algoritmo se beneficia das propriedades matematicas da sequéncia,
oferecendo uma estratégia eficiente para redugao do espago de busca. Sua implementa-
cao destaca como a matematica pura pode influenciar algoritmos aplicados em sistemas
computacionais reais.
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3.4 Fibonacci no Mercado de Capitais

Diante da recorréncia da sequéncia de Fibonacci em padrées naturais e geométricos,
surge um questionamento pertinente: seria possivel aplicar essa sequéncia em fenémenos
de natureza nao linear, como o mercado financeiro?

Embora a primeira vista isso pareca improvavel — considerando a volatilidade e a
aleatoriedade que caracterizam os mercados —, estudos apontam que padrdes relacionados
a sequéncia de Fibonacci também emergem em sistemas complexos.

Um exemplo notério € a Teoria das Ondas de Elliott, proposta por Ralph Nelson Elliott
na década de 1930. Segundo essa teoria, 0s precos dos ativos seguem um padrao ciclico
composto por cinco ondas, sendo trés (1, 3 e 5) orientadas na dire¢cao da tendéncia principal
e duas (2 e 4) caracterizadas como movimentos corretivos. Esses movimentos respeitam
proporgcoes aproximadas da razao aurea (¢ ~ 1,618.), estabelecendo uma conexao direta
entre a teoria de Fibonacci e os ciclos do mercado.

Essas observagbes ganharam relevancia com a analise técnica moderna, especial-
mente na utilizacdo dos chamados niveis de retragdo de Fibonacci, aplicados na previsao
de suportes e resisténcias de pregcos em acdes e moedas.

Figura 3.15 - Ciclo das ondas de Elliott
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Fonte: https://educacaopublica.cecierj.edu.br/artigos/24/33/a-sequencia-de-fibonacci-e-aplicacoes

Esse exemplo evidencia que a sequéncia de Fibonacci transcende dominios pu-
ramente matematicos ou naturais, oferecendo insights também em campos dinédmicos e
imprevisiveis como as finangas.
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A sequéncia de Fibonacci, com suas propriedades matematicas e sua relagdo com
a proporcao aurea, vai muito além da matematica pura. Ela se manifesta de maneira
fascinante em muitos aspectos da vida, desde a disposicao das folhas nas arvores até as
grandes obras de arte e arquitetura. Além disso, a sequéncia tem aplicagdes praticas em
areas como a computacéao, onde é utilizada em algoritmos e estruturas de dados.

Este capitulo demonstrou como a sequéncia de Fibonacci é aplicada em varios
campos do conhecimento, ilustrando sua universalidade e importancia. No préximo capitulo,
abordaremos como a sequéncia de Fibonacci pode ser utilizada como uma ferramenta
pedagdgica no ensino meédio, tornando o aprendizado de mateméatica mais envolvente e
interdisciplinar.
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4 PROPOSTAS DIDATICAS PARA O ENSINO DA SEQUENCIA DE FIBONACCI NO
ENSINO MEDIO

Este capitulo apresenta um conjunto de propostas didaticas voltadas ao ensino da
sequéncia de Fibonacci no Ensino Médio, com foco na contextualizagao, na interdisciplinari-
dade e na promoc¢ao de aprendizagens significativas. As atividades foram fundamentadas
nos principios da Educacado Matematica critica, da teoria da aprendizagem significativa e
nas diretrizes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), compondo um referencial que
visa promover um ensino mais reflexivo, conectado e humanizado.

De acordo com Skovsmose (2018), a Educagdo Matematica Critica defende que o
ensino da Matematica deve extrapolar os limites da técnica e da formalidade, possibilitando
aos alunos interpretar, questionar e transformar a realidade por meio do conhecimento
matematico. Essa abordagem valoriza a dimens&o sociopolitica da Matematica, colocando
o estudante como agente ativo do seu processo formativo e incentivando a leitura critica do
mundo por meio de situagdes significativas.

Nesse mesmo sentido, Ausubel (2003) ressalta que a aprendizagem significativa
ocorre quando 0s novos conhecimentos sdo integrados a estrutura cognitiva prévia do
aluno de forma substancial e ndo arbitraria. Para isso, € necessario que o contetdo escolar
dialogue com a vivéncia do estudante, permitindo-lhe construir sentido a partir das novas in-
formagbes. Assim, atividades contextualizadas e interdisciplinares, como as aqui propostas,
favorecem a internalizagéo duradoura dos conceitos matematicos (AUSUBEL, 2003).

A Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018) orienta o ensino da Matematica
a partir de competéncias que desenvolvam o pensamento computacional, a resolucéao
de problemas, a argumentacgao logica, a modelagem matematica e o uso de tecnologias
digitais. O documento ressalta a importancia de uma abordagem formativa e investigativa,
que valorize o protagonismo do aluno e estabeleca pontes entre diferentes areas do
conhecimento (BRASIL, 2018).

Com o objetivo de aproximar o conteldo matematico da vivéncia cotidiana, as ativi-
dades propostas neste capitulo estimulam o raciocinio l6gico, a identificacdo de padrdes, a
criatividade e a valorizagdo da Matematica como linguagem para compreender e interpretar
o mundo. Ao explorar a sequéncia de Fibonacci em contextos como a natureza, a arte, 0
corpo humano e as tecnologias digitais, 0 material oferece caminhos para integrar diferentes
areas do conhecimento, favorecendo a abordagem interdisciplinar e investigativa.

As propostas sao flexiveis, adaptaveis a distintas realidades escolares e foram ela-
boradas especialmente para o 12 e 2° anos do Ensino Médio, embora possam ser aplicadas
em outras séries. Cada atividade é acompanhada de orientacées metodoldgicas, objetivos
especificos, conteudos abordados, tempo estimado, materiais necessarios, sugestdes de
avaliacao e indicagbes de habilidades da BNCC. A maior parte das tarefas foi pensada
para o trabalho em grupo, promovendo a cooperacgao, a socializacdo do conhecimento e 0
protagonismo discente (AUSUBEL, 2003; BRASIL, 2018; SKOVSMOSE, 2018).
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O recurso ndao segue uma sequéncia didatica linear e fechada, o que permite
ao professor selecionar, combinar ou adaptar as atividades conforme seus objetivos de
ensino, o perfil da turma e os recursos disponiveis. Dessa forma, busca-se oferecer uma
ferramenta pratica e fundamentada que contribua para o desenvolvimento profissional
docente, apoiando a construcao de uma pratica pedagdgica mais reflexiva, contextualizada
e envolvente.

Além disso, o conjunto de atividades visa dialogar com os desafios enfrentados
na escola publica brasileira, incentivando praticas inovadoras e acessiveis, que valorizem
o interesse dos alunos e fortalegam o vinculo entre teoria e pratica. Espera-se, assim,
colaborar para um ensino de Matematica que va além da memorizagdo mecanica e promova
uma formacéo integral, critica e conectada aos desafios contemporaneos (BRASIL, 2018).

4.1 Atividade 1 — O Problema dos Coelhos e a Introducao a Sequéncia de Fibonacci

Fundamentacao e Objetivos

Esta atividade tem como objetivo introduzir a sequéncia de Fibonacci a partir de
uma situacao-problema contextualizada, promovendo a constru¢ao coletiva do conceito
matematico e o desenvolvimento de habilidades como o raciocinio légico, a identificacdo de
padroes e a modelagem matematica.

A proposta fundamenta-se nos principios da aprendizagem significativa (AUSUBEL,
2003), segundo os quais novos conhecimentos devem se ancorar em estruturas cognitivas
ja existentes, e na perspectiva da Educagdo Matematica critica (SKOVSMOSE, 2018), que
valoriza a compreensdo da matematica como linguagem de leitura e transformagéao do
mundo. Ainda, a atividade se articula com as competéncias gerais e especificas da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), especialmente no que tange a resolug¢ao de problemas,
ao trabalho colaborativo e a articulagdo da matematica com situagdes reais e histéricas.

A proposta também tem forte apelo histérico e investigativo, ao partir de um dos
problemas mais conhecidos do Liber Abaci (1202), de Leonardo de Pisa, conhecido como
Fibonacci, contribuindo para ampliar a compreensao do estudante sobre o papel da Mate-
matica no desenvolvimento do conhecimento humano.

Conteudos Abordados

» Sucessoes numéricas;

Relagdes de recorréncia;
* Modelagem e resolugéao de problemas;

 Origem histérica da sequéncia de Fibonacci.

Ano Sugerido
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12 e 22 anos do Ensino Médio.

Tempo Estimado

2 aulas de 50 minutos cada.

Modalidade

Trabalho em grupos (preferencialmente de 3 a 4 alunos).
Materiais Necessarios

 Impresséao da atividade (ver Apéndice A);

* Quadro e pincel atdmico (ou giz);

Papel quadriculado ou caderno;

Calculadora (opcional).

Conhecimentos Prévios Recomendados

Para melhor aproveitamento da atividade, é desejavel que os alunos ja tenham sido
introduzidos ao conceito de sequéncias numéricas e compreendam a ideia de formacéo de
termos sucessivos a partir de uma regra. Caso o professor identifique dificuldades nesse
aspecto, recomenda-se iniciar a aula com uma breve revisdo de exemplos simples, como
progressodes aritméticas (P.A.) ou geométricas (P.G.).

Descricao da Atividade

O professor inicia a aula com uma breve contextualizag&o historica, apresentando
quem foi Fibonacci e sua contribuicdo para a Matematica, com destaque para o Liber Abaci
(1202), que introduziu o sistema indo-arabico de numerag¢ao na Europa e apresentou o
célebre “problema dos coelhos”.

Em seguida, apresenta o enunciado do problema de forma oral ou projetada, promo-
vendo a leitura coletiva e estimulando os grupos a discutirem estratégias de resolugdo com
base nas regras propostas:

Situacao-Problema:

Em uma fazenda ideal, um criador inicia com um par de coelhos recém-nascidos.
Sabemos que:

» Cada par de coelhos torna-se fértil a partir do segundo més de vida;
» A cada més, cada par fértil gera um novo par de coelhos;

* Os coelhos nunca morrem;

» Os pares gerados tornam-se férteis a partir do segundo més.

Quantos pares de coelhos haverd apoés 1, 2, 3, ..., 12 meses?
Durante o trabalho em grupo, os estudantes devem organizar os dados em uma
tabela, com auxilio do professor, observando o crescimento da populagao de coelhos més a
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més. A mediacao do docente orientara a constru¢do do padrao observado, culminando na
formalizacao da seguinte relagdo de recorréncia:

F]_:]., F2:1, Fn:Fn,1—|—Fn,2, paran23

A sequéncia formada pelos numeros obtidos corresponde a sequéncia de Fibonacci.

Os primeiros termos sao:
1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 1441.

Apés a socializagao dos resultados, sugere-se um fechamento conceitual com a
formalizacdo da definicdo matematica da sequéncia, destacando sua formacao recursiva e
discutindo possiveis aplicacées em diferentes contextos.

Observacao: O modelo impresso da atividade entregue aos alunos encontra-se no
Apéndice A, contendo o enunciado, a tabela de preenchimento e questdes reflexivas.

Sugestoes de Avaliacao

A avaliacdo deve ser formativa e qualitativa, observando:

+ Participacao e envolvimento dos alunos nas discussdes em grupo;
 Clareza na organizagao das respostas e da tabela de crescimento;
» Capacidade de identificar padrdes e justificar raciocinios;

* Interpretagao correta da regra de formagao da sequéncia.
Competéncias e Habilidades da BNCC Trabalhadas

* (EM13MAT201): Investigar padrées numéricos e representar fungdes com base em
diferentes contextos.

* (EM13MAT301): Resolver e elaborar problemas utilizando raciocinio légico e lingua-
gem simbdlica.

* (EM13CHS101): Analisar fenémenos historicos e culturais, reconhecendo sua impor-
tancia para o desenvolvimento do conhecimento humano.

4.2 Atividade 2 — A Sequéncia de Fibonacci na Natureza

Fundamentacao e Objetivos

Esta atividade tem como objetivo estimular os estudantes a observarem e identifica-
rem padrées matematicos em elementos da natureza, especialmente aqueles relacionados
a sequéncia de Fibonacci. A proposta promove a interdisciplinaridade entre Matematica,
Biologia e Arte, ampliando a compreensao dos alunos sobre a presenca da Matematica no
mundo natural e valorizando sua fungao como linguagem de leitura da realidade.
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2018),

Fundamenta-se na perspectiva da Educagdao Matematica critica (SKOVSMOSE,
que defende a Matematica como ferramenta de interpretacdo do mundo, e na teoria

da aprendizagem significativa (AUSUBEL, 2003), ao propor conexdes entre o novo contetdo

e a experiéncia concreta dos estudantes. Alinha-se também as competéncias da BNCC,

que destacam o uso da Matematica para compreender fendmenos naturais e sociais.

A proposta incentiva a observagcao empirica, a analise de regularidades, a modela-

gem matematica e a valorizagdo da estética presente em estruturas naturais.

casa).

Conteudos Abordados

Sucessodes numéricas;
Observacao e andlise de padroes;

Relagao entre Fibonacci e filotaxia (arranjos naturais de folhas, sementes, pétalas
etc.);

Modelagem matematica e representacéo grafica;

Interdisciplinaridade entre Matematica, Biologia e Arte.

Ano Sugerido

12 e 22 anos do Ensino Médio.

Tempo Estimado

2 aulas de 50 minutos cada + tempo adicional de observacao (em campo ou em

Modalidade
Trabalho em grupos (preferencialmente de 3 a 5 alunos).
Materiais Necessarios

Céameras ou celulares com camera (opcional);

Lupa ou microscépio simples (opcional);

Papel A4, lapis de cor, cola;

Impressdes de imagens naturais (girassois, pinhas, abacaxis, margaridas etc.);
Folhas, flores ou sementes reais (se possivel);

Quadro ou cartolina para sistematizagéo coletiva.

Conhecimentos Prévios Recomendados
E desejavel que os alunos tenham familiaridade com sequéncias numéricas, conta-

gem, formas geométricas elementares (como espirais, simetria radial) e no¢des basicas
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de proporgao e organizacao bioldgica, como filotaxia (disposi¢éo de folhas e sementes em
plantas).

Descricao da Atividade

O professor inicia a aula contextualizando a presenca de padrdes numéricos na
natureza e destacando que muitos deles seguem a sequéncia de Fibonacci. Para isso, pode
projetar ou distribuir imagens ampliadas de girassais, pinhas, brocolis romanesco, margari-
das, caracdéis, folhas e frutos, evidenciando suas estruturas espiraladas ou simétricas.

Cada grupo de alunos recebe uma imagem ou exemplar natural (ou observam em
casa) e deve:

1) Contar a quantidade de pétalas, espirais, fileiras ou segmentos presentes no objeto;
2) Verificar se esses numeros pertencem a sequéncia de Fibonacci;
3) Registrar os dados coletados em uma tabela padronizada (ver Apéndice B);

4) Analisar o padréo observado e apresentar suas conclusdes a turma.

Como etapa de sistematizacao, os alunos podem criar cartazes com representacoes
artisticas baseadas nos elementos observados, evidenciando a simetria, os espirais ou a
estética da natureza. O professor orienta uma discussao final sobre a importancia da Mate-
matica para interpretar o mundo e sobre como padrées matematicos ajudam a compreender
a organizacéao natural.

Sugestoes de Avaliacao

A avaliacao pode ser formativa e considerar os seguintes aspectos:

« Participacao ativa na observacgao e registro;

» Clareza e organizacao das tabelas;

» Correta associagao entre os dados coletados e a sequéncia de Fibonacci;
» Capacidade de apresentar justificativas matematicas;

« Criatividade e comprometimento na representagao visual (cartaz ou esquema).
Competéncias e Habilidades da BNCC Trabalhadas

+ (EM13MAT201): Investigar padrbes numéricos e representar funcdes a partir de
diferentes contextos;

+ (EM13MAT402): Utilizar representagdes graficas e tabelas para descrever fenémenos
naturais;

(EM13CNO02): Reconhecer padrdes e estruturas recorrentes na natureza;
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» (EM13ART102): Identificar relagcdes entre padrdes estéticos da natureza e elementos
da linguagem visual.

4.3 Atividade 3 —Construcdo da Espiral Aurea com software GeoGebra

Fundamentacao e Objetivos

Esta atividade tem como objetivo explorar a espiral aurea por meio da construgao
geometrica utilizando o software GeoGebra, promovendo a articulagdo entre tecnologia
e conceitos matematicos. A proposta visa integrar a Matematica ao uso de ferramentas
digitais, valorizando a aprendizagem ativa e investigativa dos estudantes. Fundamenta-se
nos principios da aprendizagem significativa (AUSUBEL, 2003), que defende a valorizagéo
dos conhecimentos prévios e a construcao de novos saberes com sentido, e da Educacgao
Matematica critica (SKOVSMOSE, 2018), que propde um ensino pautado na reflexao, na
criatividade e na leitura critica da realidade.

A atividade também contribui para o desenvolvimento do pensamento geométrico,
da visualizacao espacial e da compreenséo das relagdes entre grandezas e proporgoes.
Além disso, esté alinhada as competéncias da BNCC, que preconizam o uso de tecnologias
digitais para investigar e resolver problemas, bem como a valorizacao da Matemética como
linguagem de representacgéo e interpretacdo do mundo.

Conteudos Abordados

» Sequéncia de Fibonacci e proporgcao aurea;

» Construcao geométrica de espirais;

Utilizacao de tecnologias digitais (GeoGebra);
* Relagdes métricas e proporgoes;
» Geometria e Arte.

Ano Sugerido

12 e 22 anos do Ensino Médio.

Tempo Estimado

2 aulas de 50 minutos cada.

Modalidade

Trabalho em duplas ou pequenos grupos (preferencialmente de 2 a 3 alunos), com
mediagao ativa do professor.

Materiais Necessarios

» Computadores ou notebooks com acesso ao software GeoGebra (versao web ou
desktop);
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* Roteiro com o passo a passo (apresentado abaixo);

* Quadro e pincel atdmico;

Papel milimetrado ou caderno;

* Régua e compasso (para versao alternativa manual).

Conhecimentos Prévios Recomendados

E recomendavel que os alunos possuam familiaridade com os conceitos de sequéncia
numeérica, espiral e proporcao, além de nog¢des basicas sobre constru¢cdes geométricas.
Caso necessario, o professor pode realizar uma breve revisao introdutéria sobre o que é a
sequéncia de Fibonacci e sua relagdo com a propor¢éo aurea.

Descricao da Atividade

O professor inicia a aula com uma contextualizagdo da presenca da espiral urea
na natureza, nas artes e na arquitetura. A seguir, apresenta a proposta de construcéo da
espiral com o apoio do software GeoGebra, explicando os objetivos e mostrando exemplos
visuais do que sera produzido pelos alunos.

Em seguida, distribui-se o roteiro impresso com 0 passo a passo da construgao
digital, disponivel no Apéndice C, que os alunos deverdo seguir em duplas ou grupos, com o
acompanhamento e mediagao do professor. O docente podera projetar o processo em tempo
real para auxiliar os alunos ou circular pela sala para apoiar os grupos individualmente.

Durante a constru¢ao, os alunos devem explorar o crescimento da espiral e identificar
0s segmentos que obedecem aos termos da sequéncia de Fibonacci. O professor podera
questionar os estudantes sobre as medidas utilizadas, os padrdes observados e possiveis
aplicagcbes da espiral em contextos reais.

Ao final da atividade, sugere-se uma breve socializagao dos trabalhos realizados e
uma discussao sobre o uso de ferramentas tecnolégicas no ensino de Matematica.

Sugestoes de Avaliacao

A avaliagao sera formativa, considerando:

+ Participacao dos alunos na construcao;

» Clareza na execucao do roteiro proposto;

» Capacidade de identificar e aplicar os conceitos da sequéncia de Fibonacci;
» Compreenséo da relagéo entre a espiral construida e a proporgao aurea;

» Organizacao e argumentacao durante a socializagao.

Competéncias e Habilidades da BNCC Trabalhadas
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(EM13MAT201): Investigar padroes numéricos e representar fungcdes a partir de
diferentes contextos, analisando regularidades.

* (EM13MAT403): Utilizar tecnologias digitais para construir, analisar e comunicar
conhecimentos matematicos.

* (EM13MAT405): Resolver e elaborar problemas geométricos utilizando raciocinio
l6gico e representacdes variadas.

Passo a Passo no GeoGebra
Abrir o GeoGebra:

» Acesse o site do https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT ou abra o software
instalado no seu computador.

» Escolha a versdao GeoGebra Classico para facilitar o trabalho com graficos e constru-
¢cOes geométricas.

Para comegar, para facilitar o processo de construcdo, ative as opgdes “Eixos” e
“Malha” no menu “Exibir”. Isso fara com que o sistema de coordenadas cartesianas seja
visivel, proporcionando uma base de referéncia para o trabalho no GeoGebra.

Figura 4.1 — Exibindo eixos e malhas
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Para construir um quadrado com lados de comprimento 1, siga 0s passos abaixo:

» Acesse a ferramenta “Retas, segmentos, semirretas e vetores” e selecione “Seg-
mento com comprimento fixo”.

+ Clique sobre a origem do sistema de coordenadas (ponto (0,0)).
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» Na janela que sera exibida, insira o valor 1 e confirme.

Dessa forma, um segmento com comprimento exatamente igual a 1 unidade sera
criado.

Figura 4.2 — Segmento com comprimento 1

AR 00 4 N2 e

A = Intersetar(EixoOx, EixaOy) 0

= (0,0)

B = Ponto{Circunferéncia(A, 1))

= (L 0) ® C
f = SegmentodeReta(A, B) : 2

=1

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Para construir o quadrado, siga 0s passos:

Acesse a ferramenta “Poligonos” e selecione “Poligono regular”.
* Clique primeiramente no ponto A e, em seguida, no ponto B.

* Na janela que sera exibida, insira 0 numero 4, indicando que deseja formar um
quadrilatero regular (um quadrado).

» Apoés confirmar, o quadrado seré construido no plano.

Figura 4.3 — Construcao de um quadrado de lado 1
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra
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Vamos construir um novo quadrado, idéntico ao anterior, posicionado abaixo do
primeiro.

« Utilize novamente a ferramenta “Poligonos” e selecione “Poligono regular”.

* Clique no ponto B e, em seguida, no ponto A.

« Um novo quadrado surgira na parte inferior do primeiro.

Com a unido dos dois quadrados, formamos um retangulo de dimensdes 1 x 2.

Figura 4.4 — Construindo outro quadrado de lado 1

rquive Editar Exibir OpgBes Fewmamentas Janela Ajuda
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Agora, construiremos um novo quadrado a direita do retangulo de dimensdes 1 x 2.

« Utilize novamente a ferramenta “Poligonos” e selecione “Poligono regular”.
* Clique primeiro no ponto C e, em seguida, no ponto F.

» Sera gerado um quadrado com lado igual a 2 unidades.

Com a adicao desse quadrado, o novo retangulo formado tera dimensdes 2 x 3.



Capitulo 4. Propostas Didaticas para o Ensino da Sequéncia de Fibonacci no Ensino Médio 53

Figura 4.5 — Construindo um quadrado de lado 2
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

A seguir, construiremos um novo quadrado sobre a parte superior do retadngulo de

dimensoes 2 x 3.

» Selecione novamente a ferramenta “Poligonos” e escolha “Poligono regular”.

+ Cligue no ponto D e, em seguida, no ponto H.

+ Sera criado um quadrado com lado igual a 3 unidades.

Apoés essa construgao, o novo retangulo formado terd dimensées 3 x 5.

Figura 4.6 — Construindo um quadrado de lado 3
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra
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Em seguida, construiremos um novo quadrado no lado esquerdo do retangulo de
dimensoes 3 x 5.

» Acesse novamente a ferramenta “Poligonos” e selecione “Poligono regular”.
* Clique primeiro no ponto E e depois no ponto J.
» Um quadrado de lado 5 sera formado.

Com essa adigao, o novo retangulo tera dimensdes 5 x 8.

Figura 4.7 — Construindo um quadrado de lado 5

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Agora, a partir do retangulo de dimensdes 5 x 8, construiremos, em sua parte inferior,
um quadrado com lado 8. Para isso, utilizamos novamente a ferramenta de poligonos
mencionada anteriormente, clicando nos pontos E e J. Com essa adi¢ao, formamos um
novo retdngulo com dimensdes 8 x 13.

Figura 4.8 — Construindo um quadrado de lado 8

4

Fonte: feita pelo autor no Geogebra
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Dando sequéncia, construiremos um novo quadrado no lado direito do retangulo de
dimensodes 8 x 13.

« Utilize novamente a ferramenta “Poligonos” e selecione “Poligono regular”.
* Clique primeiro no ponto | e, em seguida, no ponto N.

 Sera criado um quadrado com lado igual a 13 unidades.

Com essa adigao, o novo retangulo tera dimensdes 13 x 21.
Embora seja possivel continuar a construgdo de novos quadrados, concluiremos a atividade
neste ponto.

Figura 4.9 — Construindo um quadrado de lado 13

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Em seguida, tragaremos a espiral aurea.

» Acesse a ferramenta “Circulos e arcos” e selecione “Arco circular dados centro e
dois pontos”.

* Clique sucessivamente nos pontos |, N e P do quadrado INOP.

Dessa forma, daremos inicio a construcao da espiral aurea.
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Figura 4.10 — Tracando a espiral no quadrado INOP
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Figura 4.11 — Tracando a espiral no quadrado INOP
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Dando continuidade a construgao da espiral, tragaremos agora um arco no quadrado
LMNG.

« Utilize novamente a ferramenta “Arco circular dados centro e dois pontos”.

* Clique sucessivamente nos pontos G, L e N.
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Dessa maneira, avangamos na formacao da espiral aurea.

Figura 4.12 — Tragando a espiral no quadrado LMNG
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Dando sequéncia a espiral, tracaremos agora um arco no quadrado LEJK.
« Utilize a ferramenta “Arco circular dados centro e dois pontos”.

+ Clique sucessivamente nos pontos E, J e L.

Essa etapa prossegue a formagéo da espiral aurea.

Figura 4.13 — Tracando a espiral no quadrado LEJK
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Em seguida, daremos continuidade a espiral, tragcando um arco no quadrado JDHI.



Capitulo 4. Propostas Didaticas para o Ensino da Sequéncia de Fibonacci no Ensino Médio

« Utilize a ferramenta “Arco circular dados centro e dois pontos”.
* Clique nos pontos D, H e J.

Essa etapa prossegue a formagao da espiral aurea.

Figura 4.14 — Tracando a espiral no quadrado JDHI
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Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Dando continuidade a espiral, tragaremos um arco no quadrado CFGH.
« Utilize a ferramenta “Arco circular dados centro e dois pontos”.
* Clique nos pontos C, F e H.

Com isso, a espiral aurea segue sua formacao

Figura 4.15 — Tracando a espiral no quadrado CFGH

Opghes Femamentas Janela Ajuda

NONERENEE

% | ¥ Janela de Visualizagdo

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Dando sequéncia a espiral, tragaremos um arco no quadrado AEFB.
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« Utilize a ferramenta “Arco circular dados centro e dois pontos”.
 Clique nos pontos B, Ae F.

Com essa etapa, continuamos a formacao da espiral aurea.

Figura 4.16 — Tracando a espiral no quadrado AEFB

X [» Jancla do Visuaiizagao

Fonte: feita pelo autor no Geogebra

Para finalizar a espiral, tragaremos um arco no quadrado DABC.
« Utilize a ferramenta “Arco circular dados centro e dois pontos”.
+ Clique nos pontos B, C, e A.

Com essa Ultima etapa, a espiral durea sera concluida.

Figura 4.17 — Tracando a espiral no quadrado DABC

Fonte: feita pelo autor no Geogebra
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4.4 Atividade 4 — A Proporcao Aurea no Corpo Humano

Fundamentacao e Objetivos

Esta atividade propde investigar a presenca da propor¢ao aurea no corpo humano
por meio de medi¢des corporais realizadas pelos préprios estudantes. A proposta busca
integrar a Matematica a Biologia e a Educacao Fisica, incentivando a observacao de
proporcdes corporais e promovendo a reflexdo sobre 0 uso da razdo aurea na natureza e
em caracteristicas anatémicas.

A atividade fundamenta-se na aprendizagem significativa (AUSUBEL, 2003), pois
parte dos conhecimentos prévios e da propria realidade fisica dos alunos, e também na
Educacao Matematica critica (SKOVSMOSE, 2000), ao estimular a leitura e interpretacao
de fendmenos naturais por meio da Mateméatica. Além disso, dialoga com a BNCC ao propor
a investigacao de padrdes e relagdes matematicas em contextos reais e interdisciplinares.

Conteudos Abordados

» Razé&o 4urea;
» Medidas e propor¢oes;
* Aplicagbes da Matematica a Biologia e ao corpo humano;

* Interpretagéo e andlise de dados.

Ano Sugerido

12 e 22 anos do Ensino Médio.

Tempo Estimado

1 aula de 50 minutos (mais tempo extra para analise e socializag¢ao).
Modalidade

Trabalho em duplas ou pequenos grupos (preferencialmente de 2 a 4 alunos).
Materiais Necessarios

+ Fita métrica ou régua;

+ Calculadora;

 Folha de registro (ver Apéndice C);
+ Quadro e pincel atémico;

« Computador ou projetor (opcional, para sistematizagcao dos dados).

Conhecimentos Prévios Recomendados
E importante que os alunos tenham nocdes basicas sobre proporcdes, divisdo de
segmentos e a definicao da razao aurea (¢ 1,618). Se necessario, o professor pode
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introduzir o tema por meio de uma breve exposicao tedrica ou com base em exemplos
visuais (como o retangulo aureo, esculturas ou pinturas).

Descricao da Atividade

O professor introduz a atividade explicando que a razao aurea esta presente em
diversos aspectos da natureza, inclusive em propor¢des corporais humanas, como sugerido
por estudos histéricos e artisticos (ex: o Homem Vitruviano de Leonardo da Vinci).

Em seguida, os alunos s&o orientados a, em duplas ou trios, realizarem medi¢oes
corporais uns dos outros, seguindo um roteiro com sugestoes de medidas, tais como:

Altura total / distancia do umbigo ao chao;

Altura da cabega / comprimento do rosto;

Altura do brago / distancia entre ombro e cotovelo;

Tamanho da m&o / comprimento da falange maior;

Cada razao obtida deve ser calculada e registrada na folha de atividades (Apén-
dice D). Ao final, os alunos deverao comparar os resultados com o valor da razao aurea,
observando em quais proporcdes corporais ela mais se aproxima.

O professor podera promover uma discussao coletiva sobre a variabilidade entre os
individuos, a aproximagao dos valores medidos com ¢ e o significado da razdo aurea no
contexto bioldgico e matematico.

Sugestoes de Avaliacao

A avaliacao sera processual e qualitativa, podendo considerar:

« Participacado ativa dos alunos nas medigoes e calculos;

 Clareza nos registros e na organizacao dos dados;

» Argumentacgéo dos resultados em relacéo a razao aurea;

» Reflexdes apresentadas durante a discusséao coletiva.
Competéncias e Habilidades da BNCC Trabalhadas

+ (EM13MAT401): Resolver problemas de contagem, medida e geometria utilizando
conceitos e procedimentos adequados.

+ (EM13MAT402): Utilizar representacdes graficas, tabelas e esquemas para descrever
relacdes e proporgoes.

* (EM13CNO02): Reconhecer padrdes e estruturas recorrentes em sistemas naturais e
anatémicos.

* (EM13EFO01): Compreender e aplicar medidas do corpo humano em diferentes
contextos.
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4.5 Atividade 5 — Construcao do Pentagrama no Software GeoGebra

Fundamentacao e Objetivos

A Geometria € uma das areas mais ricas da Matematica em termos de representagéao
visual e de inter-relacdo com outras &reas do conhecimento. Neste contexto, o estudo do
pentagrama — estrela de cinco pontas que emerge da construgao de um pentagono regular
— permite explorar padrdes de simetria, proporcdes e a razdo aurea de forma visual e
investigativa.

Esta atividade tem como objetivo principal construir um pentagrama regular utilizando
o software GeoGebra, promovendo a integracdo entre conceitos geométricos e o uso de
ferramentas tecnolégicas no ensino da Matematica. Além disso, busca-se desenvolver a
compreensao da razao aurea e sua presenga em estruturas geométricas, reforgcando a
interdisciplinaridade com a Arte, a Arquitetura e os padrdes naturais.

A proposta esta fundamentada na aprendizagem significativa (AUSUBEL, 2003),
na medida em que conecta novos conhecimentos as estruturas cognitivas dos alunos por
meio da visualizacdo e experimentacao, e na Educacao Matematica critica (SKOVSMOSE,
2000), ao valorizar a leitura do mundo a partir de estruturas matematicas. Também se alinha
as competéncias da BNCC, ao utilizar recursos digitais e favorecer a andlise de relacoes
espaciais e proporgoes.

Conteudos Abordados

Construcao de figuras geométricas com tecnologia;
 Poligonos regulares;
» Proporgoes e razéo aurea;

» Simetria e padrodes.

Ano Sugerido

12 e 2% anos do Ensino Médio.

Tempo Estimado

2 aulas de 50 minutos cada.

Modalidade

Trabalho em duplas, com uso de computadores com o software GeoGebra instalado.
Materiais Necessarios

» Computadores com acesso ao GeoGebra (versao instalada ou online);
* Roteiro com o passo a passo (apresentado abaixo);

* Régua e compasso (para breve demonstracdo manual, opcional);
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* Quadro branco e projetor (para demonstragao inicial do professor).

Conhecimentos Prévios Recomendados

E recomendavel que os alunos ja tenham nogdes basicas sobre poligonos regulares,
angulos internos e externos, bem como a definicao de razdo e propor¢éo. Conhecimento
prévio sobre a razdo aurea também contribuira para o aproveitamento da atividade, mas
sua introducao pode ser feita durante a construcgao.

Descricao da Atividade

O professor inicia a aula com uma breve apresentacao do conceito de pentagrama,
destacando sua origem historica, aplicagcdes em obras de arte e arquitetura, e sua relagao
com a razao aurea. Uma construgao rapida com régua e compasso pode ser feita no quadro
como introdugcdo manual a figura.

Em seguida, os alunos serao conduzidos a utilizar o software GeoGebra para cons-
truir um pentagrama regular. A atividade impressa entregue a turma contém o passo a
passo detalhado para realizar a construgdo no ambiente digital (ver Apéndice E). Durante a
atividade, os estudantes serdo convidados a observar e registrar:

A presenca de segmentos em proporcao aurea;
» A simetria da figura;

» Arecorréncia do numero 1,618 nas razdes entre os segmentos do pentagrama.

Ao final da construgéo, o professor promove uma discussao coletiva sobre os concei-
tos observados, estimulando os alunos a relacionar a atividade com padrdes encontrados
na natureza, obras de arte e elementos arquitetdnicos.

Sugestoes de Avaliacao

A avaliagcao podera considerar:

* A correta realizacao da construgdo no GeoGebra;

A capacidade de identificar a presenca da razdo aurea;

A participagéo e argumentagéo durante a discusséo;

+ A clareza nos registros e nas observagoes feitas no roteiro.

Competéncias e Habilidades da BNCC Trabalhadas

(EM13MAT405): Utilizar recursos tecnoldgicos no processo de investigacao e resolu-
¢ao de problemas geométricos.

(EM13MAT403): Analisar figuras planas e espaciais com base em propriedades
geomeétricas e relagdes métricas.
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(EM13ART104): Explorar elementos visuais e matematicos presentes em produgoes
artisticas e culturais.

(EM13CNO02): Reconhecer padrdes e simetrias em estruturas naturais e artificiais.

Passo a Passo para Construgdo do Pentagrama no GeoGebra
Abra o GeoGebra

Acesse https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT, ou abra o aplicativo GeoGe-
bra em seu computador ou celular.

Crie o Pentagono Regular

Selecione a ferramenta Poligono Regular (icone de um poligono no menu de ferra-
mentas a esquerda).

Figura 4.18 — Exibindo ferramenta de poligono regular

AP0 4 N =2 e
=i : . Poligono

I:,} Poligono Regular

I Poligono Rigido

i,; Poligono Semideformével

Cligue em um ponto da tela para definir o centro do pentagono.

Figura 4.19 — Definindo o centro do pentagono.
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Em seguida, mova o cursor para um ponto qualquer e clique para definir o raio do
pentagono.

Figura 4.20 — Definindo o raio do pentagono.

\@o o4 N =+

Na janela que aparece, selecione 5 lados para formar um pentagono regular.

Figura 4.21 — 5 lados para formar um pentagono regular.

LR e 0 &N e e 5

8

5

Poligono Regular B

i =

Clique em “OK” e 0 pentagono sera desenhado.

Figura 4.22 — Pentagono regular.

LBeo 04 N = e )

10

Desenhe as Diagonais do Pentagono
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Selecione a ferramenta Segmento (icone de segmento de reta no menu a esquerda).

Figura 4.23 — Ferramenta segmento

& " Reta (Dois Pontos)

B = _* Segmento de Reta (Dois Pontos)

pol « * Segmento de Reta (Ponto, Comprimento)
=~ Semimeta (Dois Pontos)

f - 2% Linha Poligonal

= " Vetor (Origem, Extremidade)

ot «% Vetor aplicado num Ponto

Cligue em dois vértices ndao-adjacentes do pentdgono para desenhar a primeira
diagonal.

Figura 4.24 — Diagonal de um pentagono regular.

VD OO &N

10

Repita esse processo para desenhar as outras diagonais, conectando vértices nao-
adjacentes.

Figura 4.25 — As 5 diagonais do pentagono regular.
JAe[o)o]£]X]=]+

10

9

i
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Vocé deve desenhar 5 diagonais. Elas irdo se cruzar no centro do pentagono,
formando uma estrela de 5 pontas (pentagrama).

» Use a ferramenta “Distancia ou Comprimento”:

No GeoGebra, clique no icone “Distancia ou Comprimento”.

Clique sobre o segmento AC (diagonal maior).

Em seguida, clique sobre o segmento AB (lateral menor).

O GeoGebra mostrard os comprimentos dos dois segmentos.
+ Divida os valores para encontrar a razao:

— No campo de entrada (abaixo ou ao lado, dependendo da interface), digite:

-¢p=alb
O resultado sera aproximadamente 1.618, que é a raz&o aurea (¢).

Figura 4.26 — Relacao diagonal/lado 1,618 no pentagono regular.

Vet e Ry oo [l asm 1.
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m = SegmentedeReta(B, E)

= 3.62

n = SegmentodeReta(C.A) : E

p = SegmentodeReta(B,D) H
= 362 5

b=1 : \ E
5 . 5 0

_ AC
# = Distancia(A, B)

= 162
@ textol = “p = 162
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4.6 Atividade 6 — A Sequéncia de Fibonacci e o Teorema de Pitagoras

Fundamentacao e Objetivos

Esta atividade propde uma exploragao investigativa da relagdo entre a sequéncia
de Fibonacci e o Teorema de Pitagoras, a partir da analise da hipotenusa de tridngulos
retdngulos formados por catetos cujas medidas sdo numeros consecutivos da sequéncia.
A proposta visa promover o raciocinio l6gico, a capacidade de identificar padrbes e a
construcao do conhecimento matematico por meio da indugdo empirica.

A atividade se fundamenta nos pressupostos da Educacao Matematica critica (Skovs-
mose, 2000) e da aprendizagem significativa (Ausubel, 2003), valorizando o protagonismo
discente e 0 uso da matematica como linguagem para compreender estruturas e padroes
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presentes na natureza e na prépria matematica. Também se articula as competéncias da
BNCC relacionadas ao pensamento algébrico, geométrico e a capacidade investigativa.
Conteudos Abordados

» Teorema de Pitagoras;
» Sequéncia de Fibonacci;
» Relagbes entre algebra e geometria;

» Observacao e formulacao de conjecturas.

Ano Sugerido

12 e 2% anos do Ensino Médio.

Tempo Estimado

1 aula de 50 minutos (podendo ser ampliada para 2 aulas, com aprofundamento da
conjectura e justificativa matematica).

Modalidade

Trabalho em duplas ou trios, com discussao orientada pelo professor.

Materiais Necessarios

Papel quadriculado ou caderno;

Calculadora cientifica (opcional);

 Impresséao da tabela de preenchimento (ver Apéndice D);

Quadro branco e pincel atémico.

Conhecimentos Prévios Recomendados

E importante que os estudantes ja dominem o Teorema de Pitagoras, saibam calcular
0 quadrado de um numero e reconhegam os primeiros termos da sequéncia de Fibonacci.

Descricao da Atividade

O professor inicia a aula relembrando com a turma o Teorema de Pitdgoras e a
definicdo da sequéncia de Fibonacci. Em seguida, apresenta a seguinte situagao-problema:

“Se construirmos triangulos retangulos cujos catetos sejam dois nimeros consecu-
tivos da sequéncia de Fibonacci, sera que a hipotenusa ao quadrado resultante também
pertence a sequéncia?”

Para explorar essa questao, os estudantes preencherdo uma tabela comparando os
catetos, os quadrados de seus valores e a soma obtida. Em seguida, verificardo se o valor
corresponde a algum termo da sequéncia.
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Tabela 4.1 — Tabela - Relacao entre Catetos de Fibonacci e a Hipotenusa

) Esse nimero

Cateto 1 Cateto 2 5 , |Hipotenusa? .

(Fn) (Fny1) ) ,. |pertence a

(Fn) (Fnt1) (Fn*+ Fny19) AniaD

sequéncia“
1 1 1 1 2 Sim
1 2 1 4 5 Sim
2 3 4 9 13 Sim
3 5 9 25 34 Sim
5 8 25 64 89 Sim

Os alunos sao convidados a preencher uma tabela com os seguintes dados:

Durante a atividade, o professor promove momentos de reflexao coletiva, incenti-
vando os estudantes a observarem padrées e formularem uma conjectura geral:

Proposicao: A soma dos quadrados de dois numeros consecutivos da sequéncia
de Fibonacci é um nimero de Fibonacci, isto &, Fo,y1 = F7 + F2,,, paran> 1.

Caso haja tempo e dominio dos alunos, o professor pode propor uma demonstracao
por indugdo matematica ou uma discussao mais formal da identidade.

Sugestoes de Avaliacao

A avaliacao podera considerar:
+ Participacao nas discussdes em grupo;
» Organizacao da tabela e precisdo nos calculos;
+ Clareza na explicacao do padrao identificado;

» Capacidade de formular conjecturas com base na observagao dos dados.
Competéncias e Habilidades da BNCC Trabalhadas

* (EM13MAT201): Investigar padroes numéricos e representar fungdes a partir de
diferentes contextos.

* (EM13MAT302): Resolver problemas envolvendo geometria e relagdes métricas no
triangulo.

* (EM13MAT301): Utilizar linguagem simbdlica e raciocinio légico para argumentar
matematicamente.
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4.7 Atividade 7 — Explorando a Relacao entre a Sequéncia de Fibonacci e o Triangulo
de Pascal

Fundamentacao e Objetivos

Esta atividade visa apresentar aos alunos o Tridngulo de Pascal como uma repre-
sentagdo numérica rica em padrdes e propriedades, incentivando a descoberta de relagdes
com a sequéncia de Fibonacci. A proposta busca promover a analise combinatoéria de
forma contextualizada, além de desenvolver a capacidade de observacgao, a construgao de
conjecturas e a valorizagéo das conexdes entre diferentes areas da Matematica.

A atividade fundamenta-se nos pressupostos da aprendizagem significativa (Ausubel,
2003), da Educacdo Matematica critica (Skovsmose, 2000) e nos objetivos da BNCC,
que propdem o desenvolvimento do pensamento algébrico, da andlise de padrdes e da
articulacao entre diferentes representacdes matematicas.

Conteudos Abordados

Tridngulo de Pascal e coeficientes binomiais;
« Combinatdria e simetria;
» Sequéncia de Fibonacci;

» Representacdes numéricas e padroes.

Ano Sugerido

12 e 22 anos do Ensino Médio.

Tempo Estimado

1 aula de 50 minutos (podendo ser estendida para aprofundamento investigativo).
Modalidade

Trabalho em grupos (de 3 a 4 alunos).

Materiais Necessarios

* Impresséao do Tridngulo de Pascal até a linha 10 (ver Apéndice E);
* Lapis de cor ou marca-texto;
» Papel quadriculado (opcional);

+ Quadro branco e pincel atémico.

Conhecimentos Prévios Recomendados

E recomendavel que os alunos ja tenham visto a ideia de combinagéo(Z), compreen-
dam o conceito de sequéncia numérica e conhegam o0s primeiros termos da sequéncia de
Fibonacci.
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Descricao da Atividade
O professor inicia a aula explicando o que é o Triangulo de Pascal, destacando sua
construgao a partir dos numeros binomiais:

(0= mom

O tridngulo é entdo apresentado graficamente (impresso ou projetado). Em seguida,
o professor propde a seguinte investigagao:

Vocé sabia que os numeros da sequéncia de Fibonacci também estdo escondidos
dentro do Triangulo de Pascal?

Os alunos devem:

1) Identificar e colorir as diagonais do Triangulo de Pascal (ver Apéndice J).

2) Somar os numeros das diagonais especificas (conforme indicado) e verificar os
resultados.

3) Comparar os totais obtidos com os termos da sequéncia de Fibonacci.

Exemplo:

Os alunos deveréo registrar essas somas em uma tabela e identificar o padréao
gerado, concluindo que os valores somados em diagonais inclinadas correspondem aos
numeros de Fibonacci.

Sugestoes de Avaliacao

A avaliagao sera formativa, considerando:

Participacao ativa nas discussdes em grupo;

Capacidade de identificar padrées e regularidades;

* Clareza e organizagao dos registros;

Justificativas apresentadas sobre as relagdes encontradas.
Competéncias e Habilidades da BNCC Trabalhadas

* (EM13MAT201) Investigar padrées numéricos e representar fungcdes a partir de
diferentes contextos.

* (EM13MAT401) Formular e testar conjecturas com base em argumentos légico-
dedutivos.

» (EM13MAT303) Utilizar o raciocinio combinatério para a resolu¢ao de problemas.

Material Complementar (Apéndice E)
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* Impresséao do Triangulo de Pascal até a 102 linha;
* Roteiro de investigacao para guiar os alunos na identificacdo das diagonais;

» Tabela para preenchimento das somas e comparagao com os termos de Fibonacci.

4.8 Atividade 8 — Introduzindo as Propriedades da Sequéncia de Fibonacci

Fundamentacao e Objetivos
Esta atividade tem por objetivo apresentar algumas propriedades importantes da sequéncia
de Fibonacci por meio de uma abordagem investigativa e participativa. Os alunos seréao
convidados a realizar calculos, observar padrdes e formular conjecturas com base em suas
descobertas. A proposta esta fundamentada nos principios da aprendizagem significativa
(AUSUBEL, 2003) e da Educagao Matematica critica (SKOVSMOSE, 2000), valorizando o
protagonismo discente e o raciocinio légico, conforme as diretrizes da BNCC.

Conteudos Abordados

» Sequéncia de Fibonacci;

* Maximo divisor comum (MDC);

Soma de termos de uma sequéncia;

» Padrbes e propriedades numéricas.

Ano Sugerido
12 e 22 anos do Ensino Médio.
Tempo Estimado
2 aulas de 50 minutos.
Modalidade
Trabalho em grupos com socializacao coletiva dos resultados.
Materiais Necessarios

* Lapis e borracha;

Calculadora;

Atividade impressa (ver Apéndice K);

Quadro branco ou negro e pincel/giz.
Conhecimentos Prévios Recomendados

» Conhecimento da definicdo da sequéncia de Fibonacci;
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» Calculo do maximo divisor comum entre dois nUmeros;

* Operacdes basicas com numeros inteiros.

Descricao da Atividade

O professor inicia a aula explicando que a atividade visa investigar propriedades
matematicas presentes nos numeros de Fibonacci. Os alunos seréo incentivados a explorar
padrdes e buscar explicacbes para os resultados obtidos. Em seguida, a atividade impressa
(ver Apéndice K) sera distribuida, com tempo definido para discussao e resolugdo em grupo.
Apos o trabalho colaborativo, 0s grupos apresentardao suas observagoes € hipoteses.

Tarefas propostas:

1) Escreva os 10 primeiros numeros de Fibonacci, comegcandode F; =1eF, =1.
2) Calcule o maximo divisor comum entre os pares consecutivos:
* MDC(Fy, F3), MDC(F3, F3), ..., MDC(Fg, F1g).
3. Calcule as somas parciais:
*Fi+F
e Fi+F+F3
*Fi+F +F3+F4
e ...atéeFi+Fy+... +Fyqp.
4.Calcule as somas dos indices impares:
* F1 +F3
* F1 +F3+F;5
*Fi+F3+F5+F;
e Fi+F3+Fs+F;+Fg
5.Calcule as somas dos indices pares:
*Fo+Fy
e Fo+F4 + Fg
* Fo+F;+Fg+Fg

® F2+F4+F6+F8+F10
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Discussao e Sistematizacao
Com base nos resultados obtidos, os alunos deverao identificar os padrdes e propor
conjecturas. O professor entdo apresentara as seguintes propriedades:

» Propriedade 1: O maximo divisor comum entre dois termos consecutivos da sequén-
cia de Fibonacci é 1.

MDC(F,,F, 1) =1, n€ N

* Propriedade 2: A soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci é dada
por:

Fi+ Fo+.. .+ Fp = Fppo-1
» Propriedade 3: A soma dos n primeiros termos de indices impares é:

F1+ F3+. ..t F2n—1 = F2n
Propriedade 4: A soma dos n primeiros termos de indices pares é:
F2+ F4+. ..t F2n = F2n+1 -1

Sugestoes de Avaliacao
A avaliagéo sera formativa, considerando:

Participacao nas atividades em grupo;
» Clareza na organizacao dos calculos;
» Correlagao correta entre os resultados e as propriedades enunciadas;

» Formulagao de conjecturas e justificativas.
Competéncias da BNCC Trabalhadas

* (EM13MAT201) Investigar padrdes numéricos e representar fungoes;

* (EM13MAT301) Resolver problemas utilizando raciocinio légico e linguagem simbo-
lica;

* (EM13MAT401) Formular e testar conjecturas com base em argumentos dedutivos.
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5 ESTUDOS DE CASO E RELATOS DE EXPERIMENTOS SOBRE A SEQUENCIA DE
FIBONACCI NO ENSINO MEDIO

Neste segmento, apresento alguns estudos de caso e relatos de experimentos
realizados com turmas do ensino médio, com foco na aplicacdo da sequéncia de Fibonacci
no contexto educacional. Esses estudos foram desenvolvidos a partir de duas perspectivas: a
aplicacao pedagdgica nas aulas de matematica e o feedback dos estudantes sobre o impacto
dessas atividades em seu aprendizado. As experiéncias relatadas estao fundamentadas
nas teorias de ensino-aprendizagem de Piaget (1975), Vygotsky (1991) e Zabala (1998),
que defendem a importancia do aprendizado ativo, a interdisciplinaridade e a construgao do
conhecimento a partir de situagdes significativas.

Estudo de Caso 1: Construcao Artistica da Espiral de Fibonacci com Papel
Quadriculado

Contexto:

Em uma turma do 2° ano do ensino médio do Colégio Contato Maceidé, composta por 40
alunos, foi planejada uma aula pratica e interdisciplinar entre matematica e arte, com foco
na construcao da espiral de Fibonacci utilizando materiais simples e também a ferramenta
digital GeoGebra, que foi utilizada pelo professor. A atividade foi realizada durante duas
aulas de 50 minutos. O objetivo principal da atividade era proporcionar aos alunos uma
experiéncia visual e pratica de como a sequéncia de Fibonacci se manifesta em formas
geométricas e artisticas, tanto fisicamente quanto por meio de tecnologia digital.

Objetivos:

» Explorar a sequéncia de Fibonacci por meio da construgdao de quadrados proporcio-
nais, de modo a representar a relagao entre os numeros da sequéncia.

» Visualizar a espiral de Fibonacci utilizando instrumentos simples, como régua e
compasso, para criar uma representacao pratica e concreta do conceito.

* Integrar matematica e arte em uma producéo criativa, promovendo uma abordagem
interdisciplinar que facilite a compreenséo e a fixagdo do conteudo matematico.

« Utilizar o GeoGebra como recurso digital para demonstrar a constru¢ao da espiral
de Fibonacci de forma dinamica, com o professor guiando a construcao digital.

Desenvolvimento da Atividade:
Parte 1: Introducao Conceitual

O professor apresentou a sequéncia de Fibonacci e discutiu seu padrao de formacao.
Essa abordagem seguiu os principios de (Piaget, 1975), que ressaltam a importancia
de tornar os conceitos acessiveis por meio de representagdes concretas.
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Foram exibidas imagens de fen6menos naturais e artisticos que manifestam a espiral
de Fibonacci, como conchas, girassbis e galaxias, conectando teoria a realidade e
estimulando o interesse dos alunos.

O professor explicou como a espiral pode ser construida utilizando a soma dos lados
dos quadrados que formam a sequéncia.

Parte 2: Construcao Manual da Espiral

Cada aluno recebeu papel quadriculado, régua e compasso. A tarefa foi desenhar
quadrados com lados de 1, 1, 2, 3, 5, 8 e 13 unidades, lado a lado, formando um
padrao de crescimento caracteristico da sequéncia de Fibonacci.

Com o auxilio do compasso, os alunos desenharam arcos conectando os vértices
dos quadrados, formando a espiral.

Os alunos finalizaram o trabalho personalizando seus desenhos com coloragao ou
outros elementos artisticos, estimulando a criatividade enquanto consolidavam a
aprendizagem matemaética.

Parte 3: Uso do GeoGebra para a Construcao Digital

Durante a aula, o professor utilizou 0 GeoGebra para mostrar aos alunos, de forma
interativa, como a espiral de Fibonacci poderia ser desenhada digitalmente. O pro-
fessor guiou os alunos na visualizagdo da espiral utilizando o software, destacando
as propriedades geométricas da sequéncia.

O uso do GeoGebra ajudou a tornar a construgao mais dindmica, permitindo uma
visualizagao mais precisa e a exploragao de diferentes aspectos da sequéncia, além
de oferecer uma forma digital para a representacao do padréo.

Parte 4: Galeria e Discussao

Os trabalhos foram expostos na sala de aula, e os alunos tiveram a oportunidade de
explicar como aplicaram a sequéncia de Fibonacci em suas produ¢des manuais.

Em seguida, houve uma discussdao em grupo sobre onde os alunos ja haviam
observado esse padréo na vida real e o que haviam aprendido com a atividade.

Observacoes sobre o Impacto Pedagégico:

A atividade foi viavel em termos de tempo e recursos, pois exigiu apenas materiais escolares

basicos e a utilizacdo de um computador com GeoGebra. Os alunos foram capazes de

visualizar o crescimento da sequéncia de Fibonacci de maneira concreta, tanto fisicamente

quanto digitalmente, facilitando a compreensao do conceito abstrato. A integragcdo com a arte
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e a tecnologia contribuiu para a fixagao do conteudo e para a motivacao dos alunos, seguindo
os principios de , que defendem a importancia da interdisciplinaridade e do uso de projetos
praticos significativos no processo de aprendizagem. Além disso, conforme argumentado
por (VYGOTSKY, 1991), a interagdo social e a mediagdao simbdlica desempenham um
papel crucial no desenvolvimento cognitivo, o que foi evidenciado na troca de ideias € na
explicagéo das produgdes dos alunos.

Feedback dos Estudantes:

 Lucas (16 anos): “Fazer o desenho me ajudou a entender como a sequéncia cresce.
Antes era s6 numero, agora fez sentido.”

» Bruna (16 anos): “Gostei de usar régua e compasso, parecia arte. Nunca pensei que
matematica podia ser tdo bonita.”

 Felipe (17 anos): “Eu adorei a parte do GeoGebra! Foi muito legal ver a espiral
crescer na tela. A matematica ficou mais divertida.”

Abaixo, seguem as fotos dos trabalhos dos alunos realizados durante a atividade.

Figura 5.1 — Estudantes em atividade geométrica sobre o Retangulo de Ouro
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Figura 5.2 — Trabalho dos alunos realizado durante a atividade.

Estudo de Caso 2: Atividade Pratica de Medida do Corpo Humano e Sequéncia
de Fibonacci

Contexto:

Em uma turma do 12 ano do ensino médio, composta por 38 alunos, realizou-se
uma aula interdisciplinar envolvendo Matematica, Biologia e Educacéo Fisica. O objetivo foi
investigar se o corpo humano apresenta proporgdes que se aproximam da razdo aurea (¢),
derivada da sequéncia de Fibonacci. A atividade pratica teve duracao de duas aulas de 50
minutos e consistiu em medir partes do corpo e comparar as razdes obtidas com o valor da
proporgcao aurea.

Objetivos:
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» Explorar a presenga da sequéncia de Fibonacci e da razdo aurea no corpo humano.
 Relacionar conceitos matematicos com biologia e anatomia.

» Desenvolver habilidades de medicao, analise de dados e pensamento matematico
aplicado.

 Estimular a aprendizagem ativa por meio de investigagao pratica e contextualizada.

Desenvolvimento da Atividade:
Os alunos foram divididos em duplas e receberam fitas métricas, calculadoras e
tabelas para preencher. Mediram diversas partes do corpo, como:

Altura total e altura do umbigo ao chao

» Comprimento do braco e do antebraco

Tamanho da méao e do dedo médio

Altura da cabeca e largura dos ombros

Com esses dados, calcularam a raz&o entre os pares de medidas e compararam
com o valor da razao aurea. As duplas discutiram quais proporgdes se aproximavam de
1,618 e quais ndo, considerando variagdes corporais entre os colegas.

Em seguida, os alunos representaram os resultados em graficos e esbogos corporais
anotados com as proporgdes encontradas.

Tabela 5.1 — Tabela: Medidas Corporais e Razdo Aurea

Nome do|Altura |Altura até|Razdo (Al-{Tamanho |Tamanho do|Razao
Aluno Total o0 Umbigo|tura total /|do Brago|Antebrago (Brago /
(cm) (cm) Umbigo) (cm) (cm) Antebrago)

Ana 160 99 1,62 56 35 1,60

Bruno 172 106 1,62 61 38 1,61

Camila 158 96 1,65 55 34 1,62

Diego 180 112 1,61 63 39 1,62
Eduarda |165 102 1,62 58 36 1,61

Felipe 170 105 1,62 60 37 1,62

Observacoes sobre o Impacto Pedagégico:

A atividade despertou grande interesse por parte dos estudantes, pois envolveu seus
préprios corpos como objeto de estudo, tornando a matematica mais concreta e envolvente.
A proposta contribuiu para o desenvolvimento do pensamento critico e da autonomia, ao
permitir que os alunos observassem, coletassem e analisassem dados reais.
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A pratica dialoga com , ao favorecer o desenvolvimento das operagdes formais por
meio da abstracdo baseada na experiéncia direta, e com David Ausubel (1980), ao partir de
conceitos significativos e experiéncias préximas do cotidiano dos alunos para promover a
aprendizagem significativa.(Piaget, 1975)

Feedback dos Estudantes:

Joana (16 anos): “Achei incrivel descobrir que nosso corpo pode ter proporgdes
matematicas. Medir e comparar com a razdo 4urea foi uma experiéncia totalmente nova
para mim.”

Lucas (15 anos): “Essa aula foi diferente e legal! Nunca pensei que a matematica estivesse
tao conectada com o nosso corpo. E ainda usamos fita métrica de verdade!”

Abaixo, seguem as fotos dos alunos, em duplas, realizando medi¢cbes corporais para
investigar a presenca da proporcao aurea.

Figura 5.3 — Alunos realizando medicGes corporais durante a atividade pratica

Estudo de Caso 3: Atividade Pratica de Crescimento Populacional e Fibonacci

Contexto:

Em uma turma do 3° ano do ensino médio, composta por 35 alunos, realizou-se uma
atividade prética sobre crescimento populacional utilizando a sequéncia de Fibonacci como
modelo. A proposta foi desenvolvida em duas aulas de 50 minutos e teve como finalidade
mostrar como a Matematica pode ser aplicada para compreender fenébmenos naturais, a
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partir do famoso problema de Fibonacci sobre o crescimento de coelhos.
Objetivos:

» Demonstrar como a sequéncia de Fibonacci pode ser usada para modelar o cresci-
mento populacional.

* Relacionar a sequéncia de Fibonacci com a biologia e os fenbmenos naturais.

* Incentivar o raciocinio l6gico e a resolucao de problemas matematicos através de
um contexto real.

Desenvolvimento da Atividade:

« Foi apresentado o problema classico de Fibonacci sobre o crescimento da populagao
de coelhos, onde os alunos deveriam calcular o nimero de pares de coelhos ao
longo de varios meses, aplicando a sequéncia.

* Em seguida, os estudantes fizeram uma simulagdo do crescimento populacional em
grupos, utilizando gréaficos e representagdes visuais da sequéncia.

Observacoes sobre o Impacto Pedagogico: A atividade foi bem recebida, pois
possibilitou aos alunos uma compreensao pratica de como uma sequéncia matematica
simples pode ser usada para modelar problemas do cotidiano, como o crescimento popula-
cional. O uso de graficos e representagdes visuais facilitou o entendimento dos conceitos
matematicos, tornando o aprendizado mais tangivel e acessivel. Essa abordagem dialoga
com Piaget (1975), ao estimular o desenvolvimento das operagdes formais, e com (Ausubel;
Hanesian; Novak, 1980), ao partir de conceitos significativos para a aprendizagem.

Feedback dos Estudantes: Carlos (15 anos): “Foi muito interessante ver como
a matematica pode ser usada para resolver problemas reais, como o crescimento das
populagdes. Nunca imaginei que a sequéncia de Fibonacci estivesse por tras disso.” Maria
(15 anos): “A atividade foi divertida, e o gréfico ficou muito legal! Agora entendo como a
sequéncia de Fibonacci funciona, ndo apenas como uma férmula, mas como uma ferramenta
para resolver problemas do mundo real.”

Abaixo, seguem as fotos dos alunos em grupo durante a atividade pratica de cresci-
mento populacional.



Capitulo 5. Estudos de Caso e Relatos de Experimentos sobre a Sequéncia de Fibonacci no Ensino
Medio 82

Figura 5.4 — Registro dos alunos em grupo durante a atividade pratica de crescimento populacional

Estudo de Caso 4: Sequéncia de Fibonacci na Natureza

Contexto:

Em uma turma do 3° ano do ensino médio, composta por 32 alunos, realizou-se uma
atividade prética ao ar livre, com duragéo de duas aulas de 50 minutos, cujo objetivo foi
identificar a presenga da sequéncia de Fibonacci em elementos naturais, como plantas,
arvores e flores no entorno da escola

Objetivos:

 Levar os alunos a observar fenébmenos naturais que seguem a sequéncia de Fibo-
nacci.

 Estimular a exploracéo ativa da matematica no ambiente natural.

« Conectar a teoria matematica a realidade do mundo fisico.

Desenvolvimento da Atividade:

A atividade iniciou-se com uma breve exposi¢do teorica sobre a sequéncia de
Fibonacci e sua ocorréncia na natureza, incluindo exemplos como a quantidade de pétalas
em flores, a disposicao das folhas no caule (filotaxia) e os padrbes presentes em frutos.

Na etapa seguinte, os alunos, organizados em grupos, percorreram os arredores da
escola observando e registrando padrées encontrados em flores e plantas, verificando a
ocorréncia de numeros da sequéncia. As anotacoes foram feitas em cadernos e, em alguns
casos, acompanhadas de registros fotograficos.
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Tabela 5.2 — Observacoes de padroes da sequéncia de Fibonacci na natureza

Termo da
Grupo de |Planta/Flor NUmero de L Observagoes
, . sequéncia de L.
Alunos |Observada pétalas/espirais . . adicionais
Fibonacci
Seguiu exatamente
Grupo 1 |Margarida 34 pétalas 34 um numero da
sequéncia
. - Padrao bem visivel
Grupo 2 |Girassol 55 espirais 55
no centro da flor
Exemplo cléssico de
Grupo 3 |Lirio 3 pétalas 3 ) P )
Fibonacci
Rosa
Grupo 4 |(variedade 5 pétalas 5 Fé&cil de identificar
simples)
8 espirais em uma Mostrou dois termos
Grupo 5 |Pinha ) p~ 8e 13 .
direcdo e 13 em outra da sequéncia
o Visualizagao clara
. 8 e 13 espirais .
Grupo 6 |Abacaxi ) ) 8e13 em diferentes
diagonais )
angulos

Observacoes sobre o Impacto Pedagodgico: A atividade ao ar livre proporcionou
aos alunos uma experiéncia de aprendizado mais dindmica e interativa. A observagao direta
da sequéncia na natureza despertou curiosidade e valorizou o conhecimento cientifico. De
acordo com (Dewey, 1959), a experiéncia concreta no ambiente real estimula a aprendiza-
gem ativa e contextualizada. A proposta também se alinha ao pensamento de Freire (1996),
ao valorizar a investigacao e o didlogo com o mundo.

Feedback dos Estudantes: Pedro (16 anos): “Foi incrivel ver como a matematica
aparece de forma tao clara na natureza. Nunca imaginei que fosse tao facil encontrar
Fibonacci nas plantas ao nosso redor.” Luciana (17 anos): “Eu sempre pensei que a
matematica fosse apenas um monte de nimeros, mas agora vejo que ela tem uma ligagao
direta com a vida. As plantas sdo como uma obra de arte natural!”

Os relatos de experiéncias pedagdgicas mostraram que a sequéncia de Fibonacci
pode ser uma ferramenta altamente eficaz no ensino médio, ndo apenas por sua relevancia
matematica, mas também por sua capacidade de envolver os alunos em atividades inter-
disciplinares que conectam a matematica com outras areas do conhecimento, como arte,
biologia e ciéncias naturais. As atividades praticas e a observacao direta, como no caso
da exploracao da natureza e da arte, ajudaram os alunos a perceber a matematica como
algo vivo e presente no seu cotidiano, gerando um impacto positivo no seu aprendizado
e na percepgao da matematica como uma disciplina interessante e Gtil. As experiéncias
dialogam com uma perspectiva construtivista de ensino, que valoriza a interacao, o contexto
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e a construcao ativa do saber.

5.1 Beneficios Pedagogicos do Ensino da Sequéncia de Fibonacci

O ensino da sequéncia de Fibonacci oferece uma série de beneficios pedagogicos,
incluindo:

» Desenvolvimento do Pensamento Ldgico: Os alunos sdo desafiados a enten-
der o conceito de sequéncia e a reconhecer padrdes, habilidades essenciais no
desenvolvimento do raciocinio logico.

* Integracao de Disciplinas: A sequéncia de Fibonacci pode ser conectada a varias
areas, promovendo uma abordagem interdisciplinar no curriculo escolar.

» Estimulo a Criatividade: As atividades praticas e visuais, como a criagao de espirais
ou o estudo da arte e arquitetura, ajudam a desenvolver a criatividade dos alunos.

» Conexao com o Mundo Real: Ao aplicar a sequéncia de Fibonacci em fendmenos
naturais e no design artistico, os alunos percebem a importancia da matematica no
mundo ao seu redor.

A sequéncia de Fibonacci, por sua riqueza matematica e por suas multiplas cone-
x6es com o mundo natural, artistico e cientifico, revela-se um tema de grande potencial
pedagogico para o Ensino Médio. Sua simplicidade estrutural, aliada a profundidade concei-
tual e a beleza de suas aplicagdes, permite que ela seja explorada de maneira acessivel,
interdisciplinar e significativa.

Ao longo deste capitulo, foram apresentadas propostas de introdug¢do ao conceito,
atividades préticas e investigativas, estratégias interdisciplinares e sugestdes de avaliagao.
Tais abordagens visam ndo apenas o desenvolvimento do raciocinio légico e da habilidade
de reconhecer padrdes, mas também o estimulo a criatividade, a curiosidade e a valorizagao
da matematica como ferramenta de compreensao do mundo.

A integragédo da sequéncia de Fibonacci com areas como Biologia, Arte, Histéria,
Fisica e Computagéo evidencia a importancia de uma pratica docente que ultrapasse
os limites tradicionais das disciplinas e que promova um aprendizado contextualizado,
colaborativo e critico. Nesse sentido, a sequéncia de Fibonacci torna-se um excelente
ponto de partida para projetos interdisciplinares, incentivando o protagonismo estudantil e a
construgao de saberes integrados.

Em tempos em que se busca uma educagdo mais humanizada, conectada com
os desafios contemporaneos e com o cotidiano dos alunos, temas como a sequéncia
de Fibonacci oferecem uma oportunidade impar de reinventar o ensino da matemaética,
tornando-o mais envolvente, relevante e transformador.
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CONCLUSAO

A sequéncia de Fibonacci, com suas propriedades matematicas fascinantes e
suas diversas aplicagdes no mundo natural, nas artes e na ciéncia, se revela como uma
ferramenta poderosa para o ensino de matematica, especialmente no contexto do ensino
médio. Ao longo desta dissertagao, foi possivel demonstrar que, além de sua importancia
tedrica, a sequéncia de Fibonacci possui um valor pedagogico significativo, oferecendo
aos estudantes uma forma de conectar conceitos matematicos abstratos a fenébmenos do
cotidiano.

Primeiramente, foi discutida a definicdo da sequéncia de Fibonacci e suas proprieda-
des, como a recursividade e a relagdo com a propor¢ao aurea, que explicam a presenca da
sequéncia em uma infinidade de processos naturais e estéticos. A exploragao das diversas
aplicacoes da sequéncia, tanto em contextos naturais, como no crescimento das popula-
¢des ou na disposicao das pétalas das flores, quanto nas artes e na arquitetura, permitiu
evidenciar a ubiquidade da sequéncia e como ela serve como modelo para fenémenos de
ordem, harmonia e eficiéncia.

No campo educacional, este trabalho enfatizou a importancia de integrar a sequéncia
de Fibonacci ao ensino de matematica no ensino médio. A sequéncia se apresenta como
uma excelente ferramenta para desenvolver habilidades de raciocinio I6gico, resolu¢do de
problemas e pensamento critico. A aplicacdo de atividades praticas e interdisciplinares,
como a criacao de espirais ou a analise da sequéncia na natureza, permite que os alunos
percebam a matematica ndao apenas como um conjunto de férmulas, mas como uma
linguagem para compreender o mundo ao seu redor.

Ao integrar a sequéncia de Fibonacci a outras disciplinas, como arte, biologia,
fisica e computagéo, o ensino da matematica pode se tornar mais dindmico e motivador,
estimulando a criatividade e o interesse dos alunos. Além disso, a sequéncia oferece uma
rica oportunidade para o desenvolvimento de competéncias que s&o essenciais ndo sé
para o aprendizado da matematica, mas para a compreensao e solugao de problemas em
diversas areas do conhecimento.

Por fim, fica evidente que a sequéncia de Fibonacci, com suas multiplas aplicacées
e beleza intrinseca, € muito mais do que um simples conceito matematico. Ela € uma chave
para a compreensao de padrdes que governam a natureza, a arte e até a tecnologia. A
insercdo dessa sequéncia no curriculo do ensino médio ndo sé enriquece o aprendizado
matematico, mas também prepara os alunos para explorar o mundo de maneira mais
profunda e criativa. Acredita-se que, com a continuacéo do estudo e da aplicagéo de tais
conceitos, sera possivel promover um ensino mais significativo e envolvente para as futuras
geracdes de estudantes.
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APENDICE A - ATIVIDADE 1: O PROBLEMA DOS COELHOS E A INTRODUCAO A
SEQUENCIA DE FIBONACCI

Nesta atividade, vocé ira explorar um dos problemas mais famosos da histéria da
Matematica, apresentado por Leonardo de Pisa, conhecido como Fibonacci, em seu livro
Liber Abaci (1202). O objetivo é identificar o padrao de crescimento de uma populacao de
coelhos e descobrir a sequéncia numérica que surge dessa situagao.

Leia atentamente a situagao-problema e preencha a tabela com a evolugéo do
namero de pares de coelhos més a més.

Situacao-Problema

Em uma fazenda ideal, um criador inicia com um par de coelhos recém-nascidos.
Sabemos que:

1. Cada par de coelhos torna-se fértil a partir do segundo més de vida;

2. A cada més, cada par fértil gera um novo par de coelhos;

3. Os coelhos nunca morrem;

4. Os pares gerados tornam-se férteis a partir do segundo més.

Quantos pares de coelhos havera apoés 1, 2, 3, ..., 12 meses?

Tabela de Crescimento Populacional

Més Numero de pares de coelhos Observagoes
1

OIN[oOojO|B~W[N

9

10
11
12

Questdes para Reflexao

1. Qual padréo vocé observou no crescimento do numero de pares de coelhos?
2. Escreva os 12 primeiros termos da sequéncia obtida.

3. Consegue encontrar uma relagao entre cada termo e os dois anteriores?

4. Vocé conhece outros contextos em que essa sequéncia possa aparecer?
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APENDICE B - ATIVIDADE 2: A SEQUENCIA DE FIBONACCI NA NATUREZA

Nesta atividade, vocé ira observar elementos da natureza para identificar padroes
matematicos, especialmente os relacionados a sequéncia de Fibonacci. O objetivo é perce-
ber como a Matematica esta presente na organizagao natural de plantas, flores, sementes
e outros elementos.

Descricao da Atividade

1) Observe atentamente o objeto ou imagem recebida (girassol, pinha, abacaxi, marga-
rida, caracol, folha, fruto etc.).

2. Conte a quantidade de pétalas, espirais, fileiras ou segmentos visiveis.

3. Verifigue se os numeros encontrados pertencem a sequéncia de Fibonacci.

4. Registre as observagdes na tabela abaixo.

5. Analise o padréo identificado e prepare uma breve explicagdo para compartilhar
com a turma.

6. (Opcional) Produza um cartaz ou desenho representando o padrdo observado,
destacando espirais, simetrias ou proporgdes.

Tabela de Observacao

Objeto Elemento Pertence a
) Quantidade sequéncia? Observagoes
observado contado : ~
(Sim/Nao)

Questoes para Reflexao

1) O que vocé percebeu sobre a relagcao entre a natureza e a sequéncia de Fibonacci?

2) Por que vocé acha que esses padrdes sao tdo comuns em plantas e outros elementos
naturais?

3) A presencga desses padrdes pode ter alguma utilidade para o crescimento ou sobre-
vivéncia das plantas? Explique



APENDICE C - FOLHA DE REGISTRO DA ATIVIDADE 4

Nome da dupla/grupo:

Data: / /

Tabela C.1 — Registro das Medidas Corporais

Participante

Aluno 1

Aluno 2

Aluno 3

Aluno 4

A . AN
AtturaTotat(cm)

Umbigo ao Chéo (cm)

Razéo (Altura / Umbigo)

Altura da Cabega (cm)

Comprimento do Rosto (cm)

Razao (Cabeca / Rosto)

Brago (ombro—punho) (cm)

Ombro—cotovelo (cm)

Razao (Brago / Ombro—cotovelo)

Tamanho da Mao (cm)

Falange Maior (cm)

Razao (Mao / Falange)
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APENDICE D - FOLHA DE REGISTRO DA ATIVIDADE 6

Tabela D.1 — Relacéao entre catetos consecutivos da sequéncia de Fibonacci e a hipotenusa

resultante pelo Teorema de Pitagoras.

Cateto 1
(Fn)

Cateto 2
(Fn+1)

(Fn)?

(Fns1)?

Hipotenusa?
(Fn2+ Fpi1?)

Esse nimero
pertence a
sequéncia?

91
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APENDICE E - FOLHA DE REGISTRO DA ATIVIDADE 7

Figura E.1 — Relacao entre as diagonais do Tridngulo de Pascal e os numeros de Fibonacci.

Linha0 1

Linhal 1 1

LinhaZ 1 2 1

Linha3 1 3 3 1

Linhad 1 4 & 4 1

Linhas 1 5 10 10 35 1

Linhat 1 & 15 20 15 ¢ 1

Linha? 1 7 21 35 35 21 7 1
Linha® 1 8 28 56 70 56 28 8 1
Linha® 1 & 326 84 126 126 84 26 9§ 1
Linha 10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Roteiro de Investigacao

O roteiro de investigacao serve para guiar os alunos na identificagcdo de padrdes
dentro do Tridngulo de Pascal:

1) Observe a primeira diagonal do triangulo. Que nimeros aparecem?
2) Analise a segunda diagonal. Que numeros ela contém?
3) Continue para a terceira diagonal e anote os valores encontrados.

4) Compare 0s numeros observados nessas diagonais com os primeiros termos da
sequéncia de Fibonacci.

5) O que vocé conclui a partir dessa comparacao?
Tabela para Preenchimento

Os alunos deverao preencher uma tabela comparando a soma das diagonais do
Triangulo de Pascal com os termos da sequéncia de Fibonacci:

Tabela E.1 — Legenda

Linha do Triangulo de |Soma da diagonal Termo da sequéncia de
Pascal correspondente Fibonacci

12 linha
22 linha
32 linha
42 linha
52 linha
62 linha
72 linha
82 linha
92 linha
102 linha




APENDICE E. Folha de Registro da Atividade 7
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