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"A Matematica é a rainha das ciéncias, e a Arit-
mética é a rainha da Matematica."

Carl Friedrich Gauss.



RESUMO

Esta dissertacao apresenta grandiosas aplicacoes da Aritmética Modular e mostra a sua
importancia para o ensino-aprendizagem de matemética. E relatado um Historico da
Aritmética Modular, apresentando os principais nomes da Teoria dos Numeros e da Con-
gruéncia Modular, em destaque o Principe da Matematica, Gauss. Em seguida, é evi-
denciado que héa possibilidade de inserir objetos de conhecimento da Aritmética Modular
nos organizadores curriculares da educacao bésica, segundo os documentos normativos,
autores, pesquisadores e professores. Para enfatizar a importancia para o ensino bésico, é
realizada a fundamentacao tedrica com os principais topicos da Teoria dos Numeros, tais
como a Divisibilidade, o Algoritmo da Divisao, o Maximo Divisor Comum, o Algoritmo de
Euclides, os Numeros Primos e as Equagoes Diofantinas. Além disso, aborda-se a nogao
de Congruéncia apresentando diversos exemplos e aplicagoes no ensino, dando destaque a
Aritmética dos Restos, aos Critérios de Divisibilidade, aos Digitos Verificadores dos CPF,
cartoes de crédito, ao Calendario e as Congruéncias Lineares. Por fim, é mostrada as
particularidades da Arimética Modular, especificamente as Classes Residuais, em que sao
constatadas e evidenciadas como principal contribuicao desta pesquisa, uma aplicacao das
Classes Residuais como processo simplificativo na resolugao de Equagoes Diofantinas.

Palavras Chave: Aritmética Modular. Classes Residuais. Congruéncia. Equacoes
Diofantinas.



ABSTRACT

This dissertation presents great applications of Modular Arithmetic and shows its im-
portance for teaching and learning mathematics. To this end, initially, a brief History
of Modular Arithmetic is reported, presenting the main names in Number Theory and
Modular Congruence, highlighting the Prince of Mathematics, C. F. Gauss. Next, it
is highlighted that there is the possibility of inserting knowledge (content) of Modular
Arithmetic in basic education curriculum organizers, according to normative documents,
authors, researchers and teachers. Furthermore, emphasizing its importance for basic
education, a foundation is made theory with the main topics of Number Theory, such
as Divisibility, Division Algorithm, Greatest Common Divisor, Euclid’s Algorithm, Num-
bers Cousins and the Diophantine Equations. Furthermore, the notion of Congruence is
addressed by presenting several examples and applications in teaching, highlighting the
Arithmetic of Remainders, the Divisibility Criteria, the Check Digits (CPF and credit
cards), the Calendar and Linear Congruences. Finally, particularities of the Modular
Arimetics, especially the Residual Classes Module m, in which, as the main contribution
of this research, applications of the Classes Residuals as a simplifying process in solving
Diophantine Equations.

Keywords: Modular Arithmetic. Residual Classes. Congruence. Diophantine Equati-
ons.
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1 INTRODUCAO

Nesta pesquisa serao abordadas situagoes que envolvem a Teoria dos Nimeros,
em especial a Aritmética Modular. O termo Aritmética deriva do grego Arithmos, ou
seja, significa nimero. E um ramo da matematica pura que se preocupa com as proprie-
dades dos ntameros inteiros. Sendo assim, ela é reconhecida como a ciéncia dos nimeros,
e compreender essa area ¢ de extrema relevancia para o sucesso do processo de ensino e
aprendizagem, visto que auxilia na estruturacao do raciocinio e contribui para o desen-
volvimento de processos transversais, pois muitos problemas que envolvem a Aritmética
sao facilmente compreendidos até por nao-matematicos.

Atualmente uma das ferramentas mais importantes na Teoria dos Numeros é
a Aritmética Modular, pelo fato de envolver o conceito de Congruéncia, pois nos per-
mite resolver diversas situagoes-problemas relacionadas a Divisibilidade, as Congruéncias
Lineares, as Classes Residuais e as Equagoes Diofantinas Lineares — topicos que serao en-
fatizados nesta dissertagao. A Aritmética modular tem muita aplicabilidade no cotidiano,
no entanto, nos organizadores curriculares do Ensino Basico contém apenas os conceitos
e defini¢oes basicas de niimeros naturais e suas operacoes, miltiplos, divisores, niimeros
primos, niimeros compostos, regras de divisibilidade, maximo divisor comum, minimo
miultiplo comum e conceitos iniciais de ntimeros inteiros e suas operagoes. Estes topicos
sao relacionados & Teoria dos Numeros, em especial, & Aritmética Modular que é muito
mais ampla e os livros didéaticos deixam de abordar uma grande parte deles.

Deste modo, diante do exposto, esta pesquisa mostra a importancia da Aritmética
Modular para o ensino-aprendizagem de matematica. Para tanto, sao enfatizados os
principais pontos da Histéria da Aritmética Modular, seu enfoque na Educacao Bésica, e
suas aplicagoes no ensino e no cotidiano, dando énfaze as Classes Residuais que facilitam
a resolucao das Equagoes Diofantinas.

Na primeira secao desta pesquisa sao relatados pontos importantes do Historico
da Aritmética Modular, dando énfaze ao Principe da matematica, o alemao Carl Friede-
rich Gauss que inseriu a no¢ao de congruéncia em sua obra "Disquisitiones Arithmeticae".
Em seguida, abordam-se vistas sobre o Ensino de Aritmética Modular na Educacao Ba-
sica, que embora nao possua de forma detalhada os objetos de conhecimentos (contetidos)
dessa area nos organizadores curriculares, exitem documentos normativos, autores, pes-
quisadores e professores que defendem a insercao da Arimética Modular no Ensino Bésico.

Na segunda secao é feita uma fundamentacao teérica com os principais topicos da
Teoria Elementar dos Ntuimeros, tais como a Divisibilidade, ao Algoritmo da Divisao, ao
Maximo Divisor Comum, ao Algoritmo de Euclides, aos Numeros Primos e as Equacoes
Diofantinas. Sao apresentados ainda, para esses topicos, exemplos e aplicagoes.

Na terceira se¢ao aborda-se a noc¢ao de Congruéncia, um dos fundamentais con-
téudos da Aritmética Modular, que possui diversos exemplos e aplica¢oes no ensino, como
mostrados nesta pesquisa. Ainda nesta parte, é dado destaque a Aritmética dos Restos,
aos Criterios de Divisibilidade mnemonicos e nao mnemonicos, aos Digitos Verificadores
de CPF e cartoes de crédito, ao Calendario e as Congruéncias Lineares.
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Finalizando com maestria, na quarta secao desta dissertacao, retratam-se ainda
particularidades da Arimética Modular, em especial as Classes Residuais Moédulo m. Con-
cluindo, sao constatadas e evidénciadas, como principal contribuicao desta pesquisa, apli-
cagoes das Classes Residuais como um processo simples e agil na resolu¢ao de Equagoes
Diofantinas.
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2 O ENSINO DE ARITMETICA MODULAR

Nesta parte sera enfatizada um pouco do Histérico da Aritmética Modular desta-
cando alguns nomes da construcao e do desenvolvimento da matemaética, tais como o de
Tales de Mileto, Pitagoras de Samos, Diofanto de Alexandria, Pierre de Fermat, Leonhard
Euler, Carl Friederich Gauss, entre outros. Consequentemente sera abordado o Ensino
de Aritmética Modular na visao de alguns documentos norteadores da educacao junta-
mente com a analise de organizadores curriculares da educacao bésica e posteriormente
com visoes de alguns autores referente a insercao da Aritmética Modular nos curriculos
educacionais.

2.1 Histoérico da Aritmética Modular

Ao longo da historia, a forma de entender e representar os niimeros foi evoluindo
de forma eficaz, a fim de tentar solucionar as necessidades da humanidade. Apesar de os
nimeros inteiros positivos comporem o sistema matematico mais “simples”, o estudo de
suas propriedades exerce grande encanto na mente humana desde os primoérdios, estin-
gando muitos estudiosos através de seus conceitos e propriedades que vao além de qualquer
simplicidade.

Por volta de 2500 a.C., os Sumérios ja tinham seu proprio calendéario e faziam o
uso da base sexagesimal. Notava-se que, no estudo de astronomia, ja desenvolviam algum
tipo de aritmética.

Os papiros demonstram as formas de escrita e as habilidades dos povos de épocas
primitivas, eles sao uma das provas matematicas mais importantes do Antigo Egito, local
de origem do Papiro de Rhind ou Papiro de Ahmes datado de 1650 a.C. Esse documento
¢ um dos artigos mais famosos, em que um escriba de nome Ahmes relata a solugao de 85
problemas de aritmética, fragoes, calculo de areas, volume e progressoes. Assim é possivel
perceber como a Matemaética era praticada neste periodo da histoéria.

Segundo BARBOSA 2017 (p.23) a primeira abordagem cientifica da Teoria dos
Numeros é atribuida aos gregos, por volta de 450 a.C. consoante Hefez (2015), acredita-se
que Tales de Mileto (624-558 a.C.) tenha introduzido na Grécia o estudo da Matematica
que havia aprendido com os egipcios.

O matematico e filosofo grego Pitdgoras de Samos (582-497 a.C.) e seus segui-
dores, chamados de pitagoricos, foram os primeiros a classificar os ntimeros em pares,
impares e primos. Sabe-se que a Teoria dos Numeros é um ramo da matemética que se
preocupa com as propriedades dos niimeros inteiros e que anteriormente ja foi chamada
de Aritmética Superior, porém esse termo caiu em desuso.

Os gregos antigos abordaram diversos problemas referentes a Teoria dos Nimeros,
dentre os quais podemos destacar o calculo do maximo divisor comum de dois nimeros,
a determinacao dos ntimeros primos menores que um inteiro dado e a demonstracao de
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que h& uma infinidade de ntimeros primos.

Pode-se destacar também o matematico e geometra Euclides de Alexandria (330-
275 a.C.) que, consoante solicitagdo do imperador da parte egipcia da Grécia Antiga:
Ptolomeu I, elaborou a obra “Os Elementos”, composta por 13 livros. Entre estes, os
livros VII, VIII e IX abordam conceitos numéricos a partir de uma linguagem geométrica
que faz referéncia a Teoria dos Ntumeros.

Diofanto de Alexandria é outro matematico que também recebe muito destaque.
A sua obra “Arithmetica” escrita por volta de 250 d.C., aborda essencialmente solugoes
de equagoes indeterminadas com coeficientes inteiros.

GROENWALD, L.O. e F. 2005 afirmam que embora a Matemética tenha sido
intensamente estudada por outros autores gregos, e, posteriormente, por drabes, indianos
e europeus, a Teoria dos Niimeros, como toda ciéncia, teve suas perdas pela nao divulgacao

e producao velada no periodo do apagao cientifico, cultural e artistico, provocado até o
século XVII.

Entre 1621 e 1636, o francés Pierre de Fermat adquiriu uma cépia do texto original
em grego da Aritmética de Diofanto, que foi publicada em 1612 por Bachet — divulgou
também essa copia com uma tradugao latina, lingua utilizada pelos europeus eruditos
da época. Fermat teve seu interesse despertado pela Teoria dos Numeros a partir de
anotagoes das suas ideias que surgiram diante da leitura referente ao texto de Diofanto.

Fermat, que nasceu 1601, nao era matemético por profissao e sim magistrado,
apesar de lidar muito bem com a matematica. Havia poucos mateméticos na época.
Marin Mersenne, frade francés, foi um dos mais famosos encarregados pelas divulgacoes,
por meio de cartas, de novidades e resultados obtidos na matematica para “Republica
de Letras”, onde era muito amigo de grandes mateméaticos, como Descartes, Pascal e o
proprio Fermat.

Foi através das cartas enviadas a Mersenne e a outros matematicos que grande
parte da obra de Fermat ficou conhecida. Apoés a sua morte em 1665, seu filho Samuel
Fermat encarregou-se de coletar e publicar a obra de seu pai, que estava dispersa em cartas
e anotagoes. Ele iniciou desde a publicacao da Aritmética de Diofanto, até as anotacoes
feitas por Fermat. Dentre elas a mais famosa anotacao é o famoso Ultimo Teorema de
Fermat — nao existe solu¢ao nao nula para a equacao ™ + y™ = 2", onden > 3 e x,y, 2
sao nameros inteiros. Esse Teorema foi provado em 1995 pelo inglés Andrew Wiles, mais
de 300 anos ap6s ser enunciado por Fermat.

O suigo Leonhard Euler (1707-1783), é considerado o sucessor de Fermat. Euler
contribuiu para quase todas as areas da Matematica pura e aplicada com suas obras no
periodo do séc XVIII.

Christian Goldbach (1690-1764) era um professor da Academia das Ciéncias de
Sao Petesburgo e foi através dele, em uma correspondéncia, que Euler teve um dos seus
primeiros acessos a obra de Fermat. Em 1729, Goldbach indagou Euler, em uma de suas
correspondéncias, da seguinte forma: “|...] vocé conhece a observagao de Fermat de que
todos os niimeros da forma 22" 41 sdo primos? |...|”. Euler nao demonstrou muito interesse
e basicamente um ano depois comecou a ler a obra de Fermat. E, em alguns anos depois,
provou boa parte dos resultados enunciados por Fermat, inclusive a questao proposta por

Goldbach.
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Desse modo, Euler proporcionou grande popularizacao da Teoria dos Niimeros,
contudo, o estudo de forma metodolégica aperfeicoou-se com a obra “Disquisitiones Arith-
meticae” do alemao Carl Friedrich Gaus (1777-1855), publicada em Leipzig (1801). A obra
ficou dividida em sete partes: 1. Congruéncias em geral; 2. Congruéncias de primeiro
grau; 3. Resto de Poténcias; 4. Congruéncias de segundo grau; 5. Formas quadraticas; 6.
Aplicagoes; 7. Divisoes do circulo.

Dessa forma, Gauss contribuiu de forma sistemaética, com auxilio dos estudos de
matematicos anteriores, para o desenvolver da Aritmética Modular. Segundo BARBOSA
2017 (pg. 25)

Gauss foi um matematico, astronomo e fisico alemao que
contribuiu muito em diversas areas da ciéncia, dentre elas
a Teoria dos Numeros, Estatistica, Analise Matemaética, As-
tronomia e Optica. Alguns se referem a ele como “Principe
da Matemética”. Ele considerava a Matemaética como rainha
das ciéncias.

Gauss introduziu a nogao de congruéncia, inclusive com a notagao usada até hoje.
Sendo assim, portanto, fundamental para a Aritmética Modular.

2.2 A Aritmética Modular na Educacao Béasica

Observa-se que, desde os anos iniciais do ensino fundamental na educacao ba-
sica, a Aritmética é apresentada de forma concomitante entre o trabalho com ntmeros e
operagoes e com o ensino do espago e das formas, sendo que esses conceitos matematicos
sao um dos primeiros assimilados pelas criangas. Conforme MARONESE 2016 (p.21) é
necessario evidenciar que mesmo antes de chegar a escola, a crianca ja possui uma noc¢ao
de nimero, a qual foi sendo construida a partir de atitudes naturais de agrupamento e
seriagao por ela vivenciadas.

Pode-se conceituar a aritmética como o ensino dos niimeros e operagoes entre
eles, mas LINS e GIMENEZ 2000 (p.33) afirmam que é muito mais que isso, a educagao
aritmética em si também inclui:

a) representagoes e significagoes diversas (pontos de referén-
cias (sic.) e nucleos, que ampliam a ideia (sic.) simples do
manipulativo); b) andlise do porqué dos algoritmos e divisi-
bilidade (elementos conceituais); c¢) uso adequado e racional
de regras (técnicas, destrezas e habilidades); e d) descober-
tas ou “teoremas” (descobertas, elaboragao de conjecturas e
processos de raciocinio).

A Aritmética Modular, a “mateméatica dos restos”, é o ramo da matemaética que
estuda as propriedades e relagoes entre niimeros inteiros quando agrupados em classes de
congruéncia. O ensino de Aritmética Modular compoe uma parte fundamental da Teoria
dos Nimeros, pois é baseado no conceito de congruéncia modular, que é uma relagao entre
dois ntimeros inteiros quando a diferenca entre eles é divisivel por um terceiro namero fixo.
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Em termos mais simples, dois nimeros sao congruentes se, ao serem divididos pelo mesmo
nimero, possuirem o mesmo resto. Por exemplo, em aritmética modular com moédulo 5, os
nameros 8 e 13 sdo congruentes porque ambos deixam o mesmo resto (3) quando divididos
por 5.

Diante das pesquisas na literatura especifica, evidenciou-se que os contetidos de
Aritmética Modular nao estao explicitamente dentre os objetos de conhecimentos pro-
postos pelos documentos normativos da educagao brasileira, tais como a Base Nacional
Comum Curricular — BNCC (a versao final para a Educacao Infantil e o Ensino Fun-
damental foi homologada no ano de 2017, enquanto a versao para o Ensino Médio foi
homologada um ano depois, em 2018) e, de modo mais especifico, o Documento Curricu-
lar do Territorio Maranhense — DCTMA (a versao para a Educagao Infantil e o Ensino
Fundamental foi homologada em 2019 e a versao mais recente para o Ensino Médio foi
homologada em 2022). Nesses documentos, a etapa do Ensino Fundamental é dividida
em areas de conhecimento, composta por componentes curriculares que, assim como as
areas, também possuem competéncias especificas. Ja o Ensino médio é estruturado em
5 eixos principais: Formagao Geral Béasica; Itinerarios Formativos; Integragao Curricular;
Orientacao Educacional e Tutoria.

Porém, por mais que nao esteja de forma explicita nos curriculos, a Aritmética
Modular pode ser objeto de estudo na Educagao Béasica, nao com o objetivo de ser apenas
mais um conteido previsto, mas cada docente tem a possibilidade de atar aos objetos de
conhecimento ja presente nos organizadores curriculares. A Organizacao para a Coope-
ragao e Desenvolvimento Econémico - OCDE 2016 (p.47) fortalece esse intuito quando
afirma que

Talvez ainda mais importante que o contetido que os alunos
levam da escola e o ato de simplesmente “aprender a apren-
der”. Ao longo de suas experiencias escolares, os estudantes
adotam estratégias de aprendizado que eles entao aplicam
ao longo de suas vidas. Estratégias de aprendizado sao uma
parte integral da aquisicao de conhecimento e podem ser de-
finidas como os pensamentos e agoes que os alunos usam para
completar tarefas de aprendizado.

Observa-se que desenvolver a Aritmética Modular na Educagao Basica pode ser
um grande motivador para a aprendizagem, em decorréncia de sua excelente possibilidade
de contextualizacao, o que permite a construcao de diversas e desafiadoras propostas de
atividades pedagogicas. Com efeito, contribui para o processo de aprendizagem efetiva,
além de promover o letramento matemaético e a autonomia dos alunos. Vale destacar
ainda que MATTOS, PUGGIAN e LOZANO 2011 (p. 11) complementam que o ensino
da Aritmética Modular na Educagao Bésica auxilia a consolidacao do conceito de divi-
sibilidade, proporciona que os alunos conhecam um contexto diferente para a realizagao
das operacoes aritméticas e, ainda, incentiva um maior desenvolvimento do pensamento
aritmético e sua ligacao com o algébrico.

Outros autores defendem também a insercao da Aritmética Modular na educacao
bésica, tais como L. M. SILVA e PONTES 2023 (p.13) ao argumentarem que ela pode
auxiliar no desenvolvimento do pensamento matematico e na resolucao de problemas.
Segundo FERREIRA et al. 2018 (p.49), devido & importancia do estudo e aplicabilidade
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das congruéncias modulares que estimulam o desenvolvimento de habilidades essenciais
para a formacao do aluno, propoe o ensino de Congruéncias Modulares a partir do 6° ano
do Ensino Fundamental.

Conforme a afirmacao mencionada anteriormente de Ferreira e diante do Orga-
nizador Curricular de Matemética do DCTMA, nota-se que a insercao da Aritmética
Modular pode ser feita, nao apenas a partir do 6° ano, mas desde o 5° ano do Ensino
Fundamental, visto que ha possibilidade de fazer a relacao dela com alguns objetos de
conhecimento de algumas habilidades desse ano e de anos posteriores. Nesse intuito, con-
forme MARANHAO 2019 (p.335-350), destacam-se os seguintes codigos de habilidades:

(EF05MA10) Concluir, por meio de investigagoes, que a re-
lacao de igualdade existente entre dois membros permanece
ao adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir cada um desses
membros por um mesmo numero, para construir a nogao de
equivaléncia.

(EFO6MAO05) Classificar ntimeros naturais em primos e
compostos]...].

(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam
as ideias de multiplo e de divisor.

(EFO7TMAO1) Resolver e elaborar problemas com nimeros
naturais, envolvendo as nogoes de divisor e de multiplo, |[...].
(EFOTMAO04). Resolver e elaborar problemas que envolvam
operagoes com numeros inteiros.

(EFOTMA04MA) Compreender a histéria do uso de letras ou
sfmbolos na Matematica.

Constata-se que, no Ensino Fundamental do 5° ao 7° ano, hé& possibilidade da
insercao da nogao de congruéncia no componente curricular Matematica. Note que a
habilidade ntiimero 10 do 5° ano tem como objeto de conhecimento “Propriedades da
igualdade e nocao de equivaléncia”’, desse modo é pertinente abordar a simbologia de
congruéncia = como uma noc¢ao de equivaléncia enfatizando suas propriedades.

Essa nocgao vai ser aprofundada no 6° ano, visto que a habilidade ntumero 05 e
06 possuem como objetos de conhecimento “Miiltiplos e Divisores de um nimero natural;
Numeros primos e compostos.”, percebe-se que os alunos terao um contato mais acentuado
com os critérios de divisibilidade, a qual é uma excelente oportunidade para aprofundar
a nog¢ao de congruéncia, ja que é uma nova maneira de se comparar os nimeros naturais.
Por exemplo, dividindo uma turma de 31 alunos em dois grupos, de modo que um grupo
A tenha 14 alunos e um grupo B tenha 17, e consequentemente fizermos uma nova divisao
dentro de cada grupo formando subgrupos de 3 alunos, notaremos que ambos os grupos
terao 2 alunos sobrando. Assim, tem-se que 14 e 17 sao congruentes modulo 3, pois
quando divididos por 3, o resto é o mesmo.

Consequentemente, de encontro com a habilidade nimero 01 do 7°ano, cujo objeto
de conhecimento é “Multiplos e divisores de um nimero natural”’, a noc¢ao de congruén-
cia modular pode ser retomada. Nesse mesmo ano, essa nogao pode ser aprofundada
consoante a habilidade nimero 04 em que o objeto de conhecimento é “Numeros intei-
ros: usos, historia, ordenacao, associacao com pontos da reta numérica e operagoes”’, pois
ampliaremos a noc¢ao para o conjunto dos nimeros inteiros.
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SOUZA 2015 (p. 37), defende que a aritmética modular seja introduzida na grade
curricular das séries anos do Ensino Fundamental. Nesse sentido, a nog¢ao de congruéncias

pode ser aprofundada com inser¢io também das Equagoes Diofantinas, pois, segundo
MARANHAO 2019 (p.335-350):

(EFO8MAOQ7) Associar uma equagao linear de lo grau com
duas incognitas a uma reta no plano cartesiano.
(EFOSMAO08) Resolver e elaborar problemas |...] representa-
dos por sistemas de equagoes de 1o grau com duas incogni-
tas e interpreta-los, utilizando, inclusive, o plano cartesiano
COMmo recurso.

(EFO8MAO02MA) Valorizar a linguagem Matematica para
expressar-se com clareza na resolucao de problemas.
(EFO9MA06) Compreender as fungdes como relagoes de de-
pendéncia univoca entre duas variaveis e suas representacoes
numérical...].

Verifica-se que a habilidade nimero 07, 08 e 02MA de matemaética no 8° ano, cujo
objetos de conhecimento sao “Associacao de uma equacao linear do 1° grau a uma reta no
plano cartesiano”, “Sistemas de equagoes polinomiais de 1° grau: resolugao algébrica e re-
presentagao no plano cartesiano”, permitem ao docente apresentar aos alunos alguns tipos
de equacoes diofantinas, além disso, podendo o mesmo sugerir a aplicacao da congruéncia
modular como um novo meio de resolugao. Vale salientar que esse ensino corrobora com
a terceira competéncia especifica de Matematica para o Ensino Fundamental presente na
BNCC, pois estabelece relacoes entre conceitos e procedimentos de Aritmética e Algebra
(BRASIL 2018). Esse fundamento sera aprofundado no ano seguinte, visto que para o
9° ano, obtendo a habilidade ntimero 06 com o objeto de conhecimento “Fungoes: repre-
sentagoes numeérica, algébrica e grafica”, que possibilita ao professor propor continuidade
ao estudo da congruéncia modular aplicada as equacoes diofantinas, relacionando com as
representacoes geométricas.

GOMES et al. 2015 (p.67) propoe o estudo de congruéncias no Ensino Médio.
Nesse mesmo intuito, E. M. OLIVEIRA et al. 2017 (p.05) acredita que esse objeto de
estudo quando aplicado nesse nivel de ensino pode levar aos educando habilidades que os
permitem criar conjecturas, deixando-os confortaveis para fazer abstragoes, provocando
argumentacoes de diferentes teores de escrita ou fala. Desse modo, ha possibilidades da
inser¢ao também da aritmética modular no ensino médio, note que a BNCC aponta cinco
competéncias especificas de matematica:

COMPETENCIA ESPECIFICA 1. Utilizar estratégias, con-
ceitos e procedimentos matemaéticos para interpretar situa-
¢oes em diversos contextos |[...].

COMPETENCIA ESPECIFICA 2. Articular conhecimentos
matematicos ao propor e/ou participar de agoes para inves-
tigar desafios do mundo contemporaneo |[...].
COMPETENCIA ESPECIFICA 3. Utilizar estratégias, con-
ceitos e procedimentos matematicos, em seus campos |...].
COMPETENCIA ESPECIFICA 4. Compreender e utilizar,
com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de represen-
tacdo matematicos |...].
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COMPETENCIA ESPECIFICA 5. Investigar e estabelecer
conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas|...].(BRASIL, 2019, p. 523).

Cada competéncia mencionada agrega uma grade habilidades a serem desenvol-
vidas. A partir de algumas analises e inferéncias, consoante & BRASIL 2018 (p.525-533)
vale destacar os seguintes cddigos de habilidades do curriculo do ensino médio:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano,
[...], que envolvem equagdes lineares simultaneas |...].
(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes
(EM13MAT401) Converter representagoes algébricas de fun-
¢oes polinomiais de 12 grau em representacoes geométricas
no plano cartesiano, [...].

(EM13MAT501) Investigar relagoes entre niimeros expressos

em tabelas para representa-los no plano cartesiano |...], reco-
nhecendo quando essa representacao é de fungéo polinomial
de 1° grau.

(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao
comportamento de duas varidveis numéricas |...].

A partir das habilidades em citadas, para o 1° ano do ensino médio o objeto
de conhecimento “Conjuntos e Fungoes; Fungbes Polinomiais do 1° grau”. Verificam-se
que os “Conjuntos” podem ser usados para representar classes de equivaléncia em rela-
¢ao a congruéncia modular. Por exemplo, se estivermos trabalhando moédulo 5, o con-
junto (0,5,10,15,...) representa a classe de equivaléncia para o (0 mod 5) , o conjunto
(1,6,11,16,...) representa a classe de equivaléncia para (1 mod 5), e assim por diante.
Além disso, func¢oes podem ser usadas para representar operagoes aritméticas que pre-
servam congruéncia modular. Por exemplo, pode-se definir uma fun¢ao f(x) que realiza
adi¢do modular, com destaque f(z) = (z + k) mod n para algum inteiro k& e modulo n.

Por outro lado, para o 2° ano do ensino médio, tem-se o objeto de conhecimento
“Sistemas de Equacgoes Lineares”. Verifica-se, em alguns casos, que os sistemas de equa-
¢oes podem ser reformulados como equagoes diofantinas, que por sua vez, permitem ser
resolvidos usando técnicas de congruéncia modular. Além disso, POMMER et al. 2008

(p. 56):

que o estudo de equagdes diofantinas lineares ocorra no En-
sino Médio o que disponibilizaria aos alunos uma maneira
elegante e sistemética de obter solugoes inteiras diferente-
mente das estratégias abordadas em muitos livros que sao
por meio de tentativa e erro ou da atribui¢ao de valor a uma
variavel com a determinacgao do valor correspondente da ou-
tra variavel.

Portanto, diante daquilo que foi exposto, pode-se inferir ainda mais que o en-
sino de Aritmética Modular pode estar sendo alinhado também ao curriculo do ensino
médio. MATTOS, PUGGIAN e LOZANO 2011 (p.11) al enfatiza que o estudo de assun-
tos inerentes a teoria dos niimeros favorece o desenvolvimento de ideias fundamentais da
matemaética, tais como: conjecturas, argumentacoes e demonstracoes, além de ajudar os
estudantes no entendimento conceitual da aritmética e da algebra.

19



3 TEORIA ELEMENTAR DOS NUMEROS

A primeira informacao confiavel sobre o conhecimento Aritmética é encontrada
nos monumentos histéricos do Antigo Egito e na Babilonia, relativa ao 3°-2° milénio a.C.

BOYER e Uta C. 2019.

Segundo BOYER e Uta C. 2019, a Aritmética veio a ocupar-se com uma classe
mais vasta de problemas que surgiram naturalmente a partir do estudo dos nimeros
inteiros. Consoante as formas que sao utilizadas e as situagoes que sao investigadas, essa
teoria citada pode ser subdividida em varios campos:

e Teoria Elementar: que utiliza as formas elementares da aritmética para verificacao
e comprovacao das propriedades essenciais do conjunto dos ntimeros inteiros e em
particular as propriedades dos niimeros primos;

e Teoria analitica dos niimeros: que utiliza a analise real e analise complexa; primor-
dialmente para estudas as propriedades dos nimeros primos;

e Teoria algébrica: que faz uso da algebra abstrata e estuda os nimeros algébricos;

e Teoria geométrica: que utiliza métodos geométricos, algébricos e analiticos.

Para este trabalho, serd dado énfase ao estudo da Teoria Elementar dos Niimeros,
ou seja, a Aritmética modular, visto que é uma area de conhecimentos fundamentais a
qualquer cidadao. E para fundamentar melhor os conceitos e defini¢coes que serao traba-
lhados neste capitulo, tém-se como principais fontes as obras de FILHO 1981, HEFEZ
2016a, HEFEZ 2016b, LEITAO 2019, RIBENBOIM 2012, SANTOS 2012 e VIEIRA 2020.

3.1 Divisibilidade

Definicao 3.1.1. Sejam a e b dois inteiros, com a # 0. Diz-se que a divide b, e escreve-se
a | b se, e somente se, existe um inteiro q tal que

b=ua-q

Nesse caso, diremos também que a é um divisor ou um fator de b ou ainda, que
b € um multiplo de a ou que b é divisivel por a. Escreve-se a 1 b para indicar que a nao
divide b, mostrando que nao existe nenhum nimero inteiro ¢ tal que b =a - q.

Vale destacar que se a é divisor de b, entao (—a) também sera divisor de b, pois
por (3.1) implica que b = (—a) - (—¢q), com ¢ inteiro. Desse modo, para qualquer inteiro
existem dois a dois iguais em valor absoluto e de sinais opostos.

Exemplo 3.1.1. Note que —5 | 40, pois 40 = (=5) - (=8), e ainda que 51 31, pois nao
existe um q € Z com 31 = (5) - (q)

Proposicao 3.1.1. Quaisquer os inteiros a,b,c e d, tem-se:
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—_

.a|0,1]aeal £1;

2. Seall, entio a = +1;

3. Sea|bec|d, entio ac | bd;

4. Sea|beb]|c, entioa | c;

5. Sea|beb|a,entioa = +b;

6. Sea|bcomb#0, entao |a| < |b|;
7. Seal|bealc, entioa| (bx+ cy);

A demonstracao dos itens da Proposi¢ao anterior é encontrada nas obras dos
autores citados no inicio desta secao. Em seguida, tem-se alguns exemplos.

Exemplo 3.1.2. Sejam a, b e c inteiros. Mostre que se a | b e a | ¢, entio a® | b- c.

Solugao. Como a | be a | ¢, tem-se que

b=a-q, com q € 7. (1)

c=a-qs, com qy € 7. (2)
Com efeito, multiplicando membro a membro das equagoes (1) e (2), obtém-se:

b‘C:a'a/'<Q1‘qg>:b'CZGQ‘(Q1'qg).
Portanto, a? | b c.

52024

Exemplo 3.1.3. Prove que o nimero M = — 7 nao é divisivel por 5.

Solu¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que o nimero M seja divisivel por 5. Logo, por
defini¢ao, existe um niimero inteiro ¢ de modo que

52020 _7=5.¢.
Logo,
7=50%_5.4
7=>5-(5"% —q).
Fazendo 52923 — ¢ = ¢/, tem-se que

7T=5-¢.

Ou seja, dessa forma, 7 seria divisivel por 5, o que é uma contradi¢ao. Portanto, o nimero
M = 52924 _ 7 nao é divisivel por 5.

Definicao 3.1.2. Sejam a e b dois inteiros e d # 0, chamamos de Divisor Comum dos
inteiros a e b um inteiro d tal que d | a e d | b.

Dizer que d é Divisor Comum de dois inteiros a e b significa que d pertence
simultaneamente aos conjuntos D(a) (indica todos os divisores de a) e D(b) (indica todos
os divisores de b), onde
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D(a)={x € Z*;x|a}. Comoz|a= x| (—a), logo D(a) = D(—a) = a=a1=(—a)(—1);
D) ={x € Z*;x|b}. Comox | b= x| (-=b), logo D(b) = D(—=b) = b= b-1=(—b)-(—1).

Assim, d € D(a,b), ou seja, D(a,b) = {z € Z*; v € D(a), x € D(b)}, pode-se afirmar
ainda que

D(a,b) = D(a) N D(b).

Vale destacar que 1, —1, a e —a sao divisores de a e, de modo anélogo, 1, —1, b
e —b sao os divisores de b, esses divisores sao chamados de divisores triviais de a e b.
Qualquer que seja o inteiro a nao nulo, se x | a e x | b entao

—a<xz<aeD(a)C[—a, a].
—b<z<beD()C[-b, bl

Portanto, qualquer inteiro diferente de zero tem um ntmero finito de divisores.

Dessa forma, como dois inteiros a e b quaisquer admitem sempre -1 e 1 como
divisores comuns, pode-se afirmar que o conjunto D(a,b) dos divisores comuns a e b
nunca ¢é vazio, ou seja, D(a,b) # () . Em particular, se a = b = 0, entao todo inteiro nao
nulo é um divisor comum de a e b, isto é, D(a,b) = Z*.

Exemplo 3.1.4. Quais os divisores comuns dos inteiros a = 20 e b = —16.

Solucao. Note que
D(20) = {1, £2, £4, £5 =+ 10, +20};

D(—16) = {+1, +2, +4, +8 +16}.

Assim,
D(20,—16) = D(20) N D(—16) = {+1, +2, +4}.

3.1.1 Algoritmo da Divisao

O Algoritmo da Divisao é um dos principais resultados da Teoria dos Numeros,
também conhecido como Divisao Euclidiana, possui vérias aplicabilidades no cotidiano.
Esse resultado é atribuido a Euclides, em seu livro VII dos Elementos de Euclides, escrito
por volta de 300 a.C.

Esse Algoritmo é estudado desde o Ensino Fundamental e perpassa pelo Médio e
Superior, porém MELO e J. L. d. OLIVEIRA 2023 (p.11) ressalta que
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Geralmente, quando se fala em divisdo entre dois inteiros
positivos, digamos D, dividendo e d, divisor, D > d > 0,
desde os primeiros anos do Ensino Fundamental, costuma-
mos (tanto alunos quanto professores) associé-la ao seguinte

dispositivo préatico:
0 | o

?
?

e que, devido a tal associagao, esse dispositivo passou, er-
roneamente, a ser chamado de algoritmo da divisao. Essa
confusao se da pelo fato de, ainda no Ensino Fundamental,
os alunos nao terem absorvido a ideia de divisao entre dois
inteiros.

Nesse sentido, se esse Algoritmo nao for explicitado da forma correta aos alunos,
possivelmente carregarao tais deficiéncias para toda a vida.

Euclides utiliza o fato de que, mesmo quando um ntamero inteiro b # 0 nao divide
o numero inteiro a, é possivel efetuar a divisao de a por b, com resto. Desse modo, a fim
de se compreender o Algoritmo da Divisao, é de grande importancia enunciar o Teorema
de Eudoxius.

Teorema 3.1.1.1. (Eudoxius) Considere a e b inteiros com b # 0. Entdo a é mailtiplo
de b ou se encontra entre dois mailtiplos consecutivos de b, isto €, corresponde a cada par
de inteiros a e b # 0 existe um inteiro q tal que,

q-b<a<(q+1)-b, (3)

para b >0 e

g-b<a<(q—1)-b, (4)
para b < 0.

Demonstrag¢ao. Suponha que a > 0 e b > 0. Deste modo, existem duas possibilidades:

1. Se a = q - b, para algum ¢ € Z nao ha o que provar e o resultado segue;

2. Se a = ¢ - b, para todo g € Z, existe um menor inteiro k£ que satisfaz a condicao:
a<k-b.

Segue que (k — 1) -b < a. De fato, se a < (k — 1) - b o que é uma contradigao, pois
uma vez que a < k-b e p é o menor inteiro em que isto ocorre. Portanto, deve-se ter
(k—1)-b<a<k-b Tomando ¢ =k — 1, obtém-se

¢g-b<a<(q+1)-b.

Os casos em que a < 0 ou b < 0 sao demonstrados de forma analoga.

Exemplo 3.1.1.1 Para a =20 e b =15, fazendo q = 4, tem-se:
4.-5<20< (441)-5b=4-5<20<5-5.
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Para a = —8 e b= 3, tomando ¢ = —3, tem-se

(=3):3<-8<(-3+1)-3=(-3)-3<-8<(-2)-3.

Para a =10 e b = —4, tomando q = —3, tem-se
(=3) - (—4) € —10 < (=3 = 1) (—4) = (—=3) - (—4) < —10 < (—4) - (~4).

Utilizando o Teorema de Eudoxius, aprimora-se o entendimento sobre o resultado
central desta teoria.

Teorema 3.1.1.2 (Algoritmo da Divisao) Sejam dois inteiros positivos a e b, com b # 0
existem e sao Unicos os inteiros q e r, tais que,

a=q-b+r, com0<r<b.

Os inteiros q e r sao chamados respectivamente de quociente e resto. E r = 0 se, e
somente se, b é divisor de a, ou seja, b | a.

Para que o aluno entenda o que significa a divisao entre dois
nimeros inteiros, com o segundo inteiro positivo, é de ex-
trema importancia que o professor tenha essa compreensao
de que esse algoritmo dé& significado ao processo ordinario de
divisao, sem ter que fazer necessariamente uma associagao
com o dispositivo citado anteriormente, fazendo com que o
aluno confunda a operagao de divisao com um mecanismo
criado para efetua-la. Apods essa compreensao, como um re-
curso para facilitar o calculo da divisao, o dispositivo pode
ser usado. Posto isto, e para ampliar os conceitos relativos a
divisao de inteiros, o aluno devera ser apresentado a casos em
que a divisao entre dois inteiros quaisquer, com o segundo
diferente de zero, também é possivel. (MELO e J. L. d. OLI-
VEIRA 2023, p.12)

Demonstracao. Pelo Teorema de Eudoxius, como b > 0, existe um inteiro ¢ satisfazendo
g-b<a<(qg+1)-b

o que implica 0 < a — ¢ - b < b. Desta forma, se fazer r = a — ¢ - b, tem-se garantida
a existéncia de q e r. Mostrando a unicidade, supondo a existéncia de outro par g; e rq
verificando

a=q -b+ry, com0<ry <b.

Assim (¢-b+7)—(q1-b+7r1) =0, isto é, b-(q—q) = ry —r, isso implica que b | (r; — ).
Mas, como r; <ber <b,|rp —r|<beb| (ri—r), tem-se r; —r =0 er =ry. Logo,
g1-b=¢q-beq = q, uma vez que b # 0.

Corolario 3.1.1.1 (Algoritmo da Divisao) Sejam dois inteiros a e b, com b # 0 existem
e sdo unicos os inteiros q e r, que satisfazem as condigoes:

a=q-b+r, com0<r<]|bl.
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Demonstragao. Se b > 0, é facil ver, mas se b < 0, entdo |b| > 0, e consequentemente
existem e sao unicos os inteiros ¢, e r tais que

a=q -b+r, com0<r<|b,
ou seja, por ser |b| = —b, para b < 0:
a=q - (=b)+r=a=(—q)-b+r, com0<r<|bl,
Portanto, existe e sao tinicos os inteiros ¢ = ¢; e r tais que
a=q-b+r, com0<r<|b.

Problema 3.1.1.1. Um turista brasileiro chega a Cuba e troca parte de seu dinheiro na
casa de Cdambio, recebendo 175 notas de 50 pesos e 213 notas de 20 pesos. FEle decide
trocar este dinheiro pela maior quantidade possivel das famosas moedas de 3 pesos cuba-
nos, porque elas tém gravada a tmagem do guerrilheiro Che Guevara. Quanto sobrou do
dinheiro depois de fazer a troca pelas moedas?

Solugao: Este problema pode ser resolvido encontrando o resto da divisao de
n=175-50+ 213 - 20

por 3. Porém, destacaremos que nao ha necessidade de fazer os produtos e a soma
envolvidos no ntimero n. Basta substituirmos cada nimero que aparece em n pelo resto
que este deixa na divisao por 3, formando assim um novo niimero n;, ou seja,

n=1-2+4+0-2.
ny = 2.
Note que n; deixa resto igual a 2 na divisao por 3 e, de fato, verificando em n, tem-se que

n=175-50+ 213 - 20 = n = 13010 = 3 - 4336 + 2.

Logo, sobraram 2 pesos depois de fazer a troca.

3.2 Maximo Divisor Comum

Conforme a subseccao 3.1, especificamente na Definicao 3.1.2, os divisores de
um numero @ sao os nimeros inteiros que dividem a, ou seja, pelos quais a ¢é divisivel.
Indica-se por D(a) o conjunto dos divisores de a, onde D(a) é finito.

Defini¢ao 3.2.1 Sejam a e b dois inteiros nao conjuntamente nulos (a # 0 ou b #
0). Chamamos de Mdximo Divisor Comum de a e b o inteiro positivo d que satisfaz as
sequintes condicoes:

l.d|aed]|b;

2. SeceZtalquec|aec|b, entioc<d.
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O méaximo divisor comum de a e b é indicado por d = mdc(a, b), é imediato que

mdc(a, b) = mdc(b, a). Também é imediato os seguintes casos:

1. O mdc(0, 0) é indeterminado;

2. O mde(a, 1) =1,

3. Se a # 0, entao o mde(a, 0) = |al;
4. Se a # 0, entao o mdc(a, a) = |al;

5. a | b, entao o mdc(a, b) = |al;

Ainda mais, é imediato observar que: mdc(a, b) = mdc(—a, b) = mdc(a,

mde(—a, —b).
Proposicao 3.2.1 Sea, b, ¢, z1,ey1 €Z, ec | a ec|b, entio c | (azxy + by).
Demonstragao. Se ¢ | a e ¢ | b, entao
a=k-c
b= ]{2 - C,
com k inteiro. Multiplicando (5) por z; e (6) por y;, tem-se

r1-a=2x-kc

y1 - b=y - kac.

Somando membro a membro de (7) e (8), obtem-se que

axrq + byl = (Ill{}l + ylkfg) - C.

O que implica que
¢ | (axq + byy).

|
S
~

Il

Teorema 3.2.1 Seja d o mdximo divisor comum entre a e b, entdo existem inteiros x e
y tais que mdc(a, b) = ax + by isto é, o mdc(a, b) € uma combinagao linear de a e b.

Demonstracao. Considere I o conjunto de todas as combinacgoes lineares ma + nb onde

m e n sao inteiros, isto é,

L = {(ma+nb) | (ma+nb) >0 e m, n€Z.

Esse conjunto I # & pois, existem ntimeros negativos, positivos e também o
zero. Tomando myg e ng tais que ¢ = moa + ngn seja o menor inteiro positivo pertencente
ao conjunto L. Como d = mdc(a,b), pelo Teorema Algoritmo da Divisao de Euclides,

existem ¢ e r tais que

a=qc+r com 0<r<ec

Desse modo,

r=a—qc=a—q(moya+ngb) = (1 —gmep)a+ (—1ng)b,
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isto é, o resto r é uma combinagao linear de a e b. Isto mostra que r € L, pois (1 — gmy)
e (—gng) sdo inteiros, como 0 < r < ce ¢ > 0 é o elemento minimo de L, entdo r =0 e
a = qc, ou seja, ¢ | a.

De forma analoga se prova que ¢ | b, logo, ¢ é um divisor comum positivo de a e
b. Por outro lado d também é um divisor comum positivo de a e b, entao existem inteiros
ki e ko tais que a = kid e b = kad e, desse modo, tem-se que

c = mpa + nob
= mo(kfld> + no(l{igd)
= d(mokl —|— nokg),
isto &, d | cec> 0, tem-se d < ¢, note que se d < ¢ ndo é possivel, ou seja, d é o maior
divisor comum positivo de a e b, conclui-se que d = ¢, logo,
d = mdc(a,b) = mga + ngb.

O Teorema 3.2.1 mostra, a partir de sua demonstragao, que o mdc(a, b) é o
menor inteiro positivo da forma ax + by, ou seja, pode ser expresso como uma combinac¢ao
linear de a e b. Porém, essa combinacao linear nao ¢é tnica.

Exemplo 3.2.1. Dados os inteiros a = 10 e b = 8, tem-se que :
mdc(10, 8) =2 = 10z + 8y = 2,

tomando g = 1 e yo = —1 tem-se 10- (1) +8 - (—1) = 2. Generalizando, todos os pares
de inteiros (zg, yo) que satisfazem a 10z + 8y = 2 podem ser obtido por:
r=1+4k e y=—1-05k,

com k € Z. De fato, 10(1 + 4k) + 8(—1 — 5k) = 2. Esse contetudo sera mais aprofundado
e detalhado na secao de Equacoes Diofantinas.

3.3 Algoritmo de Euclides

Lema 3.3.1 Se a =bq+ r, entdo mdc(a, b) = mdc(b,r).

Demonstragao. Se o mdc(a, b) = d, entdo, pela definicao de MDC, d | a e d | b, o que
implica d | (a — bg) ou d | r, isto é, d é um divisor comum de b e r, poisd | be d | r.

De forma analoga, se ¢ é um divisor comum qualquer de b e r, ou seja, ¢ | b e
c|r, entao ¢ | (bg+ r) ou ¢ | a, isto é, ¢ € um divisor comum de a e b, dai ¢ < d, pois
mdc(a, b) = d. Logo, mdc(b, r) = d.

Sejam a e b dois inteiros tais que a # 0 ou b # 0 cujo maximo divisor comum se
deseja determinar. Para isso, note que mdc(a, b) = mdc(|al, |b]), suponho que a e b sdo
inteiros positivos distintos, se a > b, tais que b ndo divide a, isto é b { a. Dai, aplicando
diversas vezes o algoritmo da divisao, teremos as seguintes igualdades:
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a = bgy+ry, com0<ry <b

b = riqga+1ry, com 0 <ry <ry
ry = 1Toq3+ 13, com 0 < rg <1y
ro = 13q4 + 74, com 0 <71y < T3]
Todos os restos ry, ro, 73, T4, ..., sao todos inteiros positivos, tais que

b>ri>ro>r3>ry > ...

e existem apenas b — 1 inteiros positivos menores que b, necessariamente se chega a uma
divisao, cujo resto r,.1 = 0, ou seja:

q1 | 92 | g3 dn | An+1
a blry|ry |- | rpq T
T | ro | T3 | 1y 0

O Algoritmo de Euclides também é utilizado para expressar o mdc(a, b) na forma
de ax + by, com x e y € Z, ou seja, mde(a, b) = ax + by. Quando utilizado dessa forma,
esse algoritmo é conhecido como Algoritmo de Euclides Estendido.

Exemplo 3.3.1 Usando o algoritmo de Euclides, encontre os inteiros x e y que satisfazem
a sequinte igualdade:
mde(24, 62) = 24x + 62y.

Solugao: Note que, usando o Algoritmo de Euclides

21 1] 1122
622414110 |4 |2
14110 4 210

Escrevendo cada divisao da seguinte forma:

62=24-2+4+14

24=14-14+10

14=10-1+4
10=4-242
4=2-240.

Desse modo, pelo Lema 3.3.1,
mdc(62,24) = mdc(24,14) = mdc(14, 10) = mde(10,4) = 2.

Note que mdc(24,62) = 2 e sua expressao como combinagao linear de 24 e 62. Assim,
isolando das igualdades anteriores os restos 2, 4, 10, e 14, tém-se:

14=62—-24-2
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10=24-14-1
4=14-10-1
2=10—-4-2.

Substituindo as igualdades, tem-se que:

2=10—(14—10-1)-2=2=10-(3) + 14 - (—2)
2=(24—-14-1)-(3)+ 14+ (-2) =>2=24-(3) + 14 - (=5)
2=24-(3)+(62—24-2) - (—=5) => 2 =24 (13) + 62 - (—5)

Logo,
mde(24,62) = 2 = 24z + 62y,

com x = 13 e y = —5. Vale destacar que a combinagao linear nao é Gnica.

Problema 3.3.1 (Colégio Militar Tiradentes - MA 2020) Maria Clara é dona de uma
fdabrica de tecidos. A fdbrica produz retalhos de mesmo comprimento. Apds realizarem os
cortes necessdrios, verificou-se que duas pegas restantes tinham as sequintes medidas: 156
centimetros e 234 centimetros. O gerente de producao da fdbrica ao ser informado das
medidas, deu a ordem para que o funciondrio cortasse o pano em partes iguais e de maior
comprimento possivel.

Qual o comprimento de cada pedaco de tecido depois de cortadas as pecas que sobraram?
a) 90 cm

b) 95 cm

c) 78 cm

d) 85 c¢m

e) 93 ecm

Solucao: Note que, para resolver esse problema, basta encontrar o resultado do Méaximo
Divisor Comum de 156 e 234. Para tanto, aplicando o Algoritmo de Euclides, tem-se

1] 2
234 | 156 | 78
78 0

Logo, cada peca de tecido, depois de cortada, deverd ter comprimento igual 78 cm. E, a
alternativa c) é o gabarito da questao.

3.4 Numeros Primos

Um dos conceitos mais importantes da matematica é sobre os ntimeros primos,
visto que desempenham um papel fundamental e estao associados a diversos problemas
matemaéticos, além das intmeras aplicacoes.

Definicao 3.4.1 Um numero inteiro positivo p € chamado de primo quando possui so-
mente dois divisores: 1 e o proprio p.

Definicao 3.4.2 Um niudmero inteiro positivo € chamado de composto quando possui 3 ou
mais divisores.
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Exemplo 3.4.1 12 nao € primo, pois, além de 1 e 12, os inteiros positivos 2, 3, 4 e 6
dividem 12.

Exemplo 3.4.2 5 ¢ primo, pois os inteiros positivos 2, 3, 4 nao dividem 5.

Quando um inteiro a divide um inteiro b, ou seja, a | b, equivale a dizer que a
divis@o de b por a deixa resto zero. Ao contrario, quando um inteiro a nao divide um
inteiro b, ou seja, a { b, equivale a dizer que a divisao de b por a deixa resto diferente de
zZero.

3.4.1 Teorema Fundamental da Aritmética

Todos os niimeros naturais nao primos podem ser formados como produtos de
primos e de maneira tnica, é o que diz o Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 3.4.1.1. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero natural maior
que 1 ou é primo ou se escreve de modo inico (a menos da ordem dos fatores) como um
produto de niumeros primos.

ki k ki
n:pll'pZZ".pi7
com 0 <k;, +€N.

A demonstragao do Teorema encontra-se nos livros de FILHO 1981, HEFEZ
2016a, SANTOS 2012.

Segundo SPINA 2014(p.5)o "Teorema Fundamental da Aritmética ¢ o resultado
que nos permite escrever qualquer niimero como um produto de primos. No ensino Fun-
damental o utilizamos em muitas ocasioes, simplificar fragoes, calcular o mmc e mdc entre
outras aplicacoes".

O Teorema Fundamental da Aritmética garate que qualquer ntimero natural com-
posto terda sempre os nimeros primos em sua decomposicao. Desse modo, ao utilizar o
algoritmo da divisao, pode-se encontrar os fatores primos de um niimero e representé-lo
como um produto de primos.

Exemplo 3.4.1.1. Escrevendo 30 e 12 como produto de primos, tem-se que:

30=2-3-5
12=2%2.3.

Problema 3.4.1.1 (Banco de questoes OBMEP 2008 - Adaptada). Advinhe - tenho dois
numeros naturais primos entre si. Se eu somar 50 a cada um deles, encontro nimeros de
dois algarismo. Se eu subtrair 32 de cada um deles, também encontro nimeros naturais de
2 algarismos. Quais sao os numeros, sabendo que nenhum deles € primo e que o nimero
par € maior que o impar?

Solugao: O problema é solucionado de diversas forma, uma delas é a seguinte:

Note que se somar 50 ou subtrair 32 ainda encontramos ntimeros de dois algarismos. Logo,
os numeros procurados serao menores que b0 e maiores que 41. Descartando os niimeros
primos desse intervalo, ou seja, 43 e 47, restam 42,44, 45 46,48,49. Assim, os nimeros
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procurados sao 44 e 45, 45 e 46, 48 e 49, mas como o niimero par é menor que o impar,
tem-se as possiveis solugoes sao: 44 e 45 ou 48 e 49.

3.5 Equacoes Diofantinas

Chama-se equacao Diofantina a qualquer equacao polinomial com coeficientes
inteiros, independentemente da quantidade de incognitas. Essa nomenclatura é uma ho-
menagem a Diofanto, matemético grego que residiu na cidade de Alexandria no século III.
Muitos o consideram como pai da Algebra e da Teoria dos nimeros. Ele foi o primeiro
a estudar de forma sistematica as solugoes inteiras de algumas equagoes polinomiais em
uma abordagem algébrica.

Os matematicos italianos do século XVI foram os primeiros a apresentar os tra-
balhos de Diofanto para a Europa. Pouco se sabe sobre a vida pessoal dele. Conta-se que
sobre o seu timulo havia escrito um enigma que continha detalhes para se calcular seu
tempo de vida. Contam que o enigma foi gravado por seu amigo, Metrodorus, o qual era
descrito da seguinte forma:

Deus lhe concedeu ser menino pela sexta parte de sua vida,
e somando sua duodécima parte a isso, cobriu-lhe as faces
de penugem. Ele lhe acendeu a lampada nupcial apés uma
sétima parte, e cinco anos apds seu casamento concedeu-lhe
um filho. Ai! Infeliz crianca; depois de viver a metade da
vida de seu pai, o Destino frio o levou. Depois de se consolar
de sua dor durante quatro anos com a ciéncia dos ntmeros,
ele terminou sua vida. (COHEN e Edward 1948, p.27)

Outra forma de enunciar esse enigma é: “Diofanto passou 1/6 de sua vida como
crianga, 1/12 como adolescente e mais 1/7 na condi¢ao de solteiro. Cinco anos depois de

se casar, nasceu seu filho que morreu 4 anos antes de seu pai, e com metade da idade
(final) de Diofanto”.

Estabelecendo uma equacao que resolve tal enigma, tem-se:
xr T x
==—+—+-+4+5+=-+4 9
TR R Rk 9)
Note que o mmc[2,6,7,12] = 84. Assim, multiplicando (9) ambos os membros por

84, tem-se que:

$4z 84 84 84
Bdr = —= + o+ +0- 84+ — — 8l = Tor +9-84 — x = 84

Assim, considerando a veracidade do enigma e fazendo os devidos calculos, con-
cluiremos que Diofanto viveu por 84 anos.

Apo6s abordar um breve relato historico sobre Diofanto de Alexandria, dar-se-
4 um foco maior para as Equacoes Diofantinas Lineares. Conforme em FILHO 1981,
HEFEZ 2016a ¢ SANTOS 2012.
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Definicao 3.5.1. Uma Equacao Diofantina Linear é qualquer equagao polinomial com
coeficientes inteiros com uma ou mais incognitas do tipo

a1r1 + Aoy + - -+ + apxy, =0,

com ay, asg,..., G, inteiros dados, chamados coeficientes, b que também é um inteiro
dado, € chamado de termo constante e xy, xa,..., T, SA0 as incognitas.

Exemplo 3.5.1. Ezemplos de Equacoes Diofantinas
1. 18z + 5y = 48
2. 26x + 36y = 20;
3. 3x + dy + Tz= 13;
4. 20 + 4y +8z = §;
) Dessa forma, nao sao consideradas equacoes Diofantinas lineares as do tipo: z2 +

y? = 2% oy +4y = a2y e x — y> = —8. Pois nao vao de encontro com a definicao 5.1.1.
mencionada.

O modo mais simples de equagao Diofantina linear observada é o caso de quando
uma equagao possui duas incognitas x e y, isto é:
ar +by = c,
com a, b e c sao inteiros dados, sendo a, b # 0.

Definicao 3.5.2. Fquacao Diofantina linear com duas varidveis € uma equagao poli-
nomial indeterminada na qual suas varidveis so podem assumir valores inteiros, sendo
formada por uma igualdade entre a soma de dois mondmios de grau um e um mondmio
de grau zero.

A solucgao inteira da equagao ax +by = c é todo par de inteiros xg e ¥, tais que
axrg +byy = c.
Vale destacar que se suscita importante fazer os seguintes questionamentos:
e a) Em quais condigoes a equagdo ax + by = ¢ admite solugao?
e b) Caso admita, quantas existem e como determiné-las?

Tais questionamentos serao solucionados no decorrer deste toépico. Note que re-
solver ax + by = ¢ em valores reais equivale geometricamente a tracar uma reta no
plano, algo simples de se fazer. Desse modo, neste trabalho, dar-se-a destaque as solugoes
inteiras. Veja o exemplo resolvido de uma equagao Diofantina linear abaixo.

Exemplo 3.5.2. Resolvendo a equacao Diofantina linear com duas incognitas:
Tr 4+ by = 33.

Tem-se que
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7-4 +5-1 = 33
7-9 + 5-(—6) = 33
7-(-1) + 5-8 = 33
7-14 + 5-(—13) = 33
7-(—6) + 5-15 = 33.

Logo, os pares de inteiros: (4,1); (9,—6); (—=1,8); (14,—13) e (—6,15) sdo considerados
solugoes da equagao 7Tx + dy = 33. Porém esses pares destacados nao sao as unicas
solucoes.

Contudo, ha equacoes Diofantinas lineares com duas incognitas que nao admitem
solugoes, como por exemplo
6x + 2y = 5,

onde 2y é um nimero par da forma 2a e 6x é outro niimero par da forma 2b, além disso,
5 é um namero impar da forma 2c¢ + 1. Isso nos mostra que

2b + 2a # 2¢ + 1

2(b + a) # 2¢ + 1,

com efeito, d = (a + b), tem-se
2d # 2c¢ + 1.

Assim, confirma-se que a equacao 6z + 2y = 5 nao tem solugao, visto que 5 é impar e
6x + 2y resulta sempre em um niimero par, para quaisquer valores de x e y. E os dois
membros da equagao nao podem ser iguais. Portanto, nao existe solugao em Z para a
equagao 6x + 2y = 5.

Posteriormente, notar-se-a4 que a existéncia de solugoes de uma equacao Diofan-
tina estd diretamente ligada ao méaximo divisor comum dos coeficientes da equacao, tal
contetido abordado e trabalhado desde o ensino fundamental. Para responder ao questi-
onamento a), feito anteriormente, observaremos a seguir:

Teorema 3.5.1 A Fquacao Diofantina Linear ax 4 by = ¢ tem solugao se, e somente se,

d divide ¢, sendo d = mdc(a, b).

Demonstra¢ao. (=) Suponha que xq e 3o seja uma solugdo para a Equagao Diofantina
Linear ax + by = c, assim:
arg + by, = c.

Como o mdc(a, b) = d, existem inteiros r e s tais que a = dr e b = ds, e tem-se:
c = arg + byy = drxg + dsyo = d-(rzg + syo).

Assim, rzy + sy € inteiro, logo d divide ¢, ou seja, d | c.

(<=) Suponha que d divide ¢, ou seja, d | c. Assim existe ¢ inteiro, tal que
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Como o mdc(a,b) = d, tem-se que existem inteiros g e yo tais que
d = axg + byp. (11)
Multiplicando ambos os lados de (11) por ¢ tem-se:

d-t = (axg + byy)-t = ¢ = a(tzg) + b(tyo).

c
De (10), t = —, isto é, o par de inteiros:

d
T = 1T = <§>-x0 ey =ty = <C—Ci>'yo

¢ uma solugao para a equagao ax + by = c.

Corolario 3.5.1. Se d divide ¢ , sendo d = mdc(a, b) e se o par de inteiros xo e yo €
uma solugao particular da equagao diofantina linear ax + by = c, entao todas as outras
solugoes dessa equagao sao dadas pela formula:

T = 79 + (g)t e y=mw - (3)t

comt € Z.

Demonstra¢ao. Suponha que xy e yg inteiros seja uma solugao particular para a equagao
Diofantina linear ax + by = ¢, e seja x; e y; outra solugao qualquer da mesma equagao.
Entao

To+byo= ¢ =ax;+by
|3
a(ry —x9) = blyo — y1)- (12)

Como o mdc(a, b) = d, e existem inteiros r e s tais que a = dr e b = ds, com r e s primos
entre si, substituindo em (12), tem-se:

(dr) (z1 = w0) = (ds) (Yo — y1) = 7~ (¥1 = 0) = 5 (Yo — 1)

Assim, 7 | s(yo — y1), e sabendo que o mdc(r, s) =1 implica que r | (yo — y1). Portanto,
para qualquer inteiro ¢, tem-se:

Yo—y1 =1t e x1— T9= St.

b
Comoa=dr=r= % eb=ds=s= 7 tem-se a solucao:

— o+ () - —<9>t
Tr1 = Zo d € Y1 = Yo d )

Note que os resultados de x; e y; satisfazem qualquer equagao da forma ax+by =
¢, para qualquer inteiro . Veja que:

ary +by; =
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[+(g) .t} volur (2) 1] =

ab ab
b — — — |-t =
(azo + yo)+<d d>
c+0-t= c.

Portanto, se mdc(a, b) = d e d | ¢, entdo para qualquer equagdo Diofantina da forma
ax + by = ¢ existird uma infinidade de solu¢oes, uma para cada valor do inteiro arbitrario
t.

Para encontrar uma solucao particular, pode-se fazer por tentativa, ou recorrer
ao Algoritmo de Euclides. Por afim, apds identificar a particular, a solugao geral é obtida
usando o Teorema (3.5.2).

Exemplo 3.5.3 Resolva a equagao 24x + 14y = 18.
Solucao: A equagdo tem solugdo, pois mdc(24,14) | 18.
Com efeito, 24x + 14y =18 = 120+ 7Ty =9

Buscando uma solugao particular (xg, yo) pelo Algoritmo de Euclides para 12z + 7y = 9,
tem-se que:

12=7-145
7T=5-1+42
0=2-2+41.

Substituindo as equagoes acima uma nas outras, obtém-se

1=12-3-7-5

Multiplicando ambos os membros da equacao acima por 9, tem-se

9=12-2747-(—45).

Portanto, xq = 27 e yy = —45 é solugao particular da equacao 12z + 7y = 9 e, consequen-
temente, as solugoes sao

{x:27—|—7-t te7.

y=—45—12-t
Exemplo 3.5.4 Resolva a equagao 17x — 28y = 37.
Solugao: Perceba que a equagao tem solugao, pois mdc(17,—28) | 37.

Buscando uma solugao particular (zg, yo) pelo Algoritmo de Euclides para 17x—28y = 37,
tem-se que:

28=17-1411 = 11=28—-17-1
17=11-146 = 6=17-11-1
11=6-1+5 = 5=11-6-1
6=5-1+41 = 1=6-5-1



Substituindo as equagoes acima uma nas outras, obtem-se

1=17-(5)— 28 - (3)

Multiplicando ambos os membros da equagao acima por 37, tem-se

37 =17 - (185) — 28 - (111).

Portanto, zg = 185 e yo = 111 é solugcao particular da equagao 17x + 28y = 37 e,
consequentemente, as solucoes sao

{m:27+7-t _—

y=—45—12 ¢

Problema 3.5.1 Dispondo de R$§100,00, quais sao as quantias que se podem gastar com-
prando selos de R$5,00 e de R$7,007

Solucao: A situacdo se resume em resolver a equagao 5z + 7y = 100, de modo que (z,y)
pertencem aos inteiros, tal que x > 0 e y > 0.

Note que, mde(5,7) =1 e 1 | 100, logo a equacao 5x + 7Ty = 100 tem solugao inteira. Do
Algoritmo de Euclides, obtem-se

7T=5-1+4+2

5=2-2+1.

Fazendo das igualdades acima: 1 =5—2-2e 2 =7 —5-1, em seguida substituindo,
tem-se

1=54+(7T+5(-1))(-2)
1=5+4+7(-2)+5(2)
1=5(3)+7(=2).
Multiplicando ambos os lados do resultado acima por 100, tem-se que
100 = 5(300) + 7(—200).
Assim, a solugao geral da equacao é
x = 300 + Tt, y = —200 — 5¢; sendo t € Z.

Entretanto, essa nao é a solugao final do problema, visto que x > 0 e y > 0. Portanto,
basta fazer

300+7t>0 e —200—5t>0.

Das inequacoes implica

—42 < t < —40.

Portanto, quando
t=—40=2=20 e y=0
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t=—-4l=—=2=13 e y=>5

t=—42=2=6 e y=10.
Logo, as solugoes sao
e 13 selos de 5 reais e 5 selos de 7 reais;
e 6 selos de 5 reais e 10 selos de 7 reais.

Problema 3.5.2. Dispondo de R$110,00, quais sao as quantias que se podem gastar
comprando selos de R$7,00 e de R$9,007

Solugao: A situacao se resume em resolver a equagao 7x + 9y = 110, de modo que (z,y)
pertencem aos inteiros, tal que x > 0 e y > 0.

Note que, mde(7,9) =1 e 1| 110, logo a equagao 7x + 9y = 110 tem solugao inteira. Do
Algoritmo de Euclides, obtém-se

9=7-1+2

7T=3-2+1

Fazendo das igualdades acima: 1 =7—-3-2e2=9—7-1, em seguida substituindo uma
na outra, tem-se

=70+ O+ 7(=1))(=3)
( ) +7(3) +9(=3)
= 7(4) + 9(-3).

Multiplicando ambos os lados do resultado acima por 110, tem-se

110 = 7(440) + 9(—330).

Assim, a solugao geral da equagao é

xr = 440 + 9, y = —330 — 7t; sendo t € Z.

Entretanto, essa nao é a solugao final do problema, visto que x > 0 e y > 0. Portanto,
basta fazer

4404+9t >0 e —=330—-7t>0.
Das inequagoes implica que t esta

—48 <t < —48 ou seja t= —48

Portanto, quando

t=—48=— =8 e y=6.

Logo, a solugao é 8 selos de 7 reais e 6 selos de 9 reais.
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4 CONGRUENCIA

E perceptivel que no cotidiano ha diversos fenémenos relacionados a ideia de
periodos ou ciclos: situagoes que ocorrem sempre em um mesmo dia, uma vez na semana,
tém ciclos de 7 dias; a rotagao da Terra em torno do seu proprio eixo tem ciclo de 24
horas e a sua translagdo em torno do sol tem ciclo de 365 dias e 6 horas; os relogios de
ponteiros tém um clico de 12 horas. Diante das situacoes, conhecendo o periodo de um
dado fendémeno ciclico, nota-se que é possivel prever exatamente suas repeti¢oes. Essa
nocao relaciona-se a Teoria das Congruéncias - uma parte da Aritmética que é fascinante.

A nogao de congruéncia e a sua notagao, utilizada até os dias atuais, foi introdu-
zida por Carl Friedrich Gauss, o Principe da Matematica, com apenas 24 anos de idade,
por meio da obra Disquisitiones Arithmeticae (Investigagoes Aritméticas) em 1801.

Desse modo, as proposigoes, teoremas, defini¢oes, etc. ~f:LpresentadaS neste capi-
tulo podem ser encontrados FILHO 1981, HEFEZ 2016a, LEITAO 2019, SANTOS 2012,
A. d. A. SILVA 2000 e VIEIRA 2020.

4.1 Aritmética Dos Restos

A Teoria das Congruéncias ou Aritmética dos Restos, ocupa um espago de des-
taque na Teoria dos Numeros. Conforme FRANCO 2016,

A congruéncia e a aritmética modular tém muitas aplicagoes.
Dentre elas, a justificativa para os critérios de divisibilidade,
exemplificagdo de conceitos que envolvem as propriedades
das operagoes, construcao de cédigos e no estudo de mo-
delagem para fendémenos peridédicos que envolvem diferentes
campos do conhecimento.

Assim, nota-se que as propriedades da Aritmética dos Restos sao fortes ferramen-
tas para se estudar divisibilidade sobre Z com mais profundidade. Desse modo, tem-se
que

Definicao 4.1.1. Seja m um nimero natural. Diz-se que dois numeros inteiros a e b sao
congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais. Quando
0s inteiros a e b sao congruentes modulo m, escreve-se

a = bmod m.

Exemplo 4.1.1. 8 = 5 mod 3, pois os restos da divisao de 8 e de 5 por 3 sao iguais a
2.

Caso o resto das divisoes de dois inteiros a e b por m nao forem iguais, diz-se que a
e b sao incongruentes, ou seja, nao sao congruentes, médulo m. Nesse caso, escreveremos

a # b mod m.
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Cabe ressaltar que, como o resto da divisao de um qualquer ntimero inteiro por
1 é sempre nulo, ou seja, a = b mod 1, quaisquer que sejam a, b € Z, fica trivial para
aritmética dos restos. Consequentemente, é utilizado m> 1.

A partir da Definicao 4.1.1, para verificar se dois niimeros sao congruentes modulo
m, nao é necessario efetuar a divisao euclidiana de ambos por m para depois comparar
seus restos. Basta aplicar o seguinte resultado:

Proposicao 4.1.1. Suponha que a, b, m € Z, com m > 1. Tem-se que a = b mod m
se, e somente se, m | (b— a).

Demonstracao. Sejam a = mqg; + 71, com 0 < 7r; <meb=mgy + 79, com 0 <7y < m,
as divisoes euclidianas de a e b por m, respectivamente. Logo

b Hl((h—(h) + (7’2—7”1), se ro >y
_a
111(Q2—Q1) + (7“1—7"2), se 11 >To

onde 179 — 11 < m ou ry —re < M, ou seja, |r; — 3| < m. Portanto, a = b mod m, se, e
somente se, 11 = 15 0 que é equivalente a dizer que m | (b — a).

Proposicao 4.1.2. Sea, b € Z, entao a = b mod m se, e somente se, existir um
inteiro k tal que a = b+ km.

Demonstra¢ao. (=) Se a = b mod m, entao m | (b — a). Isso implica na existéncia de
um k£ inteiro tal que a — b = km, assim a = b + km.

(<) Se a = b+ km, entao a — b = km, sendo k inteiro, isto é m | (b — a). Logo,
a = bmod m.

Proposicao 4.1.3. Sejam a, b, c e m € Z, com m > 1, os sequintes itens sao verda-
deiros:

1. a = amod m;
2. a = bmod m entiob = a mod m;
3.a = bmod meb = cmod m, entao a = ¢ mod m
Demonstracao.
(1) Note que m | (a — a), visto que m | 0. Isso implica que a = a mod m.
(2) Se a = b mod m, entdo m | (b — a), ou seja, a = b+ km, sendo k inteiro. Assim,
b= a— km, o que implica em b — a = —km, isto é, b —a = (—k)m, com b = a mod m.

Proposicao 4.1.2.

(3) Se a = b mod m, entdo a — b = mk;, com k; inteiro, assim

a=>b+mk (13)
ese b = c¢mod m, entao b — ¢ = mksy, com ks inteiro, e

b=c+ mk2. (14)

somando (13) e (14) membro a membro, tem-se:
a+b=b+c+ (k1 + ko)m.
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O que implica em a = ¢+ (k1 + k2)m, sendo k; + ko inteiro. Portanto, tem-se que
a = ¢ mod m.

Diante dessa tltima Proposicao definida no conjunto dos inteiros, percebe-se que
a relacao de congruéncia é também uma relagao de equivaléncia, pois sao validas as
Propriedades: Reflexiva, Simétrica e Transitiva.

Teorema 4.1.1. Se a, b, ¢ e m sao inteiros, com m > 0, tem-se que a = b mod m,
entao :

l.a + ¢ = b 4+ ¢cmodm;

2.a — c = b — cmod m;
3. a-¢c = b-cmodm.
Demonstracao.
(1) Como a = b mod m, tem-se que a — b = mk, com k inteiro. E pode-se escrever

a—b=(a+c)—(b+c), assim (a+c) — (b+c) + mk. Desse modo (a+c¢) = (b+¢) + mk,
logoa + ¢ = b + ¢ mod m.

(2) Como a—b = (a—c)—(b—c) e por hipdtese (a—b) = mk, tem-se que (a—c)—(b—c) =
mk,daia — ¢ = b — ¢ mod m.

(3) Como a — b = mk, tem-se ac — bc = mke, logo a-c= b- ¢ mod m.

Teorema 4.1.2. Sea, b, ¢, d e m sao inteiros, tais que a = b mod m ec = d mod m,
entao:

l.a + ¢ = b+ dmod m;

2.a — ¢ = b — dmod m;
3.a-¢c = b-dmod m.
Demonstracao.
(1) Sea = bmodm e c = dmod m, entdo entdo a —b = mk; e c—d = mk,. Somando

ambos os membros tem-se que
(a—b)+ (c —d) = m(ky + ko),
o que implica em

(a+c)+ (=b—d) = m(k; + ks),

assim,

(@+c) = (b+d) = m(ks + k).

Isso implica em

a+ c=0b+ dmodm.
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(2) Como hipotese a —b = mk; e ¢ —d = mk,y, subtraindo ambos os membros, tem-se que
(a—0b)— (c—d) =m(k; — ko).

Isso implica em

(CL—C) — (b—d) = m(k1 _k2)

logo
a —c¢c =0b — dmodm.

(3) Com a mesma hipdtese que a — b = mk; e ¢ — d = mky, multiplicando ambos os
membros por ¢ na primeira igualdade e ambos os membros por b na segunda igualdade,
tem-se:

ac — bc = mkyc (15)

be — bd = mksb, (16)
somando (15) e (16), obtém-se que:

ac — be + be — bd = m(kyc — kob),

assim,
ac — bd = m(kic — kab).
Portanto,
a-c = b-dmodm.
Teorema 4.1.3. Sejam a, b, ¢ e m sao inteiros, com m > 1, se ac = bc mod m, entao
a = bmod (2), onde d =mdc(c, m).
Demonstracao. De ac = bc mod m, tem-se que ac — bc = mk, com k inteiro, o que

implica em ¢(a — b) = mk. Dividindo ambos os membros por d, tem-se:

(3 a-v=m(3) = (De-n=+(7)

m\ . . c m c m\ .. .
Logo, (E) divide <E> (a —b). Como mdc (E : Zi) =1, tem-se <E> divide (a —b).
Portanto, a = b mod (%), tem-se d = mdc(c, m).
Corolario 4.1.1. Para todosn € N, com a, b € Z, se a = b mod m, entao tem-se que
a" = b" mod m.

Demonstracao. A demonstragao segue diretamente da identidade:

a® —b"=(a—b).(a" "+ a" b+ -+ ab" 20",

como m | (a —b), o que implica em a — b = mg, com ¢ inteiro, m | (a" — b"), logo

n —

a = b" mod m.
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Exemplo 4.1.2. Determine o resto da divisao de 3% por 5.

Solugio: Note que resolver a poténcia 3%% e depois dividir por 5 ¢ um caminho longo
e extremamente dificil. Essa situacao fica mais facil de ser resolvida quando utilizamos
congruéncia, veja:

3> =9=—1mod 5.

A partir disso, pode-se afirmar que

(3%)? = (—1)? mod 5
3* =1 mod 5.

Elevando ambos os membros da tltima congruéncia acima por 2499, tem-se

(34)2499 = 12499 mod 5

3999 =1 mod 5.

Multiplicando ambos os membros da tltima congruéncia acima por 32, obtém-se

396,33 =1.3% =27 mod 5
399 = 2 mod 5.
Logo, o resto da divisdao de 3%% por 5 ¢ igual a 2.

Problema 4.1.1. (OBMEP, 2010) A, B, C, D, E, F, G e H sao os fios de apoio que
uma aranha usa para construir sua teia, conforme mostra a Figura 1.

Figura 1: Teia de aranha

Fonte: Banco de guestoes (QBMEP

A aranha continua seu trabalho. Sobre qual fio de apoio estard o nimero 1187
(a) B
(b) D
(c) E
(d) G
(e) H
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Solucao: Perceba que ha mais de uma forma de resolver esse problema. Entretanto, a
solucao é utilizando congruéncia. Diante do problema, veja que o niimero de fios é igual
a 8. Portanto, tem-se

118 = 6 mod &

o que significa que dividindo 118 por 8, obtém-se o resto 6. Logo, o nimero 118 estara
no mesmo fio que os nimeros que deixam resto 6 na divisao por 8, portanto, no fio G.

Problema 4.1.2. (OBMEP, 2019) No Planeta Pemob as semanas tém 5 dias: Aba, Eba,
Iba, Oba e Uba, nessa ordem. Os anos sao divididos em 6 meses com 27 dias cada um.
Se o primeiro dia de um certo ano foi Eba, qual foi o ultimo dia desse ano?

(a) Aba

(b) Eba

(c) Iba

(d) Oba

(e) Uba

Solugao: Perceba que, assim como o problema anterior, ha mais de uma forma de resolver
essa questao. Entretanto, a solucao é utilizando congruéncia. Note que no planeta Pemob,

cada ano tem 6 - 27 = 162 dias, e cada semana tem 5 dias. Quando efetuamos a divisao
de 162 por 2, obtém-se o resto 2. Assim,

162 = 2 mod 5.

Visto que o primeiro dia deste ano foi Eba tem-se que o quinto dia é Aba. Assim, se
x = 0 mod 5, sabe-se que z é o dia Aba, consequentemente, Eba, é congruente a 1 mod 5;
e Iba é congruente a 2 mod 5. Como, 162 = 2 mod 5, entao o ultimo dia do ano é Iba.

4.2 Critérios de Divisibilidade

A congruéncia modular é utilizada também para estabelecer critérios de divisibi-
lidade. Os critérios de divisibilidade podem ser considerados como regras que permitem
verificar se um ntmero inteiro é divisor de um outro ntmero inteiro, baseando-se em
propriedades da sua representacao decimal.

Um numéro inteiro N = n,n,_1n,_s - - - naning pode ser escrito na base decimal
€omo:

N=n, 10" 4+n,_1 100" +n,_o- 1072+ - -ny - 10> + ny - 10' + ng - 10°,

em que os numeros n; € {0,---,9} sdo chamados de digitos de N. Esse resultado ¢ em
decorréncia do algoritmo de Euclides.

Desse modo, serao utilizados os conceitos e propriedades das congruéncias para
definir alguns critérios de divisibilidade.
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4.2.1 Divisibilidade por 2

Utilizando a nogao de congruéncia, note que
10 = 0 mod 2,
segue-se do item 3 do Teorema 4.1.1. que
10° - n; = 0 mod 2,
para algum ¢ > 1. Portanto,
N=n,-10"4+n,1-107 +n, 5 1072+ - 4 ny-10* + ny - 10" + ng - 10°

N=10-(n, - 10" 4+ n, ;- 1072 + -+ +ny - 10" +n; - 10°) + ng
N=10-(n, - 10" +n,_1 - 1072 4+ --- +ny - 10" +ny - 10°) + ng = 0 mod 2,

assim,
N = ng mod 2,

logo N é divisivel por 2 se, e somente se, ng é divisivel por 2, ou seja, se ng for par.
Exemplo 4.2.1.1. Verifique se o nimero 3794 € divisivel por 2.
Solugao: Note que

3794 =3-10°4+7-102°4+9-10'+4=04+0+0+4 =4 mod 2,

como 4 = 0 mod 2, por transitividade 3794 = 0 mod 2. O que implica que o nimero 3794
é divisivel por 2.

Exemplo 4.2.1.2. Aplicacoes do critério de divisibilidade por 2:

1. O resto da divisao do nimero 234.567.891 por 2 € 1.

2. O resto de 2024 por 2 € 0.

4.2.2 Divisibilidade por 3

Utilizando a nocao de congruéncia, note que
10 =1 mod 3,

segue-se do item 3 do Teorema 4.1.1., 10> = 10-10 = 1 -1 mod 3, da mesma forma,
103=10-10-10=1-1-1 mod 3, o que implica em

10" =1 mod 3
para ¢ > 1.
Isso mostra que se,
N=n,-10"4+n,1-107 +n,_5-107"2+ .- 4 ny- 10> + ny - 10" + 1y - 10°
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entdao, N = (n, + n,_1 +n,_o+ -+ ng+ny +ng) mod 3. Um namero inteiro N é divisivel
por 3 quando a soma de seus algarismos ¢ divisivel por 3

Exemplo 4.2.2.1. Verifiqgue se o nimero 456789 ¢é divisivel por 3:

Solugao: Note que
456780 =4-10°+5-104+6-10>+7-10°+8-10'+9=44+54+6+7+8+9 = 39 mod 3,

como 39 = 0 mod 3, por transitividade 456789 = 0 mod 3. O implica que o nimero
456789 é divisivel por 3.

4.2.3 Divisibilidade por 4

Utilizando a nog¢ao de congruéncia, note que
10 = 2 mod 4,

segue-se do item 3 do Teorema 4.1.1., 10> = 22 = 0 -1 mod 4, da mesma forma,
10°=23=1-0-1 mod 4, o que implica em

10" = 0 mod 4
para ¢ > 2.
Isso mostra que, se
N =n,-10"4+n,_1 - 10" +n,_5- 10" 2 4 -+ +ny - 10 + ny - 10" + ng - 10,

entao
N=0+0+0+---+10"-ny 4+ ng mod 4.

Logo, N é divisivel por 4 se, e somente se, 10 - n; + ng, ou seja, ning é divisivel
por 4. Um numero inteiro N é divisivel por 4 quando seus dois tltimos algarismos formam
um namero divisivel por 4, ou seja, N = (2n; + ng) mod 4.

Exemplo 4.2.3.1. Verifique se o nimero 456784 ¢é divisivel por 4:

Solucao: Note que
456784 = 4-10°+5-10*4+6-10°+7-10>+8-10' +4 = 04+0+0+0+10-8+4 = 84 mod 4,

como 84 = 0 mod 4, por transitividade 456784 = 0 mod 4. O implica que o nimero
456784 ¢é divisivel por 4.

4.2.4 Divisibilidade por 5

Utilizando a nogao de congruéncia, note que

10 = 0 mod 5,
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segue-se do item 3 do Teorema 4.1.1, o que implica em
10° = 0 mod 5
para i > 1.
Isso mostra que, se
N=n, 100 4+n_1-1007" +n,_o- 1072+ +ny-10* 4+ ny - 10" + ng - 10°

entao
N=04+0+4+0+4+"--4+ng mod 5.

Logo, N é divisivel por 5 se, e somente se, ngy é divisivel por 5, ou seja, se ng for
0 ou 5.

Exemplo 4.2.4.1 Verifique se o niumero 3670 € divisivel por 5:
Solugao: Note que

3670 =3-10°4+6-1024+6-10' +0=0+0+0+0 = 0 mod 5,

como 0 = 0 mod 5, por transitividade 3670 = 0 mod 5. O que implica que o niimero 3670
¢ divisivel por 5.

4.2.5 Divisibilidade por 6

Utilizando a nogao de congruéncia, note que
10 =4 mod 6,

segue-se do item 3 do Teorema 4.1.1., 10> = 42 = 4 mod 6, da mesma forma, 10° =
43 = 4 mod 6, o que implica em

10 =4 =4 mod 6
para ¢ > 1.

Isso mostra que, se
N=n,-10"+n,_1-100" +n,5-10"2 4+ +ny- 102+ ny - 10' + ny - 10°

entao
N=4-(n,+---+ns+n1)+ny mod 6.

Portanto, 6 | N se, e somente se, 4- (n, +---+ny+mn1) +ny =0 mod 6. Ou seja,
pode-se dizer que um numero inteiro N é divisivel por 6 quando a soma do algarismo da
unidade com o quédruplo de cada um dos outros algarismos ¢ divisivel por 6.

Ainda mais, um numero inteiro N é divisivel por 6 quando é divisivel por 2 e
3 simultaneamente. Uma justificativa desse critério vem do Teorema Fundamental da
Aritmética, pois a partir dele obtém-se a decomposicao em fatores primos do 6, que
6=2-3.
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Exemplo 4.2.5.1 Verifique se o numero 489324 € divisivel por 6:
Solugao: Note que
489324 = 4-10°+8-10"4+9-10° +3-10°+2-10' +4 = 4- (4 +8+9+3+2) +4 = 108 mod 6,

como 108 = 0 mod 6, por transitividade 489324 = 0 mod 6. O que implica que o nimero
489324 ¢é divisivel por 6.

4.2.6 Divisibilidade por 7

Note que
N=n, 100" 4+n,1-107 24 - 4+ ny-10" +ny =2 - ng mod 7.

Com efeito,
N1 -+ nang = 10(npne_q1 -+ ny) + ng.

Suponha que
NyNyp_1 - - -N1 — 2ng = Tk,

para algum k € N. Entao
NpNp_q -+ -1y = Tk + 2ny.

Como
NeMp—1 - -mang = 10(nene_1---n1) +ng € npng_q---ny = 7k + 2ng

isso implica que

nNy_q -+ nyng = 10(nn,_q1 - - nqp) +ng = 10(7k 4+ 2ng) +ng = 70k + 21ny = 7(10k 4 3ny),
que ¢ divisivel por 7.

Por outro lado, suponha que N seja divisivel por 7, logo N = n,n,_1---ning =
Tk, com k1 € Z. Se n,n,_1---ny —2ng = t, com t € Z, entao n,n,_1---ny =t + 2ny.
Assim,

NNy -+ nang = 10(nen,._q -+ -n1) + ng = 10(t + 2ng) + ng = 10t + 21ny.
Como n,n,_1---ning é divisivel por 7, tem-se que 10t 4+ 21ny também divisivel por 7.

Mas isso s6 é valido se t = Tkq, com ky € Z

Portanto, n,n,_1 - - - ny—2ng é divisivel por 7. Ou seja, um nimero N = n,n,_1n,_o
-+ naning € divisivel por 7 se, e somente se, o niimero que nao contém o ultimo algarismo
de N, isto é (n, ---ngny), subtraido do dobro do tltimo algarismo ny de N for divisivel
por 7. Se o numero obtido for grande, repita o processo até que seja possivel verificar a
divisao por 7.

Exemplo 4.2.6.1 Verifique se o nimero 336 € divisivel por 7:

Solucao: Note que
336 =33—2-6=21 mod 7,

como 21 = 0 mod 7, por transitividade 336 = 0 mod 7. O que implica que o nimero 336
¢ divisivel por 7.
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4.2.7 Divisibilidade por 8

Utilizando a nogao de congruéncia, note que
10 = 2 mod 8,
segue-se do item 3 do Teorema 4.1.1, 10° = 23 = 0 mod 8, o que implica em
10" = 0 mod 8

para 1 > 3.

Isso mostra que se
N=n,-10"4+n,_1- 10" +n,_5- 10" 2 4 -+ +ny - 10% + ny - 10" + ng - 10,

entao
N=0404+0+"---4 04 ngning mod 8.

Logo, N é divisivel por 8 se, e somente se, 10% - ny + 10" - n; 4+ ng, ou seja, naning
é divisivel por 8. Assim, um numero inteiro N é divisivel por 8 se, e somente se, quando
termina em 000 ou quando os trés algarismos da direita for divisivel por 8.

Exemplo 4.2.7.1 Verifique se o nimero 456784 ¢ divisivel por 8:

Solucao: Note que

456784 = 4-10°+5-10*+6-10°+7-10*+8-10"+4 = 0+0+0-+10%-7+10-84-4 = 784 mod 8,
como 784 = 0 mod 8, por transitividade 456784 = 0 mod 8. O que implica que o nimero

456784 ¢é divisivel por 8.

4.2.8 Divisibilidade por 9

Utilizando a nogao de congruéncia, note que
10 =1 mod 9,

segue-se do item 3 do Teorema 4.1.1, 10> = 10-10 = 1 - 1 mod 9, da mesma forma,
10°=10-10-10=1-1-1 mod 9, o que implica em

10" =1 mod 9

para ¢ > 1.

Isso mostra que, se
N=n, 10" 4+n,_1- 10" +n, 51072 4+ -+ +ny - 10* + ny - 10" 4+ ng - 10°,

entao
N=(n.+n_1+n9+ - -ny+n; +mng) mod9.
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Logo, um ntmero inteiro N é divisivel por 9 quando a soma de seus algarismos é
divisivel por 9.

Exemplo 4.2.8.1 Verifique se o niumero 456789 ¢é divisivel por 9:

Solugao: Note que
456789 = 4-10°4+5-10* +6-10°+7-10°+8-10' +9=4+5+6+7+8+9 = 39 mod 9,

como 39 # 0 mod 9, por transitividade 456789 # 0 mod 9. O que implica que o nimero
456789 nao ¢é divisivel por 9.

4.2.9 Divisibilidade por 11

Utilizando a nogao de congruéncia, note que

10 = (—1) mod 11
10> = (=1) - (=1) =1 mod 11
10° = (=1) - (=1) - (=1) = (=1) mod 11,
assim, 10% = 1 mod 11 e 10**! = (—1) mod 11, com i = 0,1,2,--- ,r. Portanto, dado
um numero N = n,n,_1---ng, n base 10, tem-se que:

ng = ng mod 11

ny - 10 = —ny mod 11
ngy - 10?2 = ny mod 11
ns - 103 = —n3 mod 11

ny - 10* = ny mod 11

n, - 10" = (=1)"n, mod 11.
Somando membro a membro as congruéncias acima, tem-se:
Ny 10" 4+np_y - 107 4oy 10T 410 10° = ng —ny +ng —ng +- - -+ (—1)"-n, mod 11,

assim
N=ny—ny+ny—ng+---+(—=1)"-n, mod 11.

Portanto, N é divisivel por 11 se, e somente se, ng —ny +ng —ng + ---+ (=1)" - n, é
divisivel por 11. Ou seja, um niimero inteiro /N é divisivel por 11 se, e somente se, quando
a diferenca ndo negativa entre a soma dos algarismo de ordem impar (I) e a soma dos
algarismo de ordem par (P) for um numero divisivel por 11.

Exemplo 4.2.9.1. Verifique se o numero 856589 ¢ divisivel por 11:

Solucao: Note que
856589 =8-10°+5-10* +6-8—54+6—5+8 — 9 =3 mod 11,

como 3 Z 0 mod 11, por transitividade 856589 # 0 mod 11. O que implica que o nimero
856589 nao ¢é divisivel por 11.

Observacao 4.1.1 Os criterios de divisibilidade a sequir sao na forma nao mnemonica.
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4.2.10 Divisibilidade por 13

Dado um a = (n,---nyng), considere k = n,---nyn;. Sendo 13 um primo na
forma aditiva k4 4ny ou na forma subtrativa k —9nq é divisivel por p, se k+ng é miiltiplo
de p.

Exemplo 4.2.10.1 Verifique se o nimero 52819 ¢ divisivel por 13:
Solugao: Utilizando k + 4ng, tem-se que

9281 e 4-9 =36,

somando 5281 + 36 = 5317, analogamente, tem-se que

531 e 4-7=28,
somando 531 + 28 = 559, do mesmo modo, tem-se que

55 e 4-9 =36,
somando 55 + 36 = 91, de forma analoga, tem-se que

9 e 4-1=4,

somando 9 4+ 4 = 13, como 91 ¢é miltiplo de 13, conclui-se que 52819 é divisivel por 13.

4.2.11 Divisibilidade por 17

Dado um a = (n,---ning), considere k = n,.---ngny. Sendo 17 um primo na
forma aditiva k + 12ny ou na forma subtrativa k — 5ngy ¢é divisivel por p, se k 4+ ng é
multiplo de p.

Exemplo 4.2.11.1 Verifique se o numero 23715 € divisivel por 17:
Solucao: Utilizando k + 12ng, tem-se que

2371 e 12-5 =60,
somando 2371 + 60 = 2431, analogamente, tem-se que

243 e 12-1=12,

somando 243 + 12 = 255, do mesmo modo, tem-se que

25 ¢ 12-5= 60,

somando 25 + 60 = 85, de forma analoga, tem-se que

8 e 12-5=060,
somando 8 4+ 60 = 68, como 68 ¢ multiplo de 17, conclui-se que 23715 ¢é divisivel por 17.
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4.2.12 Divisibilidade por 19

Dado um a = (n,---nyng), considere k = n,---nyn;. Sendo 19 um primo na
forma aditiva k + 2ng ou na forma subtrativa k& — 17ngy é divisivel por p, se k 4+ ng é
multiplo de p.

Exemplo 4.2.12.1 Verifique se o numero 420945 ¢é divisivel por 19:
Solugao: Utilizando k + 2ng, tem-se que

42094 e 2-5=10,
somando 42094 + 10 = 42104, analogamente, tem-se que

4210 e 2-4=8,
somando 4210 + 8 = 4218, do mesmo modo, tem-se que

421 e 2-8 =16,
somando 421 + 16 = 437, de forma analoga, tem-se que

43 e 2-7=14,
somando 43 + 14 = 57, do mesmo modo, tem-se que

5 e 2-7=14,
somando 5+ 14 = 19, como 57 é multiplo de 19, conclui-se que 420945 é divisivel por 19.

4.3 Digito Verificador

O mundo da informacao é vasto e complexo, e garantir a precisao dos dados é
crucial para diversos setores. A aritmética modular colabora garantindo o digito verifica-
dor no intuito de combater erros e garantir a confiabilidade em sistemas como cédigos de
barras, documentos de identidade, cédigos ISBN, ntimeros de contas bancarias, cartoes e
outros.

4.3.1 CPF

O Cadastro de Pessoa Fisica (CPF) é um conjunto de nimeros que serve para
identificagdo de uma pessoa. O cadrasto possui 11 digitos, dos quais o nono digito iden-
tifica o estado brasileito de emissao da pessoa conforme a Tabela I, ja os dois ultimos
digitos sao os verificadores.
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Tabela I - Digito Identificador

Estado Emissor Di
DF, GO, MS, MT e TO
AC, AM, AP, PA, RO e RR
CE, MA e PI
AL, PB, PE e RN
BA e SE
MG
ES e RJ
SP
PR e SC
RS

—
=+
o

o ©| 0| ~| | wr| | wo| ro| —|08,

Os dois ultimos nimeros sao digitos verificadores (ou de controle), sendo essa
mais uma aplicacao de congruéncia, que utiliza congruéncia modulo 11, operando com os
nove primeiros algarismos:

c=1[ay az ag a4 as ag a7 as ag |

e esses algarismos ficam sendo multiplicados, conforme a ordem dada no documento, pela
primeira matriz de pesos pré-estabelecida em CPF’s por:

p=[123456789]

Assim, é feito o produto matricial entre ¢ e p’, dando uma soma (S) e a con-
gruéncia usada é:

S —ap =0 mod 11,

ap =S mod 11 ou S =ajp mod 11.

Para encontrar o segundo digito verificador o mesmo processo é realizado, todavia
acrescentando ajg em ¢ e a matriz p passa a ser:

p=[0123456789].

Em outras palavras, o decimo digito, ou primeiro verificador é calculado assim:
multiplica-se o primeiro nimero por 1, o segundo por 2, o terceiro por 3, até o nono que
deve ser multiplicado por 9. Soma-se os resultados obtidos e calcula-se o resto da divisao
por 11, tal resto seré o primeiro digito de controle, exceto se tal resto for 10, situacao em
que o digito sera 0. Para o segundo digito de controle multiplica-se o segundo niimero por
1, o terceiro por 2, o quarto por 3 até o décimo niimero que deve ser multiplicado por 9,
soma-se os resultados obtidos e divide-se por 11, o segundo digito de controle é o resto
dessa divisao. Como antes, se tal resto for 10, o digito verificador seré 0.

Exemplo 4.3.1.1 Encontre os digitos verificadores do CPF ficticio dado por: 515.253.545-
a10011-

Solugao: Para encontrar o primeiro digito, faz-se o produto das matrizes:

c1=[515253545]ep=[123456789],

52



assim, obtém-se a soma (S) em cada caso:

S1=5-14+1-245-34+2-445-54+3-64+5-74+4-845-9

S1=54+24+154+8+25+18+4+35+32+45
S1=50+24+15+8+254+18+35+32+45
S; = 185.
Logo,
S1 — ayp =0 mod 11
185 — a0 = 0 mod 11.

Portanto, aig ¢ igual a 9.

Agora, para calcular o tdltimo digito, toma-se

co=[5152535459]ep;=[0123456789].

Assim, encontra-se a outra soma:

So=5-04+1-145-242-34+5-443-54+5-64+4-74+5-84+9-9

So=0+1410+64 20+ 15+ 30 + 28 + 40 + 81
Sy = 231.
Mas, como

Sy —ay; =0 mod 11,

tem-se que
231 — ay; =0 mod 11.

Logo, a;; =0, e o CPF sera 515.253.545-90.
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4.3.2 Cartoes de crédito

A ideia de o cartao de crédito surgiu com Frank MacNamara, porém funcionava
como um cartao de compra. Essa ideia chegou no Brasil por volta de 1956 por "Di-
ners". Alguns anos depois, em 1968, foi lancando o primeiro cartao de crédito de banco
o "Credicard".

Os cartoes de crédito predominantes no mundo possuem de 14 a 19 digitos. No
Brasil, possuem 16 digitos, sendo que os primeiros quatro digitos definem o banco emissor,
e do quinto ao décimo quinto digito determinam os dados do cliente, enquanto o ultimo
digito sera o digito verificador, o qual é obtido dos anteriores por meio de congruéncia
modulo 10.

Para encontrar o digito verificador, consideraremos um cartao de crédito que
possuem uma sequéncia numérica de 16 digitos e que é expressado matematicamente por:
a1020G304 - 506a4708 * Agt10A11012 * A13014015016-

Para determinar o DV a4 deve-se primeiro tomar os digitos com indice impares
e calcular o z;, sendo que

o 2a; se 2a; <9
T = 2a; — 9 se 2a; > 9,

coma; €7Z,0<a;<9eie{l1,2,3,..,16}. Agora, calcula-se a soma S pelo somatorio
desses x; com o somatorio dos a; de indice par, dado por:

8 8
S = E To;i—1 + E a2,
i—1 i=1

e o digito verificador a;g advem da seguinte congruéncia:

a1 = —S mod 10.

Exemplo 4.3.2.1 Suponha que o nimero 7435.1013.1117.525a16 seja de um cartao de
crédito. Determine o digito verificador desse cartao.

Solug¢ao: Encontrando os z;:

r1=201=2-7T=14>9= 21 =201 — 9= 21 =9
r3=203=2-3=6<9=—123=606
Ts=205=2-1=2<9=25=2
rr=2a7;=2-1=2<9= ;=2
Tg=209=2-1=2<9=129=2
rT1=2011=2-1=2<9 = 21 =2
Ti3=2a13=2-5=10>9 = 213=2a13— 9= z13=1
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Aplicando o algoritmo, tem-se

8 8
S = E Toi—1 + E a2i,
i—1 i=1

S=0bB+64+2+2+24+2+14+1)+4+5+04+3+1+7+2)
S = 33.

Logo, usando a congruéncia
ag = —S mod 10

a6 = —33 mod 10
a1 = —3 mod 10
A1 = 7 mod 10.

Portanto, o digito verificador a4 = 7, o que implica que o ntimero do cartao de crédito
serd 7435.1013.1117.5257.

4.4 Calendario

O registro do passar do tempo foi objeto de preopucagao do homem hé centenas
de anos. Atualmente, utilizam-se consideragoes astrondmicas para propor definigdes ao
passar do dia e ano, por exemplo. Contudo, as no¢oes de semana e més variam da cultura
de cada povo.

Nessa perspectiva de contar o passar do tempo, desenvolveu-se o calendario, que
é um sistema de contagem e agrupamento de dias, que visa atender principalmente as
necessidades civis e religiosas de uma cultura, organizadas com o proposito de medir e re-
gistrar eventos ao longo de "grandes perfodos". Existem aproximadamente 40 calendarios
em uso no mundo, os quais podem ser classificados em:

e Solares: baseados no movimento da terra em torno do sol e considerando que os
meses nao tém conexao com o movimento da lua. Um exemplo é o Calendario
Gregoriano.

e Lunares: fundamentados no movimento da lua, considerando que o ano nao tem
conexao com o movimento da Terra em torno do sol. Um exemplo é o Calendario
Islamico.

e Lunisolares: os anos estao relacionados com o movimento da terra em torno do sol
e os meses com o movimento da lua em torno da terra. Um exemplo é o Calendario
Hebreu.

No Brasil e no Ocidente ¢é utilizado o Calendario Gregoriano, derivado do Solar.
Os meses desse calendario sao constituidos por 30 ou 31 dias, exceto fevereiro que possui
29 dias nos anos bissextos e 28 nos demais. Observa-se que ha 97 anos de 366 dias (anos
bissextos) em cada periodo de 400 anos. Isso advém da seguinte regra:

e Todo ano divisivel por 4 é um ano bissexto.
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e Entretanto, todo ano divisivel por 100 nao é um ano bissexto.

e Entretanto, todo ano divisivel por 400 é um ano bissexto sempre.

Logo, por exemplo, 1700, 1800, 1900, 2100 e 2200 nao sao anos bissextos. Porém,
1600, 2000 e 2400 sao anos bissextos.

Quando se trata de calendario, nota-se que ha um grande enredo matematico
por trés. O calendario possui alguns elementos arbitrarios onde podemos usar algoritmos
com operagoes basicas de matemaética para relacionar uma data estabelecida ao dia da
semana em que ela se deu (OLIVEIRA, 2015 apud. FRANCO 2016FRANCO, 2016
p.71). Utilizando congruéncia modulo m no calendério, referente ao més de julho de 2024
conforme a Figura 3, observa-se que

Figura 3 - Calendario

2024 JULHO 2024

2123496
7891011213
141516 17 18 19 20
2122 23 24 25 26 27
26293031 <« 2 -

Fonte: https://br.pinterest.com/pin/633318766377340108/. Acesso em 03/02/2024.

analisando a disposicao dos dias nessse més, considerando m = 7, teremos
Domingo: n=0mod T,

Segunda : n=1mod T;
Terca: n=2modT,
Quarta: n =3 modT;
Quinta: n=4mod T,
Sexta: n=5modT;
Sabado: n =6 modT.

Para determinar, por exemplo, qual dia da semana seria 30 de julho de 2024, bastaria
apenas saber a que classe de congruéncia que esse dia pertenceria em modulo 7. Dessa
forma, dividindo 30 por 7. resulta em um quociente 4 e resto 2. Assim, 30 = 2 mod 7, ou
seja, sabe-se que segunda-feira é a data inicial do més, dia 1, a classe de restos 2 pertence
nesse sentindo as tergas-feiras. Portanto, dia 30 de julho de 2024 é terga-feira (mostrado
na Figura 3).

Exemplo O ano de 2005 comecou em um sdbado. Qual o dia da semana termina esse
ano?

26



Solug¢ao: De modo inicial deve-se observar que o rescpectivo ano possui 365 dias, orga-
nizados de 7 em 7 dias formam 52 ciclos semanais completos e sobra um dia. Sendo que
cada dia inicia no sdbado e termina na sexta-feira, porém deve-se acrescentar 1 dia ao
proximo ciclo. Dessa forma, o dltimo dia também serd em um sabado. Pois,

365 = x mod 7,

366 = 1 mod 7.

Observacao: Generalizando, exceto os anos bissextos, todos os anos iniciam e terminam
no mesmo dia da semana.

4.5 Congruéncias Lineares

Definicao 4.5.1 Sejam a e b inteiros quaisquer e m um inteiro positivo, define—se
congruéncia linear toda equag¢ao da forma:

ar = b mod m. (17)

Para todo inteiro xg que satisfaz a equacao (17) tal que

arg = b mod m,
diz—se que xy ¢ uma solucao para a congruéncia linear.

Note que o inteiro xy é uma solucao particular da congruéncia linear

ar = bmod m,

entao para todo x tal que x = zy mod m podemos construir uma infinidade de outras
solugoes, todas mutuamente congruentes moédulo m.

Proposicao 4.5.1 Dados a, b e m € Z, com m>0, a congruéncia

ar = bmod m
possui solugao se, e somente se, mdc(a, m) | b.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que a congruéncia linear adimita solugdo e seja o inteiro
xo sua solucao, logo

arg = bmodm = arqg—b=my, = aro— myy=>.

Dai, existe um mdc(a, m) tal que mdc(a, m) | a e mdc(a, m) | m>. Desse modo, segue
que mdc(a, m) | (azg — myp) e logo mdc(a, m) | b.
(«<=) Se mdc(a, m) | b entdo mdc(a, m) | (axy — myp) o que implica em

axy — myop = mdc(a, m). (18)

Multiplicando ambos os membros a expressao (18) por k, tem-se:
axg -k —myg - k = [mdc(a, m)] - k.
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Fazendo [mdc(a, m)] -k = b, tem-se
a(rg-k)—m(yo-k)=b = alzo-k)—b=m(ys-k) = a(ze-k) = bmod m
Logo, o inteiro (k - xy) é uma solugao da congruéncia linear: ax = b mod m

Teorema 4.5.1 Sejam a, b e m € Z, com m>1 e mdc(a, m) | b.. Se xy € solugao da
congruéncia ax = b mod m, entdo

m m m
To, Lo+ —, ro+2—,---, x d—1)—,
0, Lo+ d , Lo+ d ) ) 0o+ ( ) d
onde d = mdc(a, m), formam um sistema completo de solugdes da congruéncia, duas
a duas incongruentes modulo m.
Demonstracao. Toda solucao x da congruéncia ax = b mod m é congruente , moédulo
m, a To +4- 7 para algum 0 <i <de
ar = axg mod m
e, pelo Teorema 4.1.3. [ac = bcmod m <= a = bmod (2); d = mdc(c, m)]
tem-se que
m
T = x9 mod I
km dlx —x
Logo, x —xg = — = k = u, sendo k € Z. Pela divisao euclidiana, existe

m
0 <7< dtal que k = qgd+ 1 e, assim

d(x — xo) ‘ m m
— 0 =¢d+i = x_‘TO:qm+Z‘E — x—<$o—z-g>:qm.

Portanto,

.m .. m
r=x9g+qm-+i— =x9+1-— mod m.

d d

. , . m . ~ ~ N
Reciprocamente, os niimeros (.’ch +1- E>’ com 0 < i < d, sao solugoes da congruéncia,

pois
.. m . a
a~(xo—i-z-E):ax0+@-amzaxozbmodm.

Finalmente, esses niimeros sao dois a dois incongruentes moédulo m, pois se, para 0 < i < d,

i 11— = c— moa m
0 l 0 j l )

entao
.. m .. m d
i-— =9-— modm.
a7

m m m m
Como,ng’,j<d,enta00§i-g,j-g<m,ecomomdivide i-E—j-E , segue-se
m

m
quezWE :j~g e, portanto, 7 = j.
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Corolario 4.5.1. Se d = mdc(a, m), e d divide b, entao a congruéncia linear ax =
b mod m possui d solucoes mutualmente incongruentes modulo m.

Demonstracao: Suponha que xy seja solugao para congruéncia linear, entao as solucoes x
sao da forma r = z¢ + 7)) t, com t sendo um inteiro qualquer. Se

m m
ZL’1:LL’0—|—<E)'751 (& J,’QZJIO—F(E)'tQ

sao as solucoes, e se 1 = x5 mod m, entao

m m
x0+<—)~t1£x0+(3)~t2modm

d
tl = t2 mod Lm
mdc (m, —)
d
t1 =ty mod d

. m m
visto que o mdc <m, —) =—e0<t <ty <d-—1. Isso mostra que d | (to — t1), o que

¢é impossivel, isto é, 0 <ty —t; < d.

m
Portanto, para todo inteiro xgy + (E) -t & congruente moédulo m para algum d. Logo,

duas solugoes x1 e T9 sao mutuamente incongruente moédulo m se, e somente se, t; e to
sao incongruente modulo d e existem d solucoes mutuamente incongruentes.

Definicao 4.5.2. Seja x um inteiro. O inverso de x é um inteiro y tal que

x -y =1 mod m.

Corolario 4.5.2. A congruéncia yr = 1 mod m, com mde(y, m) = 1, admite uma
unica solugao modulo m. Essa solucao serd chamada de inverso multiplicativo modulo m.

Demonstra¢ao: Como mdc(y, m) = 1, tem-se que y - z = 1 mod m, isto é
y-xo =1 mod m,

de modo que o inteiro y tem um tnico inverso médulo m: xr = xg.
Exemplo 4.5.1 Resolva a congruéncia linear 3x =5 mod 7.

Solucao: Note que mdc(3,7) = 1 e 1 divide 5, e a congruéncia linear 3z = 5 mod 7 tem
exatamente uma solucao mutuamente incongruente modulo 7.

Assim, para encontrar o inverso multiplicativo de 3 modulo 7, basta multiplicar a con-
gruéncia linear 3x = 5 mod 7 em ambos os lados por 5, isto é:

5:3r=5-5mod7 = 15z =25 mod 7
o que implica em x = 4 mod 7.
Logo, as solucoes de 3x = 5 mod 7 sao da forma x = 4+ 7-k, sendo k£ um inteiro qualquer.

Exemplo 4.5.2. Resolva a congruéncia linear 3z = 6 mod 15.
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Solucao: O mde(3,15) = 3 e 3 divide 6, dai a congruéncia tem exatamente 3 solugoes
mutuamente incongruentes moédulo 15. Dessa forma, xy = 2 é uma solugao para a con-
gruéncia linear 3x = 6 mod 15, consequentemente as trés solugoes sao dadas:

15
51322—1-(?)']{7:24-5]{‘,

onde £ =0, 1, 2.
Logo, isso implica que x = 2, 7, 12.

Problema 4.5.1. Pode o dobro de um numero natural deixar resto igual a 9 quando
dividido por 267 E quando dividido por 25%

Solugao: 1) Respondendo & primeira indagacao, e transforma o problema na seguinte
congruéncia linear
2x =9 mod 26.

O mde(2,26) = 2, mas 2 nao divide 9, logo a congruéncia linear 2z = 9 mod 26 nao tem
solugao, ou seja, ¢ impossivel o dobro de um nimero natural x deixar resto 9 quando
dividido por 26

2) Respondendo & segunda indagac@o, de modo analogo, é transformado a situagao na
seguinte congruéncia linear

2x =9 mod 25

e o mdc(2,25) = 1, e 1 divide 9, logo a congruéncia linear tem solugdo, ou seja, é possivel
o dobro de um nimero natural z deixar resto 9 quando dividido por 25. Resolvendo
essa congruéncia linear, para encontrar o inverso multiplicativo de 2 moédulo 25, basta
multiplicar por 13, isto é:

1322 =13 -9 mod 25 — 26x = 117 mod 25 — xz = 17 mod 25.

Logo, para que o dobro de um niimero natural x deixe resto 9 quando dividido por 25,
esse nimero deve ser da forma x = 17 4+ 25k, com k € N.
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5 CLASSES RESIDUAIS E APLICACOES

Nesta parte serao apresentados os conceitos, as defini¢oes e propriedades necessa-
rias para mostrar uma contribuicao deste trabalho para os docentes de matemética, que
sao as aplicagoes das Classes Residuais as Equagoes Diofantinas. As defini¢oes e resul-
tados apresentados poderdo ser encontrados em FILHO 1981, HEFEZ 2016b, LEITAO
2019, SANTOS 2012 e A. d. A. SILVA 2000.

5.1 Classe Residual

Definicao 5.1.1 (Sistema completo de residuos). Conjunto de todos os restos possi-
veis da divisao euclidiana de um inteiro a por m, com m > 1, cujos m elementos:
{0, 1, 2, ---, m — 1}, em uma ordem qualquer, sio dois a dois incongruentes mddulo
m, serd denominado por Sistema Completo de Residuos Maodulo m.

Desse modo, passando a designar resto r como sendo um residuo modulo m. E
assim, diante da congruéncia podemos substituir qualquer um dos elementos do sistema
completo de residuos por um de seus representantes, além disto, qualquer conjunto de m
elementos da forma {ry, ry, r3, -+, r,,} também serd um sistema completo de residuos,
desde que satisfaga:

e 7, Z1r; mod m para i # j;
e Para todo inteiro a, existe um r;, tal que, a = r; mod m.

Seré introduzido agora a nocao de classe residual moédulo m. Dado um inteiro
m > 1 e considerando a classe de restos r moédulo m, que seré representado por T,
repartiremos o conjunto Z dos nimeros inteiros em subconjuntos, onde cada um deles é
formado por todos os ntimeros inteiros que possuem o mesmo resto quando divididos por
m. Isso nos da a seguinte particao de Z:

0={r€Z;, x=0modm}
1={re€Z;, x=1modm}

2={r€Z; x=2modm}

m—1={x€Z; xt=m—1mod m}.

Note que nao é interessante haver continuacao apos m — 1, visto que se tem:
m=0,m+1=1, -+ e assim sucessivamente. Assim, tem-se que:
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Definicao 5.1.2 O conjunto 7 = {x € Z; x =r mod m} é chamado de Classe Residual
Modulo m do elemento r de Z. O conjunto de todas as classes residuais modulo m serd
representado por Z,,. Portanto

Exemplo 5.1.1 Se m = 2, entdao Zy = {0, 1,}, com
0={r€Z; v=0mod 2}

o que implica que x = 2k, com k € Z, ou seja, 0 = {x € Z; x € par}. De modo
semelhante,

1={z€Z; x=1mod 2}

isso implica que 1 = {x € Z; x € impar}. Logo,

r =

_ 0, se, e somente se, r é par;
1, se, e somente se, r é vmpar.

Exemplo 5.1.2 Se m = 3, entao Zs = {0, 1, 2}, com

0={r€Z; x=0mod 3} ={3k; k€ Z}

1={r€Z, z=1mod 3} ={3k+1; k€ Z}

2={z€Z; x=2mod 3} = {3k +2; k€ Z}

Portanto,

, se r € multiplo de 3;
, se r tem  resto 1 quando dividido por 3;
, se r tem  resto 2 quando dividido por 3.

S|
I
o | O

As classes residuais possuem as seguintes propriedades:

Proposicao 5.1.1 Sejam @ e b as classes residuais mdodulo m de dois inteiros quaisquer
a eb.

1. @ =0b se, e somente se, a = b mod m;
2. Sea e b ndo sio disjuntas (@Nb# @), entdo coincidem: @ = b;
3. Sea eb sdo distintas (@ #b), entdo sio disjuntas: aNb= &,

Demonstracao.
(1) (=) Suponha que a = b mod m e seja x um elemento qualquer de @, ou seja, = € a.
Entao:

r=amodm e a=bmodm — x=bmodm
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e isso significa que x € b. Logo,

ach. (19)

Seja, agora y um elemento qualquer de b, ou seja, y € b. Entao,

y=bmodm e a=bmodm = y=amodm

e isso significa que y € a. Logo,

bCa. (20)

Das incluses (19) e (20), resulta que, de fato, @ = b.
(<=) Reciprocamente, suponha que @ = b. Entao existe um elemento d, tal que d € @, o
que implica também em d € b. Portanto, a = b mod m.

(2 ) Com efeito, se @ e b ndo sdo disjuntas, entdo existe pelo menos um inteiro c tal que
ceaeceb Esegueque

c=amodm e c=bmodm — a=bmodm
Logo, pelo item ( 1), conclui-se que @ = b.

( 3) Com efeito, suponha que, se @ e b nao sao disjuntas, entao existe um inteiro c tal
que c €aec€b. E segue que

c=amodm e c=bmodm =— a=bmodm

Logo_, pelo item ( 1), conclui-se que @ = b, o que é impossivel, visto que, por hipotese,
a # b.

Desse modo, a partir da propriedade ( 3 ) implica que a reunido de todas as
classes residuais modulo m é igual a Z. Pode-se perceber que, pelo Exemplo 5.1.1.
quando m = 2, h4 duas classes residuais para Z, = {0, 1}, ambas disjuntas e cuja reunido
é o proprio Z.

Ademais, segue que o conjunto dos inteiros {0, 1, 2, 3,---, m —1} é um sistema
completo de residuos se, e somente se {0, 1, 2, 3, ---m — 1} sdo as m classes residuais
modulo m, que atuam tal com ” ficheiro” com m ” gavetas” nas quais é organizado cada
um dos elementos de Z, que por sua vez, fica particionado em m subconjuntos formados
por inteiros mutualmente congruentes moédulo m.

Como ja mostrado, uma caracteristica importante das classes residuais é que
transformam a congruéncia a = b mod m na igualdade @ = b. Outra caracteristica é que
em Z,, valem as operacoes:

Adicao: a+b=a+b.
Multiplicacao: @-b=a-b.

Essas operagoes gozam das seguintes propriedades.
Propriedades da Adigdo. Para todos @, b, ¢ € Z,,, tem-se
Ay) Associatividade: (@ +0b) +c=a+ (b+7);

Ay) Comutatividade: @+ b= b +a;
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A3z) Existéncia de Zero: @+ 0 = @ para todo @ € Z,,;

A,) Existéncia de simétrico: @ + —a = 0.

Propriedades da Multiplicagao. Para todos @, b, € € Z,,, tem-se
M,) Associatividade: (@-b)-¢=a- (b-¢);

M) Comutatividade: @-b=b-a;

M) Existéncia de unidade: @ -1 = a;

AM) Distributividade: @- (b+¢) =a-b+a-¢.

Exemplo 5.1.3. As tabelas de adigao e multiplicagio em Zo = { 0, 1 } sdo

1
0
1

, 1, 2} sao

—
ol

Exemplo 5.1.4 As tabelas de adi¢cao e multiplicagao em Zg =

+ ‘ 01 2 01 2
00 1 2 000
1]/1 2 0 01 2
212 0 1 0 2 1
Exemplo 5.1.5 As tabelas de adigio e multiplicagio em Zy = { 0, 1, 2, 3 } sdo
+]10 1 2 3 -0 1 2 3
00 1 2 3 0/0 0 0 O
1]/1 2 3 0 110 1 2 3
212 3 0 1 210 2 0 2
313 01 2 310 3 2 1

Um elemento @ € Z,, sera dito inversivel, quando existir b € Z,, tal que @-b = 1.
Nesse caso, diremos que b é o inverso de a.

Proposicao 5.1.2. Um elemento @ € inversivel se, e somente se, o mde(a, m) = 1.

Demonstracao. ~
(=) Se @ é inversivel, entdo existe b € Z,, tal que

=a-b=a-b.

|

Logo a-b = 1 mod m, isto ¢, existe um inteiro ¢ tal que a-b+t-m = 1 e consequentemente,
mde(a, m) = 1.

(<=) Reciprocamente, se mdc(a, m) = 1, existem inteiros b e ¢t taisque a-b+m -t =1
e, consequentemente,

Il=a-b+m-t=a-b+m-t=a-b+0=a-b
Portanto, @ é inversivel.
Exemplo 5.1.7. Encontre o elemento inversivel de 5 em Zg.
Solugao:
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Como 5-5 =1, 5 ¢ inversivel em Zg com inverso o préprio 5.

5.1.1 Aplicagoes as Equacgoes Diofantinas

O objetivo é transformar uma equacao diofantina em equacoes de classes resi-
duais, para tanto, inicialmente é necessario converter para congruéncias lineares, pois
uma caracteristica importante das classes residuais é que transformam a congruéncia
a = b mod m na igualdade @ = b em Z,,.

Assim, dados a, b, e n inteiros, a equagao diofantina ax + by = n, pelo Teorema
3.5.1, admite solugao se, e somente se, d | n, sendo d = mdc(a, b).

Pelo Corolario 3.5.1, seja o par de inteiros xy, yo uma solugao particular da
equagao ax + by = n. Entao o par z, y é solucao geral da equacao se, e somente se,

(2 (5) -
r =z K e = - =)

0 d Y Yo d )
Com efeito, pela Proposigao 4.5.1, tem-se que

b
= d| - ].
T = X9 Mo <d>

ar +by =n

comt €.

Considerando a equacao

e escolhendo adequadamente um p primo e divisor de b, pela Proposicao 4.5.1, tem-se
que
axr = n mod p.

Infere-se da Proposigao 5.1.1 que existe um x( inteiro, tal que axqg = n mod p.
Isso equivale a dizer que a congruéncia linear apresentada é equivalente a uma equacao
de classe residuais. Assim, azy ¢ igual a classe 7 em Z, ou seja,

arg=nmodp <= aTo=N = G- -To=7n em L, (21)

Pode-se dizer ainda que (21), por defini¢ao, equivale a

a-r=n (22)

tem solugao em Zj,.
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Logo, resolver a congruéncia linear axzo = n mod p, se reduz a resolver em Z, a
equacao:

a-T =n.

1

Assim, tomando @~ como classe inversa de @ em Z,, implica que

T=n-a " (23)
como ja visto, (23) pode ser reduzido a
r=a"' nmodp.

Portanto, 79 = a~! - n adequado sera uma solucao particular da equacao Diofan-

tina. Substituindo zy em ax + by = n encontra-se .

Dessa forma, pelo Corolario 3.5.1, conclui-se finalmente que uma equagao Di-
ofantina
ax + by = n,

com d = mdc(a, b), tem como solugoes = e y em Z.

Observacao 5.1.1 De modo andlogo, pode-se também escolher adequadamente um p
primo e divisor de a.

Nesta secao sao utilizadas Classes Residuais para resolver equagoes Diofantinas.
Exemplo 5.1.1 Resolva a equagdo Diofantina 8x + 13y = 135.

Solugao. A equagao Diofantina tem solugao, visto que mdc(8,13) | 135. Tomando ade-
quadamente p = 13, tem-se:

(8x + 13y) = 135 mod 13
8x = 5 mod 13.

Resolver a congruéncia linear acima, se reduz a resolver em Z;3 a equacao:
8-T=5. (24)
Multiplicando a equacao (24) por 5, tem-se

5.8-7=5-5mod 13

z =12 mod 13.

Portanto,

=12+ 13t t € Z.

Considerando xy = 12 uma solucao particular e substituindo em 8x+ 13y = 135, encontra-
seyyg=3e

y =3 — 8.

Assim, a solugao geral é
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y—3_g5 (€T

Exemplo 5.1.2 Resolva a equagdo Diofantina 17x — 28y = 37.

{x =124 13t

Solugao. A equagdo Diofantina tem solugao, visto que mdc(17,—28) | 37. Tomando
adequadamente p = 17, tem-se:
(17x — 28y) = 37 mod 17
—11y = 3mod 17
6y = 3mod 17.

Resolver a congruéncia linear acima, se reduz a resolver em Z;7; a equagao:
6-y=3. (25)
Multiplicando a equacao (25) por 3, tem-se

y =9 mod 17.

Portanto,

y=9-—17t, t € Z.

Considerando yg = 9 uma solugao particular e substituindo em 172—28y = 37, encontra-se
xo = 17. Assim, a solucao geral é

{x:17—28t te7

y=9—-1T7t

Observagao 5.1.2 O exemplo anterior foi resolvido na secao das equacoes Diofantinas
(exzemplo 3.5.4), contudo, utilizando classes residuais, a resolugao fica mais dgil e simples.

Exemplo 5.1.3 Resolva a equagdo Diofantina 45z — 14y = 11.
Solucao.A equagao Diofantina tem solugao, visto que mdc(45, —14) | 11. Tomando ade-
quadamente p = 7, tem-se:
(452 — 14y) = 11 mod 7
3z =4 mod 7. (26)
Multiplicando a equagao (26) por 5, tem-se

5:-3-x=4-5mod 7,

e
r=6mod7 =— x=-1modT.

Assim, x = —1 4+ 7k, com k € Z. Assumindo k£ = 0, tem xg = —1 como uma solu¢ao

particular, substituindo na equacao 45x — 14y = 11, encontra-se yy = —4. Assim, a

solugao geral é

{x:—1—14t te

y=—4—45¢
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Exemplo 5.1.4. Resolva a equacao Diofantina 25x — 28y = 37.

Solugao.A equagao Diofantina tem solugao, visto que mdc(25,—28) | 37. Tomando ade-
quadamente p = 7, tem-se que

(252 — 28y) = 37 mod 7
4r =2 mod 7. (27)

Para a equagao (27), 2 é o inverso de 4 em Z;. Multiplicando a equacao por 2, tem-se que

r=4mod7T = r=—-3mod?T.

Assim, x = =3 + 7k, com k € Z . Assumindo k = 0, tem zy = —3 como uma solugao
particular, substituindo na equagao 25x — 28y = 37, encontra-se yo = —4, e
y = —4 — 25¢.

Assim, a solugao geral é

{x——3—28t . {:L’—25—28t te7

y=—4— 25t y = 21— 25t
Problema 5.1.1 Em uma loja dois produtos custam R$ 71,00 e 83,00, respectivamente.

Que quantidade inteiras de ambos podem ser compradas com R$ 1.670,007

Solugao. A equagao Diofantina que modela o problema é 71z + 83y = 1670 e tem solucao,
visto que mdc(71,83) | 1670. Tomando adequadamente p = 71, tem-se que
(7T1lx + 83y) = 1670 mod 71
83y = 1670 mod 71
12y = 37 mod T1. (28)

Para a equacao (28), 6 é classe inversa de 12. Multiplicando a equacao por 6, tem-se
6-12-y=6-37 mod 71

Isso é

y = 222 mod 71

y =9 mod T1.
Considerando y = 9 uma solugao particular e substituindo em 71x+83y = 1670, encontra-
se x = 13.

x = 13 + 83¢.

Assim, a solugao geral é x = 13 e y = 9, ou seja, podem-se comprar 13 produtos que
custam R$ 71,00 e 9 que custam R$ 83,00.

Problema 5.1.2 Dispondo de R$ 110,00 quais as quantias que se podem gastar comprando
selos que custam R$ 7,00 e R$ 9,007
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Solucao: A equacao que modela o problema é 7x + 9y = 110 e possui solugao. Assim,
escolhendo p = 7, tem-se que

(Tx + 9y) = 110 mod 7

2y =5mod 7. (29)
Multiplicando (29) por 4, tem-se que

4-2y=5-4mod7
y =6 mod 7.
Assumindo y = 6 e substituindo na equagao 7z 4+ 9y = 110, obtém-se x = 8.
Portanto, a solugao para o problema sao 8 selos de 7 reais e 6 selos de 9 reais.

Observagao 5.1.3 Note que o problema anterior foi resolvido na secao das equagoes
Diofantinas (Problema 3.5.2), contudo, utilizando classes residuais, a resolu¢ao fica mais
simples e dgil.

Problema 5.1.3 Determine os multiplos positivos de 11 e 9 cuja soma € igual a 270.

Solugao: A equacao que modela o problema é 11z + 9y = 270 e possui solugao. Assim,
escolhendo p = 11, tem-se que

(11x + 9y) = 270 mod 11.
9y = 6 mod 11. (30)
Multiplicando (30) por 5, tem-se
5-9y=5-6 mod 11

y =8 mod 11.
Assumindo yg = 8 e substituindo na equacao 11z + 9y = 270, obtém-se xy = 18.

Portanto, a solugao para o problema é

{x—18+9t b1 e t—0

y=8—11¢
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Compreende-se que a importancia da Aritmética Modular no ensino é extraordi-
naria e totalmente relevante. Por mais que nao esteja presente nos curriculos do ensino
bésico, os docentes de matemaética podem inserir, consoante a documentos educacionais e
pesquisadores docentes de matemaética, esse objeto de conhecimento em suas aulas, desde
que atrelados aos contetidos de Teoria dos Niimeros contidos nas grades curriculares. Isso
se da pelo fato da Aritmética Modular trazer um rol de aplicacoes de facil compreensao
pelos alunos da educacao basica, tais como a divisibilidade, ao calendario, ao relégio, ao
CPF, aos cartoes de crédito, entre outros.

Por outro lado, no ensino superior, a Aritmética Modular, além de proporcio-
nar de forma geral uma alta visao sobre o comportamento das operacoes nos inteiros,
essencialmente na divisao, possui ricas aplicagoes de modo muito amplo tais como aos
Critérios de Divisibilidade, a Criptografia, as Equacgoes Diofantinas e assim por diante.
Pode-se destacar ainda, que as Classes Residuais (conteido de Aritmética Modular) sao
ferramentas poderosas, como mostrado suas aplica¢oes neste trabalho, quando se trata de
resolucao das equagoes diofantinas lineares, pois ¢ um método simples e facilitador para
os discentes e docentes de matemética.

Portanto, conclui-se que a Aritmética Modular tem aplicacoes em diversas areas
do conhecimento, como por exemplo, desde a Criptografia até a Teoria dos Numeros. Ela
oferece uma nova perspectiva sobre a natureza dos niimeros, tornando a matemética mais
interessante e divertida. Desafia os alunos a pensar de forma critica e criativa, estimula o
raciocinio légico e a abstracao matemaética, buscando solugoes para problemas que nao se
encaixam nas regras matematicas tradicionais. E é notoério que esta dissertagao é sucinta
e possui uma exposicao tedrica e pratica facilitadora que encoraja o leitor a fazer bom
uso do resultado apresentado.

70



REFERENCIAS

BARBOSA, Janayna M. R. (2017). “Congruéncias modulares e aplicagbes no Ensino Bé-
sico”. Tese de dout. Universidade de Sao Paulo.

BOYER, Carl Be MERZBACH Uta C. (2019). Histdria da matemdatica. Editora Blucher.

BRASIL (2018). Base Nacional Comum Curricular. MEC.

COHEN, Morris Raphael e DRABKIN Israel Edward (1948). A source book in Greek
scuence.

FERREIRA, Rosiane Barros et al. (2018). “Congruéncia modular no ensino bésico.” Em.

FILHO, Edgard de Alencar (1981). Teoria elementar dos nimeros. Nobel.

FRANCO, Ténia Regina Rodrigues (2016). “Divisibilidade e congruéncias: aplica¢oes no
ensino fundamental II”. Em.

GOMES, Ataniel Rogério Gongalves et al. (2015). “Uma abordagem do ensino de con-
gruéncia na educacao basica”. Em.

GROENWALD, C. L. O., SAUER L.O. e FRANKE R. F. (2005). “A historia da mate-
matica como recurso didatico para o ensino da teoria dos nimeros e a aprendizagem
da matematica no ensino basico”. Em: Paradigma 26.2, pp. 35-55.

HEFEZ, Abramo (2016a). Aritmética. SBM.

— (2016b). Elementos de Aritmética. SBM.

LEITAO, Filliphe de Almeida (2019). “Aritmética modular e suas aplicagdes: uma expe-
riéncia de atuacao no Ensino Bésico”. Em.

LINS, R. C. e Joaquim GIMENEZ (2000). Perspectivas Em Aritmética E Algebra P/O
Séc. Xxi. Papirus Editora.

MARANHAO (2019). Documento Curricular do Territorio Maranhense: para a Educagdo
Infantil e o Ensino Fundamental. FGV Editora.

MARONESE, Diego A. (2016). “Tépicos de aritmética modular na educac¢do béasica: uma
proposta de atividades”. Em.

MATTOS, Sergio R. P., Cleonice PUGGIAN e Abel G. LOZANO (2011). “Aritmética
Modular E Suas Possibilidades Na Formacao Continuada De Professores De Mate-
matica (CO)”. Em: XIII CONFERENCIA INTERAMERICANA DE EDUCACAO
MATEMATICA.

MELO, Carlos Ian Bezerra de e Jodo Luzeilton de OLIVEIRA (2023). “O algoritmo da
divisao na formacao inicial do professor de matematica”. Em: Fduca¢ao Matemdtica
Pesquisa 25.3, pp. 344-372.

OCDE (2016). Ten Questions for Mathematics Teachers... and How PISA Can Help
Answer Them. PISA. ERIC.

OLIVEIRA, Elizabeth Magalhaes et al. (2017). “UMA PROPOSTA DE ENSINO DE
ARITMETICA MODULAR PARA EDUCACAO BASICA”. Em: VII CONGRESSO
INTERNACIONAL DE ENSINO DE MATEMATICA-2017.

POMMER, Wagner Marcelo et al. (2008). “Equagoes diofantinas lineares: um desafio
motivador para alunos do ensino médio”. Em.

RIBENBOIM, Paulo (2012). Nidmeros primos: velhos mistérios e novos recordes. IMPA.

SANTOS, José¢ Plinio de Oliveira (2012). Introdugao a Teoria dos Nimeros. IMPA.

SILVA, Anténio de Andrade (2000). “Numeros, Rela¢oes e Criptografia”. Em: Departa-
mento de Matemdtica-UFPB, Paraiba.

SILVA, Luciano M. e Edel Alexandre Silva PONTES (2023). “Aritmética Modular como
proposta de ensino de Matematica: uma experiéncia pratica em uma Escola Publica

71



de ensino fundamental”. Em: Revista Didlogos em Educa¢io Matemdtica 2.1, €202304—
€202304.

SOUZA, Leticia Vasconcellos de (2015). “Congruéncia modular nas séries finais do ensino
fundamental”. Em.

SPINA, André Vinicius (2014). “Ntameros primos e criptografia”. Tese de dout. [sn].

VIEIRA, Vandenberg Lopes (2020). Um curso bdsico em teoria dos nimeros. Editora
Livraria da Fisica.

72



