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RESUMO

Esta dissertagao investiga a matematica subjacente ao jogo dos trés montes, um truque
de cartas tradicional, demonstrando como conceitos matematicos fundamentais podem
ser utilizados para explicar seu funcionamento. O trabalho apresenta trés abordagens
distintas para analisar o comportamento das cartas: através de fungoes compostas, fungao
maior inteiro e logaritmos. Demonstra-se que, apds trés iteragoes, uma carta escolhida
entre 21 cartas sempre converge para a posicao central, independentemente de sua posicao
inicial. O estudo estabelece uma relacao entre o nimero de cartas e o niimero minimo
de iteragoes necessarias para identificar a carta escolhida, expressa pela féormula [logs n].
Além da andlise matematica, o trabalho propoe uma abordagem pedagogica utilizando
o jogo como ferramenta didatica, oferecendo uma alternativa ludica e interativa para o
ensino de conceitos matematicos complexos no ensino médio. Esta pesquisa contribui para
o campo da educacao matematica ao estabelecer conexdes entre a matematica tedrica e

suas aplicagoes praticas, promovendo uma aprendizagem mais significativa e envolvente.

Palavras-chave: Jogo dos trés montes. Funcoes compostas. Logaritmos. Matema-

tica discreta. Ensino de mateméatica.



ABSTRACT

This dissertation investigates the mathematics behind the three piles game, a tradi-
tional card trick, demonstrating how fundamental mathematical concepts can be used to
explain its operation. The work presents three distinct approaches to analyze the beha-
vior of cards: through composite functions, greatest integer function, and logarithms. It
demonstrates that after three iterations, a card chosen from 21 cards always converges to
the central position, regardless of its initial position. The study establishes a relationship
between the number of cards and the minimum number of iterations required to iden-
tify the chosen card, expressed by the formula [logsn]|. Beyond mathematical analysis,
the work proposes a pedagogical approach using the game as a didactic tool, offering a
playful and interactive alternative for teaching complex mathematical concepts in high
school. This research contributes to the field of mathematics education by establishing
connections between theoretical mathematics and its practical applications, promoting

more meaningful and engaging learning.

Keywords: Three piles game. Composite functions. Logarithms. Discrete mathe-

matics. Mathematics teaching.
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INTRODUCAO

A matematica desempenha um papel fundamental na formacao integral do cidadao,
desenvolvendo habilidades cognitivas, raciocinio logico e capacidade de resolucao de pro-
blemas. Apds anos atuando na educacao basica, percebemos que o aluno tem maior
interesse em contetdos com aplicagao no cotidiano e quando abordado de modo inte-
rativo. Esta dissertacao investiga o jogo dos trés montes como instrumento facilitador
no ensino de fungoes e aritmética modular, explorando suas bases teéricas e aplicagoes

praticas. O jogo apresenta um meio eficaz de estabelecer conexdes entre os contetudos.

O primeiro capitulo estabelece os fundamentos tedricos necessarios para a compreensao
do trabalho, abordando conceitos essenciais de fungoes, aritmética modular e fungoes
exponenciais e logaritmicas. KEstes elementos matematicos sdo apresentados de forma

progressiva e interligada, construindo uma base sélida para as andlises subsequentes.

No segundo capitulo, exploramos detalhadamente o jogo dos trés montes, apresen-
tando sua dindmica e demonstrando matematicamente seu funcionamento através de trés
abordagens distintas: fungoes compostas, funcao piso e logaritmos. Esta andlise multifa-
cetada permite uma compreensao profunda dos conceitos matematicos envolvidos e suas

inter-relacoes.

O terceiro capitulo dedica-se as aplicagoes pedagdgicas, discutindo como o jogo dos
trés montes pode ser utilizado como ferramenta didatica. Também é apresendado um
simulador do jogo feito em Scratch, uma linguagem de programacgao visual gratuita, que

pode ser usado para trabalhar os contetiidos matematicos e computacional.

A relevancia deste trabalho reside em sua contribuicao para a metodologia do ensino
da matematica, propondo uma abordagem que integra aspectos lidicos e tedricos. Esta
pesquisa visa contribuir para o campo da educacao matematica, oferecendo uma perspec-
tiva inovadora sobre como conceitos matematicos complexos podem ser apresentados de

forma envolvente e significativa, promovendo assim uma aprendizagem mais efetiva.



CApPiTULO 1

Fundamentos teoricos

A matematica por tras dos jogos de cartas frequentemente revela estruturas elegantes e
surpreendentes. Neste capitulo serdo abordados alguns conceitos mateméaticos fundamen-

tais de fungoes, da aritmética modular e fungoes exponenciais e logaritmicas, baseando-se

principalmente nos trabalho de [LIMA 2013] e [HEFEZ 2014].

1.1 Funcoes

O conceito de fungao, conforme apresentado por [LIMA 2013], é um dos pilares fun-
damentais da matematica moderna, com uma rica histéria que remonta aos trabalhos
de Euler no século XVIII. Inicialmente vamos definir relacdo entre conjuntos, estabele-
cendo as bases necessarias para compreender o conceito de func¢oes e suas aplicagoes em

diferentes contextos matemaéaticos.

Definigao 1.1.1. Dados dois conjuntos nao vazios X e Y, uma relagio de X em'Y (ou
entre X eY, nessa ordem) é um subconjunto R do produto cartesiano X XY, isto é, R é
um conjunto de pares ordenados do tipo (z,y), comx € X ey € Y. Se R é uma relagao

de X em X, diremos simplesmente que R é uma relacao em X.

Exemplo 1.1.2. Se X = {1,2,3,4} e Y = {3,4,5}, o conjunto R = {(z,y) € X xY;x >
y} é a relacdo de X em Y dada por R = {(3,3), (4,3),(4,4)}; estes sdo os tinicos pares
ordenados (z,y), com z € {1,2,3,4} e y € {3,4,5} e tais que z > v.

Com isso podemos ir para a definicao formal de funcao.

Definicao 1.1.3. Dados conjuntos nao vazios X e Y, uma relagio f de X em'Y € uma
fungdo se para todo x € X, existe um unico y € Y, tal que xfy (xr se relaciona com

y). Noutras palavras, uma funcio f : X — Y, é uma regra que associa cada elemento
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x € X um unico elemento y = f(x) € Y. O conjunto X chama-se dominio e Y ¢é o
contradominio da func¢ao f. Para cada x € X, o elemento f(x) € Y chama-se a imagem

de z pela funcgao f. Escreve-se x — f(x) para indicar que f transforma x em f(zx).

Alguns exemplos de fungoes, temos a funcdo identidade f : X — X, definida por
f(z) = x para todo z € X. Outro exemplo é a fun¢ao constante f : X — Y, onde se
toma ¢ € Y e poe f(zr) = ¢ para todo x € X. Uma fungdo frequentemente estudada
em matematica discreta devido a suas aplicagdes em areas como ciéncia da computacao
e teoria dos nimeros é a funcao com dominio discreto, ou seja, uma fun¢ao cujo dominio
consiste em um conjunto de pontos isolados que nao formam um intervalo continuo. Esse
dominio pode ser um conjunto de niimeros inteiros, niimeros naturais ou qualquer conjunto

finito de niimeros.

Exemplo 1.1.4. Considere a fungdo f : {1,2,4,7} — N, definida por f(z) = 2z + 1,

entao

f)y=2-1+41=
f2)=2-2+41=
fA)=2-4+41=
F)=2-7T+1=15

Temos os seguintes pares ordenados (1,3),(2,5),(4,9) e (7,15).

Uma funcao muito importante nos estudos das fungoes sao as composicoes entre fun-

¢oes, que podemos definir da seguinte forma:

Definicao 1.1.5. Dadas as funcoes f: X — Y eg:Y — Z, a fungdo composta de f e
g (nessa ordem) é a fungio go f : X — Z, definida, para cada x € X, por

(g0 f)(x) = g(f(x)).

. ~ . _ . ]_
Exemplo 1.1.6. Considere as fungoes f,g: R — R, dadas por f(z) = 22 e g(z) = i

Temos go f e fog fungoes de R em R, com

1 1 1

(gOf)(l‘) :g(f(x)) = [f($>]2+1 - (x2)2+1 - LL’4—|—1

(fog)(x) = flg(2)) = [9(@))? = ( L ) 1

2 +1 :x2+2x—|—1'
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Apesar de nao ser comutativa, a operacao de composicao de fungoes é associativa,

conforme ensina o resultado a seguir:

Proposicao 1.1.7. Dadas fungoes f : X =Y, g:Y - Z eh:Z — W, temos

ho(goef)=(hog)of.

Demonstrag¢io. Note inicialmente que ambas ho(go f) e (hog)o f sdo fungoes de X em
W. Portanto, para tais fungoes serem iguais, ¢ suficiente que elas associem, a cada z € X

um mesmo elemento de W.

Basta notar que

(ho(go f))(x) = h((go f)(x)) = hlg(f(2))) = (heog)(f(x)) = ((hog)o f)(z).
O

Essa proposicao é muito importante, pois assegura que, se tivermos fungoes f, g e h
e pudermos compo-las (nessa ordem), podemos denotar a fungdo composta simplesmente

por hogo f, sem se preocupar com qual composi¢cao deve efetuar primeiro.

Um caso particular da discussao anterior, sejam dados n € N e uma funcao f : X — X.

Escrevemos f(™ para denotar a composta

f=fofoof,
—

n

a qual também ¢é uma funcao de X em si mesmo.

1.2 Aritmética modular

A teoria dos niimeros possui um ramo essencial conhecido como aritmética modular,
que investiga como os nimeros se relacionam quando sao divididos por um determinado
valor constante, denominado médulo. Em 1801, o matematico Carl Friedrich Gauss apre-
sentou uma abordagem formal deste tema em seu trabalho “Disquisitiones Arithmeticae”,
estabelecendo bases que hoje se mostram cruciais tanto para a matemética pura quanto
para suas aplicagoes praticas. Na sequéncia, usando como referéncia [HEFEZ 2014], se-
rao apresentados os principios basicos e as caracteristicas fundamentais da aritmética

modular, elementos necessarios para a compreensao de suas diversas aplicagoes.
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Definicao 1.2.1. Seja a € 7Z, definimos

a, sea >0
la| =
—a, sea<0.

Este nimero inteiro |a| é chamado de mddulo ou valor absoluto de a.

Observe que para todo a € Z, tem-se |a| > 0, onde |a|] = 0 se, e somente se, a = 0.
Abaixo seguem algumas propriedades basicas do valor absoluto: Sejam a,b € Z e r € N,

temos:

|abl = |alb];

la| < r se, e somente se, —r < a <7

la| > r se, e somente se, a < —r ou a > r;

—laf < a <laf;

lla| = |b]| < |a £b] < |a|] + |b] (desigualdade triangular).

Definicao 1.2.2. (Divisibilidade) Dados dois nimeros inteiros a e b, diremos que a divide
b, escrevemos alb, quando ezistir ¢ € Z tal que b = ca. Nesse caso, diremos também que
a € um divisor ou um fator de b ou, ainda, que b € um mailtiplo de a ou que b € divisivel

por a.
Vamos enunciar a propriedade arquimediana a seguir.
Proposicao 1.2.3. Sejam a,b € Z com b # 0. Entao existe n € Z tal que nb > a.

Demonstra¢io. Como b # 0, temos que |b] > 1. Multiplicando ambos os lados da desi-

gualdade anterior por |a| + 1, obtemos:
(la| + 1)|b] > |a| + 1 > |a|] > a.

Assim, se tomarmos n = |a| + 1 para b > 0 e n = —(|a| + 1) para b < 0, teremos nb > a.

]
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Diremos que um subconjunto S de Z ¢é limitado inferiormente, se existir ¢ € Z tal que
¢ < x para todo x € S. Diremos que a € S é um menor elemento de S se a < x para
todo x € S.

Uma propriedade que s6 os nimeros inteiros possuem ¢é o Principio da Boa Ordenacao:

Se S é um subconjunto nao vazio de Z e limitado inferiormente, entao S possui um menor

elemento. Vamos demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 1.2.4. (Divisao euclidiana) Sejam a e b dois nimeros inteiros com b # 0.

Ezistem dois inicos nimeros inteiros q e r tais que a = bq+r, com 0 < r < |b|.

Demonstragio. Considere o conjunto S = {z = a — by;y € Z} N (NU{0}). Vamos
inicialmente mostrar a existéncia de g e r. Pela propriedade arquimediana, existe n € Z
tal que n(—b) > —a, logo, a — nb > 0, o que mostra que S é nao vazio. O conjunto S é
limitado inferiormente por 0, logo, pelo Principio da Boa Ordenacao, temos que .S possui
um menor elemento r. Suponhamos entao que r = a — bg. Sabemos que r > 0. Vamos
mostrar que r < |b|. Suponhamos por absurdo que r > |b|. Portanto, existe s € NU {0}
tal que 7 = |b| + s, logo 0 < s < r. Mas isso contradiz o fato de r ser o menor elemento
de S, pois s =a— (¢ 1)b € S, com s < r, ou seja,

se b > 0, entao
r=bl+s=s=r—|b|=s=a—-bg—|b|=s=a—-bg—b=s=a—(q+1)be S
ou, se b < 0, entao
s=a—-bg+b=>s=a—(¢g—1)beS.

Assim provamos a existéncia de g e r, resta agora provar que ¢ e r sao unicos. Suponha
que a =bq+r =>bq +1',onde q,¢',r,7" € Z,0 <r <|ble0 <1 <|b]. Como 0 <r <|b
temos que, —r > —|b|. Além disso, —r < ' —r, pois ¥’ > 0er’ —r <1 pois r > 0.
Deste modo, temos

—|b| < —r <1’ —r < |b], isto é, -|b] < 1" —r < |b|. Logo, |r' —r| < |b|.

Por outro lado,

bg+r=bd+17"=bg—bf =r'"—r=>bqg—q)=1"—r.
Calculando o valor absoluto a ambos os lados da igualdade temos, |b(¢—¢’)| = |’ —r|, pela

propriedade de médulo do produto, temos, |b||qg — ¢'| = |’ — r| < |b], mas |b| > 0. Deste
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modo, 0 < |¢g—¢'| < 1,logo ¢ — ¢ =0, ou seja, ¢ = ¢/, e substituindo em ¢b+r = bq' + r’
obtemos r = r’. Demonstracao extraida de [HEFEZ 2014]. O

Exemplo 1.2.5. O quociente e o resto da divisao de 21 por 4 sdo ¢ = 5 e r = 1, onde
0<1<|4e21=4-5+1.
E o quociente e o resto da divisdo de —21 por 4 sdo g = —6 e r = 3, onde 0 < 3 < |4

e —21=4-(-6)+3.

Definicao 1.2.6. (Aritmética dos restos) Seja m wm nimero natural. Diremos que dois
numeros inteiros a e b sao congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana

por m sao iquais. Quando os inteiros a e b sao congruentes modulo m, escreve-se
a=0b (modm).

Exemplo 1.2.7. Seja a = 21 e b = 16. Como ambos deixam restos iguais a 1 na divisdao

por 5, temos que 21 = 16 (mod 5).

Proposicao 1.2.8. Seja m € N. Para todos a,b,c € Z, tem-se
e a=a (mod m) (reflexiva);
e sea="b (mod m), entdo b =a (mod m) (simétrica);
e sea=b (mod m) eb=c (modm) entdo a = c¢ (mod m) (transitiva);
Logo, a congruéncia modulo um numero inteiro fito m, é uma relacdo de equivaléncia.

Para analisar se dois nimeros sao congruentes moédulo m, ndo é necessario realizar a
divisao euclidiana de ambos por m e depois comparar os restos obtidos. Basta na verdade,

aplicar a seguinte proposicao:

Proposicao 1.2.9. Suponha que a,b,m € Z, com m > 1. Tem-se que a = b (mod m)

se, e somente se, m|b — a.

Demonstrag¢io. Sejam a,b,m € Z, com m > 1, vamos supor que a = b (mod m), entao
pela defini¢ao temos que a = mq +r e b = mq' + r, as divisoes euclidianas de a e b por

m, respectivamente, onde 0 < r < |m| = m, pois m > 0.

Assim,

b—a=mq¢ +r—(mg+r)=b—a=m(¢d —q).
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Portanto, m|b — a.

Por outro lado, vamos supor que m|b — a. Pela divisao euclidiana, temos:
a=mq+r, com0<r<m
b=mq +7r', com0<r<m.

Calculando b — a:

b—a=m(d —q)+r" —r (1.1)
Analisando o nimero " — r. Sabemos que,
0<r<m=—-—r<r—r<m-—r.
Como —m < —r, pois 0 <r <mem—1r <m temos
—m<—r<r—r<m-r<m=-m<r —r<m.

Mas m|b — a e pela equagao (1.1) segue que m|r’ — r, isto é, v’ — r é um multiplo de

m. Usando a desigualdade anterior resulta,
/ /
r—r=0=1r =r.

Portanto, a = b (mod m). O

1.3 Funcgao piso e funcao teto

As fungoes piso e teto sao ferramentas essenciais em problemas discretos, especialmente
em contextos que envolvem arredondamento e divisao inteira. Elas mapeiam nimeros
reais para o maior inteiro menor ou igual a z e o menor inteiro maior ou igual a =z,
respectivamente, e estao intimamente ligadas a divisao euclidiana. Com foco em resultados
que serao aplicados diretamente a analise do posicionamento de cartas, tema central
deste trabalho, nesta secao, apresentamos suas defini¢oes, propriedades bésicas, para mais

detalhes ver Se¢ao 3.1, pdg. 67-70 de [GRAHAM, KNUTH e PATASHNIK 1994].

Definicao 1.3.1. A fungdo piso denotada por | x| retorna o maior nimero inteiro menor

ou iqual a x.
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Exemplo 1.3.2. Dado z = 3, 74, temos que o maior niimero inteiro que é menor ou igual

a 3,74 é 3, assim, |3,74| = 3.

Definigao 1.3.3. A fungdo teto denotada por [x] retorna o menor nimero inteiro maior

ou iqual a x.

Exemplo 1.3.4. Dado z = 3, 74, temos que o menor nimero inteiro que é maior ou igual

a 3,74 ¢ 4, assim, [3,74] = 4.

Proposicao 1.3.5. Para qualquer numero real x, a relacao entre as fungoes piso e teto

pode Sser erpressa como:

o] = |x], sex €7
lz] +1, sex eR\Z.

Demonstracao. Vamos separar em casos:
Caso 1: se z é inteiro (x € Z), [x] = x e |x| = x e portanto, [z]| = |[z].
Caso 2: se x ndo é um nimero inteiro (z € R\ Z), suponha que z = n + u, onde n

¢ um numero inteiro e 0 < u < 1. Assim, [z] = n + 1 é o menor inteiro maior que z e

|x| = n é o maior inteiro menor ou igual a x. Portanto, [z] = [z] + 1. O

Vamos enunciar um resultado importante para o desenvolvimento do estudo das posi-

¢oes das cartas. O proximo resultado relaciona a funcao piso e fungao teto.

Proposicao 1.3.6. Para quaisquer inteiros positivos a e b, vale a identidade:

9- [z

Demonstragio. Pela Teorema 1.2.4 (Divisdo euclidiana), temos:

a=>bg+r, onde 0<r<b.

Vamos desenvolver a prova através da analise em dois casos baseado no resto da divisao

euclidiana.
Caso 1 - Divisao exata (r = 0).

Para o lado esquerdo da equacao:
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a
H =[q]l =¢
Para o lado direito:
a+b—1 B b—1
b 19T
b—1
Como ( 2 ) < 1, temos
b—1

o+851) -,

Caso 2 - Resto nao nulo (r > 0).

Pela divisao euclidiana, r é inteiro e 0 < r < b, se r # 0, entao

51- I

1
Como r # 0, entao 1 < r < b, logo E§%<1. Assim,
a
—| = 1.
H @

Para o lado direito:

a+b—1 B +7“—|—b—1 B +1+r—1
b |9 b |9 bo|

-1 b-1
T <T<1,logo

Comol<r<bentao0<r—1<b—1ledai0<
r—1
LquleTJ =q+1.

Deste modo, para ambos os casos a igualdade é verdadeira, ou seja,

HE S

Exemplo 1.3.7. Se a =8 e b = 3 entao:
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Exemplo 1.3.8. Se a = 19, b = 4, entao:

[?W = [4.75] =5

{%J — |55 =5.

1.4 Funcoes exponenciais e logaritmicas

Nesta secao, abordaremos os conceitos fundamentais das fungdes exponenciais, fungoes
inversas e fungoes logaritmicas. Essas fungoes sao amplamente utilizadas em diversas
areas da matematica e das ciéncias aplicadas, sendo essenciais para a modelagem de
fendomenos que envolvem crescimento, decaimento e relagoes inversas, foi usada como

referéncia [LIMA 2013].

1.4.1 Funcao exponencial

A funcao exponencial é uma das fungdes mais importantes da matematica, com aplica-
¢oOes por exemplo em biologia e economia. Sua defini¢ao e propriedades sao fundamentais

para o entendimento de fendomenos que envolvem crescimento ou decaimento exponencial.

Definicao 1.4.1. Seja a um numero real positivo e diferente de 1. Chama-se fungao

exponencial na base a, a func¢io f: R — R tal que f(x) = a®.

Proposicao 1.4.2. Sejam z,y € R, a fungdo exponencial de base a, f(x) = a® tem as

sequintes propriedades:
’l) a® - q¥ = aac-i—y;
i) at = 1;
i) f € uma fungdo crescente se e somente se x <y = a® < a¥ quando a > 1;
i) f € uma fungao decrescente se e somente se x <y = a¥ < a® quando 0 < a < 1;
v) a fungdo exponencial € ilimitada superiormente;
vi) a fungao exponencial é continua.

vii) A fungio exponencial f: R — RT, f(z) = a*, a # 1, € sobrejetiva.

Algumas propriedades das fungoes exponenciais que seguem:



1.4 Funcgoes exponenciais e logaritmicas 12

e Propriedade da poténcia:

a®*tv = qa" - a¥.

Pela definicao de exponencial, a**¥ é o niimero que resulta da multiplicacao de a
por si mesmo x + y vezes. Isso é equivalente a multiplicar a” (que é a multiplicado

x vezes) por a¥ (que é a multiplicado y vezes).

« Propriedade do expoente negativo:

—T

Decorre diretamente da definicdo de exponencial, pois a* - a™* = a* % = a" = 1.

e Propriedade do expoente fracionario:
¥ = Vaz.
Segue da definicao de raiz e da propriedade da poténcia.

Teorema de caracterizacao: Uma funcao f : R — RT é exponencial se, e somente se,

satisfaz f(z +y) = f(z) - f(y) e ¢ mondtona. Ver teorema 8.3 de [LIMA 2013].

1.4.2 Funcao inversa

A funcao inversa é um conceito fundamental que nos permite “desfazer” a acao de uma
funcao bijetora. No contexto das func¢oes exponenciais e logaritmicas, a funcao inversa é

essencial para definir a funcao logaritmica como a inversa da funcao exponencial.
Definicao 1.4.3. Dada uma fungao bijetora f : X — Y, a funcdo inversa f~1:Y — X
¢ definida por:
f'y)=a se, esomente se, f(x)=y.
Propriedades da funcao inversa
« Relagao com a fungao original:

W)=y e ff(x))=n.

e Grafico da funcao inversa: O grifico de f~! é a reflexdo do grafico de f em

relacao a reta y = .
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¢ Monotonicidade:

— Se f é crescente, entdo f~! também é crescente.

— Se f ¢ decrescente, entdo f~! também é decrescente.

Exemplo de fungao inversa

A funcdo exponencial f(x) = a” é bijetora, portanto, possui inversa, que é a fungao

logaritmica f~1(x) = log, ().

1.4.3 Funcao logaritmica

A funcao logaritmica é definida como a inversa da func¢ao exponencial e é ampla-
mente utilizada para resolver equagdes exponenciais e modelar fendmenos que envol-

vem crescimento ou decaimento. A base para este conteiido pode ser encontrada em

[STEWART 2013] e [LIMA 2013].

Definicao 1.4.4. Seja a um numero real positivo e diferente de 1. A fung¢do logaritmica

de base a, log, : R™ — R, € definida como a inversa da fungdo exponencial:

y =log,(z) se, e somente se, a’ = z.

Propriedades da funcao logaritmica

e Propriedade do produto:

log, (ry) = log,(x) + log,(y).

Demonstragao: Seja u = log,(x) e v = log,(y). Entdo, a* = z e a¥ = y. Mul-

u v

cal = a%t.

tiplicando = e y, temos zy = a Portanto, log,(zy) = v+ v =

log, (%) + log,(y).

e Propriedade do quociente:

log,, G) = log,(z) — log,(y).

Demonstragao: Similar a propriedade do produto, usando divisao em vez de mul-

tiplicacgao.
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e Propriedade da poténcia:

loga(xk) =k- loga(x)‘

Demonstragao: Seja log,(x) = m. Entdo, a™ = x. Elevando ambos os lados a

poténcia k, temos (a™)* = z*, ou seja, a™* = xF. Portanto, log,(z*) = mk =
k -log,(x).
e Mudanca de base:
log, ()
log,(z) = .
= logy(a)

Demonstragao: Seja y = log,(z). Entdo, a¥ = z. Aplicando log, em ambos os
lados, temos log,(a¥) = log, (). Pela propriedade da poténcia, y - log,(a) = log,(z).
log ()

Portanto, Yy = m.

1.5 Elementos basicos de matrizes

As matrizes sdo estruturas matemédticas fundamentais para organizar e manipular
dados multidimensionais, com aplicagbes que abrangem desde a resolucao de sistemas
lineares até a modelagem de transformagoes geométricas. Nesta secao, baseada nas obras

de [ANTON H.; RORRES 2012] e [BOLDRINI 1986], apresentamos defini¢bes, operagoes

béasicas e resultados tedricos essenciais.

1.5.1 Definicoes

Defini¢ao 1.5.1. Uma matriz A com entradas reais de ordem m X n, é uma tabela
disposta em em m linhas e n colunas. Escrevemos [a;;|mxn, onde a;; € R, com 1 <i <m,

1 <7 <n agrupados em m linhas e n colunas, e serd representada como:

11 Q12 - Aip

Q21 Q22 +++ QA2p
A= [aij]mxn = . . . . )

Am1 Am2 - Gmp

onde a;; € R corresponde ao elemento na i-ésima linha e j-ésima coluna.
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1 -3 2
Exemplo 1.5.2. A matriz A = com elementos reais dispostos em 2 linhas

0 4 7

2%3
e 3 colunas.

As matrizes podem ser classificadas de acordo com a ordem e a disposicao dos seus
elementos. A seguir, definimos formalmente cada tipo, acompanhados de notacao mate-

matica e exemplos.

Definicao 1.5.3. Uma matriz A é denominada matriz linha se possuir apenas uma linha,

ou seja, € de ordem 1 X n. Formalmente:

A= [alj]lm = [an aiz - am] .

Exemplo 1.5.4. A matriz A = [—1 5 12} , ¢ uma matriz linha.
1

X3
Definicao 1.5.5. Uma matriz A é chamada matriz coluna se possuir apenas uma coluna,

ou seja, € de ordem m X 1. Formalmente:

_an -
A= [ail]mxl = o
_aml_
0
Exemplo 1.5.6. A matriz A= | -1 ¢ uma matriz coluna.
8

3x1

Definicao 1.5.7. Uma matriz A é quadrada se o niumero de linhas m for igual ao nimero

de colunas n, ou seja, m = n. Neste caso, diz-se que A é de ordem n. Formalmente:

A = [ajjlnxn, ondei,j=1,2,...,n.

Definicao 1.5.8. Em uma matriz quadrada os elementos a;; da i-ésima linha e i-ésima

coluna, com i =1,...,n formam a diagonal principal da matriz.
-3 1 4
Exemplo 1.5.9. AmatrizA=|8 7 —9 ¢ uma matriz quadrada de ordem 3.

5 0 0

3x3
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Definig¢ao 1.5.10. Uma matriz quadrada A = [a;j]nxn € uma matriz diagonal se todos os

elementos que nao pertencem a diagonal principal sao nulos:

a;; =0 parai#j.

13 0 0

Exemplo 1.5.11. AmatrizA= |0 -7 0 ¢ uma matriz diagonal de ordem 3.

0 0 5

3x3

Definicao 1.5.12. A matriz identidade I,, é uma matriz diagonal de ordem n X n em que

todos os elementos da diagonal principal sao iguais a 1:

1, sei =y,

0, sei#j.

L, = [aijlnxn, onde a;; =

1 00
Exemplo 1.5.13. A matriz I3 = |0 1 0| . é a matriz identidade de ordem 3.

0 01

Definicao 1.5.14. Uma matriz quadrada A = [aij]nxn € triangular superior se todos os

elementos abairo da diagonal principal sao nulos:

ai; =0 para 1> j.

-3
Exemplo 1.5.15. A= | 0
0

-1
-2 é uma matriz triangular superior.

14
3x3

S N W

Definicao 1.5.16. Uma matriz quadrada A = [a;j]nxn € triangular inferior se todos os

elementos acima da diagonal principal sio nulos:

ai; =0 para 1 < j.

1 00
Exemplo 1.5.17. A= |-5 0 0 ¢ uma matriz triangular inferior.
9 1 3

3x3
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Definicao 1.5.18. A matriz nula 0,,x, € uma matriz de ordem m X n em que todos os

elementos sao iguais a zero:

Omxn - [O]an
0 0
0 0

Exemplo 1.5.19. Uma matriz nula de ordem 2, é da forma 0gyo =

Definicao 1.5.20. Se A = [aij]|mxn, definimos a matriz oposta de A, como sendo a matriz

—A = [—aij]mxn-
3 -1 -3 1

Exemplo 1.5.21. Se A= |—-5 2 |,entao —A= | 5 —2| éa oposta de A.
0o 7 0 -7

Definig¢ao 1.5.22. Dada a matriz A = [aijlmxn, podemos obter uma outra matriz AT =
[bijlnxm, cujas linhas sao colunas de A, isto €, bj; = aj;. AT € denominada transposta de

A,

aix Qi - Qip ain a1 -0 am
a a PR a a a/ .« .. a
Se A = [a]mxn = ‘21 .22 2n entio, AT = | = "
_aml Am?2 amn_ _aln A2n, amn_
3 -1
~ . ’ T 3 _5 O
Exemplo 1.5.23. Se A= | -5 2 |, entdao a matriz transportade Aé A' =
-1 2 7
0o 7

Definigao 1.5.24. Duas matrizes Amxn = [Gijlmxn € Brxs = [bijlrxs sG0 iguais, A = B,
se elas tém o mesmo numero de linhas (m = r) e colunas (n = s), e todos os seus

elementos correspondentes sao iguais (a;; = b;j).

Definigao 1.5.25. Uma matriz quadrada A = [a;j|nxn € simétrica se € igual d sua trans-

posta:
A=A"T = Qij = Qj; V1, 7.
1 -2 4
Exemplo 1.5.26. Dada a matriz A= |—2 5 0 |, note que, A = A". Portanto, A
4 0 =3

é uma matriz simétrica.
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Definigao 1.5.27. Uma matriz quadrada A = [a;j]nxn € antissimétrica se sua transposta

€ 1gual a sua oposta:

AT =—A = Aj5 = —Qgj; \V/Z,j

Observagao: Os elementos da diagonal principal sdo necessariamente nulos (a; = 0).
0 -2 5 0 2 =5

Exemplo 1.5.28. Dada A=|2 0 —1|,comoA’'=|—2 (0 1 | =—A, entdo
-5 1 0 5 -1 0

é uma matriz antissimétrica.

1.5.2 Operagoes com matrizes

As operagoes matriciais sdo ferramentas essenciais para explorar as propriedades e
relagoes entre matrizes. As operagoes bésicas incluem adi¢ao, multiplicagao por escalar e
multiplicacao de matrizes, cada uma com regras especificas quanto as dimensoes envolvi-
das. Essas operacoes formam a base para aplicagoes em diversas areas, como computac¢ao

grafica, engenharia e ciéncia de dados.

Definig¢ao 1.5.29 (Adigdo). A soma de duas matrizes de mesma ordem, A = [aijlmxn €
B = [bijlmxn, € uma matriz C' = [¢;j|mxn, de ordem m X n, que denotaremos por A + B,

cujos elementos sao somas dos elementos correspondentes de A e B. Isto €, c;j = a;j+b;;.

Assim ) ) i i
11 Q12 - Qip biy bz -+ by
Q21 Q22 -+ Q2p by bay - Doy
A+B = [aij]an+[bij]mxn = ) ] ] . +
Am1 Am2  *°° Qmnp bml bm2 e bmn
L 4 mXn — 4 mXn
a1 +bu aig+bie - ap, + by,
A+ B as; +ba1 @y +by - as, + bay
am1 + bml Am2 + bm2 ccr Amn + bmn y

Propriedades: Dadas as matrizes A, B e C' de mesma ordem m X n, temos:

i) A+ B =B+ A (comutatividade).
i) A+ (B+C) = (A+ B) + C (associatividade).
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iti) A+ 0= A, onde 0 denota a matriz nula de ordem m x n.

) A+ (—A) =0.

Definicao 1.5.30 (Multiplicagdo por escalar). Se A = [a;j|mxn € A € R, podemos definir

o produto de X por A como sendo a matriz B = [b;j|mxn tal que, b;; = Aa;;, isto é

/\(IH )\alg e /\aln
B—\A— Az Aage -+ Aag,
)\aml )\am2 e )\a’mn

B 4 mxn

Propriedades: Dadas as matrizes A e B de mesma ordem m X n, e 08 nimeros A,

A1 ey, temos:

i) \(A+ B) = AA + A\B.

i) (A1 4+ A)A) = M A+ A

ii1) 0- A = 0, isto é, se multiplicarmos o niimero zero por qualquer matriz A, teremos
a matriz nula.

i) A (A2A) = (A1 A2)A.

v)1-A=A.

Definigao 1.5.31 (Multiplicacao de Matrizes). Sejam Apmxn = [@ijlmxn € Bnxp = [Dijlnxps
isto €, com o numero de colunas de A igual ao nimero de linhas de B. Podemos definir

o produto de A por B como sendo a matriz Cryxp = (AB)mxp = [Cijlmxp, Onde

p
Cij = E Qikbrj = ainbij + -+ + @inbn;.
k=1

2 1
1 1 -2
Exemplo 1.5.32. Dadas as matrizes A = |4 —2 e B= , entao
-, 0 —4 2]
32
2-14+1-0 2-1+1-(—4) 2-(=2)+1-2 2 =2 =2
AB=|4.14(=2)-0 4-14(=2)-(=4) 4-(-2)+(=2)-2| =4 12 -12

5:-143-0  5-143-(=4)  5-(=2)+3-2 | |5 -7 —4

3x3

Propriedades: Desde que seja possiveis as operacoes, as seguinntes propriedades sao

validas:
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i) Em geral AB # BA (podendo mesmo um dos membros estar definido e o outro
nao).

i) Al =TA = A.

iii) A(B+C) = AB+ AC (Distributividade a esquerda da multiplicagio, em relag¢io
a soma).

iv) (A+ B) = AC + BC (Distributividade a direita da multiplicacao, em relagao a
soma).

v) (AB)C = A(BC) (associatividade).

vi) (AB)T = BTAT.

vi)) 0-A=0-A=0.



CAPITULO 2

O jogo dos trés montes

O jogo dos trés montes é um classico truque de cartas que, além de entreter, esconde
uma fascinante estrutura matematica por tras de sua execucgdo. Neste capitulo, vamos
inicialmente explicar o funcionamento do jogo, e depois exploraremos a analise matematica
desse jogo, demonstrando como a posi¢ao de uma carta escolhida pode ser determinada
através de iteragoes sucessivas, utilizando conceitos como fung¢oes, composicao de fungoes,
funcao piso, funcao teto, congruéncia e logaritmos.

A partir de uma abordagem formal, veremos como a incerteza sobre a localizacao da
carta é reduzida a cada etapa, até que, apos trés iteragoes, a carta escolhida é inevitavel-
mente levada para a posicao central do baralho. Além disso, generalizaremos o problema
para diferentes quantidades de cartas, estabelecendo uma relagao entre o nimero de cartas

e o numero minimo de iteragoes necessarias para identificar a carta escolhida.

Por fim, proporemos uma atividade pratica para fixar os conceitos de logaritmos e
suas propriedades, aplicando-os ao contexto do jogo. Este capitulo nao apenas desvenda
a matematica por tras de um truque aparentemente simples, mas também ilustra como a

teoria matematica pode ser aplicada de maneira ladica e envolvente.

2.1 Descricao do jogo

O jogo dos trés montes é um truque de cartas intrigante que envolve 21 cartas dis-
postas em 3 colunas. Esse jogo é jogado por duas pessoas, a primeira sera o magico e a
segunda a participante. Ao final do jogo o mégico devera adivinhar a carta escolhida pela

participante no inicio do jogo. A seguir, descrevemos detalhadamente o procedimento do

jogo:
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1. Preparacao inicial

O mégico comega distribuindo as 21 cartas uma a uma, colocando uma carta na
coluna 1, depois uma carta na coluna 2, e em seguida uma na coluna 3. Esse
processo € repetido até que todas as cartas tenham sido distribuidas entre as trés

colunas, conforme a Figura 2.1.

Figura 2.1: Distribuicao das cartas na mesa. Fonte: Autor.

2. Escolha da carta

O magico solicita a participante que escolha uma carta, sem menciona-la ou aponta-
la diretamente. E em seguida pede a participante indicar em qual dos trés montes
a carta escolhida esta localizada. Supondo que a participante tenha escolhido a

coluna 3, como pode ser visto na Figura 2.2.
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Figura 2.2: Participante apontando a coluna. Fonte: Autor.

3. Primeira redistribuicao das cartas

Apés a participante informar a coluna, o magico coleta as cartas das trés colunas,
colocando a coluna escolhida pela participante entre as outras duas. O mégico entao
redistribui as 21 cartas, uma a uma, comecando pela coluna 1, depois pela coluna
2, e finalmente pela coluna 3, repetindo o processo até que todas as cartas sejam
redistribuidas, conforme Figura 2.3(a), depois pede para que a participante aponte

a coluna em que a sua carta escolhida esta agora (Figura 2.3(b)).
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(a) Segunda distribuigdo das cartas na mesa. (b) Participante apontando a primeira coluna.

Figura 2.3: Execucao da segunda parte da terceira etapa. Fonte: Autor.

O magico repete essa etapa pela ultima vez, colocando a coluna escolhida entre as
outras duas, formando um monte completo com as 21 cartas, e assim ira distribuir
as cartas do mesmo modo anterior (Figura 2.4(a)), e apds essa tltima distribui¢ao
de cartas na mesa, solicita que a participante indique apontando em qual coluna

estd a carta por ela escolhida, neste caso foi indicada a coluna 2 (Figura 2.4(b)).
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(a) Terceira distribui¢do das cartas na mesa. (b) Participante apontando a segunda coluna.

Figura 2.4: Execugao da terceira parte da terceira etapa. Fonte: Autor.

4. Revelagao da carta

Apbs essas trés iteragoes, a carta escolhida pela participante serda a carta que esta
na posicao 11 do monte final. Este truque destaca a habilidade do mégico em
manipular a ordem das cartas com destreza, utilizando um processo sistematico de
redistribuicdo. No entanto, é a aplicagao dos principios matematicos que realmente
garante o sucesso do truque, garantindo que a carta escolhida termine sempre na

posigao central, como pode ser observado na Figura 2.5.



2.1 Descricao do jogo 26

Figura 2.5: Carta escolhida apods trés rodadas. Fonte: Autor.

Exemplo 2.1.1. Vamos mostrar aqui com tabelas o movimento das cartas. Os niimeros

de 1 a 21 indicam as posicoes de cada uma das cartas na primeira distribuicao.

Passo 1: O magico distribui as cartas na mesa conforme a Tabela 2.1:

Tabela 2.1: Posicao das cartas na primeira distribuicao.

1123
415 1|6
71819
10 | 11 | 12
13114 |15
16 | 17 | 18
19120 | 21

Fonte: Autor.
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Supondo que a participante escolha a carta 9. Nesse caso ele dird que a carta escolhida

estd na terceira coluna.
O maégico junta as cartas de cada fileira, formando 3 montes:
Monte 1: 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19
Monte 2: 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20
Monte 3: 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21
Coloca entao o monte referente a terceira coluna no meio dos 2 montes formando um

monte com 21 cartas, as cartas agora estao dispostas da forma:
1,4,7,10,13,16,19,3,6,9,12,15,18,21,2,5,8,11,14,17, 20

Passo 2: o magico ira distribuir as cartas uma a uma formando trés colunas com 7

cartas cada um conforme a tabela a seguir (Tabela 2.2):

Tabela 2.2: Posicao das cartas na segunda distribuicao.

1147
10 | 13 | 16
191 3| 6
9 |12 |15
18121 | 2
5 | 8 |11
14 117 | 20

Fonte: Autor.

E perguntado a participante em qual coluna da Tabela 2.2 est4 a carta escolhida. A
participante respondera: na primeira. Assim, o magico ird juntar as cartas de cada fileira

formando trés montes:
Monte 1: 1, 10, 19, 9, 18, 5, 14
Monte 2: 4, 13, 3, 12, 21, 8, 17
Monte 3: 7, 16, 6, 15, 2, 11, 20

E ira colocar o monte 1, referente a primeira coluna no meio dos outros dois montes,
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formando assim um monte completo de 21 cartas na seguinte ordem:

4,13,3,12,21,8,17,1,10,19,9, 18,5, 14,7, 16,6, 15,2, 11, 20

Passo 3: O magico ira distribuir novamente as cartas uma a uma formando trés colunas

com 7 cartas cada uma conforme a Tabela 2.3:

Tabela 2.3: Posigao das cartas na terceira distribuicao.

4 1131 3
12121 ] 8
1711 |10
191 9 |18
o (141 7
16| 6 | 15
2 | 11120

Fonte: Autor.

E perguntado a participante novamente em qual coluna da Tabela 2.3 est4 a sua carta.

A participante respondera: na segunda coluna. Assim, o magico ird juntar as cartas de

cada coluna formando trés montes:
Monte 1: 4, 12, 17, 19, 5, 16, 2
Monte 2: 13, 21, 1, 9, 14, 6, 11

Monte 3: 3, 8, 10, 18, 7, 15, 20

Na qual ird inserir o monte 2, referente a segunda fileira, no meio dos outros dois

montes, formando assim um monte completo de 21 cartas na seguinte ordem:

4,12,17,19,5,16,2,13,21,1,9, 14,6, 11, 3,8, 10, 18, 7, 15, 20

O magico finaliza a magica apontando que a carta escolhida sera 112 carta, que pode

ser contado tanto na ordem crescente como na ordem decrescente do monte de cartas, e

neste caso, a 11% carta serd, a carta que estava na primeira distribui¢ao na posi¢ao niimero

9.
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2.2 Analise matematica do jogo dos trés montes

Por que o jogo (mégica) funciona? Porque todas as posigoes das cartas, apds trés
iteracoes, irao terminar na posicao 11. Para demonstrar este resultado, apresentaremos
trés métodos complementares de andlise, a primeira abordagem utilizara fungdes com-
postas, permitindo-nos acompanhar o movimento das cartas a cada iteragao, a segunda
demonstracao empregard a funcao maior inteiro e congruéncias, oferecendo uma perspec-
tiva algébrica do comportamento das cartas e por fim, uma anélise através de logaritmos
nos permitira generalizar o problema, estabelecendo uma relagao entre o nimero de cartas
e as iteragoes necessarias. Cada método oferece uma perspectiva tnica sobre o funcio-
namento do jogo, revelando diferentes aspectos da estrutura matematica subjacente que

garante seu funcionamento.

2.2.1 Usando funcao composta

Nesta subse¢ao vamos analisar matematicamente o porqué é possivel descobrir a carta
escolhida pelo participante apds trés iteragoes, usando para tal a composicdo de uma
funcao que ird mapear a posicao da carta escolhida e tabelas. Para tanto, iremos deter-
minar uma func¢ao que relaciona a posi¢ao da carta com a posicdo que assumird apos a
redistribuicao das cartas. Para isso, conhecendo a posicdo da carta devemos encontrar a
coluna e a linha que essa carta pertence. Como as cartas estao distribuidas de 3 em 3,
se p/ indica uma posi¢ao na tabela, dividindo p’ por 3 pelo algoritmo da divisdo existem
unicos ¢’ e ' tais que:

p =3¢+ (2.1)

com ¢ € Z, indicando a linha que p’ pertence e ' = 0, 1,2 indicando a coluna. Neste
caso, a linha 0 e a coluna 0 indicam a primeira posicao na tabela. Como a tabela possui 7
linhas e 3 colunas, teremos ¢’ =0,1,...,6 e ' = 0, 1, 2, consequentemente, p’ = 0,1, ..., 20.
Para fins didéticos, é mais interessante enumerar as linhas de 1 a 7 e as colunas 1 a
3, consequentemente as posi¢oes de 1 a 21. Assim, sejam k = 1,2,....,7, ¢ = 1,2,3 e
p=1,2,...,21, podemos fazer a seguinte identificacifo p=p '+ 1, k=¢ +1lec=1r"+1.
Substituindo p/, ¢’ e 7’ em (2.1), temos p —1 =3(k—1)+c—1daip=3(k—1) +c
Portanto, para cada posicao p = 1,2, ..., 21, existem tunicos £k = 1,2,...,7 e ¢ =1,2,3,

onde p = 3(k — 1) 4 ¢, k representa a linha e ¢ representa a coluna que a carta na posigao
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p ocupa.

Proposigao 2.2.1. Seja p wma posi¢io na coluna ¢ € {1,2,3} escolhida e a fungio
foAL2,...,21} — {1,2,...,21}, definida por f(p) = k+7, onde k (k=1,2,...,7) é
o unico natural tal que p = 3(k — 1) 4+ ¢. Apds trés iteragoes a carta em uma posicao p

qualquer terminard na posicao 11.

Demonstragdo. Consideramos um conjunto de 21 posi¢oes organizadas em trés colunas,
cada uma com sete linhas. As posi¢oes sao numeradas de 1 a 21, e cada posi¢ao p pode
ser representada como: p = 3(k — 1) + ¢, onde k representa a linha e variade 1 a 7, e ¢ é

a coluna e varia de 1 a 3.

Na primeira iteragao, aplicamos a funcao f:

fp)=k+7

Para k = 1: f(1) = f(2) = f(3) = 8, ou seja, as cartas das posigdes 1, 2 e 3 sao levadas
a posicao 8. Para k = 2: f(4) = f(5) = f(6) =9, isto é, as cartas das posicoes 4, 5 e 6
sao levadas para a posi¢ao 9.

Para k = 3: f(7) = f(8) = f(9) = 10, Para k = 4: f(10) = f(11) = f(12) = 11,
Para k = 5: f(13) = f(14) = f(15) = 12, Para k = 6: f(16) = f(17) = f(18) = 13,
Para k = T7: f(19) = f(20) = f(21) = 14, ou seja, as cartas das posigoes 19, 20 e 21 sao
levadas pela fungao f a posicao 14.

Podemos ver a representagao do comportamento de cada uma das cartas sendo deslo-
cadas para cada posicao de acordo com suas cores, que refere-se a cada linha k£ na qual

pertence, conforme a Figura 2.6.
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Figura 2.6: Posicao das cartas apds a primeira iteracao. Fonte: Autor.

Na segunda iteragio, aplicamos f sobre as posicoes obtidas da primeira iteraco:

Para k = 1: As posices resultantes da primeira iteracio que foram levadas para a
posicio § sdo levadas para a posicio 10, ouseja, £(£(1)) = F(£(2)) = F(£(3)) = £(8) = 10,
isto &, (f o f)(1) = (fo [)(2) = (fo[f)3)=f(8)=10.

Para k = 2: As posicdes que, na primeira iteracio, foram levadas para a posicdo 9 sio,
na segunda iteracdo, levadas para a posicio 10, ou seja, f(f(4)) = F(f(5)) = F(f(6)) =
£(9) =10, isto &, (f o f)(4) = (f o £)(5) = (f o f)(6) = f(9) = 10.

De modo analogo,

para k = 3, temos (f o f)(7) = (fo [)(8) = (fo [)(9) =
(10) = (f o f)(11) = (f o f)(12) = f(11) = 11;
para k = 5, temos (f o £)(13) = (f o £)(14) = (f o f)(15) = £(12) = 11;
(16) = (fo f)(17) = (f o £)(18) = f(13) = 12;
e para k = 7, temos (f o £)(19) = (f o £)(20) = (f o )(21) = f(14) = 12.

Podemos ver a representagao apos a segunda iteragao do comportamento de cada uma

£(10) = 11;

das cartas sendo deslocadas para cada posicao de acordo com suas cores, que refere-se a

cada linha k£ na qual pertence, conforme a Figura 2.7.
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Figura 2.7: Posicao das cartas apds a segunda iteracao. Fonte: Autor.

Na terceira iteragao, aplicamos f novamente: Para k = 1, as posi¢oes resultantes da

segunda iteragdo que resultaram na posicao 10 sao levadas para a posicao 11, ou seja,
(fofof)A)=(fofof)2)=(fofof)3)=/f(10)=1L

Analogamente,

para k = 2, temos (f o fo f)(4) = (fo fo f)(5) = (fofo[f)(6)=[(10)=11

para k =3, temos (fo fo f)(7) = (fo fo f)(8) = (fofo[f)9)=/f(11)=11

para k = 4, temos (f o f o f)(10) = (fo fo f)(11) = (fo fo f)(12) = f(11) =

para k =5, temos (f o fo f)(13) = (fo fo f)(14) = (fo fo f)(15) = f(11) = 11;

para k = 6, temos (f o fo f)(16) = (fo fo f)(17) = (fo fo f)(18) = f(12) = 11;
) =

e para para k = 7, temos (fo fof)(19) = (fofof)(20) = (fofof)(21) = f(12) = 11.
Depois de realizar a terceira iteragao, é possivel representar comportamento de cada
uma das cartas sendo deslocadas para cada posi¢ao de acordo com suas cores, que refere-se

a cada linha k£ na qual pertence, conforme a Figura 2.8.
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Figura 2.8: Posicao das cartas apds a terceira iteragao, Fonte: Autor.

Podemos concluir, que apos trés iteragoes da funcao f, todas as posi¢oes p sdo mape-
adas para a posicao 11. Isso ocorre devido a forma como a fun¢ao reorganiza as posi¢oes
em cada iteracdo, centralizando todas as cartas na posicao 11 ao final do processo. Esta
demonstragao confirma a proposi¢do de que (f o f o f)(p) = 11 para qualquer posigao
inicial p. Il
Definicao 2.2.2. Considere uma funcao f : N — N. Um ponto fixo de f € um ponto
z € N tal que f(z) = z.

Proposicao 2.2.3. O ponto p = 11 é um ponto fixzo da fungio f : {1,2,...,21} —
{1,2,...,21}, definida por f(p) =k+7, onde k (k=1,2,...,7) é o inico natural tal que
p=3k—1)+¢, comce{1,2,3}.

Demonstragio. Note que a posigao p = 11 esté na coluna 2 (¢ = 2), como p = 3(k—1)+¢,
temos 11 = 3(k — 1) + 2, e assim, k = 4, portanto, f(11) = 4+ 7 = 11, pela Defini¢ao
2.2.2, p =11 é ponto fixo de f. O]

outra iteracao que for realizada mantém a carta na mesma posicao. De fato, pela
Proposigao 2.2.1, (f o fo f)(p) = 11, ou seja, para qualquer que seja a posi¢ao inicial p,
ao realizar 3 iteracoes essa carta inicial é levada para a posicao 11, que pela proposi¢cao
2.2.3 é um ponto fixo de f. Deste modo, ao calcular a quarta iteracao da funcao f em

uma posicao p, temos

(fofofofNm) =f((fofof)p)=/F11)=1L
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2.2.2 Usando a funcao piso e congruéncia

O jogo dos trés montes é um intrigante quebra-cabeca que desafia os jogadores a
reorganizar as cartas para atingir uma certa configuracao especifica. Nesta subsecao,
vamos explorar a matematica por tras desse jogo que pode ser modelada usando a funcao
teto, a funcao piso e congruéncia modulo m, que nos permite prever o comportamento

das cartas ao longo do jogo.

O jogo é composto por 21 cartas, espalhadas na mesa em 3 colunas contendo 7 cartas
cada uma das colunas. Ao considerar que p representa uma carta escolhida dentre as 21
cartas possiveis, e usando a funcao teto iremos definir uma funcao que relaciona a posi¢ao

da carta com a posicao que ird assumir apés a redistribuicao das cartas.

Definicao 2.2.4. Seja a fungio f:{1,2,...,21} — {1,2,...,21}, definida por

o) = [5] +7. (2:2)

onde:
pl ., . p.
|3 € 0 menor inteiro maior que 3
e p € a posicao da carta,

o 7 € o quociente entre o numero total de cartas e o numero de colunas.

Usando a relagao (1.2) da Proposigao 1.3.6, podemos reescrever a equacao (2.2) e a

Definicao 2.2.4 da seguinte forma:

Definicao 2.2.5. Seja a fungio f:{1,2,...,21} — {1,2,...,21}, definida por

P+ 2
0= [252] 47 2
onde:
p+2| . L p+2
. 5 € 0 maior inteiro menor que 5 ;

e p € a posicao da carta,

e 7 ¢é o quociente entre o numero total de cartas e o niumero de colunas.
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Precisamos agora de uma relacao entre a fun¢ao maior inteiro e congruéncia, segundo
[GRAHAM, KNUTH e PATASHNIK 1994] Se¢ao 3.3 (pag. 82), temos a equagao x mod

y=x—y EJ , para y # 0, reescrevendo a equagao obtemos:

LzJ _ x—zmod v (2.4)
Y Y
Tomando, x = p+2 ey =3 em (2.4) resulta:
2 2) — 2
p+2| _ (p+2)—(p+2) mod 3 2.5)
3 3
Assim, substituindo (2.5) em (2.3), podemos reescrever a fungao f da forma:
+ 2 +2)—(p+2 d3
flp) = {p—g J L7 F2) (1; Jmed3 (2.6)

Apos a participante escolher uma carta, a coluna em que a carta escolhida esta é
colocada entre os outros dois montes, isto é, um monte serd colocado acima e outro
abaixo, ficando o escolhido no meio. A func¢ao f(p) (equacdo (2.6)) pega a posicao desta
carta escolhida dentre as opg¢oes de 1 a 21, e leva apds uma iteracao, para as posigoes de
8 a 14 (conforme segunda coluna da Tabela 2.4), reduzindo para 7 as possibilidades de

cartas.

Depois de feito essa distribuicao das cartas, novamente a pessoa ira dizer em que coluna
estd a carta em que ela havia escolhido, e com isso este monte sera colocado novamente
no meio dos outros dois montes, e espalhado novamente na mesa uma a uma. No entanto,
as cartas apds a primeira iteragao, ou seja, apés a aplicacdo da fungdo f em (2.6), serd
novamente movida segundo a qual a funcao f ira distribui-las, isto é, o resultado das

posigoes das cartas apds a segunda iteracao, serd a composigao (f o f)(p).

Vamos determinar a composta,

(fof)p) =

+ 7.

Escrevendo a fungdo composta acima usando a equagao (2.6), temos:

(P+2)—(p;-2) mod3 | 9) _ ((p+2)—(p;r2) mod3 9) mod 3
3

(fof)p) = (

+7. (2.7)
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Observe que ao aplicar a fungao composta f o f (equacao (2.7)), nas cartas apos a
primeira iteragao, e escolhida a coluna que a carta esta nessa primeira iteracdo, a funcao
composta levard as cartas da coluna escolhida para as posigoes de 10 a 12 (conforme
terceira coluna da Tabela 2.4), reduzindo para 3 o nimero de possibilidades de acertarmos

a carta escolhida.

Por fim, ao realizar a terceira iteragao, ou seja, aplicar a funcao f para as cartas apds
duas iteragoes, isto é, a f da composta f((f o f)(p)) =(fofof)p).

Calculando essa funcao, temos:

(fofof)p)=rf((fof)p)
_ _(fOf)B(p) +2J L
{L%ZMJ o
= 2 +7.

Reescrevendo a equacgao de (f o f o f)(p) usando a equagao (2.6), temos:

((foHp)+2) = ((fof)p)+2) mod3 .
B 3

(fofof)p) 7, (2.8)

ou seja,

(fofolf)lp)= +7, (2.9)

(%[A—B} +9> - (%[A—B} +9> mod 3

W

onde:

(p+2)—(p+2) mod 3
3
B ((p+2)—(];+2) mod3+

A= +9

9) mod 3.

Note que, ao calcular a composta f o fo f (equagdo (2.9)), nas 3 opgoes restantes 10,

11 e 12, a carta escolhida estara agora na posicao 11.
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Tabela 2.4: Posi¢oes das cartas apos as iteragoes.

Posigao inicial | Posi¢ao da carta | Posicao da carta | Posicao da carta
da carta apos a 1% iteracao | apds a 2% iteracao | apos a 3* iteragdo
p f(p) (f o f)p) (fofof)p)
1 8 10 11
2 8 10 11
3 8 10 11
4 9 10 11
) 9 10 11
6 9 10 11
7 10 11 11
8 10 11 11
9 10 11 11
10 11 11 11
11 11 11 11
12 11 11 11
13 12 11 11
14 12 11 11
15 12 11 11
16 13 12 11
17 13 12 11
18 13 12 11
19 14 12 11
20 14 12 11
21 14 12 11

Fonte: Autor.
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Podemos concluir que independentemente da posi¢ao inicial da carta p escolhida dentre
as opgoes de 1 a 21, apos 3 iteragoes, ou seja, compondo a fungao f trés vezes, todas as
cartas de qualquer posicao serao levadas para o centro do baralho, isto é, para a posicao

11, conforme podemos obervar na Tabela 2.4 quarta coluna.

2.2.3 Usando logaritmos

Muitos jogos tém a matematica por tras do comportamento de como as cartas sao
distribuidas, sobre a posicao apds algum processo recursivo, entre outros. O jogo dos
trés montes, no qual sabemos que para 21 cartas sao necessarias 3 iteracoes conforme ja
demonstrado na subsecao 2.2.1, usando fungao composta, subsecao 2.2.2, usando a funcao
piso, levanta uma questao interessante: seria possivel determinar o nimero de iteracoes

para outras quantidades de cartas?

A anélise da reducao da incerteza nos permite compreender melhor o funcionamento
deste jogo, conforme apresentado pelo projeto Matematica Multimidia da UNICAMP
[UNICAMP 2010].

Reducao da incerteza

Em que consiste a incerteza neste jogo dos trés montes? Perceba que ao iniciar o
jogo, a participante tem 21 possibilidades de escolha para sua carta, assim o magico tem
uma incerteza de 21 cartas, pois o espaco amostral das possibilidades de escolha é o total
das cartas. Quando ocorre a primeira iteragdo, ou seja, quando a participante escolhe
uma das 3 colunas, ja indica que as outras 2 colunas, isto é, 14 cartas nao estao entre as
escolhidas, deste modo, a incerteza do magico ja foi reduzida a 7 cartas das 21 iniciais,

que pode ser observado na Figura 2.6 da subsecao 2.2.1.

Apos a execucao da segunda iteracdo, como podemos ver na Figura 2.7 da subsecao
2.2.1, a incerteza passou de 7 cartas para 2 ou 3 cartas, dependendo se a participante
escolher a primeira ou terceira coluna é 2 cartas, e se escolher a segunda coluna é 3 cartas
possiveis, que na média vem para 2,333... uma vez que novamente ao escolher uma coluna

de um total de 3, reduz a terga parte as cartas possiveis.

Para a terceira iteragao, restam 3 cartas (posigoes 10, 11 ou 12) que o magico tem

davida de qual é a escolhida pela participante, quando a participante escolhe a coluna,
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reduz essa duvida a 1 carta apenas, a que esta ou na posi¢do 10, ou 11 ou 12, que pode
ser observado na Figura 2.8 da subsecao 2.2.1. Como vimos pelo estudo das subsecoes
2.2.1 e 2.2.2 que apoés 3 iteracoes, qualquer carta acaba indo para a posicao 11, conforme

pode ser ilustrado pela Figura 2.8 da subsecao 2.2.1.

A redugao da incerteza ocorre da seguinte forma:

No inicio do jogo: incerteza = 21 cartas (todas as posi¢oes de 1 a 21);

Apés a 12 iteragdo: incerteza = 7 cartas (posigoes 8, 9, 10, 11, 12, 13 e 14;

Apoés a 2% iteragdo: incerteza = 3 cartas (posigoes 10, 11 e 12);

Apoés a 3% iteragao: certeza = 1 carta (posigao 11).

Sera que ocorre algum padrao dessa reducao das possibilidades a cada iteragao?

Padrao de reducao

Podemos perceber que ao considerar 21 cartas, dispostas em 3 colunas, a cada iteracao,
o numero de incerteza é reduzido a terca parte da quantidade anterior, pois como a
participante escolhe uma dentre trés colunas, apenas a terca parte das cartas que antes
eram possiveis de escolha, permanecem disponiveis, deste modo, quando executara a

1
primeira iteragdo (j = 1), temos que o nimero de possibilidades veio para 21 - 3= 7.

1
Ja para a segunda iteracao (j = 2), teve uma redugao para 7 - 3= 2,333, e olhando
para a disposicao das cartas, nos mostra que das 7 cartas advindas da coluna escolhida
na primeira etapa, 2 foram para a primeira coluna, 3 para a coluna central e 2 para a

terceira coluna, conforme ilustrado na Figura 2.6.

Por fim, na terceira iteragdo (j = 3), a escolha se reduz novamente a terga parte

das possibilidades anteriores, ou seja, — - 2,333 = 0,777, o que nos da uma incerteza

3
menor que 1 de acertar a carta escolhida, isso ocorre, pois caso a carta escolhida esteja na
primeira ou terceira coluna (onde haviam 2 cartas das remanescentes), apenas ocorrem
2 possibilidades, dentre 3 cartas que sdo o centro de cada coluna, ja se a escolha for da

coluna central onde ha 3 cartas das remanescentes, entao teremos uma candidata em cada

coluna, como pode ser observado na Figura 2.7.

Pode-se concluir que a incerteza apds j iteragoes, sera obtida pela expressao:
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2.2 Analise matematica do jogo dos trés montes

Incerteza apos j iteragoes = 21 - (3

1 J
) ) (2.10)
Este padrao de reducao da incerteza é fundamental para entender o funcionamento do

jogo e pode ser a base para determinar o nimero de iteragoes necessarias para diferentes

quantidades de cartas.

Generalizagao do jogo dos trés montes
Para generalizar o caso do jogo dos trés montes, consideramos um ntmero n de cartas

distribuidas em 3 colunas, onde n é impar e multiplo de 3. Seja j o nimero de iteragoes

em que as cartas sao redistribuidas na mesa. Podemos analisar o padrao de reducao da

incerteza da seguinte forma:

« Primeira iteracao: n- (5) =n-(3)' = 3;
« Segunda iteracao: n- (3)- (5) =n-(3)* = 3;
D@ B=n (=

o Terceira iteragao: n - (3
Generalizando para a j-ésima iteragao:

" 6) )

~~

1 1\ n
AZ)=n-(2) ==. 2.11
6)="() =3 1)

J vezes

Desejamos saber o menor niimero possivel de iteragoes necessarias para que a condicao

de incerteza sobre a carta escolhida seja menor ou igual a 1, isto é:

% <1 (2.12)
Como n > 0 e 37 > 0, podemos reescrever a equacao (2.12) como:
n <3,
Aplicando o logaritmo de base 3 em ambos os lados da desigualdade, obtemos:
(2.13)

J > logsn.

Dado que j deve ser um numero inteiro, a equagao (2.13) nos fornece o menor inteiro

maior ou igual a log; n. Podemos expressar isso utilizando a fungao teto:

J = [loggn].
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Alternativamente, podemos usar a func¢ao piso:
Jj = |logsn|+ 1. (2.14)
Para o caso especifico de 21 cartas, temos:

j=|logs2l| +1=]2,771] +1=2+1=3.

Portanto, o niimero minimo de iteragoes para identificar a carta escolhida entre as
21 cartas divididas em 3 colunas é 3. A equagdo (2.14) nos fornece o ntimero minimo de
iteragOes necessarias para que, dado um nimero de cartas n (impar e multiplo de 3), todas

elas sejam levadas para a posicao central ( ”T“), determinando assim a carta escolhida.

2.3 Sugestao de atividade

Para trabalhar com os conteiidos de logaritmo que faz parte da 3* série do ensino
médio da educacao basica, pode ser desenvolvida essa atividade, para fixacdo do conteiido
de logaritmo, no calculo de logaritmos de valores de base 3, aplicando as propriedades,
bem como utilizar a decomposi¢ao em fatores primos e assim, aplicar as propriedades
de logaritmo do produto, logaritmo do quociente e logaritmo de uma poténcia. E em
casos onde nao seja possivel esse calculo pelas propriedades, convém o uso de calculadora

cientifica para determinar tais valores, bem como conferir os resultados obtidos.

1) Dado um ntmero impar e multiplo de 3 cartas distribuidas em 3 colunas, calcular
a quantidade de iteracoes minimas para descobrir a carta escolhida e completar a Tabela

(2.5):

Tabela 2.5: Relacao entre nimero de cartas e iteragoes minimas necessarias.

Namero de cartas |9 | 1521 |27 (33|39 |--- | 75| &L |87 | ---|237 243|249

[teracoes minimas

Fonte: Adaptado de UNICAMP (2010).



CAPITULO 3

O ensino de matematica: o jogo dos
trés montes como estratégia

pedagodgica

O ensino de matematica na educacao bésica tem sido amplamente discutido no &mbito
académico, especialmente no que se refere a sua contribuicao para a formacao integral do
cidadao. Como destacado por [SKOVSMOSE 2000], a matemética nao se limita a ser
uma ferramenta técnica, mas também uma forma de empoderamento social, permitindo
que os individuos questionem e transformem sua realidade. Neste capitulo, discutiremos a
importancia do ensino de matematica na educacao béasica, sua relevancia para a formacao
do cidadao e como o jogo dos trés montes, aliado ao uso de tecnologias digitais como
o Scratch, pode se tornar uma ferramenta pedagégica eficaz para o ensino de conceitos

matematicos complexos.

3.1 A matematica na educacao basica: formando ci-

dadaos criticos e autonomos

A Base Nacional Comum Curricular [BRASIL 2018] define a matemética como uma
area do conhecimento que contribui para a formacao de individuos criticos, autoénomos
e responsaveis, capazes de intervir na realidade de forma significativa. A BNCC destaca
que o ensino de matematica deve promover o desenvolvimento do raciocinio légico, da
capacidade de abstracao e da resolucao de problemas, competéncias essenciais para a
vida em sociedade. Além disso, a matematica é fundamental para o desenvolvimento do

pensamento cientifico, pois fornece ferramentas para a analise de dados, a interpretagao
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de fenomenos e a construcao de modelos que explicam a realidade.

De acordo com [FREIRE 1996], a educagao deve ser um ato de libertacdo, e o ensino
de matematica nao pode ser reduzido a uma mera transmissao de formulas e algoritmos.
Ele deve ser contextualizado, permitindo que os estudantes compreendam seu papel na
sociedade e utilizem o conhecimento matematico para transformar sua realidade. Essa
visao é reforcada por [D’AMBR()SIO 1996], que defende uma abordagem etnomatemaética,
na qual a matematica é entendida como uma construgao cultural, integrada ao contexto

social e histérico dos estudantes.

O Plano Nacional de Educagao [BRASIL 2014] estabelece como uma de suas metas
a melhoria da qualidade da educagao basica, com énfase no desenvolvimento de compe-
téncias e habilidades que preparem os estudantes para o exercicio da cidadania e para o
mundo do trabalho. Nesse contexto, a matemética desempenha um papel crucial, pois
fornece ferramentas para a compreensao e interpretacao de dados, a analise de situacoes

complexas e a tomada de decisoes baseadas em evidéncias.

3.2 A Matematica na vida cotidiana

A matematica estd presente em diversas situagoes do cotidiano, desde o calculo de
despesas domésticas até a interpretagao de graficos e estatisticas em noticias e relatorios.
Segundo [D’AMBROSIO 1996], a matematica é uma forma de leitura do mundo, que
permite aos individuos compreender e intervir na realidade de forma critica e reflexiva.
O desenvolvimento de habilidades matematicas, como o raciocinio légico e a capacidade
de resolver problemas, é essencial para a formacao de cidadaos capazes de enfrentar os

desafios do mundo contemporaneo.

Nesse sentido, [PAIS 2011] argumenta que a matematica escolar deve estar conectada
as praticas sociais, permitindo que os estudantes reconhecam a utilidade do conhecimento
matematico em suas vidas. Essa conexao entre a matematica e o cotidiano é fundamental
para despertar o interesse dos estudantes e mostrar a relevancia dessa disciplina para sua

formacao como cidadaos.
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3.3 O jogo dos trés montes como ferramenta pedagoé-
gica

O Jogo dos trés montes, quando associado a um simulador desenvolvido no Scratch,
pode se tornar uma ferramenta pedagogica poderosa para o ensino de matematica. O
jogo permite que os estudantes explorem conceitos matematicos de forma lidica e in-
terativa, facilitando a compreensao de tépicos complexos, como funcoes afins, fungoes
compostas, congruéncia médulo n e logaritmos. Além disso, o uso do Scratch promove o

desenvolvimento do pensamento computacional, uma habilidade essencial para o século

XXL

No desenvolvimento do jogo, foram utilizadas diversas abordagens matematicas para
modelar o comportamento das cartas. A primeira abordagem utilizou funcoes afins e
funcoes compostas para descrever o movimento das cartas. A funcao afim foi aplicada
para modelar a posicao das cartas em cada iteracao, e a fungdo composta foi utilizada
para provar que, apos trés iteracoes, a carta escolhida retorna a posicao inicial. Essa
abordagem permite que os estudantes visualizem a aplicagdo de fun¢oes mateméaticas em

um contexto pratico, reforcando a compreensao desses conceitos.

A segunda abordagem utilizou congruéncia médulo n (resto da divisdo inteira) para
modelar o comportamento das cartas. Essa técnica permitiu demonstrar que, indepen-
dentemente da posicao inicial da carta, apos trés iteracoes, ela sempre retorna a posicao
11. A congruéncia médulo n é um conceito fundamental da teoria dos nimeros, e sua
aplicagao no jogo dos trés montes ilustra como a matematica pura pode ser utilizada para

resolver problemas praticos.

Além disso, o projeto explorou a relagdo entre o nimero de cartas e o nimero mi-
nimo de iteragoes necessarias para descobrir a carta escolhida. Utilizando logaritmos,
foi possivel determinar que, dado um ntmero de cartas, o nimero minimo de iteracoes
necessarias para identificar a carta escolhida é proporcional ao logaritmo do nimero de
cartas. Essa abordagem introduz os estudantes ao conceito de complexidade algoritmica

e a importancia dos logaritmos na analise de processos iterativos.
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3.4 A relevancia do Scratch no ensino de matematica

O Scratch é uma linguagem de programacao visual gratuita, desenvolvida pelo Media
Lab do MIT, que permite que os estudantes criem projetos interativos, como jogos, anima-
¢oes e simulagoes, utilizando conceitos matematicos de forma pratica e contextualizada.
De acordo com [RESNICK et al. 2009], o uso do Scratch no ensino de matemética permite
que os alunos explorem conceitos abstratos de forma concreta, facilitando a compreensao

e a aplicacao desses conceitos em situagoes reais.

No contexto do jogo dos trés montes, o Scratch foi utilizado para desenvolver um
simulador que permite aos estudantes visualizar e interagir com os conceitos matematicos
de forma dindmica. Durante o desenvolvimento do algoritmo, implementei um sistema
de distribuicao aleatéria das cartas utilizando um mecanismo de iteracao dinamica, que
proporciona uma experiéncia tnica a cada nova partida. O algoritmo foi estruturado de
modo que, apés a escolha da coluna (fileira) pela participante, essas cartas sdo colocadas
entre as outras duas colunas nao escolhidas, ou seja, ficando no meio do monte para que
seja feita a distribuicao de cartas da préxima etapa, garantindo assim que as cartas da

coluna escolhida ocupem as posicoes de 8 a 14 na préxima distribuicao.
Para viabilizar esta logica de redistribuicao, utilizei conceitos de aritmética modular,

especificamente a congruéncia médulo n, que é representada no c6digo através do operador

de resto da divisao de x por y, conforme pode ser observado na Figura 3.1.
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mude contador + para o
repita a VEZes
restode contador por o = o entdo

adicione item | contador de lista_totall = a colunal 1 =

sendo

restode contador por o = e entdo

adicione item | contador de lista_totall = a colunaz2_1 =
sendo

adicione item | contador de lista totall = a colunad 1 =

mude contador « para contador + o

Figura 3.1: Implementacao dos montes apos a escolha da coluna. Fonte: Autor.

O simulador inclui cédigos que implementam as fun¢oes mateméaticas utilizadas na
modelagem do jogo, como fungoes afins, conforme pode ser visto na Figura 3.2, que tras
a fungao p = 3(k — 1) + ¢, onde p é a posicdo de uma carta escolhida, ¢ é o nimero da

coluna e k é a linha em que a carta é distribuida.

Por exemplo, os cédigos que implementam a funcao afim podem ser utilizados para
mostrar como a posi¢ao das cartas é calculada em cada iteracao. Os cddigos que im-
plementam a congruéncia médulo n podem ser utilizados para mostrar como o resto da
divisao inteira é utilizado para determinar a posicao final da carta. Esses exemplos podem
ser utilizados para introduzir os estudantes aos conceitos de programacao e a aplicacao

de conceitos mateméticos em contextos praticos.

O ensino de matematica na educagdo basica é essencial para a formagao do cidadao,
pois desenvolve habilidades cognitivas e competéncias necessarias para a vida em soci-
edade. O jogo dos trés montes, aliado ao uso de tecnologias digitais como o Scratch,
pode ser uma alternativa eficaz para o ensino de conceitos matematicos complexos, como
fungdes afins, congruéncia modulo n e logaritmos. Além disso, o uso do Scratch promove
o desenvolvimento do pensamento computacional, uma habilidade essencial para a era

contemporanea.
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mude numerodoclone *+ para o

mude y w pama

mude contador linha » para o

repita o Vezes
mude X+ para @

mude contador coluna « para o

repita o VEZES

espere @ILED seg

mude namero do clone » para contador linha - o e o + contador coluna

espere@seg

crieclone de  Carlas «

mude X+ para

mude yw para

mude contadorlinha » para contadorlinha + o

Figura 3.2: Implementacao da distribuigdo das cartas. Fonte: Autor.

A inclusao dos codigos utilizados no simulador pode ser uma estratégia eficaz para
mostrar como os conceitos matematicos foram implementados no Scratch e como os es-
tudantes podem aprender com eles. Essa abordagem alinha-se as diretrizes da BNCC
[BRASIL 2018] e do PNE [BRASIL 2014], que destacam a importancia de integrar tec-
nologias digitais ao ensino e de desenvolver competéncias essenciais para a vida no século

XXI.

Como destacado por [PAPERT 1980], a aprendizagem deve ser ativa e significativa, e o
uso de ferramentas como o Scratch permite que os estudantes construam seu conhecimento
de forma auténoma e criativa. Dessa forma, o ensino de matemética pode se tornar mais
engajador e relevante, contribuindo para a formacao de cidadaos criticos, auténomos e

preparados para os desafios do futuro.



CONCLUSAO

Esta dissertagao explorou a matematica por tras do jogo dos trés montes, demons-
trando como um simples truque de cartas pode revelar profundas conexoes com conceitos
matematicos fundamentais. Através de trés abordagens distintas - fung¢oes compostas,
funcdo maior inteiro e logaritmos - foi possivel compreender e explicar rigorosamente o

porqué a carta escolhida sempre termina na posicao central apos trés iteragoes.

A andlise matematica revelou que o nimero minimo de iteracbes necessarias para
identificar uma carta em um conjunto de n cartas pode ser determinado pela expressao
[logsn|, estabelecendo uma relagdo direta entre a quantidade de cartas e o niimero de
iteragoes necessarias. Esta descoberta nao apenas explica o funcionamento do jogo tradi-
cional com 21 cartas, mas também permite sua generalizacao para diferentes quantidades

de cartas.

Do ponto de vista pedagogico, o jogo dos trés montes demonstrou ser uma ferramenta
valiosa para o ensino de matematica, proporcionando uma abordagem ludica e envolvente
para conceitos como funcoes, logaritmos e aritmética modular. A implementacao do
jogo em ambiente digital, através do Scratch, ampliou ainda mais suas possibilidades
didéticas, permitindo que os alunos explorem conceitos matematicos de forma interativa

e significativa.

Este trabalho contribui para o campo da educagao matematica ao estabelecer pontes
entre o ludico e o formal, demonstrando que jogos e truques aparentemente simples podem
esconder estruturas matemaéticas sofisticadas. Além disso, a proposta de atividades pra-
ticas e a disponibilizacao do simulador digital oferecem aos professores recursos concretos

para enriquecer suas praticas pedagégicas.

Como perspectivas futuras, pretende-se explorar uma generalizacido ainda mais ampla
b
do problema, considerando um total de m x n cartas distribuidas em m linhas e n colunas,

onde m e n sdo nimeros impares. O objetivo sera demonstrar que, apés um nimero
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minimo de iteragoes, a carta escolhida sempre ird para a posigao central (m x n)/2. Esta
generalizacdo promete revelar padroes matematicos ainda mais profundos e estabelecer

novas conexoes com areas como teoria dos ntimeros e algebra abstrata.
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