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RESUMO

SILVA, Wallace da. O Artigo Sur les Sections du Tore (1864) de Jean-Gaston Darboux: Historia
da Matemdtica e Divulgagdo Cientifica. 2025. 119 {. Dissertacdo (Mestrado) — Colégio Pedro II,
Pro-Reitoria de Pés-Graduagao, Pesquisa, Extensdo e Cultura, Programa de Mestrado Profissional

em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2025.

Esta dissertagdo apresenta uma leitura histérica, geométrica e cultural do artigo Sur les sections
du tore (1864), de Jean-Gaston Darboux, primeiro trabalho publicado pelo autor e um marco na
reorganizacdo da geometria no século XIX. O estudo articula trés eixos principais: uma andlise
historiografica que situa Darboux em seu ambiente intelectual; uma reconstrugdo acessivel e
rigorosa do toro de revolugdo e de suas se¢Oes planas, com destaque para as ovais de Cassini,
a lemniscata de Bernoulli e os circulos de Villarceau; e uma proposta de divulgacao cientifica
voltada a ampliacdo do repertdrio cultural e matemético de professores da educacao bésica
e de outros leitores ndo especializados. A pesquisa explicita que, embora o tema pertenca a
tradi¢do da geometria diferencial, ndo se emprega aqui o aparato técnico dessa drea; a geometria
diferencial aparece sobretudo como contexto histérico que orienta a leitura do artigo original.
A dissertacdo inclui a traducao integral e comentada do texto de Darboux e visualizacdes
produzidas no GeoGebra que atualizam suas ideias para uma linguagem contemporanea. Como
produto educacional, apresenta-se a revista Trajetorias — Historia da Matemdtica e Divulga¢do
Cientifica, concebida como instrumento de circulacao cultural, articulando narrativa histérica,
visualizagdo geométrica e entrevistas com pesquisadores. Os resultados mostram que o estudo das
secoes toricas permanece atual e oferece um caminho fértil para integrar histéria da matematica,

imaginagdo geométrica e divulgacgdo cientifica de qualidade.

Palavras-chave: Jean-Gaston Darboux; secdes tdricas; toro de revolugdo; histéria da matematica;

divulgacdo cientifica; produto educacional.



ABSTRACT

SILVA, Wallace da. O Artigo Sur les Sections du Tore (1864) de Jean-Gaston Darboux: Historia
da Matemdtica e Divulgagdo Cientifica. 2025. 119 {. Dissertacdo (Mestrado) — Colégio Pedro II,
Pro-Reitoria de Pés-Graduagao, Pesquisa, Extensdo e Cultura, Programa de Mestrado Profissional

em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2025.

This work offers a historical, geometric, and cultural reading of Jean-Gaston Darboux’s article
Sur les sections du tore (1864), the author’s first published work and a landmark in the reorgani-
zation of geometry in the nineteenth century. The study is structured around three main axes: a
historiographical analysis that situates Darboux within his intellectual environment; an accessible
and rigorous reconstruction of the torus of revolution and its planar sections, such as Cassini
ovals, Bernoulli’s lemniscate, and Villarceau circles; and a proposal for scientific communica-
tion aimed at broadening the cultural and mathematical repertoire of school teachers and other
non-specialist readers. Although the topic belongs to the tradition of differential geometry, the
dissertation does not employ the technical apparatus of the field; differential geometry appears
primarily as a historical context guiding the interpretation of the original article. The work
includes a complete annotated translation of Darboux’s text and GeoGebra visualizations that
update his ideas into a contemporary geometric language. As an educational product, it presents
the digital magazine Trajetorias — Historia da Matemdtica e Divulgagdo Cientifica, conceived as
an instrument for cultural circulation that integrates historical narrative, geometric visualization,
and interviews with researchers. The results show that the study of toric sections remains relevant
and offers a fertile path for bringing together the history of mathematics, geometric imagination,

and high-quality scientific outreach.

Keywords: Jean-Gaston Darboux; toric sections; torus of revolution; history of mathematics;

scientific outreach; educational product.
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INTRODUCAO

A matematica do século XIX testemunhou mudangas profundas na forma como o conhe-
cimento cientifico era produzido, organizado e ensinado. Nesse cendrio, Jean-Gaston Darboux
(1842—-1917) ocupa um lugar singular. Embora reconhecido como um dos grandes nomes da
geometria diferencial, sua presenca fora dos circulos especializados permanece limitada. Seu
primeiro artigo, Sur les sections du tore (1864), escrito ainda como estudante, € um exemplo
marcante dessa auséncia: um texto breve, elegante e matematicamente rico, mas praticamente
desconhecido no contexto da formagao docente brasileira.

Durante o mestrado, o contato com esse artigo revelou um campo fértil para o didlogo
entre histdoria, geometria e divulgacgdo cientifica. De um lado, o fascinio geométrico: curvas
notéveis, como os circulos de Villarceau, as ovais de Cassini e a lemniscata de Bernoulli, emergem
de uma superficie simples, o toro de revolu¢do, mostrando que a imaginagao geométrica pode
produzir objetos de grande beleza. De outro, a percep¢do de que esse material permanece distante
do publico ndo especializado, incluindo professores, estudantes e leitores interessados, sobretudo
pela falta de acesso, tradug@o e recursos visuais que aproximem uma obra de 1864 do presente. A
pergunta central desta dissertacao nasce desse encontro: como transformar o texto de Darboux em
uma experiéncia contemporanea de divulgagao cientifica, capaz de ampliar o repertdrio cultural
e matematico de professores da educacdo bdsica e de outros leitores ndo especializados? Ao
enfrentar essa pergunta, o trabalho procura apresentar o artigo de 1864 de modo historicamente
situado, matematicamente claro e acessivel ao leitor atual, articulando reconstrugdo historica,
andlise geométrica e visualizacao digital.

Esse percurso ndo pode ser compreendido sem considerar o momento decisivo da for-
macao intelectual de Darboux: sua tese Sur les surfaces orthogonales, defendida em 14 de
julho de 1866 diante de Chasles, Serret e Bouquet. Nesse trabalho, Darboux demonstrou que
certas familias de superficies que se intersectam ortogonalmente admitem linhas isotérmicas
de curvatura, aprofundando resultados de Monge, Lamé e Bertrand. A recepg¢do foi imediata
e entusiasmada, € o texto seria posteriormente publicado como Recherches sur les Surfaces
Orthogonales (APPELL, 1918; TATON, 1954). A tese consolidou sua presen¢a na geometria
diferencial do século XIX e estabeleceu o ambiente conceitual no qual o artigo de 1864 pode ser
lido: nd@o como um exercicio isolado de juventude, mas como parte de um percurso matematico

consistente, no qual a andlise de superficies e de suas curvas adquire estrutura e profundidade.
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Esse movimento também evidenciou a possibilidade de articular o artigo de Darboux a
um projeto de acesso ampliado a matemadtica, estruturado em trés perspectivas complementares.
A primeira € a historiografica, voltada a compreender o texto em sua temporalidade e nas tensoes
intelectuais de sua época, a luz de autores como Cohen (2016) e Grattan-Guinness (2004). A
segunda € a geométrica, que reconstrdi, com o apoio de ferramentas computacionais, o toro de
revolucdo e suas secdes planas com rigor e clareza, evidenciando como as curvas estudadas por
Darboux emergem dessa anélise. A terceira € a divulgacio cientifica, que busca apresentar esses
temas de modo acessivel e visualmente orientado, especialmente para leitores sem formagao
especifica em geometria avancada.

Mais do que um tema académico, este projeto € a continuidade de um percurso pessoal.
Ele nasce do encontro entre minha trajetéria docente, o gosto pela histdria das ideias e a convicgdo
de que a ciéncia se torna mais humana quando compreendida em seu contexto cultural. Ao longo
dos anos em sala de aula, percebi que a matematica ganha significado quando é apresentada
como uma construcao historica, produzida por pessoas e marcada por escolhas intelectuais. O
encontro com Darboux tornou-se, assim, oportunidade de redescobrir e compartilhar a beleza
geométrica e a sensibilidade intelectual que unem matematica, arte e ensino.

Nessa articulagdo, é importante explicitar um aspecto fundamental do trabalho: embora o
tema pertenca a tradi¢do da geometria diferencial, este estudo ndo emprega o aparato técnico
caracteristico dessa area: formas fundamentais, curvaturas, conexoes e métodos diferenciais.
Aqui, a geometria diferencial aparece como ambiente historico no qual Darboux se formou e
atuou, ndo como ferramenta analitica. Recupera-se o contexto em que a geometria de superficies
foi reorganizada no século XIX, destacando elementos que iluminam as escolhas de Darboux
sem exigir do leitor competéncias avangadas.

Além disso, esse didlogo entre histéria da matemadtica, visualizacdo geométrica e leitura
comentada de textos cldssicos se aproxima dos propdsitos formativos do PROFMAT. Ao percorrer
esse caminho, o trabalho busca compreender o lugar do artigo de Darboux no século XIX,
reconstruir o toro de revolucdo e suas secoes planas de modo acessivel e analisar as curvas que
delas surgem, sempre em didlogo com praticas de sala de aula e com a formacdo docente. Sem
separar rigidamente essas dimensdes, a dissertacdo procura tratd-las como partes de uma mesma
experiéncia cultural e matematica.

Diante desse recorte, torna-se possivel apresentar a estrutura deste trabalho. O Capitulo 1
contextualiza o texto de Darboux no cendrio cientifico do século XIX, reconstruindo seu ambiente

intelectual, sua trajetdria pessoal e as influéncias que moldaram a escrita do artigo. Em seguida, o
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Capitulo 2 reconstr6i matematicamente o toro de revolugdo como superficie, lugar geométrico e
variedade algébrica, culminando na dedu¢do completa da equagao da se¢ao torica. O Capitulo 3
analisa as curvas originadas das se¢des planas do toro, discutindo suas propriedades, sua presenca
no texto de Darboux (1864) e suas potencialidades visuais. As se¢des toricas, nesse percurso,
assumem papel central ao articular histéria, visualizacdo e matemaética, conectando a leitura de
1864 as linguagens e praticas contemporaneas.

Os anexos ampliam e aprofundam o trabalho desenvolvido. O Anexo A apresenta a
traducao integral e comentada do artigo Sur les sections du tore, tornando-o acessivel em
portugués e oferecendo notas que esclarecem passagens matematicas e histdricas. O Anexo B
reune um roteiro detalhado de constru¢des no GeoGebra, que possibilita uma leitura visual
e contemporanea das ideias de Darboux. O Anexo C apresenta o produto educacional desta
pesquisa: a revista digital Trajetorias — Historia da Matemadtica e Divulgacdo Cientifica. A
revista retine, de modo acessivel e visualmente cuidadoso, os principais elementos desenvolvidos
nos trés capitulos da dissertacdo: a trajetdria de Jean-Gaston Darboux no contexto do século
XIX, a andlise do artigo de 1864 e a matemaética do toro e de suas secdes. Além disso, propde
duas atividades baseadas em visualiza¢do dinamica, oferecendo caminhos possiveis para quem
desejar explorar o tema em atividades educativas.

A concepcado do material surgiu da percep¢do de duas lacunas importantes: a pouca
presenca de Darboux e de suas ideias na formagdo docente e o distanciamento entre a matemdtica
universitdria e aquela ensinada na escola. Por isso, sua organizacao integra a tradu¢do comentada,
as visualizagOes geométricas e textos que valorizam clareza, visualidade e contexto histérico.
As entrevistas com pesquisadores reforcam essa dimensao publica da ciéncia, pois ddo voz aos
protagonistas da matemadtica contemporanea e evidenciam que a matematica nao € apenas um
conjunto de resultados, mas uma prética viva, feita de interpretacdes, escolhas e modos de ver.
Essa presenca da voz do pesquisador € central para o propésito de divulgagdo cientifica da revista:
ela humaniza o conhecimento, aproxima o publico da cultura matemadtica e mostra que a ciéncia
¢ sempre uma construcao coletiva, situada e em didlogo constante com seu tempo.

A revista funciona, assim, como uma ponte entre diferentes mundos: as imagens favore-
cem a compreensao das ideias geométricas; os textos histoéricos aproximam o curriculo escolar
da histéria da matemadtica; os roteiros em GeoGebra favorecem atividades investigativas; € o
conjunto permite que professores e estudantes entrem em contato com uma matematica que
respira cultura, histéria e visualidade.

Recuperar Darboux no presente é recuperar também a possibilidade de ensinar uma
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matemadtica que reconhece sua prépria histéria e aproxima o ensino do modo como a ciéncia
realmente se constrdi. Assim, esta dissertagdo busca construir pontes entre séculos, linguagens
e publicos, entre o Darboux do século XIX e o professor do século XXI, entre a matemaética
académica e a sala de aula, entre o rigor geométrico e a sensibilidade da divulgacdo cientifica. A
matemadtica, vista por esse caminho, revela-se como imaginagdo, como cultura e como possibili-
dade pedagogica. O trabalho procura tornar essa experiéncia acessivel, inspiradora e significativa
para quem ensina e aprende matemaética hoje.

E nesse horizonte que se inicia o Capitulo 1, dedicado a situar Jean-Gaston Darboux no
cendrio cientifico do século XIX e a compreender o ambiente intelectual e pessoal que tornou

possivel a escrita de Sur les sections du tore.
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1 JEAN-GASTON DARBOUX E O ARTIGO SUR LES SECTIONS DU TORE

Este capitulo apresenta uma leitura histérica, matematica e pedagdgica do artigo Sur
les sections du tore, publicado por Jean-Gaston Darboux em 1864, quando ainda era estudante
da Ecole Normale Supérieure. Trata-se de um texto marcante, ainda pouco conhecido fora dos
circulos especializados, que articula de modo muito preciso elementos da geometria cldssica, da
geometria diferencial e da édlgebra.

Ao longo do capitulo, situamos esse trabalho no contexto da matemdtica francesa do
século XIX, ressaltando as transformacdes pelas quais passava a geometria naquele periodo.
Também tracamos a trajetéria intelectual de Darboux, destacando seu percurso académico e
algumas de suas contribui¢des mais duradouras.

Além disso, discutimos o papel da histéria da matematica como instrumento pedagdgico
e cultural, capaz de aproximar o conhecimento escolar, a pesquisa matemaética e a cultura
cientifica mais ampla. Por fim, analisamos o artigo de Darboux, apresentando trechos traduzidos
e comentados, juntamente com consideragdes sobre suas ideias centrais, seu estilo de trabalho e

seu potencial educativo.

1.1 A trajetdria intelectual de Jean-Gaston Darboux

Jean-Gaston Darboux (1842-1917) destacou-se como um dos principais matematicos
da tradicdo geométrica francesa do século XIX. Sua capacidade singular de articular intui¢ao
geométrica e rigor analitico contribuiu para a consolidagdo da geometria diferencial como
disciplina autdnoma. Produziu avangos fundamentais no estudo dos sistemas ortogonais de
superficies, na geometria infinitesimal e na interpretacdo geométrica das equacdes diferenciais.
E lembrado, ainda, pelo teorema que leva seu nome, relacionado a propriedade dos valores
intermedidrios da derivada (Sym, 2009; Bottazzini; Gray, 2013)

Darboux nasceu na cidade de Nimes, no sul da Franca, em uma residéncia que, segundo
registros histdricos, havia funcionado como capela da catedral local (Appell, 1918). De acordo
com seu registro civil, sua data oficial de nascimento € 14 de agosto de 1842, as 1h da manha.
Contudo, o proprio Darboux afirmava ter nascido a meia-noite do dia anterior, 13 de agosto, data
que adotou em documentos pessoais € que consta em sua ldpide no Cemitério de Montparnasse,

em Paris (Sym, 2009).
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Filho de Frangois Darboux e Alix Gourdoux, cresceu em uma familia de classe média
ligada ao comércio téxtil. Com a morte precoce do pai, em 1849, sua mae assumiu os negdcios
da familia e dedicou-se intensamente a educacao dos filhos. Gaston e seu irmao mais novo,
Louis, estudaram no Lycée de Nimes, instituicdo marcada pela disciplina rigorosa, com atividades
distribuidas das seis da manha as oito da noite (Taton, 1954).

Darboux concluiu seus estudos secundérios em julho de 1859 e, ainda nesse ano, ingres-
sou na classe de mathématiques spéciales do Lycée de Montpellier, curso preparatdrio destinado
aos exames das Grandes Ecoles. Sob orientagio de Charles Berger, ex-aluno da Ecole Normale
Supérieure (ENS), consolidou uma base matemadtica excepcional e foi incentivado a seguir
carreira académica (Taton, 1954; Sym, 2009).

Apés um ano em Montpellier, Darboux prestou o concurso de admissio da Ecole Poly-
technique apenas como treinamento e foi aprovado. No ano seguinte, candidatou-se tanto a
Polytechnique quanto a Ecole Normale Supérieure e obteve o primeiro lugar em ambos os
concursos. Apesar da tradi¢do segundo a qual os melhores colocados optavam pela Polytech-
nique, Darboux escolheu a ENS, reafirmando sua vocacdo para a pesquisa e o ensino superior
(Bottazzini; Gray, 2013).

Ao chegar a Paris, Darboux foi acompanhado por sua mae, que o apresentou a Louis
Pasteur, entdo diretor da Ecole Normale. Pasteur, empenhado em fortalecer o nivel cientifico
da institui¢ao, obteve autoriza¢do ministerial para que Darboux frequentasse cursos livres em
outras escolas parisienses. Assim, teve acesso as aulas de Joseph Bertrand no College de France,
onde foi rapidamente reconhecido como um estudante fora do comum. Bertrand descreveu-o
como “‘um espirito penetrante, dotado de rara intuicdo geométrica, cujas solucdes surpreendiam
pela elegancia e precisdo” (Bertrand, 1954, p. 202).

O desempenho académico de Darboux foi notavel. Em 9 de julho de 1863, obteve o
diploma de Licencié és Sciences mathématiques e, em 7 de agosto, o de Licencié és Sciences
physiques. Ainda como estudante, publicou seu primeiro artigo cientifico, Sur les sections du
tore, no qual ja se observava a combinacao entre intui¢do geométrica e rigor analitico.

O talento de Darboux logo chamou a aten¢do de Michel Chasles, que aceitou orientar
sua tese de doutorado. Enquanto preparava a dissertacao, apresentou a Académie des Sciences,
em 1° de agosto de 1864, um estudo sobre sistemas ortogonais de superficies que generalizava
resultados de Ernst Kummer. Curiosamente, no mesmo dia, Victor Moutard apresentou um
trabalho semelhante, evidenciando o interesse crescente pelo tema (Taton, 1954; Sym, 2009).

Darboux defendeu sua tese Sur les surfaces orthogonales em 14 de julho de 1866, diante
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de Chasles, Serret e Bouquet. Nesse trabalho, demonstrou que certas familias de superficies
que se intersectam ortogonalmente admitem linhas isotérmicas de curvatura, isto €, curvas ao
longo das quais a temperatura permanece constante quando a superficie € aquecida. O resultado
aprofunda contribui¢cdes de Monge, Lamé e Bertrand e foi recebido com entusiasmo, sendo
posteriormente publicado como Recherches sur les Surfaces Orthogonales (Appell, 1918; Taton,
1954). O impacto da tese projetou Darboux no cendrio académico francés, estabelecendo as
bases para sua presenca na geometria diferencial do século XIX.

A partir desse reconhecimento inicial, sua carreira docente se desenvolveu de forma
continua. Lecionou em liceus parisienses, entre eles o Lycée Saint-Louis e o Lycée Louis-le-
Grand, e também no Collége de France (Taton, 1954; Sym, 2009). Em 1872, foi nomeado
professor da Ecole Normale Supérieure e, em 1880, assumiu a cadeira de geometria superior
na Sorbonne (Appell, 1918; Bottazzini; Gray, 2013). Entre 1887 e 1896, publicou os quatro
volumes de Lecons sur la théorie générale des surfaces et les applications géométriques du
calcul infinitésimal, obra fundamental para a consolidagdo da geometria diferencial moderna
(Appell, 1918).

Além da atuacdo cientifica e docente, Darboux desempenhou papel importante na admi-
nistracdo académica. Entre 1889 e 1903, foi decano da Faculdade de Ciéncias da Sorbonne e, em
1900, eleito secretdrio perpétuo da Académie des Sciences, cargo que manteve até 1917 (Appell,
1918).

O alcance de sua obra extrapolou a Franca e influenciou a comunidade matematica
internacional. Inspirou diretamente Elie Cartan e outros desenvolvedores da geometria diferencial
moderna, e participou de eventos como o Congresso Internacional de Matematicos de 1908, em
Roma (Sym, 2009; Bottazzini; Gray, 2013). Sua énfase na visualizagdo geométrica encontra,
hoje, ressonancia em ferramentas contemporaneas como o GeoGebra.

Jean-Gaston Darboux faleceu em 23 de fevereiro de 1917 e foi sepultado no Cemitério de
Montparnasse, em Paris (Appell, 1918). A compreensao de sua trajetdria ilumina a originalidade
e o alcance de sua producdo matematica, fornecendo o pano de fundo necessdrio para interpretar

o artigo Sur les sections du tore, tema da proxima subsecao.

1.2 O artigo Sur les sections du tore: introducao historica

O artigo Sur les sections du tore, publicado em 1864 por Jean-Gaston Darboux, marca

ndo apenas o inicio de sua trajetdria intelectual, mas também um episddio de destaque na histéria
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da geometria do século XIX. Embora escrito quando Darboux ainda era estudante da Ecole
Normale Supérieure, o texto ja revela uma maturidade matematica notdvel, ao articular conceitos
da geometria classica, da geometria diferencial e da algebra.

O estudo das secdes do toro remonta a Antiguidade. Por volta de 150 a.C., o matematico
grego Perseu foi o primeiro a investigar de forma sistemadtica as curvas geradas pela intersecao
de um toro com um plano paralelo ao seu eixo de simetria. Conhecidas como sec¢des espiricas de
Perseu, essas curvas estdo entre os registros mais antigos do estudo de curvas produzidas por
superficies de revolugdo (Booth, 1877).

Entre essas curvas, destacam-se as ovais de Cassini, introduzidas no século XVII por
Giovanni Domenico Cassini (1625-1712), astronomo italiano interessado em descrever as Orbitas
planetérias. Essas curvas sdo definidas geometricamente como o conjunto de pontos do plano
cujo produto das distancias a dois focos € constante. Quando essa constante assume um valor
especifico, a oval de Cassini degenera na célebre lemniscata de Bernoulli, estudada por Jakob
Bernoulli (1655-1705), que possui a forma de um simbolo de infinito e apresenta notaveis
propriedades geométricas e analiticas.

Outro destaque no estudo das se¢des do toro sio os circulos de Villarceau. Descobertos
no século XIX por Yvon Villarceau (1813-1883), esses circulos resultam de determinados cortes
obliquos no toro e possuem a propriedade notavel de que, em uma superficie regular e suave,
passam exatamente quatro circulos distintos por qualquer ponto. A descoberta surpreendeu
a comunidade matemadtica da época, ao revelar propriedades inesperadas em uma superficie
aparentemente simples.

O toro € uma superficie algébrica de quarta ordem, gerada pela rotagao de um circulo de
raio r em torno de um eixo situado no mesmo plano do circulo, a uma distancia 2 de seu centro,

com I? > r. Sua equacdo cartesiana padrdo, centrada na origem e no plano zy, € dada por:

2
(\/:c2+y2—R> + 2% =7?

ou, de forma expandida, em coordenadas cartesianas:

2
(2 + 9>+ 22 + R* — 1) = 4R*(2” + ¢*)
Uma seg¢do torica é definida como a curva resultante da interse¢ao do toro com um plano

qualquer no espago tridimensional. Assim como as secdes cOnicas resultam do corte de um cone

por um plano, as secdes téricas exibem uma ampla variedade de configuragdes geométricas,
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dependendo da inclinagdo, da posi¢do e da orientacdao do plano secante. Essa analogia, alids, é
central na abordagem desenvolvida por Darboux.

Ao escolher estudar as secdes planas do toro, Darboux dialoga com uma tradi¢io matema-
tica milenar, mas também inaugura uma abordagem moderna para o problema. Diferente de seus
antecessores, que priorizavam descri¢des puramente geométricas, Darboux faz uso sistematico
da andlise algébrica para deduzir as equacdes das se¢des, sem jamais dispensar a interpretacao
geométrica dos resultados. Esse equilibrio entre dlgebra e geometria, que se tornaria uma marca
constante de sua obra, ja se manifesta de maneira especialmente elegante neste seu primeiro
artigo.

O artigo Sur les sections du tore apresenta uma analise detalhada sobre as diferentes
formas como planos podem intersectar o toro, gerando curvas de naturezas variadas. Em vez de
apenas reunir resultados especificos, Darboux propde uma formulacdo geral que abrange todos
0s casos, incluindo situagdes singulares e limites criticos. Suas andlises mostram, por exemplo,
como certas configuracdes do plano geram os circulos de Villarceau, outras produzem as ovais
de Cassini e, em casos particulares, conduzem a lemniscata de Bernoulli.

Para além do rigor técnico, destaca-se no artigo a preocupagao pedagdgica. Darboux
organiza a exposi¢cdo com notdvel clareza, alternando descri¢cdes geométricas, deducdes analiticas
e observagdes qualitativas. Isso reflete ndo apenas sua competéncia matematica, mas também
seu compromisso, desde jovem, com a transmissao do saber e com a constru¢do de uma cultura
matematica sélida.

Assim, ao revisitarmos o artigo Sur les sections du tore, ndo se trata apenas de explorar
um objeto matematico elegante, mas também de retomar uma abordagem que articula historia,
andlise rigorosa, visualizacdo geométrica e intui¢ao, elementos fundamentais para o ensino
e a aprendizagem da matematica, tanto no século XIX quanto na contemporaneidade. Esse
panorama inicial nos permitird, nas proximas se¢des, aprofundar a andlise das ideias e dos

métodos apresentados por Darboux em seu estudo das se¢des do toro.

1.3 Lacunas na literatura e contribuicoes deste trabalho

Embora o artigo Sur les sections du tore seja mencionado em estudos gerais sobre
a obra de Darboux, a literatura especializada dedica pouca atengdo a esse texto especifico.
Nas histérias da geometria do século XIX, ele aparece de modo indireto, quase sempre como

referéncia preliminar a producio posterior do autor. Em obras de sintese, como Bottazzini e
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Gray (2013), o artigo de 1864 ndo recebe andlise aprofundada. Em Sym (2009), € citado como
marco inicial da trajetoria cientifica de Darboux, sem discussao detida de sua estrutura ou de
seu potencial pedagdgico. Até onde foi possivel investigar, ndo hé traducdes para o portugués
nem estudos comentados que examinem de forma sistemdtica seus argumentos ou suas escolhas
metodoldgicas.

Esse quadro evidencia uma lacuna importante. Apesar de sua relevancia histérica e de
seu papel na reorganiza¢do geométrica do século XIX, o artigo permanece pouco acessivel, tanto
pela barreira linguistica quanto pela auséncia de materiais que o aproximem da cultura matemd-
tica contemporanea e da formacgao de professores. Nao se encontram reconstrucdes modernas
de suas demonstracdes em linguagem acessivel, andlises comparativas com textos correlatos
ou visualizac¢des digitais que permitam explorar geometricamente as ideias apresentadas por
Darboux.

Entre os trabalhos contemporaneos que dialogam com o tema destaca-se o artigo de Luca
Moroni, The Toric Sections: A Simple Introduction (2020). Moroni apresenta uma introdugao
visual as secdes toricas e propde o uso do GeoGebra como ferramenta exploratéria, mencionando
Darboux como referéncia histérica. No entanto, seu texto ndo reconstréi as demonstragdes
presentes no artigo de 1864, ndo examina os argumentos algébricos utilizados por Darboux
e ndo descreve metodologicamente as construgdes no software. Suas figuras sdo ilustrativas,
mas nao sao acompanhadas de algoritmos ou roteiros completos de implementacdo. Trata-se de
uma proposta de divulgacao cientifica, e ndo de uma anélise histérica ou de uma reconstru¢ao
matematica comentada.

A presente dissertacdo busca enfrentar esse cenério por meio de quatro contribui¢des
complementares. A primeira € a traducao integral do artigo Sur les sections du tore para o
portugués, acompanhada de notas histéricas e geométricas que esclarecem a terminologia do
século XIX e explicitam passagens condensadas do texto original. A segunda € a reconstrug¢ao
matemadtica acessivel do toro de revolucao e de suas se¢des, com énfase na interpretacdo geomé-
trica e na deducdo algébrica, sem recorrer ao aparato técnico da geometria diferencial. A terceira
€ a elaboracao de visualizacdes no GeoGebra que atualizam essas ideias para uma linguagem
contemporanea e exploratdria. A quarta é o desenvolvimento de um produto educacional que
articula histéria, visualizacdo e divulgacao cientifica.

Essas contribuicdes procuram transformar um texto cldssico de 1864 em material acessi-
vel, culturalmente significativo e pedagogicamente relevante, ampliando seu alcance e propondo

novas formas de integra-lo a formacao de professores e a divulgacdo da matematica.
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1.4 Critérios e escolhas de traducao

A tradugdo do artigo Sur les sections du tore foi realizada com o objetivo de tornar
acessivel ao publico brasileiro um texto importante da juventude de Jean-Gaston Darboux. Mais
do que verter o francés do século XIX para o portugués, tratou-se de entender o sentido das ideias
e apresentd-las de forma clara, mantendo o carater histérico do texto sem dificultar a leitura.

Ao longo da tradugdo, procuramos seguir um principio simples: preservar o conteido
matemadtico e, a0 mesmo tempo, facilitar a compreensao para quem nao estd acostumado ao
estilo cientifico do periodo. Quando a redacao de Darboux era longa ou pouco direta para o
leitor atual, fizemos pequenos ajustes que tornassem o trecho mais claro, sempre indicando essas
decisdes. Essa orientacdo guiou todas as escolhas descritas a seguir.

Adotamos como primeiro critério a fidelidade semdntica, isto é, o cuidado em manter
o sentido preciso das afirmacodes e dos argumentos. Termos técnicos e expressoes tipicas da
geometria do século XIX foram traduzidos buscando equilibrio entre rigor e clareza.

O segundo critério foi a adaptacdo terminologica. Quando Darboux utilizava notacdes
ou expressoes ja superadas, optamos por atualizd-las para formas mais familiares, acrescentando
uma breve explicacdo quando necessario. O objetivo foi aproximar o texto histérico do repertorio
de professores e estudantes de hoje.

Outro ponto importante foi o uso de notas de traducdo. Em trechos mais densos, incluimos
comentarios que esclarecem termos ambiguos, explicam referéncias historicas ou indicam o
valor didatico de certas passagens. Nesses casos, priorizamos a transparéncia, permitindo que o
leitor acompanhe as escolhas feitas.

As principais dificuldades estiveram no estilo retérico de Darboux, marcado por periodos
longos e por um modo de argumentar tipico do século XIX. Além disso, diferencas entre o
franc€s da época e o portugués atual exigiram decisdes interpretativas constantes. Em alguns
momentos, mantivemos um termo original entre colchetes; em outros, oferecemos uma breve
explicacdo para preservar o sentido do texto.

Por fim, reforcamos que esta tradu¢do comentada nao substitui o texto original. Ela
oferece um caminho de leitura mais acessivel, especialmente para professores e estudantes
interessados na histéria da matematica e na compreensao das ideias de Darboux. A versao
integral, reunida no Anexo A, é um recurso para quem deseja consultar o artigo na integra, agora

acompanhado de um material que facilita sua leitura e discussao.
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1.5 Trechos traduzidos e comentados: ideias centrais e estilo de Darboux

Para compreender o valor histérico e matemdtico do artigo Sur les sections du tore,
¢ importante ler algumas de suas passagens diretamente. Nesta secdo, apresentamos trechos
selecionados, traduzidos do francés, acompanhados de comentérios que destacam as ideias
matematicas essenciais e aspectos marcantes do estilo de Darboux, como a clareza na exposi¢ao

e o equilibrio entre argumentos algébricos e interpretacdes geométricas.

Trecho 1 (Apresentacao do problema):

Le probleme que nous nous proposons de résoudre dans ce mémoire consiste
a déterminer les courbes résultant de 1’intersection d’un tore circulaire par un
plan quelconque. Ce probleme, quoique classique, nous parait mériter une étude
nouvelle a cause de la richesse et de la variété des courbes obtenues.

Traduc¢ao nossa:

O problema que nos propomos resolver neste trabalho consiste em determinar
as curvas resultantes da interse¢do de um toro circular por um plano qualquer.
Este problema, ainda que cldssico, parece-nos merecer um novo estudo em
razdo da riqueza e da variedade das curvas obtidas (Darboux, 1864, p. 3).

Comentario: Logo nas primeiras linhas, Darboux explicita sua motivagcdo. Reconhece o carater
classico do problema, mas ressalta que a diversidade e a riqueza geométrica das curvas justi-
ficam um novo estudo. Essa abordagem revela uma atitude tipica de sua obra: revisitar temas

tradicionais sob uma nova perspectiva, combinando rigor analitico e intui¢do geométrica.

Trecho 2 (Definicao do toro):

Considérons un cercle de rayon b, dont le centre décrit un cercle situé dans un
plan perpendiculaire au premier, et de rayon a. La surface ainsi engendrée est
le tore circulaire.

Traducao nossa:

Consideremos um circulo de raio b, cujo centro descreve um circulo situado em
um plano perpendicular ao primeiro, e de raio a. A superficie assim gerada é o
toro circular (Darboux, 1864, p. 5).

Comentario: Essa definicdo é ao mesmo tempo concisa e rigorosa. Darboux utiliza uma lingua-
gem geométrica clara, sem recorrer, neste momento, a formulagdes algébricas. Essa escolha,
de comecar pela descri¢ao geométrica intuitiva antes de apresentar a formalizacdo analitica, é

recorrente em sua obra e revela uma evidente preocupacgao didatica. No texto original, Darboux
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emprega as letras a e b para designar, respectivamente, o raio do circulo gerador e a distancia
de seu centro ao eixo de revolucdo. Neste trabalho, optamos por utilizar as notacdes R e r,
buscando uniformidade e clareza expositiva. Essa equivaléncia é puramente notacional e ndo

altera o contetiddo matematico.

Trecho 3 (As curvas notaveis):

On obtient ainsi diverses courbes remarquables, parmi lesquelles figurent des
cercles particuliers, connus sous le nom de cercles de Villarceau, et des courbes
telles que les ovales de Cassini et la lemniscate de Bernoulli.

Traducao nossa:

Obtém-se, assim, diversas curvas notdveis, entre as quais figuram circulos
particulares, conhecidos como circulos de Villarceau, e curvas como as ovais
de Cassini e a lemniscata de Bernoulli (Darboux, 1864, p. 7).
Comentario: Esse trecho sintetiza um dos resultados mais notaveis do artigo. Ao nomear
explicitamente essas curvas, Darboux nido apenas reconhece a tradi¢io matematica anterior,
mas também apresenta seu trabalho como uma sintese e ampliacdo desse legado. A referéncia

simultanea aos circulos de Villarceau, as ovais de Cassini e a lemniscata de Bernoulli antecipa a

riqueza geométrica que as secdes do toro podem revelar.

Trecho 4 (Método analitico e interpretacao geométrica):

L’emploi de la méthode analytique nous permettra d’établir des équations
générales des sections du tore. Toutefois, nous chercherons aussi a rendre
compte des propriétés géométriques de ces courbes, afin de mieux saisir leur
nature.

Traducao nossa:

O emprego do método analitico nos permitird estabelecer as equacdes gerais
das secdes do toro. Todavia, buscaremos também dar conta das propriedades
geométricas dessas curvas, a fim de melhor apreender sua natureza (Darboux,
1864, p. 8).
Comentario: Esse trecho evidencia um dos pilares do pensamento de Darboux: a integragao entre
andlise algébrica e intui¢do geométrica. Mais do que obter equagdes, ele busca compreender a
natureza geométrica das curvas, articulando diferentes representacdes matemadticas. Essa postura
atravessa todo o artigo Sur les sections du tore, que combina clareza conceitual, elegancia
na formulagdo e equilibrio metodoldgico. Longe de ser apenas um tratado técnico, o texto

se apresenta como um modelo de pritica matemdtica com elevado potencial formativo, cuja

relevancia pedagdgica permanece atual e inspiradora.
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1.6 O valor didatico e matematico das secoes toricas no artigo de 1864

O artigo Sur les sections du tore, de Jean-Gaston Darboux, ndo € apenas um documento
matemadtico de interesse historico. Trata-se também de um recurso de grande valor formativo para
0 ensino contemporaneo. Suas observacdes qualitativas sobre as se¢des do toro favorecem uma
compreensdo intuitiva e geométrica dos fendmenos envolvidos, estimulando uma visualizacao
mental precisa das curvas estudadas.

Darboux compreendeu a importancia de explorar, primeiro, as propriedades qualitativas
das curvas para, em seguida, formaliza-las por meio de equacgdes algébricas. Essa abordagem,
hoje amplamente recomendada no ensino de geometria e anélise, era inovadora para seu tempo e
revela um cuidado pedagdgico explicito.

Entre as observacdes qualitativas mais relevantes estdo aquelas relacionadas as curvas
notéveis geradas pelos cortes planos no toro. Ao descrever as interse¢oes especificas que originam
os circulos de Villarceau, Darboux evidencia a presenca inesperada de circulos perfeitos em
uma superficie aparentemente simples, oferecendo uma visdao geométrica expressiva sobre o
comportamento das superficies curvas.

Da mesma maneira, suas analises sobre as ovais de Cassini ressaltam a conexao entre
geometria analitica e estudo qualitativo de superficies. Ele mostra como variagdes na posi¢ao
relativa entre o toro e o plano secante conduzem a curvas com diferentes caracteristicas quali-
tativas. Em certos casos, essas curvas lembram elipses alongadas; em outros, transformam-se
em lemniscatas ou resultam em curvas disjuntas. A descri¢do dessas transi¢des € um recurso
valioso para o ensino, pois enfatiza o papel do raciocinio geométrico intuitivo como etapa prévia
ao formalismo algébrico.

Além disso, Darboux analisa com atencdo o caso limite das ovais de Cassini que da origem
a lemniscata de Bernoulli. Essa passagem pode ser explorada hoje com o apoio de softwares
como o GeoGebra, permitindo visualizar de maneira continua a transicao entre diferentes curvas.
A possibilidade de simular essas configuracdes reforc¢a a atualidade do artigo para a formagao
matematica.

Nesse sentido, as se¢des toricas descritas por Darboux oferecem ao professor e ao es-
tudante um exemplo claro de como intuicdo geométrica, andlise qualitativa e argumentagao
algébrica podem atuar em conjunto na constru¢do do conhecimento matematico. Quando apre-
sentadas em linguagem acessivel e com apoio de recursos visuais, essas ideias ganham forca

como material de formac¢ao docente e de divulgagao cientifica.
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A partir desse panorama, o capitulo seguinte retoma o toro de revolu¢cdo em uma perspec-
tiva mais técnica, apresentando-o como superficie de revolucao, lugar geométrico e superficie
algébrica. Essa reconstrugdo servird de base para compreender, de maneira clara, as se¢des

toricas estudadas por Darboux.
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2 0 QUE E O TORO: FUNDAMENTOS MATEMATICOS

2.1 O toro e suas representacoes matematicas

Dentre as superficies frequentemente estudadas em geometria, o toro de revolucio ocupa
um lugar de destaque por reunir uma forma de facil reconhecimento visual com propriedades
matematicas ricas. A proximidade com objetos do cotidiano, como uma camara de pneu, favorece
a intui¢do inicial e permite iniciar o estudo pela observacao direta de sua estrutura espacial.

A organizacdo deste capitulo foi inspirada pela leitura do artigo de Darboux e pela
tradi¢do geométrica em que ele se formou. Embora Darboux trabalhe diretamente com a equagao
cartesiana do toro, sua andlise pressupde um entendimento prévio da forma da superficie e
das curvas que nela surgem. Optei, portanto, por tornar explicito esse percurso: comego pela
geometria fisica do toro, como superficie de revolugdo, avanco para sua representacao paramétrica
e, por fim, chego a forma algébrica que sustentard a dedugdo das se¢des tdricas.

Esse movimento, da forma para a equagdo, dialoga com a perspectiva cldssica sintetizada
por Coxeter (1969, p. 2), destacando o papel da visualizacdo como ponto de partida. Ao mesmo
tempo, aproxima-se das ideias de D’ Ambrosio (1996, p. 35), segundo as quais o conhecimento
matemadtico nasce de praticas culturais, experi€ncias cotidianas e modos de perceber o espaco.
Assim, iniciar pela dimensdo geométrica ndo € apenas um recurso diditico, mas uma escolha
epistemoldgica que integra histdria, intui¢do e formalizac¢do, permitindo tratar o toro como objeto
central tanto para a discussdo matematica quanto para a reflexdo sobre préticas de ensino.

Nesta se¢do, o toro serd analisado sob trés perspectivas complementares: como superficie
de revolucdo, como lugar geométrico e como superficie algébrica de grau 4 em R?. Cada uma
dessas abordagens evidencia aspectos distintos de sua estrutura e estabelece a base conceitual
para o estudo das se¢des tdricas, tema central deste trabalho, a0 mesmo tempo em que oferece
subsidios para uma exploracio acessivel da geometria do toro no contexto da formacao docente.

O toro pode ser construido geometricamente pela rotagdo de um circulo de raio r, com
centro no ponto (R,0,0) do plano zz, em torno do eixo z, assumindo R > r > 0.! Essa
condicdo define o toro anular, no qual a superficie ndo apresenta autointerse¢do. O objeto obtido

¢ uma superficie regular, fechada e com simetria axial. Tal constru¢do evidencia sua natureza de

! No caso R = r, obtém-se o chamado foro de chifre, tangente ao eixo de rotagdo; para R < 7, surge o toro

fusiforme, no qual a superficie apresenta autointerse¢do (Do Carmo, 2016).
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superficie de revolucdo e conduz a uma parametrizacao natural, particularmente util para fins de
visualizacdo em ambientes computacionais, como o GeoGebra.

Considera-se um circulo de raio r = 1, situado no plano =z e com centro em (2,5, 0, 0).
A rotacdo desse circulo em torno do eixo z gera um toro de revolucdo. A Figura 1 ilustra quatro

posicdes do circulo correspondentes aos angulos de rotagcao 0°, 90°, 270° e 360°.

Figura 1 — Construcio do toro de revolucao por rotacio de um circulo

Fonte: O autor, 2025.

Do ponto de vista analitico, o toro pode ser parametrizado por dois dngulos: um que
percorre a circunferéncia geratriz, € outro que representa a rotagdo dessa geratriz em torno do
eixo z. Para evitar ambiguidade com a notagdo das coordenadas do plano de corte nas se¢des
seguintes, adotaremos os simbolos 6 e ¢ nesta parametrizagdo. Seja ¢ o angulo que localiza um
ponto na circunferéncia geratriz (no plano vertical), e # o angulo da rotacdo em torno do eixo z.

Com esses parametros, a superficie € descrita por:

T(9,¢) = ((R+rcos¢)cosb, (R+rcosg)sind, rsing) (2.1)
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com 0, ¢ € [0,27).

A escolha do intervalo semiaberto [0, 27) evita a sobreposi¢éo de pontos, ja que 0 e 27
representam a mesma dire¢do angular.

Para cada valor fixo de ¢, define-se um ponto na circunferéncia geratriz vertical, situada
no plano xz e de raio r. A varia¢do de 6, por sua vez, realiza a rotacdo dessa geratriz em torno do
eixo z, gerando circunferéncias horizontais no plano zy, de raio R+ r cos ¢. Essa parametrizacio
revela com clareza a estrutura do toro como superficie de revolucao, além de ser especialmente
adequada para visualizagdes computacionais e para o estudo de propriedades locais. A Figura 2

ilustra essa construgao, destacando os angulos 6 e ¢, bem como os raios R e 7.

Figura 2 — Malha paramétrica do toro com destaque para os parametros geométricos

Fonte: O autor, 2025.

Partimos agora da representacao paramétrica para alcangar, de forma sucessiva, a repre-
sentacdo algébrica do toro, eliminando os parimetros # ¢ ¢ a fim de obter uma equacio que
relacione apenas as coordenadas cartesianas (x, y, z).

A partir da parametrizagdo, temos:
= (R+rcosg)cosh, y=(R+rcos¢)sind.
Elevando ao quadrado e somando:

2 +y* = (R +rcos ¢)*(cos® § + sin® ) = (R + r cos ¢)°.



28

Como R + rcos ¢ > 0, podemos extrair a raiz:

/2 2_ R
Vat+y>?=R+rcos¢p = cos¢p= it , singb:i
r r

Substituindo na identidade trigonométrica cos® ¢ + sin? ¢ = 1, obtemos:

r

2
/72 + 12 — R 2
Tty + (Z> _ 1 2.2)
r
Multiplicando ambos os lados por r2,chegamos a forma intermediaria

(Va2 +y2 — R+ 22 =17 2.3)

que ainda envolve uma raiz quadrada, mas prepara a passagem para a representacdo algébrica
final do toro.

Essa expressdo descreve o toro como o conjunto dos pontos do espaco que mantém
distancia constante  de uma circunferéncia plana de raio Rz, centrada na origem e situada no
plano zy. Trata-se da definicdo métrica adotada por Darboux em sua formulacdo original da
superficie, e que fundamenta a compreensao intuitiva da estrutura tubular do toro. A Figura 3

ilustra essa interpretacdo geométrica.

Figura 3 — Interpretacao do toro como lugar geométrico

Fonte: O autor, 2025.

Desenvolvendo agora a equacdo (2.3), obtemos sua forma algébrica explicita:
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? +y? —2R\/x? + 2 + R* + 2° =17,
= 2Rz +y2 =12 — 2% —y? — 2 — R%

Elevando ambos os lados ao quadrado:
AR (22 + ¢?) = (:B2 + 2+ 22+ R —7“2)2,
ou, de forma mais usual:
(22 +y® + 22+ B2 —2)? = 4R (2 + o). (%)

Essa é a equacao cartesiana do toro, uma quartica bicircular que define a superficie
como uma variedade algébrica de grau 4 em R3. Ela serd a base para a investigagio das curvas
geradas pela interse¢do do toro com planos, as chamadas segdes toricas.

Esta constru¢do articula, de forma integrada, as trés representa¢des fundamentais do toro,
geométrica, paramétrica e cartesiana, e estabelece o alicerce conceitual para as etapas seguintes
deste trabalho: a parametriza¢do dos planos de corte e a deducdo das equagdes das curvas de
intersecdo, conhecidas como secdes toricas. Essas curvas serdo descritas em um sistema de

coordenadas local, construido de acordo com a geometria do plano secante.

2.2 Parametrizaciao do plano de corte

O plano de corte, ilustrado na Figura 4, serd descrito por trés parametros geométricos: a
distancia p, que mede o comprimento do vetor O@; o angulo a, que define a direcdo azimutal da
projecdo do ponto () no plano xy; e o dngulo ¢, que expressa a inclinacdo de Oﬁ em relacdo ao
eixo z.

A escolha por parametrizar o plano de corte a partir de coordenadas esféricas centradas
na origem se justifica tanto por razdes geométricas quanto pedagdgicas. Do ponto de vista
geométrico, o vetor @ fixa, a0 mesmo tempo, a posicao do ponto () no espago e a orientaciao
global do plano. Do ponto de vista didético, essa descricao permite relacionar de modo direto os
parametros p, o € @ as figuras em coordenadas esféricas habitualmente presentes nos livros de
célculo vetorial.

As coordenadas cartesianas de () sdo dadas por

Q = (pcosa sing, psina sinp, pcosp).
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Figura 4 — Representacio do plano de corte em coordenadas esféricas

Fonte: O autor, 2025.

A partir desse ponto, introduzimos um sistema de coordenadas locais (u, v) no préprio
plano. Para isso, escolhemos dois vetores diretores ortonormais €, e é,, contidos no plano e

ortogonais entre si, de modo que qualquer ponto do plano possa ser escrito na forma
X(u,v) =Q+ué, +vé,.

O primeiro vetor diretor é tomado no plano zy, perpendicular a projecao de (ﬁ nesse
plano. Definimos

€, = (—sina, cosa, 0).

Trata-se de um vetor unitdrio, tangente a circunferéncia de raio psin ¢ no plano zy e ortogonal
ao vetor (cos a, sina, 0), que aponta na dire¢do da projegdo de Q).

O segundo vetor diretor é escolhido de modo a capturar a inclina¢ao do plano de corte.
Partimos da dire¢do radial associada a () e a inclinamos por um angulo ¢ em torno do eixo que

passa por €,. Isso conduz ao vetor unitério
€, = (cos acos p, sinacosp, —siny).

Observe que, para ¢ = 0, tem-se €, = (cos a, sin, 0), isto é, um vetor inteiramente contido
no plano zy. A medida que ¢ aumenta, a componente vertical — sin ( entra em cena e o plano

passa a se inclinar em relag¢do ao plano horizontal.
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Um célculo direto mostra que
€y €y =1, €y €y = 1, €y €y, =0,

de modo que {é,, €, } forma, de fato, uma base ortonormal do plano de corte. As coordenadas
locais © e v medem, respectivamente, o deslocamento na dire¢do tangencial horizontal e na

direcdo inclinada do plano.

Substituindo @, €, e €, em X (u,v) = Q + u ¢, + v €,, obtemos explicitamente:
(
x(u,v) = psinpcosa — usina + vcosacosp,

§ y(u,v) = psinpsina + ucosa + vsinacosp,

z(u,v) = pcosp — wvsing.
(

Figura 5 — Detalhamento do plano secante no ponto ()

Fonte: O autor, 2025.

Na Figura 5, esse sistema coordenado local, alinhado a orientag@o do plano, € introduzido
e serd essencial na deducdo da equacdo da secdo tdrica. A construgdo dos vetores €, €, e da
normal 77 = €, X €, forma um triedro ortogonal que acompanha as simetrias do problema, em

sintonia com o modo como Darboux organiza suas leituras geométricas.
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2.3 Equacao implicita da curva de intersecao entre o toro e o plano secante

A partir deste ponto, buscamos deduzir a equacdo da curva de interse¢do entre o toro € o
plano de corte. Para isso, substituimos as expressdes parametrizadas de z(u, v), y(u,v) e z(u, v)
na equacdo implicita do toro.
Célculo de 2% + y?:
Partimos das seguintes expressoes, resultantes da parametrizacio do plano:
x(u,v) = psiny cosa — usin o + v cos a cos Y,
y(u,v) = psinpsina + ucos o + vsin o cos ¢

Para facilitar os cdlculos, decompomos as expressdes em trés parcelas:
t=A+B+C, y=D+E+F

em que:

A=psinpcosa, B = —usina, C =vcosacosy,
D =psinpsina, FE =wucosa, F =wvsinacosyp

A soma dos quadrados é, portanto:
2’4+ =(A+B+C)P?+(D+E+F)?
Expansao dos termos:
(A+ B+C)> = A+ B*+ C*+24B +2AC + 2BC

(D+E+F)?=D?+FE*+ F°+2DE +2DF +2EF

Somando todos os termos:
?+y =A"+B*+C*+D*+ E*+ F*+2(AB+ AC + BC + DE + DF + EF)
Célculo dos termos individuais:
A% + D? = p?sin” p(cos® a + sin® a) = p?sin? ¢
B? + E? = v?(sin® a + cos? a) = u?

C? + F? = v? cos? p(cos? a + sin® a) = v? cos? ¢
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Célculo dos termos mistos:
AB + DE = —pusin ¢ cos asin a + pusin ¢ cos asina = 0
AC + DF = pusin g cos p(cos? a + sin® o) = pv sin ¢ cos ¢
BC + EF = —uvsina cos a cos ¢ + uvsinacos acos p = 0
Reunindo os resultados:
2+ y* = p?sin? p + u® + v? cos® p + 2pvsin p cos p
Essa soma pode ser reescrita de forma compacta como:
2?2 +y? = u® + (psing + veos p)?

Concluimos, assim, a parte mais algébrica da substituicdo. A seguir, tratamos do célculo

de 22, cuja expressio resulta diretamente da parametriza¢do apresentada anteriormente.

Célculo de 22
A coordenada z na parametriza¢ao do plano é dada por:
z(u,v) = pcosp — vsinp
Elevando ao quadrado, obtemos:
2?2 = (pcosyp — vsinp)?
Substituicdo Final

Substituindo as expressdes de 22 + y? e z? na equagdo do toro, obtemos:

(u® + (psinp + veos p)? + (pcosp — vsinp)® + R? — r2)2 = 4R* (v + (psin g + v cos ¢)?)

Expandindo os dois termos quadréticos:

(psin p + v cos p)* = p*sin®  + 2pv sin p cos p + v? cos? 2.4)

(pcosp —vsinp)? = p* cos® p — 2pv sin @ cos p + v* sin® @ (2.5)



34

Somando as equagdes (1) e (2), obtemos:

p?(sin? ¢ + cos?® ) + v?(cos® p +sin® @) = p? +v?

Portanto, a equacgdo do toro, restrita ao plano de corte, assume a forma final:

(W +p*+0° + R* — 7‘2)2 =4R? (v’ + (psing + vcosp)?) . (2.6)

Essa € a equagdo implicita da curva de interse¢@o entre o toro e o plano secante, chamada
secdo torica, escrita em um sistema de coordenadas locais adaptado ao préprio plano de corte.
Esse sistema, construido a partir da geometria do toro e da orienta¢do do plano, permite descrever
a curva de modo preciso e evidencia simetrias e propriedades métricas que, de outro modo,
permaneceriam ocultas.

A Figura 6 apresenta a sequéncia visual da constru¢do da secao térica: (a) o toro de
revolucdo; (b) o toro com o plano secante; (c) a curva resultante da intersecao, destacada no

plano.

Figura 6 — Sequéncia visual da construcao da secio torica

(©

Fonte: O autor, 2025.
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Na Figura 7, apresenta-se a visualizacdo do plano secante parametrizado sobre o toro,
com destaque para as dire¢oes locais u e v, 0 ponto () e a curva de interse¢ao correspondente a
secdo torica. Essa representacio traduz geometricamente a substituicdo realizada na equacdo do

toro, tornando explicita a relacdo entre a construcao analitica e sua interpretagdo geométrica.

Figura 7 — Plano secante parametrizado sobre o toro

Fonte: O autor, 2025.

Nesse referencial:
* u representa a direcdo horizontal no plano de corte;
* o corresponde a direcdo vertical no plano de corte, ortogonal a u;
* pdetermina a posi¢do do plano no espaco, medida a partir da origem.

As varidveis u, v € p, portanto, ndo coincidem com coordenadas cartesianas, cilindricas
ou esféricas usuais, mas formam um sistema local ajustado a simetria do problema. Essa
abordagem se aproxima da tradicdo geométrica de Darboux, que recorria com frequéncia a
sistemas adaptados para tornar mais visiveis as estruturas das superficies.

Com a equagdo da secdo térica em maos, abre-se um novo horizonte de investigacao: o
estudo das curvas que emergem dessas interse¢des. Ao variarmos os parametros do plano de
corte, observaremos o surgimento de figuras de grande interesse matemaético e estético, como
os circulos de Villarceau, as ovais de Cassini e as lemniscatas de Bernoulli. Essas curvas, que
nascem da interagc@o entre simetria e inclinacdo, evidenciam a profundidade geométrica do toro e
oferecem possibilidades concretas de exploragcao didéatica no contexto da formagao de professores

de matematica.
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3 AS CURVAS NOTAVEIS NO ARTIGO SUR LES SECTIONS DU TORE

Neste capitulo, analisamos as curvas notdveis que resultam da interse¢ao do toro de
revolucdo com planos em diferentes orientacdes. Tais intersecdes, denominadas de forma geral
secoes toricas, revelam uma diversidade de configuracdes geométricas, que vao das ovais de
Cassini e da lemniscata de Bernoulli aos circulos de Villarceau, cada qual dotado de propriedades
algébricas e geométricas proprias.

Partiremos da equacdo geral da se¢do torica, deduzida no capitulo anterior, e a especiali-
zaremos para cortes verticais e obliquos, de modo a evidenciar trés familias centrais de curvas:
os circulos de Villarceau, as ovais de Cassini e a lemniscata de Bernoulli.

Nosso objetivo é examinar essas curvas como objetos matematicos: sua origem geo-
métrica, deducdo algébrica, propriedades visuais e simetrias, articulando-as ainda a recursos
didaticos representacdes no GeoGebra. Essa andlise constitui o nicleo do artigo de Darboux
(1864) e, por consequéncia, um dos eixos centrais desta dissertacdo, ao mostrar como a geometria

diferencial pode se desdobrar em fendmenos simultaneamente rigorosos € acessiveis no ensino.

3.1 As ovais de Cassini

As chamadas ovais de Cassini' surgem naturalmente no estudo das se¢des planas do toro
de revolucao. Em particular, Darboux (1864) demonstra que determinadas interse¢des por planos
verticais, isto é, paralelos ao plano xz, conduzem a curvas cujo lugar geométrico € o conjunto
dos pontos cujas distincias a dois focos fixos possuem produto constante. Trata-se precisamente

da caracterizagdo cldssica das ovais de Cassini.

3.1.1 Defini¢do e origem

As ovais devem seu nome a Giovanni Domenico Cassini (1625-1712), que as introduziu
em 1680 no contexto de estudos sobre movimentos celestes. Na formulacao original, uma oval
de Cassini € o lugar geométrico dos pontos P do plano cujo produto das distancias a dois focos

fixos Fy e F; é constante. Formalmente, para uma constante k£ > 0,

' Embora também designadas como “elipses de Cassini”, o termo “ovais” mostra-se mais adequado, pois a familia

abrange formas nao elipticas, como a lemniscata de Bernoulli e curvas com componentes desconexas.
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Trata-se de uma generalizacdo distinta da elipse, na qual a condicao métrica envolve o produto,
e ndo a soma, das distincias aos focos. Em notagdo moderna, considerando os focos em (+a, 0)

€ um parametro positivo ¢, obtém-se a forma algébrica classica

[(z —a)* +¢°] - [(x+a)’ +y?] = (3.1)

3.1.2 Do toro de revolucgao as ovais

Considere o toro de revolucdo definido pelos parametros [ > r > 0, em que R € o raio
maior e r o raio menor. Darboux (1864) mostra que, ao cortar o toro por um plano vertical
paralelo ao eixo de revolucio, a interse¢ao resultante € uma sec¢do térica descrita por uma curva
algébrica de quarta ordem. Em condi¢Oes especificas, essa curva coincide com uma oval de
Cassini, estabelecendo de modo elegante a correspondéncia entre uma superficie tridimensional

e um lugar geométrico plano, como ilustrado na Figura 8.

Figura 8 — Toro cortado por plano vertical com sistema de coordenadas local

\

e e L

Fonte: O autor, 2025.

3.1.3 Deducdo a partir da equagdo da secdo tdrica

Partimos da equacao geral da se¢do térica para um plano com inclinacao (:

(W +p*+0° + R* — r2)2 = 4R? <u2 + (psing + v cos @)2>. (3.2)
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No caso vertical (¢ = 0), obtém-se
(u? + p* + 0> + R? — ) = 4R? (u® + p?). (3.3)

Como a curva de interse¢@o estd contida no préprio plano do corte, restringimos a equacao

a esse plano impondo v = (. Assim, resulta
(u? + p* + R? — r2)* = 4R? (u® + p*). (3.4)
Definindo b* = R? — r?, a equagio (3.4) reescreve-se como
(u? + p* +07)" = 4R? (u® + ), (3.5)

0 que caracteriza uma quadrtica plana em (u, p).

3.1.4 Equivaléncia com a forma cldssica das ovais de Cassini
Expandindo a equacdo (3.5), obtém-se
(u? + p*)? + 2% (u® + p?) + b* = 4R*(u® + p?),
ou, de forma rearranjada,
(u? + p*)? — 2(R* = V¥*)(u? + p?) +b* = 0. (3.6)
Por outro lado, a forma cldssica das ovais de Cassini, com focos em (+a, 0), é dada por
[(z—a)*+¢°] - [(x+a)* +y?] = (3.7
Identificando u = x e p = y, e adotando a = R e ¢ = b, percebe-se que o produto
[(z —a)* + 7] - [(z + a)* + ]
expande-se exatamente na expressao
(2% + y%)? — 2(R? — b%) (2 + ¢*) + b,

que € a forma obtida em (3.6). Assim, as equacdes (3.6) e (3.7) sdo algébrica e estruturalmente
equivalentes: ambas representam o mesmo lugar geométrico, descrito ora como secao vertical do
toro, ora como curva classica de Cassini.

Darboux (1864) deteve-se justamente nessa equivaléncia para relacionar o toro as ovais
de Cassini em sua forma cldssica. A partir desse ponto, torna-se natural investigar como a
comparagdo entre os parametros a € ¢ determina diferentes morfologias da curva. Essa analise,

acompanhada aqui por construcdes visuais no GeoGebra, constitui o tema da subse¢do seguinte.
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3.1.5 Morfologias e classificacdo

Na forma cldssica (3.1), com focos em (+a, 0), a morfologia da curva depende da relagéo

entre os parametros c € a:
* duas componentes desconexas, se ¢ < a;
¢ lemniscata de Bernoulli, no caso critico, se ¢ = a;
* oval convexa e simples, se ¢ > a.

No contexto do toro, quando o plano vertical escolhido impde a = Rec = b =
V' R? — r2, a morfologia da secdo depende ndo apenas de R e 7, mas também da posi¢do do
plano vertical em relacdo ao eixo de revolucdo. Para fins de ilustragdo, fixamos R =3 er =1,
de modo que o toro permanece constante. As diferentes formas surgem, entdo, ao variar a posicao
do plano, controlada pelo pardmetro p. Valores distintos de p produzem as trés morfologias
previstas por Cassini: duas componentes desconexas, a lemniscata critica e a oval convexa e
simples.

As diferentes morfologias possiveis das ovais de Cassini, incluindo o caso limite da
lemniscata de Bernoulli, podem ser visualizadas nas Figuras 9, 10 e 11, obtidas por meio de

construcdes no GeoGebra.

Figura 9 — Oval de Cassini com duas componentes desconexas

R=3 r= .\ Y

180 6=0"

Fonte: O autor, 2025.
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Figura 10 — Lemniscata de Bernoulli

Fonte: O autor, 2025.

Figura 11 — Oval de Cassini convexa e simples

B

Fonte: O autor, 2025.

A diversidade das morfologias ilustradas revela ndo apenas a riqueza algébrica e ge-
ométrica das ovais de Cassini, mas também o seu potencial pedagégico. A possibilidade de
transitar entre curvas cldssicas e cortes de uma superficie tridimensional, agora tornada visivel no
GeoGebra, abre espaco para discussdes que vao além da formalizacdo matemética. Esse aspecto

justifica uma andlise especifica de sua importancia diddtica e visual.
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3.1.6 Importancia didética e visual

As ovais de Cassini oferecem um elo acessivel entre a no¢do de lugar geométrico no
plano e a de secOes de superficies no espaco. Sua exploracdo apresenta potencial didético por

diferentes razodes:

estabelecem uma conexao direta entre uma superficie tridimensional, o toro, e curvas

planas notdveis;

* introduzem quadrticas planas em um ambiente visual e investigativo, favorecendo a intuicio

do estudante;

* permitem explora¢cdes dinamicas no GeoGebra, por meio do controle de pardmetros e da

posicado do plano de corte;

* reforcam a leitura de simetrias, de focos e de transicdes morfoldgicas, nos casos ¢ < a,

c=acec?>a.

A visualizacdo desses fendmenos amplia a compreensao de conceitos abstratos e ofe-
rece ao professor de matematica um recurso valioso para articular a geometria cldssica com

abordagens exploratérias contemporaneas.

3.1.7 Referéncias cruzadas e notas historicas

Essas curvas ocupam papel central no Teorema I € no Coroldrio I de Darboux (1864).
Leituras modernas, como Moroni (The Toric Sections: a Simple Introduction, 2021), destacam
as ovais como casos canodnicos de se¢des verticais do toro. A tradi¢cdo das curvas focais também
aparece em Berger (Géométrie, I). Essa rede de referéncias sustenta o lugar das ovais de Cassini
como pecga-chave para compreender a geometria do toro e seu potencial formativo.

A andlise realizada mostra que as sec¢Oes verticais do toro sdo quérticas planas cuja
expressao € equivalente a forma cléssica das ovais de Cassini. A depender da posi¢do do plano,
emergem as trés morfologias conhecidas. Essa ponte entre geometria espacial, dlgebra e histéria
oferece um caminho fértil para o ensino e a formacdo docente, e prepara a discussdo da curva

critica dessa familia, a lemniscata de Bernoulli.
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3.2 A Lemniscata de Bernoulli

A presenca da lemniscata como caso critico das ovais de Cassini, mencionada na secao
anterior, justifica uma andlise independente. Essa curva, representacdo pela Figura 12, marca a
transicao entre diferentes morfologias da familia de Cassini € mostra como pequenos ajustes nos
parametros podem alterar de modo decisivo a topologia do lugar geométrico. Sua investigagcao
aprofunda a leitura do artigo Sur les sections du tore, de Darboux (1864), e oferece aos professores

um campo fértil para explorar continuidade, simetria e singularidade no ensino de geometria.

Figura 12 — Lemniscata de Bernoulli no plano de corte

Fonte: O autor, 2025.

3.2.1 Origem histérica e vinculo com a familia Bernoulli

A lemniscata foi introduzida por Jakob Bernoulli no final do século XVII, motivada por
problemas de quadratura e como alternativa as elipses em modelos astrondmicos. O nome deriva
do latim lemniscatus (lago), em alusdo a sua forma em “oo”. Tornou-se objeto de intenso estudo,
sobretudo na teoria das funcdes elipticas, pela riqueza de suas propriedades.

O estudo da lemniscata ndo se limitou a Jakob Bernoulli. Euler aprofundou sua investiga-
¢ao ao analisar integrais relacionadas ao comprimento de arco da curva, e Gauss dedicou parte
significativa de sua pesquisa a inversao dessas integrais, processo que culminou na formulacao

das funcdes elipticas. A lemniscata de Bernoulli, portanto, ndo apenas ocupa lugar de destaque
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na geometria cldssica, mas também serviu de alicerce para desenvolvimentos fundamentais da
andlise matemdtica.

No artigo de Darboux, a lemniscata aparece implicitamente como o caso critico das ovais
de Cassini: 0 momento em que duas componentes desconexas se fundem em um laco simétrico.
Embora Darboux nio a nomeie diretamente como lemniscata de Bernoulli, sua andlise da familia

de curvas inclui esse limite estrutural.

3.2.2 A lemniscata como caso critico das ovais de Cassini

Na forma classica das ovais de Cassini,
[(z—a) +9°] - [(x+a)* + 7] =
a morfologia da curva depende da relagdo entre c e a (metade da distancia entre os focos):
* ¢ < a: duas componentes desconexas;
¢ ¢ = a: lemniscata de Bernoulli;
* ¢ > a:curva convexa e simples.

Portanto, a lemniscata surge exatamente quando a constante c iguala a metade da distancia
entre os focos. No toro, onde identificamos ¢ = Re ¢ = b = /R? —r2, essa condicdo
corresponderia a b = R, ou seja, a um limite teérico em que » — 0. Embora tal caso ndo ocorra
como sec¢do regular de um toro espesso, ele conecta de forma natural a geometria do toro as
propriedades cléssicas da familia de Cassini.

Do ponto de vista exploratdrio, entretanto, € possivel aproximar esse caso no GeoGebra.
Mantendo fixos I e r, e variando apenas a posi¢ao do plano vertical, controlada pelo parametro
p, observam-se as trés morfologias previstas pela teoria, incluindo a transi¢do critica que da
origem a lemniscata de Bernoulli. Essa leitura prepara a andlise visual e didética apresentada a

seguir.

3.2.3 Equacdes cartesianas e polares

A lemniscata admite diferentes formas algébricas equivalentes:

e forma cartesiana;

(ZE2 4 y2)2 — 2&2($2 o y2);
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 forma polar:

r? = 2a* cos(26).

Essas representacdes tornam explicita sua simetria € permitem andlises métricas e para-

métricas.

3.2.4 Propriedades e simetrias

A lemniscata apresenta propriedades marcantes:
* simetria em relacdo aos eixos coordenados;

* um ponto duplo (auto-interse¢do) na origem;

dois lacos congruentes conectados no centro;

* parametrizacdes racionais em termos de fungdes elipticas.

3.2.5 Visualizacdes e aplicagcdes didaticas

Visualizar a lemniscata como transi¢ao dentro da familia de Cassini tem grande valor
pedagdgico. Utilizando softwares como GeoGebra, pode-se acompanhar de forma dinamica
como a variacdo de um parametro altera a topologia da curva.

No contexto do toro, fixando R = 3 e » = 1, a posi¢ao do plano vertical em relagao
ao eixo € controlada pelo parametro p. Alterando apenas o valor de p, observam-se as trés

morfologias clédssicas:
* para certos valores de p, duas componentes desconexas (¢ < a);
* para um valor critico de p, a lemniscata de Bernoulli (¢ = a);
* para valores distintos do critico, uma oval convexa e simples (¢ > a).

Essas trés situagdes estao ilustradas, respectivamente, nas Figuras 13, 14 e 15.

A lemniscata de Bernoulli, ao se manifestar como o caso critico das ovais de Cassini,
sintetiza o didlogo entre dlgebra, geometria espacial e histéria da matematica. Seu estudo
mostra como uma transi¢ao topoldgica pode ser tornada visivel e investigavel com ferramentas
modernas como o GeoGebra, oferecendo ao ensino de matemadtica um recurso poderoso para

discutir continuidade, simetria e singularidade. Encerrada essa andlise, voltamo-nos agora a
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Figura 13 — Secao vertical com duas componentes desconexas

Fonte: O autor, 2025.

Figura 14 — Lemniscata de Bernoulli, caso critico

Fonte: O autor, 2025.

outra familia de curvas notdveis que emergem das se¢des do toro, os circulos de Villarceau,
cuja descoberta histérica e elegincia geométrica oferecem novos desdobramentos a leitura de

Darboux.

3.3 Os circulos de Villarceau

Os chamados circulos de Villarceau emergem como sec¢des notdveis do toro de revolucao
quando este € cortado por um plano obliquo cuidadosamente escolhido. Ao contrdrio dos cortes
horizontais ou verticais, o plano deve ser inclinado de forma a conter dois pontos diametralmente
opostos da circunferéncia maior do toro. O resultado € a interse¢do da superficie com esse plano

em duas curvas perfeitamente circulares e simétricas, os circulos de Villarceau.



46

Figura 15 — Oval convexa e simples

Fonte: O autor, 2025.

Esse fendmeno foi observado pela primeira vez por Jean-Baptiste Villarceau, em 1848, e
mais tarde formalizado analiticamente por Jean-Gaston Darboux, em 1864. A descoberta revela
que, sob uma condi¢do muito especifica de inclina¢do, o toro admite uma se¢do circular, um caso
raro dentro da tipologia geral das se¢des tdricas, que sdo, em sua maioria, curvas qudrticas planas.
A elegancia visual desses circulos contrasta com a complexidade algébrica do toro, oferecendo
um exemplo singular de simetria emergente (Darboux, 1864).

Além de seu interesse histérico e matematico, os circulos de Villarceau oferecem um
recurso pedagdgico valioso, pois permitem explorar simetrias, degeneracdes e propriedades
algébricas em ambiente visual e interativo, especialmente com o apoio de softwares como o
GeoGebra.

Na Figura 16, o toro ¢ intersectado por um plano obliquo que passa por dois pontos
simétricos da superficie. Nessa configuracao particular, a interse¢ao nao resulta em uma curva
algébrica de quarto grau, mas em duas circunferéncias reais, conhecidas como circulos de
Villarceau, cuja existéncia evidencia uma simetria geométrica notavel do toro de revolugdo.

Nas subsec¢des seguintes, analisaremos as condi¢des de surgimento, a deducdo algébrica

detalhada, o contexto histdrico e as possibilidades didéticas associadas a essa construcao.

3.3.1 Condig¢do para o surgimento

Proposicao 3.1 (Proposi¢do de Villarceau). Seja o toro de revolugdo definido pelos pardmetros

R > 1 > 0. Se o plano secante 11, forma dngulo ¢ tal que

r

tanp = —R2 —
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Figura 16 — Toro cortado por plano obliquo e surgimento dos circulos de Villarceau

a=0

Fonte: O autor, 2025.

entdo a segdo torica 11, N Toro( R, r) degenera na unido de duas circunferéncias congruentes,
denominadas circulos de Villarceau. Essa condicdo é necessdria e suficiente para o surgimento

dessa configuracdo.

3.3.2 Deducdo algébrica a partir da secdo tdrica

Recorde que, no referencial ortonormal intrinseco ao plano de corte I1, = {(u,v)}, a

sec¢do torica é dada por
(u2 + v P+ p* + R — 7“2)2 = 4R? <u2 + (pcos @ —vsin 90)2> , (3.8)
onde p > 0 representa o deslocamento do sistema intrinseco em relagdo ao eixo do toro e
¢ € (0,%) é o angulo de inclinagdo de I1,,.
Demonstracao. A equagdo (3.8) pode ser escrita como
Plu,v) = (v’ +0v* + K)2 - 4R2(u2 + (pcosp — vsimp)z) . K :=p*+R* -1
Efetuamos a translacdo vertical

p COS (p
sing

v=1y-+Db, b:=pcotp =



48
pela qual p cos p — (y + b) sin p = —y sin . Assim,

Plu,y) = (u* + (y +b)* + K)* — 4R? (u2 + 7? sin? gp) :

Expandindo o primeiro termo,?

(u?+ (y+b)° + K)? = (u® +9°)* + av® + By + y(u® + ¢*) + 6 + by (u® + y* + K + 1),
onde
a=2(K+b), B=2K+b)+4b* y=2K+0b), §=(K+b)%
Subtraindo 4R?(u® + y* sin® ), obtemos
P(u,y) = (u*+1y*)* +(a—4R?)u>+(B—4R?sin® o)y +v(u? +y?) +5+4by (v +y> + K +b?).

Sob a condigdo de Villarceau, com p = Rsin = r, o termo linear em y é anulado, e a

equagdo reduz-se a
Plu,y) = (u® +y* = p*)* — (2pu)*.

Portanto, a equacdo qudrtica degenerou em produto de duas equacoes quadrdticas:
Plu,y) = ((u—p)° +9* = p?) ((u+p)° +9* = p?).

Logo, no quadro transladado (u,y), os circulos estdo centrados em (+p,0):

(u—p)?+y*=p* ou (u+p)’+y>=p"

Retornando a varidvel original v = y + b, conclui-se que os centros assumem a forma
(£p, pcot @), evidenciando a diferenca entre os dois sistemas de coordenadas. Portanto, a
intersegdo 11, N Toro(R, 1) se reduz, de fato, a unido de duas circunferéncias congruentes, o

que prova a proposi¢do.

Observacao (Interpretacdo geométrica). O pardmetro b = p cot p indica a ordenada dos centros
das circunferéncias em relagdo a origem de 11,,. No sistema transladado (u,y), os circulos estdo
centrados em (£p, 0); no sistema original (u,v), aparecem deslocados verticalmente. Ou seja,
os circulos de Villarceau sdo simétricos em relacdo ao eixo u no plano intrinseco e aparecem
inclinados no sistema original, explicando sua representacdo visual como curvas tangentes ao

toro em duas direcoes conjugadas.

2 A expansio completa foi realizada com apoio de sistema de 4dlgebra computacional (CAS). Aqui registramos

apenas os coeficientes relevantes para a fatoracao.
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Observacao (Cardter didatico da demonstracio). Descrigcoes cldssicas dos circulos de Villarceau
encontram-se em obras de geometria e em fontes de divulgacdo matemdtica, como Coxeter
(1969), Weisstein (2000) e Monera (2011). Essas referéncias, entretanto, limitam-se a indicar
a condigdo trigonométrica para a existéncia dos circulos ou a descrevé-los geometricamente,
sem apresentar a deducdo algébrica detalhada. A deducdo aqui desenvolvida, com expansao
completa da qudrtica, translacdo de coordenadas e fatoragdo explicita, configura-se como uma
contribuigdo diddtica desta dissertacdo, elaborada com vistas a formagdo de professores de

matemdtica.

3.3.3 Interpretacdo geométrica e propriedades

Visualmente, os circulos de Villarceau aparecem como dois anéis inclinados que se
entrelacam de forma harmonica na estrutura do toro. Sua simetria € perceptivel tanto na forma da
secdo quanto na disposicao espacial dos pontos de tangéncia entre o plano obliquo e a superficie.

Esses circulos surgem sempre em pares simétricos, reflexo da natureza bilateral do plano
obliquo em relag@o ao toro. Formam angulos determinados pelos pardmetros R e 7, estabelecendo
uma relagdo direta entre medidas construtivas e curvas resultantes. Distinguem-se das demais
se¢des toricas por ndo serem paralelos nem perpendiculares a nenhum plano coordenado. Cada
circulo € tangente ao toro internamente em dois pontos diametralmente opostos, 0 que evidencia
uma relagdo singular entre curva e superficie. Constituem, ainda, um raro exemplo em que uma

quértica plana degenera em duas conicas, neste caso, duas circunferéncias.

Figura 17 — Circulos de Villarceau obtidos por corte obliquo do toro

Fonte: O autor, 2025.
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A Figura 17 apresenta duas visualizagdes dos circulos de Villarceau obtidos por corte
obliquo do toro. Em (a), uma vista obliqua evidencia o entrelacamento das circunferéncias. Em
(b), uma vista alternativa destaca a simetria do par de circulos.

Do ponto de vista geométrico, essa configuracdo mostra como pequenas variagcdes no an-
gulo do plano de corte podem modificar radicalmente a natureza da curva obtida. Didaticamente,
oferece um exemplo privilegiado de como conceitos abstratos, degeneracao de curvas, simetria e
tangéncia, podem ser visualizados de forma concreta, despertando o interesse dos estudantes e

favorecendo a constru¢do de significados em geometria.

3.3.4 Historia e legado de Villarceau

A descoberta dos circulos que hoje levam o nome de Villarceau antecede em quase
duas décadas a publicacdo do artigo Sur les sections du tore, de Jean-Gaston Darboux (1864).
Jean-Baptiste Philibert Yvon Villarceau (1813—-1883), engenheiro e astrdbnomo francés, observou
empiricamente, em 1848, que ao cortar um toro por um plano obliquo especifico, passando
por dois pontos simétricos da borda interna, surgiam duas curvas perfeitamente circulares
(Villarceau, 1848). O fendmeno foi comunicado a Académie des Sciences, mas nao chegou a
ser sistematizado em um tratado analitico, permanecendo como uma curiosidade geométrica
(Coxeter, 1969; Weisstein, 2000). A denominagao “circulos de Villarceau” consolidou-se apenas
posteriormente, em obras de geometria descritiva e de divulgacdo matemadtica do final do século
XIX e inicio do século XX, reconhecendo o pioneirismo da observacao feita em 1848.

A andlise de Darboux, ainda que nao cite Villarceau nominalmente, descreve de forma
precisa as condicdes angulares sob as quais ocorre essa degeneracdo de uma quartica em duas
conicas (Darboux, 1864). Importa destacar que Darboux tratava esse caso como parte de um
estudo mais amplo sobre secdes do toro, interessando-se sobretudo pela estrutura algébrica geral
das curvas resultantes, e ndo apenas pelo fendmeno particular observado por Villarceau. Se
Villarceau teve o mérito da observacdo empirica, coube a Darboux demonstrar matematicamente
por que esse fendmeno acontece. Esse episddio ilustra o papel de Darboux como sistematizador
da geometria de sua época, articulando observacdes da pratica da engenharia e da astronomia
com os métodos analiticos emergentes do século XIX (Monera, 2011).

Do ponto de vista historiogréfico, o caso dos circulos de Villarceau mostra como a
matematica avanca pela interacdo entre experimentagdo visual, intuicdo geométrica e forma-

lizagdo analitica. Didaticamente, esse didlogo entre Villarceau e Darboux pode ser explorado
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para evidenciar aos alunos que o conhecimento matematico ndo nasce pronto, mas resulta de

processos de observagao, descoberta, sistematizacao e rigor.

3.3.5 Representacdes no GeoGebra

O fendmeno descrito empiricamente por Villarceau (1848) e formalizado por Darboux
(1864) pode, hoje, ser explorado de forma interativa com o auxilio de softwares de geometria
dindmica, como o GeoGebra (Hohenwarter; Hohenwarter, 2025). Essa ferramenta permite
nao apenas reproduzir visualmente os circulos de Villarceau, mas também experimentar com
diferentes valores dos parimetros (R, ) e variar continuamente o dngulo do plano de corte,
aproximando a intuicdo geométrica da formalizacdo algébrica (Monera, 2011).

A construgdo baseia-se na parametrizacdo do toro e na defini¢cdo de um plano inclinado
que passa por dois pontos simétricos da borda interna. Ao variar o angulo ¢ com um controle
deslizante, observa-se que, para a maior parte dos valores, a intersecdo € uma curva qudrtica.
Entretanto, no angulo critico previsto pela condi¢do de Villarceau, a curva se degenera em duas
circunferéncias reais e simétricas, confirmando experimentalmente o resultado demonstrado por
Darboux (1864).

Do ponto de vista pedagdgico, o uso do controle deslizante favorece a percep¢ao do
surgimento gradual dos circulos e torna visivel a tangéncia dupla entre o plano e o toro. Além
disso, a possibilidade de manipulacio interativa estimula a formulacao de hipéteses e conjecturas
pelos estudantes, criando um espaco fértil de investigacdo matemética que conecta observacao,
experimentacao e demonstracdo, em consonancia com a BNCC (Brasil, 2018).

Assim, a tecnologia atual permite retomar, em sala de aula, 0 mesmo percurso que
marcou a histéria da matemdtica no século XIX: partir de uma observacio empirica (Villarceau),
passar pela formalizac@o analitica (Darboux) e chegar a uma exploracdo didatica que articula
visualiza¢do, experimentacao e prova. Desse modo, os circulos de Villarceau exemplificam como

a histéria matemadtica pode ser atualizada em préticas pedagdgicas contemporaneas.

Mini-atividade no GeoGebra

Objetivo: reproduzir, em ambiente digital, 0 mesmo percurso geométrico e analitico desenvol-
vido por Darboux em Sur les sections du tore (1864). Parte-se do caso mais simples, no qual o
plano de corte € horizontal e a sec@o do toro consiste em duas circunferéncias concéntricas no

plano secante, e procede-se a inclinacdo gradual desse plano até atingir um angulo critico. Nesse
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valor especifico, a curva de intersecdo se decompde em duas circunferéncias reais e simétricas,
caracterizando os circulos de Villarceau.

A atividade reconstrdi esse percurso a partir da equagdo qudrtica geral da secao tdrica,
articulando a observacgdo empirica do fendmeno (Villarceau, 1848) com sua explicacio algébrica

(Darboux, 1864).

Duas formas de iniciar a atividade:

(a) Acessar o arquivo pronto.
O modelo digital utilizado nesta pesquisa, contendo o toro, o plano inclinado e os pardme-
tros geométricos correspondentes a equacdo quartica da secdo térica, estd disponivel em:

https://www.geogebra.org/classic/etsuvzyz

(b) Construir o modelo a partir do zero.
O Anexo B.2 apresenta o roteiro completo de constru¢do no GeoGebra 3D, no qual o toro
e o plano secante sdo definidos de modo consistente com a deducdo analitica desenvolvida
no Capitulo 2. Essa op¢ao permite vivenciar integralmente o processo de modelagem

geométrica a partir da equacao qudrtica.

Rela¢ao com a BNCC: a atividade dialoga com as habilidades EM13MAT403 e EM13MAT405,
que enfatizam o uso de tecnologias digitais para a formulacao de conjecturas, a exploracao de

propriedades geométricas e a articulag@o entre diferentes representacdes matemadticas.
Roteiro

1. Abra o arquivo pronto ou utilize o modelo construido conforme o Anexo B.2. O toro estd

definido por parametros fixos

garantindo a forma anular da superficie (/2 > r) e valores didaticamente convenientes para

a visualizacao dos circulos de Villarceau.

2. Identifique os controles deslizantes associados ao plano secante, que correspondem aos

parametros geométricos utilizados na equacdo qudrtica da secao torica:

P «, ®.
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(Observe como cada parametro altera a posicao ou a orientacdo do plano em relacio ao

toro.)

3. Ajuste o parametro p de modo que o plano secante passe pelo centro do toro. (Essa confi-

guracdo corresponde ao caso analisado na deducao algébrica e favorece cortes simétricos.)

4. Fixe os parametros
a=0 e ¢©=0°
garantindo que o plano secante, inicialmente, seja perpendicular ao eixo de rotacdo do toro.

(Nesse caso inicial, a intersecao do plano com o toro consiste em duas circunferéncias

concéntricas.)

5. Varie lentamente o angulo de inclinagdo ¢, medido em graus. (Acompanhe a deformacao

continua da curva de intersecdo, que, em geral, apresenta cardter quértico.)

6. Identifique o valor de ¢ para o qual a curva de interse¢do se decompde em duas circun-
feréncias reais e simétricas. (Observe o momento em que a curva perde o alongamento

caracteristico das quarticas e assume dupla simetria circular.)

7. Compare o valor experimental obtido com a condi¢do cldssica de Villarceau:
¢ r 1

anY = ——— = —,

i VR =12 /3

verificando que o valor critico corresponde a
© = 30°.

8. Utilize as ferramentas de medi¢do do GeoGebra para determinar o raio das circunferéncias

obtidas. (Verifique que o raio coincide com o valor previsto r = 1,5.)

Perguntas de investigacao
* Por que a equagao quartica da secdo torica se fatoriza exatamente nesse valor do angulo ?
* Como a posi¢ao dos centros das circunferéncias reflete as simetrias internas do toro?

* De que modo a observacdo da degeneracao da curva qudrtica auxilia na compreensao do

resultado analitico obtido por Darboux?

* Como a condi¢do de Villarceau se modifica ao alterar os parametros R e 7? O que muda

na visualiza¢do?
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Discussao orientada

A equacido quartica da sec¢do tdrica se fatoriza exatamente no valor critico do angulo ¢
porque, nessa configuracdo, o plano secante torna-se duplamente tangente ao toro. Do ponto
de vista algébrico, essa condi¢do impde relagdes especificas entre os coeficientes da equagao
quartica, fazendo com que termos mistos sejam anulados e permitindo a fatoragdo em duas
equacdes quadraticas correspondentes a circunferéncias. Trata-se, portanto, de um caso de
degeneracdo controlada da curva, previsto analiticamente pela condi¢do de Villarceau.

A posicao dos centros das circunferéncias obtidas reflete diretamente as simetrias internas
do toro. Em particular, os centros aparecem dispostos de forma simétrica em relacdo a um eixo
do plano secante, o que espelha a simetria de revolugdo da superficie original. Essa disposicao
evidencia que os circulos de Villarceau nao surgem de maneira arbitraria, mas como consequéncia

da estrutura geométrica global do toro.

Figura 18 — Centros dos circulos de Villarceau no plano secante

Fonte: O autor, 2025.

Na Figura 18, os pontos £ e H representam os centros das duas circunferéncias obtidas
no caso critico da inclinagc@o do plano secante. A reta azul indica o eixo de simetria intrinseco
desse plano, correspondente a mediatriz do segmento F H, refletindo diretamente a simetria de
revolucao do toro.

A observacgdo da degeneragdo da curva quartica auxilia na compreensao do resultado
analitico de Darboux ao tornar visivel um fendmeno que, no tratamento puramente algébrico,

poderia parecer artificial. Ao acompanhar a deformacao continua da se¢do, o estudante percebe
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que a fatorac@o ndo € um truque formal, mas a expressdo simbdlica de uma mudanca geométrica
real na natureza da intersecao.
Ao alterar os parametros I? e r, a condi¢ao de Villarceau se ajusta de acordo com a

relacdo
r

o que modifica o angulo critico no qual ocorre a degeneragdo. Na visualiza¢do, essa mudanca

tanp =

manifesta-se na inclina¢gdo necessdria do plano para que os circulos de Villarceau aparecam,
bem como no raio e na posi¢ao relativa das circunferéncias obtidas. Ainda assim, o fendmeno
qualitativo permanece o mesmo: para cada par admissivel (R, r), existe um ngulo especifico no

qual a secdo quértica se decompde em duas circunferéncias reais e simétricas.

Sintese didatica

Ao manipular o plano secante sobre o toro, o estudante acompanha, de forma dindmica,
0 mesmo percurso conceitual desenvolvido nesta dissertagdo: parte-se de uma equacdo quartica
geral e identifica-se, por meio de uma condicdo precisa sobre os parametros geométricos, um
caso de degeneracdo notavel.

A exploragdo digital torna visivel o fendmeno observado empiricamente por Villarceau e
explicado analiticamente por Darboux, articulando visualizagdo, experimentacao e demonstragao.
A possibilidade de utilizar tanto um arquivo pronto quanto a constru¢do completa favorece a

autonomia docente e reforca a compreensdo do processo geométrico subjacente.

Conclusio

Os circulos de Villarceau surgem, nesta dissertacdo, nio como um caso isolado ou
meramente curioso, mas como um ponto critico dentro da familia continua das se¢des do toro.
Ao partir da equacao quartica geral e impor uma condi¢do precisa sobre a inclinacdo do plano
secante, observa-se a degeneracdo da curva em duas circunferéncias reais e simétricas, revelando
uma estrutura geométrica que ndo € visivel a primeira vista.

Esse percurso reflete fielmente a abordagem adotada por Darboux em seu estudo das
secOes do toro: comecar pelos casos mais simples, acompanhar a deformacao progressiva das
curvas e identificar, por meio de condicdes analiticas rigorosas, os casos notaveis. A andlise dos
circulos de Villarceau evidencia, assim, como a geometria do toro articula visualizacdo, simetria

e fatoracdo algébrica.



56

Do ponto de vista didético, esse caso mostra-se particularmente fértil, pois permite
reconstruir historicamente um processo de descoberta matemaética e, a0 mesmo tempo, explora-
lo com ferramentas contemporaneas de visualizagdo dindmica. Desse modo, os circulos de
Villarceau ocupam um lugar privilegiado nesta dissertacdo como elo entre a equagdo quadrtica, a
interpretacdo geométrica e a formacgao docente em matematica.

Assim, a analise dos circulos de Villarceau sintetiza os trés eixos centrais desta disser-
tacdo, rigor matemadtico, contextualizacdo historica e potencial didético, constituindo um elo

privilegiado entre a geometria cldssica do século XIX e a formacao docente atual.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esta dissertacdo foi organizada em torno de quatro perguntas apresentadas na introdugao:
quem foi Jean-Gaston Darboux? Por que o artigo Sur les sections du tore (1864) € relevante
do ponto de vista histérico e matemdtico? Como descrever de maneira clara e rigorosa as
secoes toricas? E de que forma esse material pode ampliar o repertério cultural e matematico de
professores da educagao basica e de outros leitores ndo especializados? Os capitulos buscaram
responder progressivamente a essas questdes, cada um a seu modo e com €nfases proprias.

A andlise histérica mostrou que Darboux ocupa um lugar central na matemética do século
XIX. Sua obra combina tradicdo e inovac¢ao, unindo intuicdo geométrica, precisao analitica e
uma atencdo constante ao ensino. Esse perfil permitiu compreender o artigo de 1864 ndo apenas
como uma colecao de resultados, mas como parte de um processo maior de reformulacdo da
geometria, no qual métodos algébricos, interpretagdes visuais e preocupagdes pedagdgicas se

entrelacam de forma moderna.

Foi possivel perceber também que o artigo Sur les sections du tore vai muito além do
estudo de casos isolados. Ao apresentar uma abordagem geral baseada na equagdo métrica do
toro, Darboux propds um método unificado para compreender diferentes curvas geradas pela
intersecao entre plano e superficie. Essa perspectiva explica a relevancia do texto para a histdria
da geometria diferencial e para o estudo contemporaneo das quérticas bicirculares, revelando a

profundidade de um trabalho escrito ainda em sua juventude académica.

Do ponto de vista matematico, este trabalho apresentou trés formas principais de descrever
o toro: como superficie de revolugdo, por meio de sua parametrizacdo e por sua equagao algébrica.
Cada uma delas contribui, de modo préprio, para a compreensao das secdes toricas. A deducao
da equacdo da curva, a parametrizacdo do plano secante e a andlise das formas que surgem do
corte permitiram reconstruir de modo acessivel e rigoroso os principais argumentos de Darboux.
As ovais de Cassini, a lemniscata de Bernoulli e os circulos de Villarceau foram tratadas de
forma integrada, destacando a unidade conceitual que une essas curvas cldssicas da geometria.
Ainda hoje, essa unidade causa certa admiracio a quem se debruca sobre essas figuras.

Do ponto de vista da divulgacao cientifica, a dissertagdo mostrou que textos histdricos
podem ser traduzidos, contextualizados e visualizados de maneira a enriquecer o repertorio de

professores da educagao bdsica e de leitores ndo especializados. A tradu¢do comentada do artigo,
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apresentada no Anexo A, desempenha papel central nesse processo, pois disponibiliza um texto
classico acompanhado de notas que esclarecem, passo a passo, 0os procedimentos matematicos e
histdricos que o sustentam.

O produto educacional, a revista Trajetorias — Historia da Matemdtica e Divulgacdo
Cientifica, reforca essa dimensao formativa e publica da matemadtica. A revista retine historia,
geometria, entrevistas e visualizagdes no GeoGebra, articulando rigor, clareza e acessibilidade.
Ela ndo se propde a ser um material didético tradicional, mas um instrumento de circulagao
cultural: uma ponte entre a matemaética universitaria, a histéria que lhe d4d sentido e os leitores
que buscam ampliar sua compreensao da geometria. Essa aproximagao ocorre por meio de trés
movimentos complementares: traduzir conteidos avancados para linguagem acessivel; recolocar
o texto de Darboux em seu contexto historico; e oferecer visualizagdes que favorecam a leitura
geométrica.

No conjunto, os resultados refor¢cam o valor de aproximar histéria, geometria e divulgacao
cientifica. Ao revisitar um texto escrito em 1864 e tornd-lo acessivel a novos publicos, este
trabalho sugere que a matematica ensinada hoje, na escola, na universidade ou fora delas, pode
se beneficiar de um didlogo vivo com sua prépria histéria. Essa aproximagao, construida com
rigor e cuidado historico, contribui para formar leitores mais atentos, curiosos e conscientes do

carater historico da matematica.

Limitacoes do Trabalho

Este trabalho apresenta limites inerentes as escolhas de escopo necessdrias em uma
pesquisa de mestrado. O recorte histérico concentrou-se no artigo Sur les sections du tore (1864)
e em referéncias diretamente relacionadas, sem examinar de modo amplo a produgdo posterior
de Jean-Gaston Darboux. Uma andlise mais ampla poderia situar com maior precisao o papel das
secoes toricas em sua obra madura e no contexto geométrico do século XIX, tema que permanece
aberto para estudos futuros.

A tradugdo comentada, embora fiel ao texto original e acompanhada de notas explicativas,
representa uma interpretagcdo especifica. Questdes filologicas, escolhas terminoldgicas alternati-
vas e andlises de estilo foram apenas indicadas, nao exploradas de forma exaustiva. Em certo
sentido, trata-se de uma leitura possivel entre vérias outras.

Do ponto de vista matematico, optou-se por uma apresentacao adequada a leitores ndo

especializados, o que implicou deixar de lado demonstracdes mais técnicas presentes na literatura
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de geometria diferencial e teoria das superficies. No campo computacional, priorizou-se 0 uso
do GeoGebra por seu valor didético, ainda que outras ferramentas permitam abordagens mais
sofisticadas e até mais completas.

Por fim, a revista produzida como material educacional ainda ndo foi avaliada de maneira
sistemdtica em contextos reais de ensino. A auséncia de dados sobre sua recepcao e impacto

constitui uma limitagcdo natural deste trabalho, que abre espaco para estudos futuros.

Perspectivas Futuras

As limita¢des apontam caminhos promissores para desdobramentos posteriores. No plano
historico, uma possibilidade € aprofundar a analise da obra de Darboux, relacionando o artigo
de 1864 ao desenvolvimento posterior da geometria diferencial e as discussdes sobre métodos
geométricos e analiticos no século XIX.

No campo matematico, estudos futuros podem explorar com maior detalhe as quarticas
associadas as secoes toricas, investigando aspectos projetivos, singularidades e leituras contem-
poraneas desses objetos. Outra frente promissora é¢ ampliar o uso de ferramentas computacionais
especializadas, que oferecem recursos avangados de visualizagao e anélise.

No ambito educacional, torna-se relevante investigar como a revista Trajetorias é rece-
bida por professores e estudantes, avaliando seu potencial formativo e suas contribui¢des para
aproximar historia, visualizagdo geométrica e sala de aula. Também € possivel expandir a revista
para uma série dedicada a divulgacao cientifica, incorporando novos temas, diferentes autoras e
autores e recursos multimidia que ampliem seu alcance.

Essas perspectivas reforcam que o estudo das se¢des do toro permanece atual e fecundo.
Este trabalho constitui um primeiro passo, que pode ser aprofundado em pesquisas posteriores,

inclusive em nivel de doutoramento.

Ao longo deste trabalho, revisitar Darboux tornou-se também um exercicio de revisitar a
mim mesmo como professor. Ao traduzir, reorganizar e explicar seu texto, reencontrei minha
relacdo com a histéria da matemética e com a pratica docente. Transformar um artigo cldssico em
material de circulacdo ampla altera nao apenas o olhar do leitor, mas também o do pesquisador
que se dedica a essa tarefa. Espero que este trabalho possa inspirar novas leituras, compreensoes

e olhares para a geometria e para sua presenca na cultura matematica contemporanea.
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APENDICE A - TRADUCAO COMENTADA INTEGRAL DE SUR LES SECTIONS
DU TORE

Este anexo apresenta a tradu¢c@o comentada integral do artigo Sur les sections du tore,
publicado por Jean-Gaston Darboux em 1864. O texto foi traduzido do francés para o portugués
segundo uma estratégia de fidelidade semantica, buscando preservar o estilo matematico do
século XIX e, a0 mesmo tempo, introduzir adaptacdes terminoldgicas que favorecam a clareza
para o leitor contemporaneo.

As notas de rodapé e os comentérios adicionais t€m cardter historico e pedagdgico. Seu
objetivo € contextualizar a obra no panorama da geometria cldssica, ressaltando sua relevancia
para a formacdo de professores e para a divulgacdo cientifica. A numeragdo de teoremas,
coroldrios e notas segue a do artigo original de Darboux.

O texto francés original encontra-se em dominio publico e pode ser consultado nas
colecOes digitais da Bibliotheque Nationale de France. Nesta dissertacdo, opta-se por apresentar
apenas a traducdo comentada, que cumpre a fun¢do de mediacdo didatica e histérica sem exigir a

reproducdo integral do documento em francés.

Nota metodoldgica de traducio
A tradugdo aqui apresentada foi orientada pelos seguintes critérios:

a) Fidelidade semantica: manutengdo rigorosa do contetido matematico, privilegiando a

inteligibilidade para o leitor atual;

b) Adaptacao terminoldgica: notacdes e convengdes do século XIX foram adequadas ao

uso contemporaneo, quando necessario;

c) Notas complementares: foram incluidas observagdes histéricas, matemadticas e didaticas

em notas de rodapé, sem prejuizo do texto original.

Dessa forma, o anexo ndo apenas reproduz o conteido de Darboux, mas também o torna

acessivel ao publico da educagcdo matemdtica e da histéria da matematica.



64

Texto traduzido e comentado

A seguir, apresenta-se a tradu¢do comentada do artigo de Darboux. O texto estd organizado em

secOes, mantendo a sequéncia dos teoremas, coroldrios e notas do autor.

A.1 Teorema I e corolarios

Darboux enuncia o primeiro resultado da seguinte forma:

O produto das distancias de um ponto qualquer do toro a duas esferas inscritas opostas é
proporcional a distancia desse ponto ao plano meridiano que contém os centros das duas esferas.
Sejam b o raio de uma esfera inscrita e a a distancia de seu centro ao eixo de revolugao.
Denotemos por 7' e 7" os comprimentos das tangentes tragadas de um ponto até duas esferas

opostas cujos centros estdo sobre o eixo x. Temos entao:

TT = 2a-y.

A demonstracdo € considerada simples, podendo ser obtida tanto por métodos analiticos

quanto por argumentos puramente geométricos.l

Corolario I

Se tracarmos um plano secante paralelo ao plano zz, ele cortard as duas esferas inscritas
opostas segundo dois circulos congruentes (reais ou imagindrios). As tangentes a esses circulos
também serdo tangentes as respectivas esferas. Como a coordenada y se mantém constante em

toda a secdo, o lugar geométrico dos pontos dessa curva se caracteriza pela seguinte propriedade:

Uma secdo vertical do toro é o conjunto dos pontos tais que o produto de suas

distancias a duas circunferéncias congruentes € constante.

Essas circunferéncias se degeneram em pontos quando o plano secante se torna tangente

as esferas inscritas. Nesse caso, a curva resultante é uma oval de Cassini.?

! Darboux nfo apresenta a demonstracdo completa, presumindo que o leitor familiarizado com a geometria

analitica cldssica poderia reconstrui-la com facilidade. Essa prética era comum nos textos matematicos do século
XIX.

A oval de Cassini € uma curva de quarto grau definida como o conjunto dos pontos do plano cujas distancias a
dois focos fixos tém produto constante.
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Corolario II

Consideremos agora o plano bitangente que passa pela reta Oy e analisemos a natureza
da secao que ele produz.

Seja P um ponto dessa secdo. O raciocinio geométrico conduz a equagao:

MN

—————~ — constante,
sin(ZNPM)
o que implica que o lugar geométrico do ponto P é formado por dois circulos que passam

pelos pontos M e N, com raio igual a a, a distancia do centro da esfera inscrita ao eixo.

A.2 Teorema II: secbes gerais e relacdes com circulos

De modo geral, qualquer plano secante que intersecte o toro cortard as duas esferas
inscritas opostas segundo dois circulos (reais ou imaginarios) e também intersectard o plano
meridiano que contém os centros dessas esferas segundo uma reta. Para qualquer ponto da curva
de interse¢do, a coordenada y serd proporcional a distancia até essa reta. Assim, pode-se enunciar

a seguinte propriedade:

As secdes do toro sdo tais que o produto das tangentes tracadas de um ponto qualquer

a dois circulos € proporcional a distancia desse ponto a uma determinada reta.

Esses dois circulos sdo obtidos como intersecdes entre o plano secante e as esferas
inscritas opostas. O conjunto dos centros desses circulos descreve uma elipse, projecdo da
circunferéncia geradora das esferas inscritas sobre o plano da se¢do.’

H4 uma infinidade de possibilidades para essas esferas inscritas*, e, consequentemente,
para os pares de circulos gerados pelas interse¢cdes. Em particular, um desses circulos pode

degenerar em um ponto, caso o plano seja tangente a esfera correspondente.

3 Embora Darboux nio utilize a expressio “circulos de Villarceau”, a configuracdo descrita aqui corresponde

exatamente ao caso moderno em que um plano inclinado corta o toro produzindo duas interse¢des circulares
reais. Esses circulos especiais, descobertos por Yvon Villarceau em 1848, sdo hoje conhecidos como circulos de
Villarceau. Darboux descreve o fendmeno, mas ndo o nomeia.

Essa caracterizagdo das se¢des do toro antecipa a nocdo moderna de curvas definidas por propriedades de
tangéncia mdltipla a elementos auxiliares, como circulos ou esferas. Embora Darboux ndo use linguagem
algébrica contemporanea, sua formulag@o é compativel com interpretacdes projetivas e diferenciais.
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A.3 Teoremas III e I'V: trés esferas inscritas e relacoes lineares

Teorema III

Sejam ¢, t/, t” as distancias de um ponto qualquer do toro a trés esferas inscritas, cujos
centros estdo separados por distincias ¢, ¢/, ¢”. Existe entre essas trés distdncias uma relacio
algébrica determinada pela geometria da configuracao.

A demonstracado € direta. Consideremos a equacdo de uma esfera inscrita genérica,
centrada num ponto da circunferéncia de raio a no plano xy e de raio b. As tangentes tracadas de

um ponto qualquer do toro até essas esferas satisfazem relagcdes do tipo:

t? = (x —acosa)’ + (y — asina)? + 2> — V7,

em que « € o angulo que determina a posi¢do do centro da esfera inscrita sobre a
circunferéncia meridiana. Eliminando as varidveis auxiliares e reorganizando os termos, Darboux

obtém uma expressdo do tipo:

tcosa 4+ t'sina\
T =
(Fmes)

Essa relacdo mostra que existe uma dependéncia entre as tangentes tragcadas a trés esferas
inscritas, em funcdo dos angulos que determinam suas posicoes relativas. O resultado também
pode ser obtido por uma abordagem puramente geométrica, embora Darboux opte pela via

analitica.’

Teorema IV

Tomemos agora trés esferas inscritas quaisquer. Quando um plano secante intercepta
essas esferas, obtém-se trés circulos em sua interse¢do. Para qualquer ponto da curva de secao
resultante, esses trés circulos podem substituir as esferas como elementos auxiliares, pois sdo
duplamente tangentes a curva da secao.

Dessa forma, pode-se enunciar:

Toda secdo do toro € tal que, se lhe forem tracados trés circulos que lhe sejam
duplamente tangentes, haverd uma relacdo linear e homogénea entre as distancias de

um ponto qualquer da curva até as circunferéncias desses trés circulos.

5> A estratégia adotada por Darboux antecipa métodos modernos de parametrizagdo de superficies por coordenadas

circulares e o uso de simetrias para simplificagdo de equacdes quadréticas.
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Sejam a, a’, a” as distancias entre os centros dos circulos tomados dois a dois, e A, A’,
A" as distancias desses centros aos centros das respectivas esferas inscritas. A relagdo obtida por

Darboux é:

d'(t—t) +alt —t") +d (" —t) =0.

Como verificagdo, se tomarmos a = a’ = a”, obtém-se:

t+t 4+t =0,

que corresponde a condicdo para uma se¢ao paralela.

Esse resultado permite afirmar que, dada qualquer se¢do do toro, é sempre possivel
encontrar quatro esferas inscritas (reais ou imagindrias) que lhe sejam tangentes. Ao se escolher
trés delas, as tangentes tragadas de um ponto da secdo até essas esferas equivalem as distancias
até os respectivos pontos de contato. Duas dessas esferas serdo tangentes de um lado do plano e
a terceira, do outro. Nessas condicdes, os coeficientes associados as distancias tomam os sinais

k= —bek' = k" = b, e aequagdo anterior se reescreve como uma rela¢do de focos.

A.4 Teorema V: secoes planas com quatro focos

Toda secao plana do toro possui uma propriedade notavel. Existem quatro pontos fixos,
chamados focos, tais que as distancias de um ponto da curva seccional até trés deles satisfazem
uma relagdo linear e homogénea.

Esses quatro focos estio dispostos de forma simétrica em relagdo ao eixo da se¢do, o que

implica que pertencem a um mesmo circulo.

A.5 Teoremas VI a VIII — Cassinéides, curvas reciprocas e tangéncia

Teorema VI — A propriedade focal das ovais de Cassini

Para determinadas se¢des verticais do toro, especialmente aquelas que resultam em uma
oval de Cassini, os quatro focos identificados anteriormente sdo todos reais. Essa condi¢cdo impde

a seguinte relacao entre os parametros do toro:

b=a-siny,
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em que a € a distancia do centro da esfera inscrita ao eixo de revolugdo, b € o raio da
esfera e ¢ € um angulo associado a inclinag¢do do plano secante.

Sob essa condicao, pode-se mostrar que:

V24 (. —a)? - /12 + (x4 a)? = a® - sin® g,

0 que caracteriza a equagdo candnica da oval de Cassini como curva seccional do toro.

Toda cassinoide (isto é, uma oval de Cassini em configuragao especifica) possui a
seguinte propriedade: se aos seus dois focos forem adicionados mais um ponto to-
mado sobre o eixo focal, existird uma relacao linear e homogénea entre as distancias

de um ponto qualquer da curva a esses trés pontos.

Essa observagdo se articula com resultados de outros autores, como Garlin, que investiga-
ram o lugar geométrico dos pontos de onde se enxerga uma elipse sob angulo constante, curva

que também possui quatro focos dispostos ao longo do eixo maior.

Teorema VII — Curvas reciprocas e ovais de Descartes

Darboux mostra que as se¢des planas do toro podem ser interpretadas como curvas

reciprocas, no sentido da geometria inversiva cldssica, das ovais de Descartes.

As se¢des do toro podem ser vistas como transformacdes reciprocas de ovais de Des-

cartes, tendo como polo da transforma¢do um dos quatro focos da curva resultante.

Como essas se¢des possuem quatro focos dispostos sobre um mesmo circulo, Darboux
recupera uma observacao atribuida a Michel Chasles: as ovais de Descartes reciprocas correspon-
dentes possuem trés focos alinhados. Assim, em particular, a oval de Cassini pode ser entendida

como a curva reciproca de uma oval de Descartes.

Teorema VIII — Secdes tangentes e conicidade reciproca

Quando o plano secante € tangente ao toro, a configuracio focal se altera: dois dos quatro
focos coincidem no ponto de contato entre o plano e a superficie. Isso modifica a estrutura da

curva gerada, que passa a obedecer a uma equagdo como:

®  Darboux nio nomeia aqui a lemniscata de Bernoulli, mas esta equacio representa exatamente o caso critico das

ovais de Cassini, quando o produto das distancias aos dois focos atinge seu valor limite e a curva resultante é a
lemniscata. Esse caso singular é reconhecido hoje como a transi¢ao entre as Cassini simples e as Cassini de dois
ramos.
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at + Ma? + b (t' + ") =0,

com @' = a”, representando o caso em que duas das esferas inscritas coincidem em
posicao.

Ao se realizar a transformacao reciproca com polo no ponto de tangéncia, a curva obtida
¢ uma conica.’

Darboux destaca que a se¢@o produzida por um plano tangente paralelo ao eixo do toro é
a reciproca de uma hipérbole, sendo essa construcao acessivel pela geometria analitica cldssica.

Caso se tomem como polos os dois focos restantes (ndo coincidentes) da se¢do tangente,

obtém-se curvas ovais com dois focos coincidentes, as chamadas limacons de Pascal.?

A.6 Notas complementares — Generalizacoes e cyclides

Nota A — Curvas reciprocas da equagdo geral

As secoes planas do toro analisadas até aqui satisfazem uma equacao geral do tipo:

A+ pt' + vt = 0.
Darboux observa que, ao se aplicar a transformacao por raios vetores reciprocos (isto €,
a inversdo em relacdo a um ponto), a forma da equagio € preservada.
Nota B — A superficie reciproca de um cone de segundo grau

Se utilizarmos como coordenadas as tangentes tracadas de um ponto até trés esferas

inscritas idénticas, o toro admite uma equacao da forma:

at + ' +~t" = 0.

Caso se tomem trés esferas quaisquer (iguais ou ndo) e atribuam-se a elas coeficientes

arbitrarios, obtém-se uma equacgao do tipo:

7 Os casos em que a seciio do toro por um plano tangente ou por um plano pouco inclinado gera duas intersecdes

circulares reais correspondem, na terminologia moderna, aos circulos de Villarceau. Embora Darboux nio utilize
esse nome, sua descri¢do € inteiramente compativel com a configuracéo estudada por Villarceau em 1848.

A nogdo de curva reciproca empregada por Darboux corresponde ao que hoje chamamos de inversao circular.
A interligacdo entre conicidade e limagons evidencia o refinamento geométrico com que o autor explora as
possibilidades das sec¢des planas do toro.
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M+ pt +vt”" =0,

que, em geral, representa um nimero infinito de circulos.
Darboux mostra que, ao se realizar uma transformacao reciproca tomando como polo o

ponto comum de intersecdo das trés esferas, a equagao resultante adquire a forma:

AP + pvV/' P+ /P =0,

em que P, P’, P” sdao fungdes lineares das coordenadas cartesianas do ponto. Essa
relacdo define uma superficie reciproca de um cone de segundo grau, que inclui, como casos

particulares, o toro e a cyclide de Dupin.’

Nota C — Extensao das propriedades a cyclide

As propriedades estabelecidas para as se¢des do toro se estendem naturalmente as secoes
da cyclide. Assim como nas curvas geradas por planos secantes do toro, as se¢des da cyclide

possuem quatro focos e obedecem a relagdes lineares entre distancias.

Quando a cyclide pode ser descrita como a envoltdria de esferas tangentes a uma
esfera e a dois planos, hd duas se¢des planas paralelas a esses planos que produzem,

como curvas seccionais, ovais de Descartes.

9 A cyclide é uma superficie cldssica estudada por Charles Dupin no século XIX, definida como envoltéria

de esferas tangentes a trés superficies. E uma das poucas superficies ndo triviais que possuem duas familias
ortogonais de circulos.
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APENDICE B - CONSTRUCOES NO GEOGEBRA 3D

Este anexo retne os roteiros completos de construcio utilizados nas visualizagdes apre-
sentadas nos capitulos tedricos desta dissertag@o e no produto educacional. As instru¢des estao
organizadas de modo reprodutivel e seguem a sintaxe em portugués do GeoGebra 3D, per-
mitindo a replicacao integral por professores, estudantes e pesquisadores. As constru¢des sao
apresentadas em duas versoes: uma simplificada, adequada para visualizar as ovais de Cassini
e a lemniscata de Bernoulli, e uma versao completa que utiliza planos inclinados e possibilita

observar curvas proximas as de Villarceau.

B.1 Construcao simplificada: ovais de Cassini e lemniscata de Bernoulli

B.1.1 Circunferéncia geradora

Para que o toro seja obtido como superficie de revolucao, utilizamos uma circunferéncia
contida em um plano perpendicular ao eixo de rotagdo. Como a rotacao serd realizada em torno

do eixo Z, escolhemos a dire¢do EixoY, que € perpendicular a esse eixo no GeoGebra:

c = Circulo[ (R, 0, 0), r, EixoY]

O software cria automaticamente controles deslizantes para [? e r. Para que o toro exista,

€ necessdrio que R > r.

B.1.2 Construc¢ao do toro

A superficie € gerada pela rotagdo completa da circunferéncia ¢ em torno do eixo Z,

conforme o comando utilizado no GeoGebra 3D,

Toro = Superficie(c, 360°, EixoZ).
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A Figura 19 ilustra o toro de revolucdo obtido a partir dessa construgao.

Figura 19 — Toro de revolucao construido no GeoGebra 3D a partir da circunferéncia
geradora

Fonte: O autor, 2025.

B.1.3 Plano secante vertical
O parametro a controla a posi¢do do plano vertical que corta o toro ao longo do eixo X:

1. Criar o controle deslizante

a€[—(R+r), R+7].

2. Definir o ponto

Q= (a, 0, 0).
3. Criar o plano perpendicular ao eixo X, que no GeoGebra corresponde a um plano vertical:

p = PlanoPerpendicular (Q, EixoX).

A variagdo do parametro a desloca o plano vertical ao longo do eixo X, determinando
diferentes posi¢des de corte do toro. A Figura 20 ilustra o plano secante obtido a partir dessa

constru¢ao no GeoGebra.

B.1.4 Curva de intersecdo: parametrizacdo explicita

A intersecdo entre o toro e um plano vertical € discutida no Capitulo 3 por meio da

equacao implicita da curva, obtida ao restringir a equacgdo do toro ao sistema local de coordenadas
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Figura 20 — Plano vertical secante ao toro, controlado pelo parametro a

Fonte: O autor, 2025.

(u, p) adaptado ao plano de corte. Essa descri¢do, dada pela equagdo qudrtica ali apresentada,
corresponde ao tratamento analitico desenvolvido por Darboux em seu artigo de 1864. Ela é
adequada para o estudo tedrico das se¢des do toro e para a comparacao direta com as ovais de
Cassini.

Para fins de implementacdo no GeoGebra, porém, € mais eficiente trabalhar com uma
parametrizacdo explicita da mesma curva. Essa parametriza¢do ndo € obtida da forma implicita
em (u, p), mas sim da parametrizagdo global do toro, restringida pela condi¢do do plano vertical
T = a.

Partimos da parametrizac¢ao usual do toro:
x(t, ) = (R + rcost) cos g,
y(t,¢) = (R4 rcost)sin g,
z(t, ) = rsint,
e impomos a condicdo x = a. Isso fornece

a
cosp = ———,
14 R+ rcost

2

a
inp==+4/1—| 5—— | .
e \/ <R+7’cost>

Como o denominador exige |a| < R + rcost, a curva s6 existe nos valores de ¢ que

e, portanto,

satisfazem essa condicao.
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Assim, uma parametrizacdo explicita da curva de intersecio é dada por

z(t) = a,

y(t) = £(R + rcost) \/1 - (L)Q t € [0,2n].

R+ 1rcost
2(t) = rsint,

Essa expressao serd utilizada nas constru¢des do presente anexo por oferecer maior

eficiéncia computacional e permitir controles deslizantes diretos no GeoGebra.

Primeiro ramo

cl = Curval
ay
(R + rxcos(t)) * sqgrt(l - (a / (R + rxcos(t)))"2),
rxsen(t),

t, 0, 2+pi]

Segundo ramo

c2 = Curval
a,
-(R + rxcos(t)) = sqrt(l - (a / (R + rxcos(t)))"2),
rxsen(t),

t, 0, 2+pi]

A Figura 21 apresenta duas secOes planas do toro obtidas por corte adequado da superficie.
Em (a), observa-se uma oval de Cassini com dois ramos desconexos. Em (b), surge a lemniscata
de Bernoulli, correspondente ao caso critico da familia de curvas associadas.

Resumo dos passos no GeoGebra

Para facilitar a reproducdo da constru¢do no GeoGebra, organizamos a seguir 0s passos

essenciais em ordem de execucao:

1. Criar os controles deslizantes R, r e a, garantindo R > r.
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Figura 21 — Secoes planas do toro: oval de Cassini e lemniscata de Bernoulli

Fonte:

(a) Oval de Cassini (b) Lemniscata de Bernoulli
O autor, 2025.

. Construir a circunferéncia geradora:

¢ = Circulo[(R,0,0), r, EixoY].

. Gerar o toro por rotacao:

Toro = Superficie(c, 360°, Eixo0Z).

Definir o ponto do plano secante:

@)
Il

(a, 0, 0).

. Criar o plano vertical:

p = PlanoPerpendicular (Q, EixoX).

Definir os dois ramos da intersecdo por meio das curvas cl e c2:

cl = Curval
ay
(R + rxcos(t)) * sqgrt(l - (a / (R + r*cos(t)))"2),
rxsen(t),

t, 0, 2+%pil]
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c2 = Curval
a,
-(R + rxcos(t)) * sgrt(l - (a / (R + rxcos(t)))"2),
rxsen(t),

t, 0, 2%pi]

7. Ajustar a visualizagdo, ativar superficies semitransparentes e ocultar objetos intermediarios

conforme desejado.

Esse conjunto de passos reproduz integralmente as construcdes apresentadas na Secao B.1
e permite explorar, com controles diretos, as ovais de Cassini e a lemniscata de Bernoulli como

secdes planas do toro.
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B.2 Construcao com plano inclinado: os circulos de Villarceau

Esta construcdo generaliza a anterior introduzindo a inclinagdo do plano secante, permi-
tindo a visualizacao de curvas obliquas e aproximando, em casos particulares, curvas notdveis
como as de Villarceau. Para isso, utilizamos duas letras distintas da familia de phi. A letra
maitscula ¢ denota o parametro da geratriz do toro, enquanto a letra minudscula ¢ representa
exclusivamente a inclinagdao do plano. Essa distingdo permite uma implementacdo clara no

GeoGebra e evita ambiguidades entre parametros com papéis geométricos diferentes.

B.2.1 Controles deslizantes

A construcdo utiliza cinco pardmetros ajustaveis no GeoGebra 3D. Os intervalos foram

escolhidos de modo a permitir a visualizacdo completa do toro e das interse¢des produzidas pelo

plano:
R € (2,5) raio maior do toro;
r € (0,2) raio menor, com r < R;
alpha € [0, 27) pardmetro angular «;
phi € (0, m) inclinagdo ¢ do plano;

rho € [—(R+7r), R+r] posi¢do do ponto Q(p, a).
O parametro @, utilizado apenas na parametrizacao do toro, é gerado automaticamente

pelo comando Superficie sob o nome Phi.

B.2.2 Toro parametrizado

O toro de revolucao € descrito pela parametriza¢ao

T(0,P) = ((R +rcos®)cos, (R+rcos®P)send, rsen @), 0, € [0,2m).

Cdédigo GeoGebra:

Toro = Superficie]
(R + r+xcos (Phi)) +cos (theta),
(R + rxcos (Phi)) *sen(theta),
r+sen (Phi),
theta, 0, 2xpi,

Phi, 0, 2+%pi]
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A Figura 22 apresenta o toro parametrizado no GeoGebra 3D a partir dos angulos 6 e P,
que controlam, respectivamente, a rotacao da circunferéncia geratriz e a rotacdo em torno do eixo
de revolucdo. Essa parametrizacdo permite visualizar de forma clara a estrutura da superficie e

serve de base para as construgdes analiticas desenvolvidas nas secdes seguintes.

Figura 22 — Toro parametrizado no GeoGebra 3D pelos dngulos ¢ e

rho = 0 :
5 e—— s § @

Tore = Superficie({R + r cos(Phi)) sl

® (4 4 1 cos{Phi)) cos(theta)
= (4 + 1 cas{Phi)) sen(thera)
1 sen{Phi) -

Fonte: O autor, 2025.

B.2.3 Plano de corte

Um plano no espago é determinado por um ponto e dois vetores diretores ndo colineares:
o ponto fixa a posi¢do do plano no espago, enquanto os vetores determinam sua orientagao.

Assim, qualquer ponto do plano pode ser escrito como
Q+su+tv,

com s,t € R. Essa forma paramétrica é especialmente adequada a constru¢do no GeoGebra,
pois organiza de maneira clara os parametros que definem o plano.

Escolhemos o ponto

Q(pu Oé) = (pCOS G, psenca, O)

no plano xy, expresso em coordenadas polares. Essa representacao permite controlar a posicao
do plano em torno do toro apenas pelo parametro radial p, deixando a inclinagdo exclusivamente
a cargo de ¢. Com isso, evita-se introduzir um deslocamento vertical independente e mantém-se

a modelagem mais transparente.
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O vetor

u(a) = (senca, —cosa, 0)

¢ tangente ao circulo de raio p no plano xy, sendo portanto perpendicular ao vetor radial que
liga a origem ao ponto Q)(p, «). Ele garante que o plano possa girar em torno de ) de modo
controlado.

J4 o vetor

v(a, ¢) = (—cosacos @, —senacos @, sen o)

€ obtido inclinando-se o vetor radial de () por um angulo ¢: para ¢ = 0, ele permanece no plano

xy; para ¢ = /2, torna-se vertical. Assim, ¢ controla exatamente a inclinagio do plano.

Coédigo GeoGebra:

Q (rhoxcos (alpha), rhoxsen(alpha), 0)

u = Vetor[(0,0,0), (sen(alpha), -cos(alpha), 0)]

v = Vetor[(0,0,0),
(-cos (alpha) *xcos (phi),
-sen (alpha) *cos (phi),
sen (phi)) ]

p = Plano[Q, u, V]

Na Figura 23, o plano secante € descrito a partir de dois vetores diretores, u(a) e v(a, ¢),
e de um ponto Q)(p, ) pertencente ao plano. Essa parametriza¢do permite controlar de forma
precisa tanto a inclinagdo quanto a posi¢ao do plano em relag@o ao toro, sendo fundamental para

a deducdo analitica das secdes toricas.

B.2.4 Equacdo auxiliar da intersecao

Um ponto pertence simultaneamente ao toro e ao plano quando satisfaz as duas equa-
¢oes correspondentes. Para determinar a curva de interse¢do entre o toro € o plano secante,

substituimos a parametrizac¢ao do toro

T(0,t) = ((R+rcost)cosf, (R+rcost)send, rsent),
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Figura 23 — Plano secante definido por vetores diretores

® - =N =\
2 ® 5 0
r=1 :
e 0 & O]
P alpha = 0¥ H
@ 0 @— 360" (5)
o PMi=6T :
e 0" e e 180" (5)
tha =1 H
e 5 ® LINO)] "
Toro = Superficie((R + r cos(Phi)) cos(thdta) a
{4+ 1 cos{Phi)) cos(theta) =8
= (4 =1 cos(Phi)) sen(theta)
1 sen(Phi} v
« C——— »

Fonte: O autor, 2025.

isto é, a mesma expressdo de 7'(6, ®) agora escrita com o pardmetro ¢ no lugar de ®, na equagéo
do plano definido por Q(p, @), u(a) e v(a, @).

O plano € descrito pela parametrizacdo vetorial
Q+ su(a) + tv(a, @),

0 que permite testar diretamente a coplanaridade de um ponto.
Um vetor estd contido em um plano se, e somente se, ¢ perpendicular a normal desse

plano. Assim, a condi¢@o de coplanaridade entre 7'(6,t) e o plano é
(T'(0,t) — Q, n(a,¢)) =0,
onde a normal é dada pelo produto vetorial
n(a, @) = u(a) x v(a, @).
Substituindo explicitamente as coordenadas e reorganizando a expressao, obtém-se
(R+ rcost)(cos@cosa + sen@sena) = psen ¢ — rcos ¢ sent.
Usando a identidade trigonométrica
cos 6 cos o + sen @ sen o = cos(f — ),
chegamos a forma compacta:

(R4 rcost)cos(d — a) = psen ¢ — rcos ¢ sent. (B.1)
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A partir dessa equagdo, isolamos cos(f — «) dividindo ambos os lados por R + r cos .
Em seguida, reorganizamos a expressio introduzindo o fator sen ¢ no denominador. Para ¢ # 0,

obtemos
_ pseng —rcos g sent

cos(f —a) = sen ¢ (R + rcost)

Definimos, entdo, a funcao auxiliar

_ pseng —rcos¢ sent

) = sen¢ (R + rcost)

de modo que a dependéncia entre 6 e ¢ possa ser escrita de forma compacta como
cos(f — ) = S(t).

A fungdo S(t) reine em uma tnica expressdo os termos que dependem da inclinagéo do

plano e da geometria do toro. A equagio
cos(f — ) = S(t)

mostra que, para cada valor de ¢, a existéncia de pontos na intersecao depende exclusivamente
do valor de S(t). Como a fungdo cosseno assume valores apenas no intervalo [—1, 1], a curva
existe somente para os valores de ¢ em que |S(¢)| < 1. Quando |S(¢)| > 1, ndo hd nenhum valor

de 6 que satisfaca a igualdade, e, portanto, ndo ocorre interse¢do para aquele pardmetro .
Codigo GeoGebra:
S(t) = (rho*sen(phi) - r*cos(phi)*sen(t)) /

(sen(phi)* (R + rxcos(t)))

B.2.5 Ramos da interse¢do

A equagdo (B.1) torna-se
cos(f — ) = S(t),

e, para cada valor admissivel de ¢, admite duas solu¢des simétricas em 6:
61(t) = a + arccos(S(t)), 05(t) = a — arccos(S(t)).

Essas duas escolhas correspondem naturalmente aos dois ramos da curva. Usando as
identidades

cos(0; — a) = S(t), sen(f; — a) = £/1 - 5(t)?,
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e substituindo-as na parametriza¢ao do toro, obtém-se os dois ramos:

(R4 rcost) <S(t) cosa — /1 — S(t)? sena

N—

ci(t) = | (R+rcost) (S(t) sena + /1 — S(t)? cosa)

rsent

(R4 rcost) (S(t) cosa + /1 — S(t)? sena)
ca(t) = | (R+rcost) <S(t) sena — /1 — S(t)? cos a)

rsent

Os sinais opostos nas componentes de c; e ¢, refletem exatamente as duas possibilidades

para § — o = £ arccos(S(t)), confirmando a simetria dos dois ramos da intersegao.

Cdodigo GeoGebra:

cl = Curval
(R + r*cos(t))*
( S(t)*cos(alpha) - sgrt(l - S(t)"2)=*sen(alpha) ),
(R + r+xcos(t))
( S(t)*sen(alpha) + sqgrt(l - S(t)"2)=xcos(alpha) ),
rxsen(t),

t, 0 + (phi == 0), 2xpi - (phi == 0)]

c2 = Curval
(R + rxcos (t)) *
( S(t)*cos(alpha) + sgrt(l - S(t)”"2)=xsen(alpha) ),
(R + rxcos (t)) *
( S(t)xsen(alpha) - sqrt(l - S(t)~2)=*cos(alpha) ),
rxsen(t),

t, 0 + (phi == 0), 2xpi - (phi == 0)]

Na Figura 24, a interse¢do entre o plano inclinado e o toro de revolucdo da origem a
dois ramos distintos da secao torica, denotados por c; € co. Esses ramos correspondem as duas
componentes reais da curva obtida nesse tipo de corte, refletindo a simetria geométrica presente

na configuracdo considerada.
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Figura 24 — Ramos da secio torica obtidos por intersecio com plano inclinado

Fonte: O autor, 2025.

As curvas c1 e c2 implementam diretamente as expressdes obtidas para os dois ramos
da intersecdo entre o toro e o plano parametrizado pelos valores de o, ¢ € p.

Como discutido na Se¢do 3.3, a inclinac@o do plano pode produzir cortes obliquos
caracteristicos do toro. A figura a seguir ilustra esse caso particular, em que os dois ramos da

intersecdo reproduzem as curvas de Villarceau.

Figura 25 — Ramos das curvas de Villarceau obtidos por intersecoes obliquas

o =N b
2 [ 5 (3
r=1 :

b 0 ® 2 ®

@ alpha = 0"

[ (— 350 ()
@ M- :
0" e 180" ()
tho =10 :
5 ® 5 0
Toro = Superficie{(R + r cos{Phi)) cos(thdta)
@ ( {4 +1 cos(Phi}) cos(theta) )

(4 + 1 cos(Phi)) sen{theta)

1 sen{Phi)
4 CE— »

Fonte: O autor, 2025.

Na Figura 25, a intersecdo obliqua do toro de revolugdo gera duas curvas circulares
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distintas, conhecidas como curvas de Villarceau. Esses dois ramos correspondem as solugdes
reais da secao torica nesse caso particular e evidenciam uma simetria notavel da superficie, ja

destacada por Darboux em sua andlise geométrica.

B.2.6 O caso especial ¢ =0

A construcdo anterior foi desenvolvida sob a hipétese ¢ # 0. Essa condi¢do aparece de

forma explicita na defini¢ao da fungdo auxiliar

_ pseng —rcos¢ sent
) = sen ¢ (R + rcost)

que envolve divisdo por sen ¢. Quando ¢ = 0, o denominador se anula e a expressao deixa de
fazer sentido algébrico. O caso ¢ = (0 precisa, portanto, ser tratado separadamente.

Do ponto de vista geométrico, o vetor
v(ar, @) = (— cosacos ¢, —sena cos @, sen @)

torna-se, para ¢ = 0,

v(a,0) = (—cosa, —sena, 0),
isto €, um vetor inteiramente contido no plano xy. Os vetores
u(a) = (sen o, —cosa, 0) e v(a, 0)

passam a gerar o proprio plano xy. Como o ponto Q(p, ) = (pcosa, psenc, () também

pertence a esse plano, a parametriza¢do
Q + su(a) +tv(a,0)

descreve o plano z = 0. Assim, o plano secante perde a inclinag¢do e coincide com o plano
horizontal que corta o toro.

A interse¢do entre o toro € o plano z = 0 € obtida impondo
z=rsent =0,

o que implica

t=0 ou t=m.

Substituindo esses valores na parametrizagdo do toro,

T(0,t) = ((R+rcost)cost, (R+ rcost)send, rsent),
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obtem-se duas circunferéncias coplanares, ambas contidas em z = 0:
Cexterna(e) = ((R + 7') COS 9, (R + T’) sen 9, O),

Cinema(0) = (R — 1) cos 8, (R —r)sen, 0), 6 € [0,2m).
Codigo GeoGebra:

Cext = Se]|
phi == 0,
Curval
(R + r)=*cos(t),
(R + r)xsen(t),
0,
t, 0, 2xpi]]

Cint = Se]
phi == 0,
Curva [
(R = r)xcos(t),
(R — r)xsen(t),
0,
t, 0, 2xpi]]

Na se¢do meridiana que contém o eixo de revolucdo, o plano z = (0 aparece como uma
reta horizontal que é tangente a circunferéncia geratriz externa no ponto de abscissa R + 7
e a geratriz interna no ponto de abscissa R — r. Na superficie tridimensional, essa situagao
corresponde a degenerescéncia da secdo térica em duas circunferéncias planas, uma interna e
outra externa.

Na Figura 26, considera-se o caso especial em que ¢ = 0, no qual o plano secante é
horizontal. Nessa situagdo, a interse¢ao do toro resulta em duas circunferéncias, uma interna e
outra externa, correspondentes as segdes circulares cldssicas descritas por Darboux. Esse caso
particular evidencia a persisténcia de secdes de natureza puramente circular no conjunto das
secOes toricas.

Esse € precisamente um dos casos-limite destacados por Darboux em seu estudo das

secdes do toro. A qudrtica que descreve, em geral, a intersecdo entre o toro € um plano inclinado
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Figura 26 — Intersecao do toro com plano horizontal no caso ¢ = 0

Angulo =N
alpha = 0° =
0 @ 360° (3)
phi=10° H
0F @ 180° (F)

Namero

R=4 :
2 ® 5 (®
r=1
0 ® 2 ®
tho =
5 @ 5 ®

Entrada.. v

Fonte: O autor, 2025.
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se reduz, quando ¢ = 0, a unido de duas circunferéncias. Do ponto de vista geométrico, o caso

¢ = 0 fornece um exemplo simples e muito visual de como uma mesma familia de se¢des pode

interpolar entre curvas quarticas mais gerais e figuras elementares como circulos.

Resumo dos passos no GeoGebra

Para facilitar a reproducdo da construcao no GeoGebra, organizamos abaixo os passos

essenciais em ordem de execugao:

1. Criar os controles deslizantes:

Re (2,5), re(0,2), alpha€]|0,2n), phiec (0,7), rhoe€[—(R+r), R+l

2. Construir o toro pela parametrizagao:

Toro = Superficiel
(R + r+cos (Phi))xcos (theta),
(R + rxcos (Phi)) *sen(theta),
r+«sen (Phi),
theta, 0, 2xpi,

Phi, 0, 2+*pi]

3. Definir o ponto que determina a posi¢ao do plano secante:
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Q = (rhoxcos(alpha), rho*sen(alpha), 0)

4. Construir os vetores diretores do plano:

u = Vetor[(0,0,0), (sen(alpha), -cos(alpha), 0)]

<
Il

Vetor[ (0,0,0),
(—cos (alpha) xcos (phi),
-sen (alpha) xrcos (phi),

sen (phi)) ]

5. Criar o plano inclinado:

p = Plano[Q, u, Vv]

6. Definir a fun¢do auxiliar:

S(t) = (rhoxsen(phi) - r*cos(phi)=*sen(t)) /

(sen(phi)* (R + r*cos(t)))

7. Construir os dois ramos da curva de intersec¢ao:
(a) Primeiro ramo:

cl = Curval
(R + r+cos(t))*( S(t)*cos(alpha) - sgrt(l - S(t)"2)=xsen(alpha) ),
(R + rxcos(t))*( S(t)+*sen(alpha) + sgrt(l - S(t)"2)x*cos(alpha) ),
r«sen(t),

t, 0, 2xpi]
(b) Segundo ramo:

c2 = Curval
(R + rxcos(t))*( S(t)=*cos(alpha) + sqgrt(l - S(t)"2)=*sen(alpha) ),
(R + rxcos(t))*( S(t)+sen(alpha) - sgrt(l - S(t)"2)x*cos(alpha) ),
r+sen(t),

t, 0, 2xpi]
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8. Construir os dois ramos da curva de intersec¢io para ¢ = 0:
(a) Ramo externo:

Cext = Se]|
phi == 0,
Curval
(R + r)=*cos(t),
(R + r)*sen(t),
0,

t, 0, 2xpil]
(b) Rramo interno:

Cint = Se]|
phi == 0,
Curva |
(R — r)=*cos(t),
(R — r)=*sen(t),
0,

t, 0, 2xpi]]
9. Ajustar a visualizagdo: ativar modo semitransparente no toro, destacar o plano secante e
aplicar cores para os dois ramos.

Esse procedimento reproduz completamente a constru¢io apresentada na Secdo B.2 e

permite visualizar, para valores adequados de ¢, os dois ramos das curvas de Villarceau.
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B.3 Consideracoes pedagogicas e materiais digitais

A construc@o do toro e de suas se¢Oes planas no GeoGebra 3D oferece um conjunto
de possibilidades didéticas relevantes para a formacdo de professores e para a elaboracao de
atividades investigativas em sala de aula. A manipulacdo direta dos pardmetros envolvidos
permite observar transi¢des continuas entre diferentes tipos de cortes, destacando aspectos
geométricos que, em geral, ndo aparecem em representacdes bidimensionais.

A variagdo do parametro p controla o deslocamento do plano e evidencia, de maneira
clara, quando a intersecao deixa de existir, quando surge um tnico ramo ou quando aparecem
dois ramos distintos. J4 a inclinacdo determinada por ¢ permite explorar situacdes obliquas,
aproximando cortes cldssicos como os circulos de Villarceau e oferecendo oportunidade para
discutir relagdes entre orientagdo do plano e simetria do toro. Em especial, valores criticos de p e
combinagdes especificas entre os parametros tornam visiveis formas como as ovais de Cassini e,
no limite, a lemniscata de Bernoulli.

Tais variagdes ndo apenas ilustram conceitos de geometria diferencial e superficies de re-
volu¢do, mas também promovem o desenvolvimento de habilidades relacionadas a interpretagao
gréfica, andlise de dependéncia funcional e compreensdo espacial, previstas em documentos cur-
riculares como a BNCC. A possibilidade de alternar vistas, ajustar opacidade e manipular curvas
explicitamente favorece discussdes sobre continuidade, simetria e transformagao geométrica,
contribuindo para uma abordagem mais visual e conceitual do estudo de superficies.

As construgdes desenvolvidas neste anexo estdo disponiveis em versdes digitais intera-
tivas, permitindo a manipulacdo dos parametros em tempo real e a visualizagdo completa das

secoes do toro no GeoGebra 3D.

* Construcao B.1 — Versao simplificada

<https://www.geogebra.org/classic/wthemzwp>

* Construcao B.2 — Versao completa com plano inclinado

<https://www.geogebra.org/classic/jduzbghq>

* Construcio complementar — Versao com vista do plano secante

<https://www.geogebra.org/classic/etsuvzyz>


https://www.geogebra.org/classic/wthemzwp
https://www.geogebra.org/classic/jduzbghq
https://www.geogebra.org/classic/etsuvzyz
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APENDICE C - PRODUTO EDUCACIONAL: REVISTA DE DIVULGACAO
CIENTIFICA

A revista Trajetorias — Historia da Matemdtica e Divulgacdo Cientifica é o produto
educacional desta dissertagcdo e representa o resultado do percurso desenvolvido ao longo da
pesquisa. Seu objetivo é aproximar temas da matemadtica superior, em especial o estudo do toro
de revolucao e das secdes apresentadas por Jean-Gaston Darboux em 1864, do publico escolar
e dos professores da educacio basica, que muitas vezes permanecem distantes desse tipo de
conteudo.

A motivacdo para a criacao da revista surgiu da percep¢ao de duas lacunas importantes.
A primeira € a pouca presenca de Darboux e de suas ideias na formacao docente e na cultura ma-
temadtica brasileira. A segunda € o distanciamento entre a matemadtica trabalhada na universidade
e aquela que chega as escolas. Ao longo da pesquisa, ficou claro que esse distanciamento nao
se deve a incapacidade de professores ou estudantes, mas as poucas oportunidades de acesso,
mediacao e material didatico que tornem esses temas compreensiveis e visualmente acessivelis.
A revista foi criada, portanto, para ajudar a preencher esse espaco, fortalecendo o repertério de
quem ensina matemadtica na educacao bésica.

A concepcao do produto apoiou-se em trés etapas principais. Primeiro, foi realizada
uma leitura aprofundada da obra e da trajetéria de Jean-Gaston Darboux, seguida da traducao
comentada de seu artigo de 1864. Esse estudo conjunto permitiu compreender nao apenas as
ideias presentes no artigo, mas também o contexto intelectual que moldou sua escrita. Em
seguida, foram produzidas construcdes geométricas no GeoGebra, que tornam visiveis as curvas
e fendmenos descritos por Darboux. Por fim, todo esse material foi organizado em formato de
revista, com linguagem clara, estrutura acessivel e cuidado visual, de modo a dialogar diretamente
com professores, estudantes e outros leitores interessados em matemaética.

A revista se insere de forma natural no campo da divulgacdo cientifica ao adotar uma
comunicacdo que valoriza clareza, visualidade e contextualizac@o histdrica. As entrevistas
presentes no material reforcam essa dimensdo publica da ci€ncia: ao ouvir pesquisadores que
atuam em universidades e grupos de pesquisa, o leitor passa a compreender que o trabalho
cientifico envolve ndo sé investigacdo, mas também comunicag¢do, interpretacio e valoriza¢ao
do préprio objeto de estudo. Assim, a revista contribui para aproximar o publico da cultura

cientifica e para mostrar que a matematica € uma pratica viva, construida por pessoas e sempre
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em transformacao.

O produto foi pensado para ser utilizado na educagdo bdsica de diferentes maneiras.
As imagens podem auxiliar em aulas de geometria; os textos histéricos ajudam a conectar o
curriculo escolar com a histéria da matematica; os roteiros em GeoGebra permitem atividades
praticas e investigativas; e as entrevistas ampliam a visdo dos estudantes sobre o que significa
fazer ciéncia. A revista funciona, portanto, como uma ponte entre o ensino escolar e a matematica
universitaria, oferecendo ao professor novos caminhos, novas referéncias e novos modos de

explorar a matemadtica em sala de aula.
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EDITORIAL

E com grande alegria que apresento a primeira edig@o da
revista Trajetérias — Histéria da Matematica e Divulgacgdo
Cientifica.

Este projeto nasce como fruto da minha pesquisa de
mestrado, mas também como um convite para que
professores, estudantes e curiosos possam olhar a
matemdtica com outros olhos: os da histéria, da beleza e
da imaginagdo cientifica.

O tema desta edi¢do é o toro de revolugéo e as curvas
que surgem de seus cortes estudadas por Jean-Gaston
Darboux em 1864. Longe de ser apendas uma curiosidade
geométrica, o toro oferece um ambiente simples e, ao
mesmo tempo, surpreendentemente rico para explorar
formas diversas, como circulos, ovais e lemniscatas.

Aqui, o leitor encontrard uma breve visita & trajetéria de
Darboux, um olhar introdutério sobre o toro e, sobretudo, o
coragdo desta revista: a segdo Trajetérias em Didlogo,
que redne quatro entrevistas e quatro perspectivas
complementares sobre a geometria. Um gedmetra, um
matematico com formagdo em Fisica, um professor-
pesquisador e um historiador da matematica apresentam
visbes convergentes e complementares sobre geometriq,
ensino e as transformacgdes que definiram a matematica
moderna.

Nosso propédsito €& simples e profundo: aproximar a
matematica da vida. Que cada pdgina seja um convite @
descoberta, ao didlogo e ao encantamento com a histéria
da matemdatica e suas conexdes.

Boa leitura! .
Wallace da Silva

Editor

e wallacedsilva@outlook.com.br

Produto Educacional PROFMAT
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SECAO HISTORICA

JEAN-GASTON DARBOUX (1842-1917)

Jean-Gaston Darboux nasceu em Nimes, no sul da Franga, em
1842. Estudou na Ecole Normale Supérieure, em Paris, onde foi
aluno de grandes mestres da andlise e da geometria.
Rapidamente destacou-se como pesquisador e professor,
ocupando cdtedras no Collége de France e tornando-se, mais
tarde, secretdrio perpétuo da Académie des Sciences.

Ao longo da carreira, Darboux publicou trabalhos fundamentais
em andlise, teoria das superficies e equagdes diferenciais. Seu
nome estd ligado a conceitos que ainda hoje figuram em
' manuais avangados, como a transformag¢do de Darboux e o
Figura 1 - Jean-Gaston teorema de Darboux.

Darboux

Foi, no entanto, na geometria diferencial que deixou
sua marca mais profunda. Combinando a tradi¢gdo

L] |]]
iniciada por Gauss e ampliada por Riemann, Llnha do Te po
Darboux soube transformar superficies em de DarbouX

verdadeiros laboratérios matematicos. Entre elas, o
toro de revolugdo se destacou como palco {

privilegiado de suas investigagoes. 1842 © Nasce em
Nimes, Franca.

Darboux defendeu Sur les surfaces orthogonales em

14 de julho de 1866, diante de Chasles, Serret e 1864 © Publica Sur les
Bouquet. Nesse trabalho, introduziu o estudo das sections du tore.
linhas isotérmicas de curvatura em familias de
superficies ortogonais, aprofundando resultados de 1866 © Defende a tese
Monge e Lamé. A tese foi recebida com entusiasmo e Sur les surfaces
marcou sua entrada definitva na geometria orthogonales,
diferencial. sob orientagao
de Michel Chasles.
Em 1864, publicou o artigo “Sur les sections du tore”,
no qual analisa com rigor as curvas geradas pela 1873 ¢ Secre’tério
intersecdo entre o toro e planos em diferentes | perpe’tu(') da
inclinagoées. Esse texto, escrito ainda no inicio de sua ~ Académie des
trajetéria académica, revela a originalidade de um Sciences.
matematico capaz de encontrar elegdncia em 1917 © Falece em Paris.

objetos simples e, ao mesmo tempo, grande
profundidade em problemas  aparentemente
elementares.

Produto Educacional PROFMAT —_— 04
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SUR LES SECTIONS DU TORE (1864)

O artigo que inaugura as curvas notaveis do toro

Publicado em 1864, Sur les sections du tore

P

é um texto breve e inteiramente analitico, Oque Darboux faz no Gl’tigO'
escrito na linguagem matemdatica de sua

época. Ainda assim, Darboux faz a
geometria emergir dos cdlculos: os circulos em diferentes inclinagées.
de Villarceau, as ovais de Cassini e a
lemniscata de Bernoulli aparecem como
imagens implicitas no préprio raciocinio. O
artigo revela a habilidade rara do autor de
unir precisGo analitica e visualizagéo Introduz  métodos de cdiculo
geométrica, combinagdo que torna sua diferencial aplicados & geometria
leitura um desafio, mas também uma das superficies.

descoberta para o leitor contempordneo.

* Analisa cortes do toro por planos

Descreve o surgimento de curvas
como circunferéncias, ovais e
lemniscatas.

°o Mostra que um objeto simples
pode dar origem a fenédmenos

Trecho arigroal (rarcey: geométricos sofisticados.

Si l'on considére un tore de révolucdo obtenu par la rotation d'un cer-
cle autour d'un axe extérieur, on voit qu'un plan quelconque peut le
couper suivant des courbes dont la forme dépend essentiellementel de
l'inclainaisonlu plan. Dans certains cas, la section est un cercle,dans
d’autres, elle devient une courbe plus compliquée, souvent symétrique ) ) ) )

et toujours déterminée par une equacio du second degré en x, y et z. © E o primeiro estudo siste-

matico das secgdes do toro.

Importancia do artigo:

Traducio (portugués):

Se considerarmos um toro de revolucdo obtido pela rotacio de um circu- o Antecipou ideias que hoje
lo em torno de um eixo exterior, vemos que um plano arbitrario pode co- .
rta-lo segundo curvas cuja forma depende essencialmente da inclinac- aparecem em livros de
a0 do plano. Em alguns casos, a se¢do é um circulo, em outros, torna-se geometrid diferencial.

uma curva mais complexa, frequentemente simétrica e sempre determi-

nada por uma equacio de segundo grauemx, y z. o Tornou-se referéncia perma-
— Jean-Gaston Darboux, Sur les sections du tore | 1864. nente na ObrG de DO rboux.

Das intersegbes do toro surgem figuras que * Inspirou  estudos  posteriores
combinam simplicidade e profundidade. sobre  curvas de  Cassini,
Villarceau, Cassini e Bernoulli sGo pontos Villarceau e Bernoulli.

de partida para compreender por que essa
superficie continua a fascinar a matema-
tica e sdo o fio que conduz das pdaginas
seguintes.

* Mostra um método que combina

intuicdo geométrica e cdlculo
preciso.
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O TORO COMO OBJETO MATEMATICO

O toro pode ser descrito de trés formas principais:
O toro pode ser descrito como superficie de revolugdo, como lugar geométrico e como
superficie algébrica de grau 4 em R3. Cada uma dessas representacdes destaca um aspecto da

sua estrutura e prepara o terreno para o estudo das segdes toricas, tal como feito por Jean
Gaston Darboux em seu artigo de 1864.

1. Toro como superficie de revolugéo e representacgdo parameétrica:

Partimos de um circulo de raio r, com centro em (R,0,0) no plano XZ, e o rotacionamos em torno
do eixo Z, com R>r>0. Essa construgdo produz o chamado toro anular, superficie regular, fechada
e com simetria axial. /’,

Do ponto de vista analitico, introduzimos dois dngulos.

g
O angulo ¢ localiza o ponto na circunferéncia geratriz, e
no plano vertical. O dngulo 6 descreve a rotagdo . 4
. ~ . . . R
dessa circunferéncia em torno do eixo Z. Assim .
obtemos a parametrizagdo.

T(0,¢) = ((R+rcos¢) cosf, (R+ rcos¢)sinb, rsin¢)

Fi@uro 2.1 - Giro de 0°
com 6,¢ € [0, 2m).

Essa forma torna visivel a estrutura do toro como

curvaturas e formas fundamentais.

8 =360

superficie de revolugcd@o e é especialmente adequada x-\
para visualizagbes em softwares como o GeoGebraq, E
bem como para o estudo de vetores tangentes, R
/

Figura 2.2 - Giro de 90°

7
Figura 2.4 - Giro de 360° IFigura 2.3 - Giro de 270°

Produto Educacional PROFMAT —_— 06
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O TORO COMO OBJETO MATEMATICO

2. Toro como lugar geométrico:

Reescrevendo a parametrizagdo em termos das v
coordenadas cartesianas, obtemos ; R -/

(Va2 4y — R)2 + 22 =172,

a equagdo que descreve o toro como conjunto W

3 aac= i  / i

dfa EOd(?S os pontos do espo(%o que Aest.oo a m,v’,_,____“

distdncia constante r de uma circunferéncia de . /

. . 4

raio R, situada no plano XY e centrada na / ‘
origem.

.‘\- - LA

Figura 2.5 - O toro como lugar geométrico

Trata-se da interpretacdo do toro como lugar geométrico: em vez de parametrizar a geratriz,
consideramos o conjunto das esferas de raio r centradas na circunferéncia de raio R. Essa
formulacdo, adotada por Darboux em Sur les sections du tore, define o toro pela condigdo de
disténcia constante, estrutura que favorece a dedugdo das equagdes das segdes planas.

3. Toro como superficie algébrica de grau 4:

Trata-se de uma qudrtica
bicircular, isto &, de uma
superficie algébrica de

Desenvolvendo a equacd@o métrica, eliminamos a raiz e

obtemos a equacgdo cartesiana do Toro: )
grau 4 em R3 que contém

(mz T2+ 22 R - 7,2)2 = 4R%(z? + y?) dois circulos no infinito.

E essa forma algébrica que permite estudar de modo sistemdtico as segbes toricas. Ao
substituir na equagdo do toro as coordenadas de um plano secante convenientemente
parametrizado, obtemos a equagdo implicita das curvas de intersegdo. E nesse cendrio que
surgem figuras cladssicas como os circulos de Villarceau, as ovais de Cassini e a lemniscata
de Bernoulli, que Darboux analisa em detalhe.

As trés representagdes do toro convivem de forma articulada. A parametrizagdo
evidencia a origem geométrica da superficie, a descricdo por lugar geométrico
traduz o ponto de vista adotado por Darboux e a equagdo algébrica fornece a

base para deduzir, em coordenadas locais, a equacdo das secdes toéricas. E a
partir dessa sintese que, nas préximas pdginas, o leitor acompanhard o
caminho de Darboux na descrigdo das curvas geradas pela intersegdo entre o
toro e um plano.
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SECAO MATEMATICA

INTRODUGCAO AS SECOES TORICAS

As sec¢bes do toro: entre historia, geometria e beleza matematica

Secgdo torica &€ qualquer curva obtida
pela intersegdo entre um toro de
revolugcdo e um plano secante.

Dependendo da posi¢cdo e inclinagdo
do plano, surgem diferentes tipos de
curvas:

circulos comuns,

circulos de Villarceau,

ovais de Cassini,

lemniscatas de Bernoulli,

curvas abertas,
) ) Figura 2.6 - A intersegdo entre um toro e um
e ate curvas autointersectantes. plano inclinado, destacada em laranja.

i Trecho original (francés):

: Un plan quelconque peut le couper suivant des courbes dont la forme dépend

: essentiellement de I'inclinaison du plan. (Darboux, 1864)

i Tradugdo (portugués):

: Um plano arbitr@rio pode corté-lo (o toro) segundo curvas cuja forma depende
essencialmente da inclinagdo do plano. (Darboux, 1864)

As segoes do toro ja eram conhecidas desde o século XVII, sobretudo
em problemas de mecdnica e optica que exploravam intersegoes
entre superficies e planos.

Explore no
Geodaebra: Foi Jean-Gaston Darboux, em 1864, quem organizou o estudo
9 ‘ sistematico dessas curvas no artigo Sur les sections du tore. Nesse
- trabalho, ele:
Ok, RO g
e 1. Apresenta uma parametrizagdo adaptada ao plano secante, que

permite descrever a intersegcdo com clareza;

2. Analisa a simetria e a estrutura das curvas obtidas;

3. Discute casos notdaveis (Cassini, Bernoulli, Villarceau);

E am J n
. . 4. E propde uma leitura geométrica refinada, antecipando ideias
Click aqui que mais tarde se consolidariam na geometria diferencial moderna.
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1. AS OVAIS DE CASSINI

As ovais de Cassini sdo curvas definidas pelo
conjunto de pontos P do plano cujo produto das
distancias a dois focos fixos Fl e F2 & constante:

|PFy| - |PFy| =k

Introduzidas por Giovanni Domenico Cassini em
1680, essas curvas generalizam a elipse, mas trocam
a soma das distdncias focais pelo produto. Por isso,
podem assumir formas que vdo desde duas
componentes desconexas até uma oval convexa,
passando pela curva critica da familia: a lemniscata Figura 2.7 — Duas componentes desconexas.
de Bernoulli.

Quase dois séculos depois, Jean-Gaston Darboux
mostrou que elas surgem naturalmente ao cortar um
toro por um plano vertical, revelando uma ponte

elegante entre curvas focais classicas e a geometria
diferencial do toro.

Quando representadas com os focos em (20,0), sua
forma algébrica cldssica é:

[(z—a)® +9*] - [(z+a)*+¢*] =

Figura 2.8 — Lemniscata de Bernoulli.

As ovais de Cassini surgem como cdadsos especidis
das segbes toéricas verticais. Ao cortar o toro por um
plano paralelo ao eixo de revolugdo (¢=0) e restringir
a equagdo da seg@o térica ao proprio plano (v=0),
obtém-se:

(u2+p2+v2+R2 _7,2)2 — 4R? (u2+p2)

Com b?=R?-r?, essa qudrtica plana torna-se
equivalente a forma cldssica de Cassini com x=u,
y=p, a=R, c=b. Assim, a seg¢d&o vertical do toro

coincide exatamente com uma oval de Cassini. Figura 2.9 — Oval convexa.

Darboux demonstra que, ao variar a posi¢cdo do
plano vertical (controlada pelo paré@metro p),

e Duas Componentes desconexas, se c < q;

surgem as trés morfologias cldssicas da familia: e Lemniscata de Bernoulli, no caso critico,

sec=aq;

Sua andlise combina o rigor algébrico com uma

visdo geométrica refinada e & essa leitura que

. . . . . e Oval convexa e simples, se ¢ > a.
inspira diretamente o material desta revista.
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SECAO MATEMATICA

2. ALEMNISCATA DE BERNOULLI

2

A lemniscata de Bernoulli & a curva Na forma polar, sua expressdo elegante é:
que surge no caso critico da familia
das ovais de Cassini. Na forma cléssica: r2 — 92q2 cos(26),

[(z—a)?+ %] - [(z +a)? +y*] =, o
destacando sua simetria e estrutura de
ela aparece quando duplo lago.

c=a,
Introduzida por Jakob Bernoulli no século XVII, a
lemniscata nasceu do estudo de problemas de
quadratura e de modelos astrondmicos. Sua
forma de lago, derivada do latim lemniscatus,
tornou-se um dos simbolos cldssicos da
matematica.

isto &, quando o produto das distdncias
aos dois focos atinge o valor exato em
que duas componentes desconexas se
fundem em um Unico lago simétrico: a
famosa forma de “«".

No artigo Sur les sections du tore (1864), Darboux reconhece a lemniscata como o limite critico

natural das se¢des planas do toro, mesmo sem nomed-la diretamente. Ela representa, para ele,
o0 ponto em que duas componentes se unem por simetria.

». y
R=3 r=1 3 -
a=180° $=0°
®
p=2 2
— e
< o, -
o N - > \
/ ~ - \
{ h 1 u
-10 -8 - -4 -2 N / a 6 ] 10
\\ /_,-"/ - e ? /'
\-._____a/ kT = e
-z

ra

Figura 2.10 — Lemniscata de Bernoulli, caso critico (c =aq).
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3. CIRCULOS DE VILLARCEAU

P

Os circulos de Villarceau aparecem quando o toro é cortado por um plano obliquo muito
especifico, inclinado de modo a passar por dois pontos diametralmente opostos da
circunferéncia maior do toro.

Nesse dngulo Unico, a interse¢gdo, normalmente uma curva qudrtica, se degenera em duas
circunferéncias congruentes, simétricas e perfeitamente inseridas na superficie.

Os circulos foram observados pela primeira vez por Jean-Baptiste Villarceau, em 1848,
i durante estudos geométricos ligados & Astronomia. Sua descoberta foi apresentada a
i Académie des Sciences e rapidamente se tornou uma curiosidade matematica: um corte
obliquo que, inesperadamente, produz dois circulos perfeitos.

Essa € uma das segbes mais elegantes do toro: duas curvas circulares surgem como se
fossem “linhas escondidas”, reveladas apenas no plano correto.

Considere um toro de parédmetros R>r>0.
Darboux (1864) demonstra que existe o I P ——

um Unico dngulo ¢ para o qual a segdo : |
térica se torna circular. Esse dangulo | | \ \
satisfaz: L % | 4 /

tan = T

¥ VRZ_r2
No sistema intrinseco do plano de
corte, a equacgdo geral da sec¢do térica
se reduz, sob a condi¢cdo de Villarceau,
ao produto de duas circunferéncias:

2 ou (u+p)?+y*=p

(w=p)+y*=p

Ou seja: uma qudartica degenerada em
duas cénicas. Cada circulo é tangente
ao toro em dois pontos, formando o par

simetrico que caracteriza a SeQGO de Figura 2.11 - Toro cortado por plano obliquo especifico,
Villarceau. produzindo os dois circulos de Villarceau.

Somente em 1864, no artigo Sur les sections du tore, Jean-Gaston Darboux forneceu a
andlise completa: explicou o dngulo, descreveu a degeneragdo da qudrtica e mostrou por

que surgem exatamente duas circunferéncias.

As trés secgdes toricas, Cassini, Bernoulli e Villarceau, mostram que o toro abriga uma
variedade surpreendente de curvas cldssicas. Cada plano revela uma forma distinta. Assim,
encerramos este percurso retomando a ideia central de Darboux: a inclinagdo do plano
transforma tudo.
1
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TRAJETORIAS EM DIALOGO

O TORO SOB QUATRO PERSPECTIVAS

A presente secdo reune quatro olhares complementares sobre o toro, a geometria

diferencial e o

lugar da Histéria da Matemdatica na compreenséo da matematica

contempord@nea. As entrevistas mostram como pesquisa, ensino e histéria se cruzam para
iluminar temas que atravessam mais de um século de debates: de Darboux ao século XXI.

Marcos Craiser

Doutor pelo IMPA e professor da
PUC-Rio, atua em geometria
diferencial, singularidades e
aplicagées modernas a viséo
computacional.

Alejandro Cabrera

Doutor em Matematica e
professor da UFRJ, trabalha
com geometria, fisica
matematica e modelos

geomeétricos que aparecem em
teorias contemporéneas.

Anderson Vargas

Doutor pela PUC-Rio, professor
do Colégio Pedro II, pesquisa
ensino de geometria, formagéo
docente e perspectivas
didaticas para o toro e outras
superficies.

POR QUE CONVIDAMOS ESSES PESQUISADORES?

A escolha dos entrevistados reflete a diversidade de
perspectivas que o toro e suas segdes suscitam:

e Craizer, pela profundidade
diferencial classica;

na geometria

e Cabrera, pela articulagdo entre geometria e
fisica contemporéneaq;

* Vargas, pela ponte entre histéria, ensino e

formagdo de professores.

e Ferreira, pela leitura historiografica do século
XIX, destacando praticas matematicas,
circulacdo de ideias e a prépria formacdo do
historiador da matematica no Brasil.

Juntos, oferecem um panorama que conecta
Darboux ds discussfes atuais em matematica.

Magno Ferreira

Doutor em Ensino e Histéria da
Matematica e da Fisica pela UFRJ,
professor do IFRJ, investiga
praticas matematicas do século
XIX, teoria dos invariantes e
formagdo do historiador da
matematica no Brasil.

COMO CHEGAMOS AS PERGUNTAS?

A formulagdo das perguntas partiu das leituras
realizadas para esta edigdo, do estudo das
segbes téricas e da busca por compreender
como temas que surgem em Darboux podem
ser revisitados no presente. Procuramos saber:

Como se dda hoje a formagdo em geometria
diferencial?

O toro permanece
contempord@nea?

relevante na pesquisa

Que vinculos mantém com a Fisica?

De que modo a Histéria da Matematica pode
aproximar esses temas do ensino?

O que a historiografia do século XIX revela
sobre a formagdo da matematica moderna?

A seguir, vocé encontrard o dialogo completo com Marcos Craizer, Alejandro Cabrera, Anderson
Vargas e Magno Luiz Ferreira, revelando como o toro continua vivo na matematica contemporanea.
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TRAJETORIAS EM DIALOGO

ENTREVISTA COM MARCOS CRAIZER

Nesta conversa, Marcos Craizer revisita a formagdo em geometria diferencial, comenta caminhos de
pesquisa e destaca como a histéria e as aplicagdées ajudam a ampliar o alcance da drea. Suas
respostas oferecem uma viséo clara e atual do campo, mantendo o diGdlogo com suas raizes classicas.

Marcos Craizer

Marcos Craizer doutorou-se pelo IMPA em 1989 e é professor do
Departamento de Matematica da PUC-Rio desde 1988. Sua drea
Y de pesquisa se situa entre a Geometria Diferencial Afim e a
Teoria de Singularidades. Tem também interesse em Geometria
Discreta, considerando suas aplicagées em Visdo Computacional.

Curriculo Lattes: https://lattes.cnpg.br/8432199070549609

1. Como se da a formagdo matematica de um estudante que segue a linha da geometria diferencial?

MC: A Geometria Diferencial & uma drea classica da matemdatica e estd diretamente relacionada ao
surgimento do cdlculo diferencial e integral. Ela possui uma teoria bdsica importante, envolvendo curvaturas
e geodésicas. Apds aprender essa teoria fundamental, o estudante tem um leque enorme de possibilidades

para seguir. Vejamos algumas delas:

Geometria Riemanniana, que generaliza a geometria cldssica para dimensdes
maiores;

Geometrias afim e projetiva, que enfocam propriedades invariantes pelos respectivos
grupos de transformacgoes;

Geometria hiperbdlica, também conhecida como geometria ndo euclidiana;

Geometria conforme, que considera objetos invariantes pelas transformacgées de
Mobius;

Geometria de Lorentz—Minkowski, associada & Teoria da Relatividade.

Uma linha mais recente € a chamada Geometria Diferencial Discreta, que estuda versdes discretizadas dos
conceitos da geometria diferencial. Também & importante mencionar que a drea estd fortemente
relacionada ds equagdes diferenciais parciais, pois inlmeras classes relevantes de superficies séo definidas

a partir de EDPs.
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TRAJETORIAS EM DIALOGO

ENTREVISTA COM MARCOS CRAIZER

2. O toro ainda é um objeto de estudo em geometria

diferencial classica? Ha novidades recentes que TERMOS-CHAVES:
envolvem essa tematica? :

(1) Geometria diferencial:

MC: O toro é uma variedade compacta muito rica em "
Ramo da matemdtica que estuda

: curvas e superficies  usando
admite campos de vetores sem singularidades, possui uma i ferramentas do  cdlculo, como

propriedades matemdticas importantes. Alguns exemplos: ele

forma simplética ndo degenerada e &€ um grupo de Lie. Essas i  derivadas, curvaturas e equagoes

caracteristicas fazem do toro um exemplo fundamental em diferenciais.

Topologia Algébrica, Geometria Simplética e na teoria de (2) curvatura gaussiana:

Grupos de Lie, todas elas dreas que continuam sendo objeto . L
Quantidade intrinseca que descreve

como uma superficie se curva em
: cada ponto. E obtida pela segunda
3. 0 senhor acredita que a Historia da Matematica pode i forma fundamental e central no

de pesquisa atual em matematica.

ajudar a despertar interesse pela tematica ou mesmo { Teorema Egregium de Gauss.

popularizar resultados da geometria diferencial entre (3) Geodésicas:

alunos de licenciatura em Matematica ou de cursos de
Curvas de menor comprimento local

: sobre  superficies, generalizando
na graduacgao? ! linhas retas. Marcos as menciona
i como eixo formativo e de pesquisa.

Fisica que néo tiveram contato direto com a disciplina

MC: Sim. A histéria &€ fundamental para que o aluno entenda a
evolugdo da matematica como um todo, em particular da (4) superficies de Riemann:

eometria. A geometria diferencial teve inicio no século XVIll, .
9 9 Superficies dotadas de estrutura

com Gauss definindo a curvatura gaussiona de uma complexa, fundamentais na andlise

superficie, definicdo que  permitiu demonstrar a ¢ complexa, na geometria conforme e

impossibilidade de construirmos mapas planos da Terra sem i Gl fendmenos geomeétricos
: modernos.

distor¢gdo das disténcias. Como a questdo de representar a

Terra era muito importante na época, a curvatura gaussiana .
. (5) Grupos de Lie:
ganhou grande relevancia.

Estruturas que modelam simetrias
continuas. Aparecem na fala do

: i i . . : Marcos ao relacionar geometria
diferencial, como as aplicagdes do toro a Fisica, junto a : aiEreraell dieiie o e

4. E possivel abordar temas complexos da geometria

alunos de graduagdo, com o objetivo de despertar

interesse pela area? i (&) sistemas dinamicos:

MC: Sim, & possivel. Um exemplo sdo as séries de Fourier no i  Estudo da evolugdo temporal de
!  estados. Surge como ponte entre

geometriq, fisica e modelagem, parte
importante das respostas dele.

toro, associadas a fungées duplamente peridédicas. Essas séries
de Fourier, tanto continuas quanto discretas, tém muitas
aplicagdes praticas em processamento de imagens.
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TRAJETORIAS EM DIALOGO

ENTREVISTA COM ALEJANDRO CABRERA

Alejandro Cabrera apresenta uma visdo ampla e precisa sobre o toro e suas multiplas aparigées na
matematica e na fisica. Ao discutir movimentos quase periédicos, sistemas integrdveis e estruturas
modulares, suas respostas mostram como a geometria diferencial dialoga naturalmente com ideias

fundamentais da fisica contempordnea.

Alejandro Cabrera

Doutor pela Universidad Nacional de La Plata (Argentina), onde
também se formou em Fisica e professor titular do Departamento
de Matematica da UFRJ. Atua em geometria diferencial, com foco
em estruturas de Poisson, geometria simplética, algebroides de
Lie e aplicagdes & mecdnica geométrica e & fisica matematica.

Curriculo Lattes: https:/lattes.cnpg.br/3572545055404883

1. O toro ainda é um objeto de estudo relevante na geometria contempordanea?

2. Quais sdo os principais resultados em Fisica que envolvem a geometria do toro?

AC: O toro pode ser pensado como um objeto
matematico de grande relevéncia tanto na geometria
contempordnea quanto nas suas aplicagées em Fisica.
Suas aparigbes em diversas teorias sdo vdrias, indo da
descrigdo de movimentos peridédicos e quase peridédicos
no contexto da mecdnica até o estudo de formas
modulares e teorias de cordas. A seguir, descrevo
brevemente algumas destas questdes.

O toro pode ser pensado como parte de uma familia de
toros n-dimensionais, comec¢ando pelo 1-dimensional,
que é um circulo. O circulo, em si, j& entra em jogo
modelando varidveis angulares, movimentos periédicos
(como aquele de um péndulo), modelando condigées
de contorno periédicas e através da teoria de séries de
Fourier, na qual se pode decompor sinais (por exemplo,
de som ou de circuitos) em harménicos. Ainda, o circulo
tem aplicagdes mais sofisticadas, como aquela na qual
representa “graus de liberdade internos” na teoria do
eletromagnetismo qudntico.

O “toro” mais famoso corresponde ao caso 2-
dimensional e pode ser pensado como modelando
duas variaveis periédicas. Por outro lado, ele j&
apresenta caracteristicas mais ricas do que no caso de
I-dimensdo, pois essas duas vari@veis podem ser
combinadas, dando lugar a movimentos mais
complexos chamados de quase peridédicos. Em casos
extremos, nos quais essa combinagdo é “irracional”, as

trajetérias subjacentes sdo densas, no sentido de que,
sem importar onde comegam, elas passam
arbitrariamente perto de qualquer outro ponto.

Um lugar onde estes aspectos do toro se realizam, que
€ um dos meus favoritos, & na teoria dos chamados
sistemas completamente integrdveis, no contexto

amplo da geometria simplética e da fisica-
matematica. Aqui, desenvolvem-se teorias
matemdaticas nas  quais  critérios  geométrico-

diferenciais relativos ao espago de estados de um
sistema mecdnico garantem a existéncia de
coordenadas especiais, chamadas de agdo-angulo, nas
quais o sistema admite uma descrigdo explicita. E
interessante notar que, nesta teoria, as coordenadas
“@ngulo” subjacentes de fato correspondem a um toro!
As trajetérias correspondentes sdo movimentos quase
periddicos.

Tem muitas outras aplicagdes dos toros: andlogos n-
dimensionais da teoria de Fourier, no caso 2-
dimensional, o toro pode ser munido de diferentes
estruturas de superficie de Riemann, parametrizadas
por um “par@metro modular” que desempenham um
papel central na teoria de certas fungdes especiais;
ainda, em um contexto mais sofisticado, o toro entra na
famosa teoria de cordas modelando a trajetéria
periddica de uma corda também peridédica, dentre
outras.
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TRAJETORIAS EM DIALOGO

ENTREVISTA COM ALEJANDRO CABRERA

3. Como a Histéria da Matemadtica pode
contribuir para a popularizagéo desses

conhecimentos?

AC: Penso que uma das formas em que a
Histéria da Matemdtica pode contribuir é
descrevendo os processos e 0s contextos nos
quais os conhecimentos foram desenvolvidos
pela primeira vez, j& que essa perspectiva
implica percorrer o caminho natural que os
pesquisadores tomaram para chegar a essas
teorios, antes de serem sofisticadas e
tecnificadas, tornando-as mais acessiveis.
Ainda, conhecer o percurso que os conceitos
tiveram desde seu nascimento até a
atualidade também ajudaria  na sua
compreens@o por parte do publico ndo
especializado.

4. Esses resultados sdo de compreenséio
exclusiva de matematicos de carreira ou
podem ser apresentados, de forma

acessivel, a estudantes de graduagédo
em Matemadtica ou Fisica?

AC: Sim, esses resultados, em sua grande
maioria, podem ser apresentados e
entendidos por estudantes de graduagdo em
matematica e fisica. Além disso, isso de fato
acontece, embora das vezes de maneira
“implicita”, no momento de aprender outras
teorias mais gerais (como na teoria de
Fourier ou na mecdnica classica, jé
mencionadas). Uma vez apresentados os
elementos mais fundamentais, os estudantes
podem ter uma nogcdo de teorias mais
avangadas por analogia e extrapolagdo do
que ja foi aprendido. Um exemplo disso
ocorre quando se explicam fendmenos muito
complexos de mecdnica qudntica ou, ainda,
de teoria de campos qudntica, por analogia
com movimentos harmdnicos de um
péndulo. O mesmo também se aplica em
contextos de matemdtica pura.

TERMOS-CHAVES:

(1) Toro n-dimensional:

Produto de n circulos (T"). Surge como espago de fases
angulares em sistemas integrdveis e em generalizagcées
multidimensionais da teoria de Fourier.

(2) Movimentos quase periédicos:

Dinémicas com vdrias frequéncias independentes. N&o
sdo peridédicas, mas permanecem em toros invariantes
e podem preenché-los densamente quando hé razdes
irracionais entre as frequéncias

(3) Trajetéria densa:

Orbita que passa arbitrariamente perto de qualquer
ponto do toro. Em sistemas integraveis, aparece quando
a dinédmica linear nos dangulos tem frequéncias
irracionais.

(4) sistemas completamente integraveis:

Sistemas hamiltonianos com integrais em involugdo;
pelo teorema de Arnold-Liouville, suas 6rbitas
confinadas vivem em toros invariantes com dindmica
quase periddica.

(5) Coordenadas agéo—angulo:

Coordenadas candnicas nas quais as agdes
permanecem constantes e os dngulos evoluem
linearmente sobre um toro invariante.

(6 ) Parametro modular:

Nimero complexo T no semiplano superior que
classifica as estruturas complexas do toro 2D, até
equivaléncia por transformagdes modulares.

(7) Teoria das cordas:

Modelo em que cordas 1D substituem particulas. Toros
aparecem como superficies de mundo periédicas de
cordas fechadas ou como espagos de compactificagdo.

Produto Educacional PROFMAT

>



Edicdo 1- 2025

TRAJETORIAS EM DIALOGO

ENTREVISTA COM ANDERSON REIS DE VARGAS

O didlogo com Vargas mostra como a Histéria da Matematica pode tornar a Geometria Diferencial
acessivel e inspiradora. Ao conectar formagdo docente, modelos geométricos e propostas de sala
de aula, a entrevista aproxima ideias como curvatura e geodésicas de um publico amplo,
destacando o potencial do toro e de outras superficies como ferramentas de imaginagdo

cientifica.

Matematica.

curriculares da Licenciatura em
disciplina de Geometria
Como vocé chegou ao
Diferencial vindo da
licenciatura? Quais facilitaram o
entendimento mais global da disciplina?

1. Nas grades
Matematica no Brasil, a
Diferencial esta ausente.

doutoramento em Geometria

Cursos seu

AV: Fiz Llicenciatura na Universidade Federal de
Santa Catarina no inicio da década de 2000, ano
em que comegou uma reformulag¢do curricular na
qual ndo havia o curso de Geometria Diferencial,
assim como outras disciplinas que constavam
apenas da grade do Bacharelado em Matematica.

Com intuito de seguir a carreira académica, fui
orientado a fazer eletivas do Bacharelado, o que
incluiu quatro disciplinas de Cdlculo e duas de
Algebra Linear, que tinham carga horaria maior do
que as da Llicenciatura e apresentavam alguns
objetivos diferentes. Além destas, cursei Andlise e
Equacgdes Diferencias Ordindrias. J& no IMPA tive a
oportunidade de aprofundar os conhecimentos
em Andlise, Medida, Algebra e, por fim, Geometria
Diferencial.

Acredito que este percurso com bons cursos de
Cdlculo, Algebro Linear e, sobretudo, os cursos de
Andlise, foram fundamentais para a continuidade
na drea de Geometria Dferencial.

Curriculo Lattes:

Anderson Reis de Vargas

Doutor em Matematica pela PUC-Rio, com Licenciatura em
Matematica pela UFSC e Mestrado Profissional em Matematica
pela SBM/PUC-Rio. Bacharel em Letras - Portugués/Latim pela
UERJ, é professor do Colégio Pedro Il, onde atua no Ensino
Fundamental, no Ensino Médio e na Especializagdo em Educagdo

https://lattes.cnpq.br/6047836539674695

No doutorado, complementei
com Geometrias ndo Euclidianas, Geometria
Algébrica e Geometria Riemanniana, e em
minha tese trabalhei com Geometria Diferencial
Discreta. De modo geral, ndo acredito que as
disciplinas exclusivas da Licenciatura teriam
dado a bagagem necessdria para encarar a
pesquisa em Geometria Diferencial. Entretanto,
acredito que o curso de licenciatura prové o
professor das ferramentas necessdrias para
que ele possa ser autodidata em Geometria
Diferencial a partir de livros-textos tradicionais
da drea, pelo menos para entender alguns
conceito importantes, como curvatura e
geodésica.

esta formacgdo

2. Sendo professor da educagdo basica e da pés-
graduacdao, vocé acredita que a Histéria da
Matematica como metodologia pode despertar no

jovem aluno, no futuro professor em formagdo e no
pés-graduando as belezas da Geometria Diferencial,
mesmo sem conhecé-la formalmente? Vocé pode
contribuir com alguns exemplos?

AV: Acredito e defendo o uso da Histéria da
Matematica (HM) como metodologia no ensino
de Matemdtica, e acho possivel utiliza-la em
qualquer contetdo de Matemdatica do Ensino
Bdasico.
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A maior dificuldade se encontra no fato de que, em
geral, o professor de Matemdatica ndo estd
habituado com o trabalho de pesquisa necessdrio
para a criagdo de atividades baseadas em HM, seja
por desconhecimento matematico, seja por falta de
nogdes metodoldgicas, assim como se vé tolhido
pelas pressdes existentes no cotidiano escolar.

A geometria diferencial & muito rica em exemplos
que permitem discussdes sobre temas importantes
com resultados aparentemente simples, mesmo que
a matemdtica computacional envolvida seja
complexa e esteja além da formagdo inicial do
professor. Por exemplo, & possivel trabalhar com
modelos de Geometria Hiperbdlica para a discusséo
do problema das paralelas, com ou sem uso dos
niameros complexos, com abordagens mais
conceituais e com uso de softwares de geometria
dinédmica.

A geometria escolar, exclusivamente euclidianag,
aponta para resultados que fazem a Matemadatica
parecer acabada. O conceito de geodésica, por
exemplo, naturalizado na forma da reta em espagos
euclidianos, pode ser facilmente subvertido
mudando o espago, e o conhecimento do professor
sobre isso & imprescindivel para que atividades
sobre o tema sejam construidas e bem executadas.

3. Vocé pensa ser possivel criar alguma atividade
envolvendo o toro tradicional

candénico no Ensino
Fundamental I1?

AV: Acredito que um trabalho sobre mapas seria
muito interessante com os estudantes dos Anos
Finais do Ensino Fundamental, visto que este € um
tema trabalhado em Geografia. Entretanto, € muito
comum a discussdo em torno de mapas a partir da
superficie esférica, visto que este &€ o formato do
nosso planeta. E se nosso planeta tivesse a forma de
uma rosquinha de polvilho? Este seria um bom titulo
para um trabalho envolvendo o toro no Ensino

Fundamental.

A geometria se preocupa em grande parte do
conceito de medida e isto se aplica
diretamente a mapas. A partir de objetos do
cotidiano, como uma boia infantil ou um pneu,
podem ser levantadas algumas perguntas:
como poderiamos pensar em disténcias nesse
universo? o que seriam as “retas”? como a
forma do planeta afetaria a realidade de seus
moradores? como esta forma afetaria os
resultados geomeétricos aos quais estamos
habituados?

Para tratar o tema da distédncia, os estudantes
poderiam riscar os caminhos no toro e medir o
comprimento com o uso de um barbante, por
exemplo. Isso permitira a exploragcdo de
conjecturas essenciais para a construgdo do
conhecimento a ser formalizado pelo
professor.

Este tema j& foi explorado na ficgdo cientifica,
em livros e séries, que podem agregar valor &
discussGdo do professor e potencializar o
interesse dos estudantes. A série televisiva The
Magicians apresenta um planeta toroidal, por
exemplo. A série Halo possui vdarios planetas
construidos em formato de anel. Embora ndo
sejam toroidais, mas cilindricos, podem
enriquecer as discussbes com os estudantes.
H& um video bastante curioso no YouTube que
explora questdes fisicas no caso de uma Terra
toroidal. Estes s@o apenas alguns exemplos
que me vem a memoria, mas tenho certeza
que muito pode ser encontrado e usado para
enriquecer o repertdério do professor nesse
tema.

BOX: Ficgdo cientifica e o toro

-
]
.
.

e The Magicians (trilogia de Lev Grossman e
adaptagéo para TV)

* Halo (franquia de jogos e série)

e Video: “E se a Terra tivesse a forma de um
donut?” (YouTube)
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No didlogo com Ferreira, a Histéria da Matematica surge como chave para compreender as
transformacgdes do século XIX. Suas reflexdes sobre praticas matematicas, circulagdo de ideias,
mudangas de rigor e atuagdo de figuras centrais revelam o movimento intelectual que sustentou

a formagdo da matematica moderna.

1. Como se da a formagdao de um historiador da

matematica?

MF: A formagdo do historiador da matematica no
Brasil ocorre de modo difuso. Ndo h&d um percurso
Gnico ou institucionalizado; o que existe sdo
trajetérias que convergem, por diferentes caminhos,
para esse campo de pesquisa.

Geralmente, tudo comega com um interesse inicial
pela histéria, muitas vezes um interesse quase
romaéntico, alimentado por biografias de
matematicos, narrativas histéricas e curiosidades
sobre descobertas. Esse impulso primeiro conduz o
futuro historiador  a determinados grupos
académicos, e €& essa aproximag¢do inicial que
molda as diregées da formacgdo.

Dependendo do grupo ao qual o estudante se
vincula, caminhos distintos se abrem. Em espagos
dedicados & historia dos conceitos matematicos, o
foco recai sobre as praticas matematicas,
expressdo que utilizo para designar as agoes,
técnicas e modos de argumentar caracteristicos de
cada periodo histérico. J& em grupos voltados a&
histéria da educagdo matematica, as preocupagoes
se deslocam para fontes institucionais, trajetérias
biograficas e processos de circulagdo do
conhecimento. Trata-se igualmente de histéria da
matematica, mas com énfases diferentes.

Produto Educacional PROFMAT

Curriculo Lattes:

Magno Luiz Ferreira

Doutor em Ensino e Histéria da Matematica e da Fisica pela UFRJ,
com Mestrado em Ensino de Matematica pela UFRJ e Licenciatura
em Matematica pela UFRRJ. Professor do Instituto Federal do Rio
de Janeiro (IFRJ),
Matematica, teoria dos invariantes, comunidades de praticas e
polinémios homogéneos.

atua principalmente em Historia da

https://lattes.cnpq.br/6047836539674695

Por isso digo que a formacgdo é difusa: ela depende
de onde esse interesse inicial conduz o pesquisador.
No meu caso, essa aproximagdo ocorreu pela via da
historia dos conceitos; em outras trajetérias, o ponto
de partida é a histéria institucional ou educacional.

Apbs essa primeira etapa, surge um momento
decisivo: o contato com as técnicas historiograficas.
Para quem vem de outras dreas, como eu, que vim
da educagdo, essa descoberta € transformadora. O
trabalho histérico exige aprender a olhar o passado
com os olhos do passado, evitando anacronismos e
reconhecendo que praticas matematicas e
instituicées sdo inseparaveis dos contextos sociais
em que se inserem.

Por fim, hd a etapa em que o historiador encontra
suas ferramentas metodoldgicas: andlise de redes
de textos, hermenéutica, estudo de obras completas,
investigagdo de materiais didaticos, entre outras. A
escolha dessas ferramentas define, em grande
medida, o tipo de historiador que cada um se
tornard.

Assim, Magno pensa a formagdo do historiador
da matematica em trés grandes etapas:
¢ O despertar do interesse pela historia; :
¢ A descoberta de diferentes modos de fazer histéria da
matematica; :
e A aprendizagem das técnicas de investigagdo, que
configuram a identidade do pesquisador. ;
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2. O que ha de curioso ou importante na geometria do século XIX sob

o olhar da histéria da matematica? Destqque historico:

MF: Ao olhar para a geometria do século XIX, destaco
especialmente o cendrio do Reino Unido, que apresenta um
desenvolvimento marcado por tensdées entre uma tradigdo
sintética e a chegada de métodos analiticos provenientes do
continente europeu. Durante muito tempo, o prestigio de Newton « adescoberta e classificagdo
influenciou fortemente o ensino e a produgdo cientifica britdnica,
sustentando uma percepgéo geométrica fortemente ligada as
abordagens sintéticas.

No século XIX, a geometria passa
por trés viradas fundamentais:

das geometrias ndo eucli-
dianas;

Enquanto isso, na Alemanha e em outros centros europeus, a
geometria avangava rapidamente com o uso de métodos
analiticos, coordenadas homogéneas e o estudo das curvas
algébricas. Os trabalhos de Pltcker, publicados entre 1828 e 1829,
sdo fundamentais nesse processo ao introduzir novas formas de

representagdo geométrica e abrir caminho para uma geometria
projetiva analitica. i ¢ osurgimento das bases da

dlgebra linear.

e areformulagdo do rigor
matematico;

Essas ideias chegam gradualmente ao Reino Unido ao longo das

décadas de 1810, 1820 e 1830. Em determinado momento, : ;
matematicos britdnicos reconhecem que as abordagens Essas transformagées redefinem
analiticas eram  essenciais para investigar problemas i
geomeétricos mais amplos. A partir da década de 1850, observa-se
uma produgdo intensa envolvendo geometrias em duas, trés e
mais dimensdes, em conjunto com o desenvolvimento da teoria : :
dos invariantes, impulsionada pelos trabalhos de Sylvester e PR
Cayley.

o que se entende por “fazer
matematica” e moldam profun- :
damente o século XX. :

P P PP PP . Essa base prepara o terreno para uma das contribuigbes mais
: De modo geral, Magno : emblemé:(icos do sécu.lc.): o f’rogrumu de Er’angen, dfa Felix Klein,
. . que propde uma classificagdo das geometrias a partir de grupos
destacatrés cont"bu'?oes i de transformacdes. Nesse enquadramento, a geometria projetiva
centrais do século XIX: i aparece como a geometria mais geral, da qual a euclidiana é um

i caso particular.
e as geometrias ndo euclidianas

. - Fora do contexto britGnico, outras contribuicbes também
e sua classificagdo no

i merecem destaque. Os trabalhos de Cauchy inauguram uma
Programa de Erlangen; { nova nogdo de rigor matematico, redefinindo limites, derivadas e
i integrais e langando bases que seriam consolidadas no inicio do
século XX. A algebra dos polindmios ganha novos rumos com as
contribuicées de Abel e Galois, fundamentais para a teoria das

¢ a nova nogdo de rigor
introduzida por Cauchy;

« as praticas que constituem os i extensdes de corpos.
pilares da dlgebra linear ! Finalmente, no final do século XIX, surgem prdticas que se
moderna. i tornardo os alicerces da dlgebra linear moderna: determinantes,

sistemas lineares, eliminagdo e vetores, presentes nos trabalhos
de Hamilton, Sylvester, Cayley, Grassmann e outros.
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3. Quais figuras e resultados mais importantes do século XIX merecem ser levados para o ensino basico e para a

formacao universitaria?

MF: Ao pensar nas figuras mais importantes do século
XIX, costumo organizd-las de forma cronoldgica, pois
as contribuicoes desse periodo se encadeiam e
ajudam a compreender a estruturagdo da matematica
moderna.

No inicio do século, destacam-se personagens como
Olry Terquem (1782-1862) e Joseph Liouville (1809-
1882), muito influentes na Franca. No Reino Unido,
figuras como Duncan Gregory (1813-1844) e Archibald
smith (1813-1872), embora menos conhecidas,
desempenharam papel essencial ao fundar e manter
peridédicos especializados que impulsionaram a
circulagcdo de ideias matematicas e fortaleceram o
ambiente cientifico britdnico.

Também  merecem atengdo os compiladores,
responsdveis por organizar e apresentar o que estava
sendo produzido. Na Francga, Michel Chasles (1793-
1880) reuniu contribuicées fundamentais sobre
geometria. No Reino Unido, George Salmon (1819-1904)
sistematizou a teoria dos invariantes e as formas
algébricas; e, na Alemanha, Wilhelm Meyer (1856-1934)
elaborou um levantamento abrangente sobre a relagdo
entre invariantes e geometria projetiva no final do
século.

Entre os grandes nomes amplamente reconhecidos,
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) & incontorndavel.
Suas contribui¢des reformularam noc¢des bdsicas de
limite, derivada e integral, instaurando um novo rigor
matematico que marcaria profundamente o século XX.
Na éalgebra, Niels Henrik Abel (1802-1829) e Evariste
Galois (1811-1832) transformaram a teoria dos
polinémios e inauguraram novos caminhos conceituais.

No contexto briténico, o trio Arthur Cayley (1821-1895), i
James Joseph Sylvester (1814-1897) e o ja mencionado
no i

George Salmon exerceu papel central
desenvolvimento da teoria dos invariantes e na ‘i
insergdo da matematica briténica no cendrio :

internacional. Na Franga, Jean-Victor Poncelet (1788-
1867) contribuiu decisivamente para a geometria
projetiva, ainda antes de sua consolidagdo analitica. i
Charles Hermite (1822-1901) também se destaca por i

seus trabalhos sobre polindmios homogéneos e curvas
algébricas.

Destaco ainda Jean-Gaston Darboux (1842-1917),
cuja obra extensa atravessa o final do século XIX e
reine estudos de geometria, andlise e teoria das
superficies. Seu conjunto de cursos e pesquisas
permanece como referéncia importante.

No Reino Unido, Augustus De Morgan (1806-1871)
simboliza a figura do professor de matematica do
periodo: matematico influente, primeiro presidente
da London Mathematical Society e responsdvel por
consolidar uma rede institucional duradoura.

No final do século, Felix Klein (1849-1925)
desempenha papel decisivo. Seu Programa de
Erlangen redefine a classificagdo das geometrias e
estabelece a geometria projetiva como a mais geral,
propondo uma reorganizagdo profunda do campo e
influenciando reformas educacionais que
alcangcaram o ensino secunddrio europeu.

Outras figuras relevantes incluem Paul Gordan (1837-
1912), com resultados sobre a finitude da teoria dos
invariantes; Alfred Clebsch (1833-1872), que articulou
invariantes e geometria; e Edwin Elliot (1851-1935),
autor de um importante tratado de 1895 sobre a
teoria dos invariantes.

Esses personagens, cada um & sua maneiraq,
compdéem o panorama vibrante da matematica
do século XIX e ajudam a compreender por que
esse periodo permanece tdo influente para o
ensino e para a pesquisa contempordanea.

Figuras-chave do século XIX:

Cauchy (rigor analitico)

Plucker (geometria projetiva)

Abel e Galois (estruturas algébricas)
Cayley e Sylvester (teoria dos invariantes)
Hermite (formas algébricas)

Klein (classificag@o das geometrias)

Produto Educacional PROFMAT

2]
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SECOES TORICAS NO GEOGEBRA
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As segbes do toro estudadas por Jean-Gaston Darboux em 1864 podem ser visualizadas com
precis@do no ambiente tridimensional do GeoGebra. Esta primeira parte apresenta uma
exploragdo direta: um modelo pronto, acessivel por link ou QR Code, que permite observar
como a inclinagdo de um plano transforma a curva de interse¢gdo com o toro.

P

A proposta é simples, mas revela de forma imediata a riqueza geométrica do toro como

laboratério natural de curvas cldssicas.

1. Acesse a construgdo

Escaneie o QR Code ou utilize o link abaixo para abrir o modelo:

e toro ja construido,
e plano secante controlado por um deslizante,
e curva de intersegdo atualizada em tempo real.

2. O que observar na exploracédo

A variagdo continua do dngulo ¢ gera diferentes morfologias de
curvas. O modelo permite visualizar trés fendbmenos centrais
descritos por Darboux:

A. Segdes verticais — Ovais de Cassini

O plano vertical produz:

e duas componentes desconexas,
e |lemniscata critica,

e oval convexa simples.

B. Ponto critico — Lemniscata de Bernoulli

As duas componentes se unem por simetria, formando o
lago caracteristico.

C. Secgdo especial — Circulos de Villarceau

Apenas um dangulo produz duas circunferéncias perfeitas na
superficie. E o caso em que a qudrtica se degenera em duas
cdénicas, um dos resultados mais elegantes do artigo de Darboux.

3. Tarefas sugeridas

* Mover o controle deslizante e registrar as mudang¢as na curva.

Identificar quando surgem duas componentes desconexas.

e Observar o instante em que aparece a lemniscata.

* Localizar o dngulo correspondente aos circulos de Villarceau.

e Comparar cada transicdo com as figuras e explicagdes das pdginas
matematicas da revista.

Explore no
Geogebra:

BNCC: Competéncias

EFO6MAI16
Padrées geomeétricos
com tecnologia.

EFO7MA12
Geometria dindmica
no digital.

EMI3MAT303
Exploragdo
tecnoldgica de
figuras e superficies.

CG5 - Cultura Digital
Uso critico e criativo
de tecnologias.

Produto Educacional PROFMAT —_—

22



Edicdo 1- 2025
SECAO DIDADICA

CONSTRUINDO O TORO NO GEOGEBRA 3D

Construgdo dinadmica das seg¢des toricas: o surgimento das Ovais
de Cassini e da Lemniscata de Bernoulli

Nesta atividade, o leitor constr6i um toro de revolugdo e um plano secante mével que
percorre sua superficie, revelando uma familia de curvas conhecidas desde o século XVIl e
analisadas em profundidade por Jean-Gaston Darboux em 1864.

O objetivo é oferecer aos professores e estudantes uma visualizagdo acessivel, dindmica e
rigorosa das segdes toricas, destacando fendmenos geomeétricos que ndo emergem
facilmente em abordagens exclusivamente algébricas.

1. Circunferéncia geratriz

Para que o toro seja produzido corretamente
por rotagdo, a circunferéncia menor precisa
estar em um plano perpendicular ao eixo de
rotagdo. Como queremos rotacionar em torno
do eixo z, utilizamos como direcdo o EixoY,
que determina um plano perpendicular ao
eixo z.

Figura 4.1 - Circunferéncia ¢ no

Na barra de entrada: plano YZ vista em perspectiva

c = Circulo[(R, 0, 0), r, EixoY]

O GeoGebra criard automaticamente os
controles R e r. Escolha valores com R > r
para evitar autointersegcbes e garantir a
forma cléassica do toro.

2. Gerando o toro por rotacgdo

Figura 4.2 - Circunferéncia c no

. R . Lo B plano YZ vista em perspectiva
Com a circunferéncia c definida, construimos

o toro usando a superficie de revolugdo.

Digite:
Toro = Superficie(c, 360°, EixoZ)

Agora temos o toro com raio maior R e raio
menor r, fiel a construgdo cldssica e
compativel com a apresentagdo feita por
Darboux em Sur les sections du tore.

Figura 4.3 - toro final em vista
isométrica
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3. Construindo o plano secante mével : quando o plano atravessa o toro:

e valores pequenos de |al produzem
ovais de Cassini;

e o0 valor critico de a gera a lemniscata
de Bernoulli;

e valores maiores produzem dois lagos
desconectados, cada um situado em
uma regido distinta do toro

Criamos agora um plano vertical, paralelo ao
plano YZ, que se desloca ao longo do eixo x.

3.1. Controle deslizante a:

ade -(R+r)a (R+r), passo 0.1

3.2. Ponto movel Q: O caso critico ocorre quando o plano

tangencia o furo interno da superficie.
Q=(a,0,0)

3.3. Plano perpendicular ao eixo x

gue passa por Q:

p = PlanoPerpendicular(Q, EixoX)

Esse plano atravessa o toro
continuamente conforme a varia.

4. Definindo as curvas de intersegéo

Figura 4.4 - toro final em vista
isométrica

5. Perguntas investigativas

As secgbes toéricas possuem dois ramos
simétricos. Definimos cada ramo como uma
curva paramétrica em t.

4.1. Prlmeiro ramo: 51. O que acontece com a curva

quando o plano estd préximo do

¢l = Curva[ centro do toro?

a,
(R + r*cos(t)) * sgrt(l - (a / (R + r¥*cos(t)))A2), 5.2 Em que valor de a a curva atinge
r¥sin(t), seu estreitamento mdéaximo?

t, 8, 2n

] 5.3. Por que esse valor critico produz

4.1. Segundo ramo: uma lemniscata?

54. O que muda quando o plano
¢l = Curval
atravessa o furo e se desloca para a

a,
(R + r*cos(t)) * sgrt(l - (a / (R + r¥*cos(t)))"2),

r*sin(t),

parte externa do toro?

5.5 Como a variagdo de R e r altera o
t, 8, 2n

formato das segdes?
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CONCLUSAO

Encerramos esta edi¢cdo de Trajetérias retomando o propdsito
apresentado no editorial: aproximar a matematica do professor
e da sala de aula por meio de um didlogo equilibrado entre
histéria, rigor conceitual e exploragdo geométrica. Ao revisitar o
toro de revolugdo e suas secg¢dbes toricas, buscamos mostrar
como temas cldssicos podem sustentar praticas formativas
profundas e acessiveis, capazes de inspirar novas leituras e
experiéncias de ensino.

As trés secbes centrais da revista, histérica, matematica e
didatica, foram concebidas de forma integrada. A
contextualizagcdo do trabalho de Jean-Gaston Darboux
apresenta o nascimento das ideias; o tratamento matematico
organiza o toro como superficie, lugar geométrico e quartica; e
a abordagem com GeoGebra oferece caminhos diretos para
que o professor transforme esse conteddo em investigagdo,
visualizagdo e descoberta em sala de aula.

As entrevistas que integram Trajetérias em Didlogo ampliam
esse percurso. Suas vozes mostram que o toro permanece
presente tanto na pesquisa contempordnea quanto nas
aplicagcées em fisica matematica, revelando a vitalidade de
temas que atravessam séculos sem perder relevancia. Essa
interlocucdo reforca uma dimensdo essencial deste produto
educacional: aproximar a formagdo docente de reflexdes
académicas atuais, sem abrir mdo da clareza necessaria ao
ensino bdsico.

Como produto do PROFMAT, esta revista busca contribuir para
uma pratica docente mais informada, criativa e historicamente
situada. Que este material sirva de referéncia e convite a
experimentagdo, ao uso de tecnologias e ao didlogo com a
Histéria da Matematica. Se a geometria nasce de boas
perguntas, esperamos que estas pdginas ajudem a formula-las
e a encontrar, nelas, caminhos férteis para compreender e
ensinar com mais profundidade.
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