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Resumo

A geometria ocupa papel central na histéria da matematica e na formacao
intelectual, contribuindo para o desenvolvimento do raciocinio espacial, da abstragao e da
argumentacao logica. Entretanto, seu ensino no Brasil enfrenta desafios, especialmente
pela predominancia de metodologias tradicionais, que muitas vezes dificultam a compre-
ensao e desmotivam os estudantes. Este trabalho tem como objetivo investigar e propor
estratégias didaticas para o ensino da geometria na Educacao Basica, articulando trés
dimensoes complementares: historica, conceitual e pedagodgica. No primeiro momento,
realiza-se um resgate historico da evolugao da geometria, desde as civilizacoes antigas até
a sistematizacao grega e suas influéncias na ciéncia moderna. Em seguida, sao discuti-
dos conceitos fundamentais da geometria plana, como ponto, reta, angulo, poligonos e
triangulos, abordados sob uma perspectiva didatica que valoriza a compreensao concei-
tual e a resolucao de problemas. Por fim, apresentam-se metodologias ativas apoiadas
em tecnologias digitais, com destaque para o Software GeoGebra, e sua interagao a pro-
blemas elaborados por mim, que contribui para o ensino em sala de aula, como forma de
tornar o aprendizado mais investigativo, interativo e significativo. Assim, a dissertacao
apresenta a combinacao entre fundamentos histéricos, conceituais e pedagdgicos, mediada
por recursos digitais, pode contribuir para superar dificuldades recorrentes no ensino de
geometria, promovendo maior engajamento, autonomia e desenvolvimento do pensamento

critico nos estudantes.

Palavras-Chave: Geometria; Estratégias Diddticas; Metodologias Ativas;
GeoGebra.
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Abstract

Geometry plays a central role in the history of mathematics and in intellectual
formation, contributing to the development of spatial reasoning, abstraction, and logical
argumentation. However, its teaching in Brazil faces challenges, especially due to the pre-
dominance of traditional methodologies, which often hinder understanding and discourage
students. This study aims to investigate and propose didactic strategies for the teaching
of geometry in Basic Education, articulating three complementary dimensions: historical,
conceptual, and pedagogical. Initially, a historical review of the evolution of geometry is
carried out, from ancient civilizations to Greek systematization and its influences on mo-
dern science. Next, fundamental concepts of plane geometry are discussed, such as point,
line, angle, polygons, and triangles, approached from a didactic perspective that values
conceptual understanding and problem solving. Finally, active methodologies supported
by digital technologies are presented, with emphasis on the GeoGebra software and its
interaction with problems designed by the author, which contributes to classroom tea-
ching as a way to make learning more investigative, interactive, and meaningful. Thus,
the dissertation shows that the combination of historical, conceptual, and pedagogical
foundations, mediated by digital resources, can help overcome recurring difficulties in the
teaching of geometry, promoting greater engagement, autonomy, and the development of

critical thinking among students.

Keywords: Geometry; Teaching Strategies; Active Methodologies; GeoGebra.
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Introducao

A geometria é um ramo fundamental da Matematica, ocupando lugar central
na histéria do pensamento humano e na organizacao do conhecimento cientifico. A etimo-
logia da palavra geometria é proveniente do grego e significa medida da terra, o que revela
o vinculo inicial com necessidades praticas de mensuragao e construcao, demonstrando
como o desenvolvimento matematico se deu em resposta as demandas das sociedades an-
tigas (Boyer, 1996). A histéria da geometria mostra que desde os registros mais remotos,
como os papiros egipcios e as tabuletas babilonicas, até a formalizagao dedutiva da Grécia
Antiga, a disciplina constituiu-se como instrumento indispensédvel para compreender, orga-
nizar e transformar a realidade. Esse percurso histérico evidencia nao apenas a dimensao
utilitaria da geometria, mas também sua importancia cultural, filosofica e cientifica, tendo
servido de base para avancos em areas como astronomia, engenharia e arquitetura, além

de ter sido fundamental para a consolidacao do raciocinio légico-dedutivo.

No campo educacional, a geometria possui papel decisivo na formagao in-
telectual dos individuos, contribuindo para o desenvolvimento do raciocinio espacial, da
capacidade de abstragao e da argumentagao logica. Conforme salienta Silva (2021, p. 11),
a geometria permite “desenvolver a compreensao do mundo em que se vive, aprendendo
a descrevé-lo, representd-lo e a se localizar nele, também estimula a observar, perceber

”. Portanto, podemos afirmar que

semelhancas e diferencas e identificar regularidades
aprender geometria vai além de calculos e formulas, é compreender formas, espacos e suas

relagoes, contribuindo para uma compreensao de mundo mais estruturada.

Entretanto, apesar de sua relevancia, o ensino de geometria no Brasil enfrenta
desafios significativos, muitos alunos apresentam dificuldades na compreensao de concei-
tos geométricos, seja pela natureza abstrata dos conteudos, seja pela predominancia de
metodologias tradicionais que pouco dialogam com a realidade dos estudantes (Rogenski
e Pedroso, 2019). Nesse contexto, a necessidade de estratégias pedagdgicas mais ativas,

contextualizadas e apoiadas em recursos tecnoldgicos torna-se cada vez mais evidente.

A aprendizagem de geometria, em muitos contextos escolares, apresenta-se
como um desafio para os alunos, em grande parte devido a pouca exploracao pratica e

a enfase excessiva em métodos tradicionais de ensino. Frequentemente, os estudantes
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demonstram dificuldades em visualizar e compreender conceitos geométricos, o que pode
gerar desmotivacao e limitar o desenvolvimento do raciocinio espacial. Essa lacuna é agra-
vada pela escassez de experiéncias que integrem a teoria a situagoes concretas, explorando

a geometria de forma dinamica e investigativa (Lorenzato, 2006).

Diante desse cendario, o trabalho busca incentivar o estudo e aprendizagem
da geometria, através da aboradagem historica, conceitual e pedagogica, elecando es-
tratégias didaticas, por meio do uso de tecnologias digitais, em especial sotwares de geo-
metria dinamica, como o GeoGebra. Tais ferramentas possibilitam a experimentacao, a
construcao e a manipulacao de objetos geométricos de maneira interativa, favorecendo a

compreensao conceitual e o engajamento dos alunos.

O presente trabalho esta estruturado em trés capitulos centrais, que dialogam

entre si e busca um panorama amplo acerca da geometria e de seu ensino.

O primeiro capitulo consiste no desenvolvimento histérico da geometria, resga-
tando a evolucao do conhecimento desde as civilizagoes antigas até a formalizagao grega
e sua influéncia na ciéncia moderna. Esse resgate histérico permite compreender como
diferentes culturas contribuiram para a consolidacao de conceitos que ainda hoje funda-

mentam o ensino, como o Teorema de Pitagoras e as aproximagoes da constante 7.

O segundo capitulo aborda os conceitos geométricos bdsicos, indispenséaveis
para a construcao do raciocinio matematico no ensino fundamental e médio. Nogoes
como ponto, reta, plano, angulo e poligono sao apresentadas em perspectiva didatica, evi-
denciando nao apenas suas defini¢oes formais, mas também suas representacoes graficas e
aplicagoes. O estudo de areas, perimetros, semelhanca de figuras e propriedades métricas
¢ fundamental para que os alunos desenvolvam competéncias cognitivas que vao além da
memorizacao de férmulas, alcancando a compreensao conceitual e a resolucao de proble-

mas.

Por fim, o terceiro capitulo discute o uso de metodologias ativas e de tecnolo-
gias digitais no ensino da geometria, com destaque para o software GeoGebra, ferramenta
dinamica que possibilita a visualizacao, a experimentacao e a exploracao de conceitos
de forma interativa. Tais recursos se alinham as orientacoes da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), que enfatiza o ensino da matemética por meio da resolugao de pro-
blemas, da modelagem e do uso de recursos digitais. Nesse sentido, as metodologias ativas
constituem um caminho promissor para superar as dificuldades histéricas do ensino de
geometria, permitindo que os estudantes sejam protagonistas de sua aprendizagem, de-

senvolvendo autonomia intelectual e capacidade investigativa.

16



Capitulo 1

Desenvolvimento Historico da

Geometria

A palavra “geometria”deriva do grego geo (terra) e metria (medida), o que sali-
enta a sua origem pratica e construcao historica ligada as necessidades e desenvolvimentos

das grandes civilizagoes antigas. Boyer (1996, p. 1) destaca que:

Nogoes primitivas relacionadas com os conceitos de nimeros, grandeza e forma
podem ser encontradas nos primeiros tempos da raga humana, e vislumbres
de nocoes matemdticas se encontram em formas de vida que podem datar de
milhoes de anos antes da humanidade (Boyer, 1996, p. 1).

Notamos que a geometria esteve presente desde o ber¢co da humanidade, ini-
cialmente de forma primitiva, através da construcao de ferramentas e a realizacao da
arte rupestre na pré-historia, evoluindo juntamente com a humanidade conforme a sua
necessidade. Boyer (1996, p. 5) enfatiza que a geometria pode ter surgido como “uma
protogeometria relacionada com ritos primitivos”, portanto, além do seu aspecto pratico,
a geometria possui uma relacao mistica na histéria da humanidade, sendo aplicada na

construcao de altares ritualisticos e simbolos religiosos.

Contudo, o grande desenvolvimento da geometria, conforme afirma Boyer
(1996, p. 5), ocorreu “por necessidades praticas de constru¢ao e demarcagao de ter-
ras ou por sentimentos estéticos em relacao a configuracoes e ordem”. Isso permitiu que
algumas civilizacoes antigas ganhassem grande notoriedade pelo seu alto desenvolvimento

conquistado, influenciando a sociedade moderna.

Neste sentido, para analisar o desenvolvimento geométrico de algumas ci-
vilizacoes antigas, consideramos como aspectos para indicar o alto desenvolvimento
geométrico dessas civilizagoes: o seu conhecimento do teorema de Pitagoras, visto que
¢ um simbolo do desenvolvimento da matematica; o conhecimento pratico e relevantes

aproximacoes da constante 7, pois indica precisas manipulagoes geométricas.

17



Egito e Babilonia

A geometria obteve uma das suas maiores aplicagoes praticas no Egito An-
tigo, quando surgiu a necessidade da medigao de terras, construcao de monumentos e

organizacao dos espagos agricolas.

O Egito é atravessado pelo rio Nilo, que sofria enchentes anuais e apagavam
as divisoes dos campos utilizados para a agricultura, exigindo um método eficaz e rapido
para redefinir os limites das propriedades. Foi dessa necessidade que a geometria passou

de principios primitivos para uma ferramenta tecnolégica antiga.

No Papiro de Rhind (1650 a.C.), um dos principais registros matematicos do
Egito, ha apresentacoes de problemas geométricos resolvidos com métodos praticos, como

o célculo de areas e volumes.

Figura 1.1: Parte do Papiro de Rhind
Fonte: https://www.matematica.br/historia/prhind.html

Os egipcios estimavam a area de um circulo através de poligonos, com um
numero crescente de lados, para obter melhores aproximacoes, o que resultou na notavel

aproximagao do nimero 7 em 3,1605 (Barros e de S4, 2022).

Outro registro da habilidade geométrica dos egipcios é a construcao das
piramides, especialmente a Quéops, em Gizé, onde o alinhamento da piramide com os
pontos cardeais (norte, sul, leste, oeste) e a regularidade dos angulos da base demonstram

um conhecimento geométrico avancado para a época.

Os egipcios também desenvolveram a famosa “corda de 12 nés”, usada para
medir terras rapidamente, que permitia a criacao de triangulos retangulos com lados de

3, 4 e 5 unidades, é uma forma pratica do teorema de Pitagoras. De fato, a geometria no
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Egito Antigo demonstrava um grau de sofisticacao notavel e seus métodos influenciaram

diretamente o desenvolvimento posterior da geometria grega (Eves, 2008).

A geometria na Babilonia também obteve um papel fundamental no desenvol-
vimento inicial da matematica, especialmente no que diz respeito a aritmética geométrica
e a resolucdo de problemas praticos envolvendo figuras planas (Boyer, 1996). A civi-
lizacao babilonica, situada na Mesopotamia, desenvolveu uma rica tradicao matematica

registrada em tabuletas de argila escritas em cuneiforme.

A tabuleta Plimpton 322 (1800 a.C.), a mais famosa da geometria babilonica,
contém uma lista de triplas pitagoricas, ou seja, conjuntos de ntimeros que satisfazem o
teorema de Pitagoras. Isso sugere que os babilonios conheciam esse principio mais de mil
anos antes de Pitdgoras. Kline (1994, p. 18) afirma que “a tabuleta Plimpton 322 é uma

das evidéncias mais antigas da utilizacao sistematica de relagoes pitagoricas”.

Figura 1.2: Tabuleta Plimpton 332
Fonte: https://rfcia.com.br/2018/11/13/conheca-plimpton-322-um-tablete-de-argila-

com-escrita-cuneiforme-babilonica-datado-em-3800-anos/

Algumas outras tabuletas também mostram que os babilonios chegaram, por
métodos similares dos egipcios, na 6tima aproximagao da constante 7 em 3,125 (Barros e
de S&, 2022). Uma caracteristica marcante dos babilonios é que eles utilizavam técnicas
geométricas que hoje seriam resolvidas com equagoes quadraticas, mas as tratavam de

forma aritmética, sem representacao simbélica formal (Boyer, 1996).

A matematica babilonica utilizava um sistema numérico de base 60, que per-
mitia divisoes exatas por muitos fatores (1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 e 60). Esse
sistema facilitava a elaboracao de tabelas trigonométricas primitivas, uteis em célculos
astronomicos e geométricos. O uso desse sistema persiste até hoje em medidas de tempo

e angulos (em graus).
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China e India

A geometria na China Antiga se desenvolveu independente das civilizagoes da
antiguidade, com caracteristicas proprias e fortemente ligadas as necessidades praticas
do cotidiano, como agricultura e arquitetura. Apesar de nao ter adotado uma estrutura
dedutiva formal como a dos gregos, os chineses construiram uma tradigao matematica

sélida, com contribuigoes significativas para o pensamento geométrico (Boyer, 1996).

Como no Egito Antigo, a matematica chinesa emergiu como um instrumento
utilitario voltado a resolucao de problemas reais. Isso incluia a medicao de campos
agricolas, escavagao de canais, constru¢ao de muros e organizagao de cidades. Muitos
registros chineses antigos se perderam por serem utilizados madeira, bambu e, posteri-
ormente, seda para a escrita, materias que nao possuem boa resisténcia ao tempo, mas
pelos registros existentes é possivel notificar que a China Antiga possuia um 6timo desen-

volvimento matematico.

O principal tratado mateméatico da China Antiga é o “Jiuzhang Suanshu”, Os
Nove Capitulos sobre a Arte da Matemadtica, compilado por volta do século I a.C., mas
foi baseado em textos mais antigos. Entre os temas tratados estao o cédlculo de areas e

volumes, aplicagoes de figuras geométricas em problemas de transportes e engenharia.
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Figura 1.3: Pagina da edi¢ao de Liu Hui do livro Os Nove Capitulos
Fonte: https://culturacientifica.com/app/uploads/2021/07/imagen-7-1-412x640.jpg

Este livro sistematiza o conhecimento matematico da época e dedica varios
capitulos a geometria pratica. Boyer (1996, p. 225) destaca que “a matemdtica chinesa
dos Nove Capitulos era pratica, mas nao rudimentar. Ela envolvia um raciocinio 1égico,

ainda que sem provas formais”.
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Os chineses também conheciam o teorema de Pitagoras, que eles chamavam de
teorema de Gou-Gu, aparecendo no Capitulo 9 dos Nove Capitulos. Eves (2008, p. 134)
destaca que “o teorema de Gou-Gu era usado na China muito antes de Pitagoras nascer,

com aplicacoes praticas e tabelas numéricas.”

A matematica chinesa também cresceu notavelmente com os matematicos que
comentaram e expandiram os Nove Capitulos, aprimorando os conhecimentos do livro que
serviu como base para os desenvolvimentos futuros, como métodos para calculo de volumes
e aproximagoes da constante w. Por exemplo, por volta de 220 d.C., o matemaético Liu
Hui fez diversas contribuigoes ao livro os Nove Capitulos, inclusive, usando um poligono
de 96 lados obteve com notével precisdo a aproximagao da constante 7, em 3,1416 (Barros
e de S4, 2022).

A geometria na India Antiga, como na China, teve um desenvolvimento in-
dependente de outras civilizagoes, com origem ligada tanto a pratica ritualistica quanto
a astronomia. Seu surgimento remonta ao periodo védico (1500 - 500 a.C.), em que a
matematica era usada para a construcao de altares e templos com dimensoes sagradas e
precisas. Os indianos usavam folhas de palmeira e tecidos para realizar a escrita, poste-
riormente, foi trazido de outras regides o papiro, por esse motivo muitas obras antigas

foram perdidas, como ocorreu com a China (Boyer, 1996).

A mais antiga manifestacao da geometria indiana estd presente nos Vedas,
especialmente no Shulba Sutras, que significa “regras da corda”. Esses textos (800-200
a.C.) sao tratados que explicam como construir altares com formas especificas utilizando

cordas esticadas.

Figura 1.4: Pagina do Shulba Sutras

Fonte: https://www.scienceteen.com/mathematics-in-ancient-india/

Os Shulba Sutras ensinam transformar quadrados em retangulos, retangulos
em trapézios, entre outros, utilizando técnicas puramente geométricas. Isso mostra um
profundo entendimento das relagdes de area e simetria. Boyer (1996, p. 213) destaca que

“os Shulba Sutras contém instrugoes detalhadas sobre como desenhar figuras geométricas
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com precisao usando cordas, o que demonstra um notavel desenvolvimento geométrico

antes mesmo da geometria grega formal”.

O teorema de Pitdgoras também j& era conhecido e aplicado na India Antiga,
inclusive, Hayashi (2003, p. 363) destaca que nos Shulba Sutras contém “a expressao
verbal existente mais antiga do Teorema de Pitagoras no mundo, embora ja tivesse sido
conhecido para os antigos babilonicos”. Os indianos usavam essa relagao para construir
retangulos e triangulos retangulos com precisao, também conheciam véarias triplas pi-

tagdricas.

Os indianos também buscavam solucoes aproximadas para problemas como
quadrar o circulo, isto é, construir um quadrado com a mesma area de um circulo, o
que resultou na aproximagao do nimero 7w em 3,0883 (Kline, 1994). Também ja usavam

cordas de circulo e nogoes semelhantes ao seno e cosseno, baseadas em razoes geométricas.

Grécia

Apesar das aplicagoes praticas e desenvolvimentos geométricos mais rudimen-
tares das civilizagoes antigas, foi na Grécia Antiga que a geometria se desenvolveu como
ciéncia dedutiva, representando um dos marcos mais importante da matematica, pois
a transformacao da geometria em um conhecimento teérico estruturado, baseado em
principios dedutivos e fundamentos logicos, moldou a matemédtica como a conhecemos
atualmente (Boyer, 1996).

Boyer (1996, p. 75) destaca que “a geometria grega nao surgiu do nada, mas
foi moldada pela interagao entre tradicao pratica oriental e reflexao filoséfica”. Os gregos
possuem destaque na histéria por serem os primeiros a transformar a geometria de uma
ciéncia empirica e pratica em um sistema dedutivo e logico, baseado em axiomas, definigoes
e demonstracoes formais. A partir de pensadores como Tales de Mileto, Pitagoras e, mais
tarde, Euclides, a geometria grega nao apenas influenciou a matemaética ocidental, mas

também moldou o pensamento filosofico, arquitetonico e cientifico por séculos.

Considerado o primeiro matemético grego, Tales de Mileto (624 — 546 a.C.) é
conhecido por ter levado a Grécia os conhecimentos geométricos do Egito e por realizar
as primeiras demonstracoes geométricas formais, buscando sempre justificar os procedi-

mentos com base em principios racionais.

Outro grande matemdatico grego com grandes contribui¢oes na geometria foi
Pitdgoras de Samos (570 — 495 a.C.), fundador da escola filos6fico-matematica: os pi-
tagéricos, que tratavam os nimeros e as formas como expressoes divinas. Burkert (1995,
p. 425) ainda destaca que para os pitagéricos a geometria “nao era mera abstracao, mas

a chave para compreender a estrutura do cosmos. A ordem geométrica dos sélidos e
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proporcgoes expressava a harmonia em termos matematicos”.

Atribui-se a Pitagoras e os pitagoricos, entre diversos estudos matemaéticos,
o célebre teorema de Pitdagoras, que embora conhecido por outras culturas, foi somente
provado sistematicamente pelos pitagéricos. Essa escola também explorou com exceléncia
os solidos regulares e as proporgoes, chegando a determinar a incommensurabilidade, o

que denominamos de nimeros irracionais.

A maior obra da geometria grega, e uma das maiores da histéria da ma-
tematica, é a obra Os Elementos, escrito por Euclides por volta de 300 a.C. em Alexandria,

onde Euclides apresenta uma sistematizacao do conhecimento matematico da época.

Figura 1.5: Papiro com fragmento do livro Os Elementos de FEuclides

Fonte: https://greciantiga.org/img.asp?num=0719

Contendo 13 livros com defini¢oes, axiomas, postulados e proposicoes, os Ele-
mentos de Euclides, apresenta teoremas e construcgoes geométricas, com provas rigoro-
sas, usando régua e compasso como Unicos instrumentos, tornando-se um modelo de ra-
ciocinio 16gico-dedutivo para a matemética. Kline (1994, p. 142) destaca que “o método
axiomatico de Euclides influenciou nao s6 a matematica, mas a prépria estrutura do

pensamento cientifico”.

Arquimedes de Siracusa (287 — 212 a.C.) também foi um dos maiores ma-
tematicos da antiguidade, inclusive, Eves (2008, p. 145) afirma que “Arquimedes é o
maior geometra da Antiguidade, e talvez de toda a histéria.” Arquimedes desenvolveu
métodos para encontrar areas, volumes e centros de gravidade, estudou espirais, parabolas

e aproximagoes da constante m com grande precisao, em 3,1428 (Barros e de S4, 2022).

A geometria grega foi preservada durante séculos por estudiosos arabes, como
Al-Khwarizmi e Al-Tusi, que também contribuiram com novas ideias e tradugoes para o

arabe dos textos cldssicos (Kline, 1994). Mais tarde, os estudos gregos renasceram na
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Europa durante o Renascimento, com a redescoberta da cultura classica, quando houve
um ressurgimento do interesse pelas construgoes geométricas. A aplicacao da geometria
a arte, especialmente a perspectiva, tornou-se fundamental e artistas como Leonardo da
Vinci e Albrecht Diirer estudaram e utilizaram construgoes geométricas em suas obras
(Hildebrand e Valente, 2019).

A contribuicao dos primeiros matematicos gregos foi extraordinaria. Boyer
(1996, p. 119) ainda destaca que “durante mais de dois milénios, Euclides foi o simbolo
do que significa pensar logicamente”. O legado deixado por Euclides e seus sucessores
permanece vivo nao apenas na matematica e geometria, mas no desenvolvimento da civi-

lizacao moderna.

Atualidade e Educacao

A geometria na atualidade permanece como uma éarea essencial da matematica,
Kline (1994, p. 614) destaca que “a geometria moderna é uma linguagem universal da
ciéncia, com um alcance que os gregos jamais poderiam imaginar”. De fato, a geome-
tria atualmente esta presente no desenvolvimento tecnoldgico, ciéncias aplicadas, artes,
engenharia e, principalmente, na educacao, onde desempenha um papel fundamental na

formacao do pensamento logico, espacial e abstrato dos alunos.

Além da geometria classica de Euclides, desenvolveram-se outros sistemas
geométricos, como a geometria nao euclidiana, com destaque para a geometria hiperbélica
e eliptica que foram fundamentais para a teoria da relatividade e a cosmologia; a geome-
tria analitica que une algebra e geometria, permitindo representar figuras por equagoes;
a geometria diferencial com aplicacao em fisica, engenharia e modelagem de superficies
curvas; a topologia que estuda propriedades das formas que permanecem inalteradas sob
deformagoes continuas; e a geometria computacional que é usada em algoritmos, design

grafico e inteligéncia artificial (Greenberg, 2010).

Além das aplicagoes 6bvias em engenharia civil e arquitetura com construgao
de estruturas, calculo de areas e volumes, a geometria estd intrinsicamente presente no
desenvolvimento tecnolégico, como em design grafico e arte digital com o uso de formas
geométricas na criacao visual; na robdtica e inteligéncia artificial com mapeamentos e
navegacao em espacos tridimensionais; e em geolocalizacao e GPS que sao baseados em

principios geométricos (Greenberg, 2010).

Na educagao, mais especificamente no ensino e na aprendizagem, a geometria
¢ usada como ferramenta para compreender, descrever e interagir com o espago em que
vivemos (Fainguelernt, 1999). O que é uma habilidade indispensével no desenvolvimento

humano, conforme Piaseski (2010, p. 16) salienta:
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O ensino da geometria é de grande importancia, considerando o desenvolvi-
mento de habilidades e competéncias, a percepcao e a melhor compreensao
na resolucdo de problemas, pois o ensino da geometria oferece uma imensa
oportunidade ao aluno, de olhar, comparar, medir, generalizar e abstrair, de-
senvolvendo o pensamento légico (Piaseski, 2010, p. 16).

A geometria contribui para o desenvolvimento da linguagem matematica e da
argumentagao légica, sendo fundamental no curriculo escolar por desenvolver habilidades
como a visualizagao e raciocinio espacial; capacidade de abstragao e generalizacao; com-
peténcia para resolver problemas reais e matematicos; compreensao das formas, medidas,

localizagao e transformacao dos objetos no espaco.

No Brasil, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) orienta o ensino da
geometria desde o Ensino Fundamental, com foco nos seguintes eixos: formas geométricas
pela identificagao e classificacao de figuras planas e espaciais; grandezas e medidas por
perimetro, area, volume; localizacao e movimento pela orientacdo no espaco e trans-
formagoes geométricas (reflexao, rotagao, translagao). No Ensino Médio, os alunos apro-
fundam os seus conhecimentos em geometria plana e espacial; trigonometria; geometria

analitica; geometria como linguagem de representacao e modelagem.

Mas apesar de sua relevancia, o ensino da geometria enfrenta diversos desafios,
Rogenski e Pedroso (2019, p. 18) enfatizam que “muitos alunos enfrentam dificuldades
em geometria porque ela é ensinada de maneira descontextualizada e pouco visual”. Pri-
meiramente, a geometria envolve o entendimento de formas, tamanhos, posicoes e relacoes
espaciais, o que exige uma boa capacidade de visualizagao mental. Muitos alunos tém
dificuldade em imaginar objetos tridimensionais ou em compreender como as figuras se
relacionam no espaco, o que pode dificultar a compreensao de conceitos como angulos,

areas, volumes e simetrias.

Outro ponto importante é que a geometria muitas vezes é apresentada de
forma mais abstrata, com conceitos que nao estao diretamente ligados ao cotidiano dos
estudantes. Essa abstracao pode gerar uma sensacao de dificuldade ou até de inseguranca,
especialmente se o aluno nao tiver uma base sélida de conceitos basicos de matematica
(Lorenzato, 2006).

Além disso, a resolucao de problemas geométricos muitas vezes requer ra-
ciocinio légico, atencao aos detalhes e a capacidade de aplicar formulas corretamente.
Se o aluno nao domina bem esses aspectos, pode se sentir perdido ao tentar resolver as
questoes, acreditando que nao é bom na matéria, o que desenvolve um ciclo de inseguranca

que prejudica o seu desempenho (Pélya, 1978).

Outro fator que contribui para as dificuldades é a falta de pratica ou de ati-
vidades que tornem a aprendizagem mais concreta e visual. Quando os estudantes nao

tém acesso a recursos como desenhos, modelos fisicos ou softwares de geometria, fica mais
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dificil compreender conceitos que poderiam ser mais facilmente assimilados com uma

abordagem mais prética (Duval, 2003).

Torna-se evidente que as abordagens excessivamente formais e mecanicas, sem
conexao com a realidade do aluno, com pouca énfase nas construcoes geométricas e no
raciocinio visual, compromete seriamente a aprendizagem dos alunos. Segundo Costa
(2016, p. 125), “as construgoes geométricas favorecem a compreensao dos conceitos fun-
damentais da geometria e do processo dedutivo”, portanto, é fundamental que o ensino
de geometria seja feito de forma ludica, com exemplos do cotidiano, uso de recursos vi-
suais e atividades praticas, permitindo que os estudantes desenvolvam uma compreensao
geométrica solida, juntamente com as habilidades agregadas que envolvem o desenvol-
vimento do raciocinio légico e espacial, da capacidade de visualizagao, da resolucao de
problemas, da argumentacao matematica, da autonomia intelectual e de competéncias

socioemocionais, como a persisténcia e a confianga na aprendizagem.

A aprendizagem de geometria se torna mais eficaz quando ha uso de materiais
concretos e manipulativos (blocos geométricos, dobraduras e malhas), sdo incorporadas
tecnologias digitais, como o GeoGebra, o ensino é baseado na resolugao de problemas e na
investigacao geométrica com situagoes reais e significativas para o aluno, como construcao

de maquetes ou andlise de mapas.

Em especial, o uso de tecnologias digitais e metodologias ativas tem transfor-
mado o ensino da geometria, pois permitem visualizar e manipular figuras interativas,
tornando a aprendizagem mais envolvente e contextualizada. Além disso, propostas como
a Educacao Matematica Critica reforcam o uso da geometria para interpretar o mundo e

desenvolver o pensamento reflexivo (Skovsmose, 2015).
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Capitulo 2
Conceitos Geométricos Basicos

Neste capitulo, abordaremos os principais conceitos e fundamentos da Geome-
tria Plana apresentados na sala de aula, os quais sao indispensaveis para o desenvolvimento
matematico dos alunos no ensino fundamental. Obviamente o conhecimento existente nao
¢ abordado em sua totalidade no presente trabalho, apenas alguns dos principais conceitos
ensinados na sala de aula estao elencados. Os assuntos inicias de geometria sao abordados,
primeiramente, nos anos iniciais do ensino fundamental, mas nos anos finais os assuntos

sao relembrados e abordados de maneira mais formal e completa.

Ao longo do trabalho, optou-se por apresentar demonstragoes matemaéticas
apenas em determinados momentos, considerando os objetivos didaticos e o nivel de
aprofundamento conceitual proposto na Educacao Béasica. Em alguns casos, as demons-
tragoes completas foram essenciais para explicitar o raciocinio 1égico-dedutivo e favorecer
a compreensao dos fundamentos da geometria, em outros, sua omissao ou apresentagao
de forma simplificada, construindo os conceitos ao invés de demonstrar formalmente, se
mostrou mais adequada, priorizando a intuicao geométrica, a visualizacao e a resolucao

de problemas.

As principais referéncias tedricas utilizadas neste trabalho sao os livros
didaticos amplamente adotados na Educagao Basica brasileira, a colecao Matemadtica em
Cena, do 6° ao 92 ano, de Savoya, Lalli et al., e a colecaio A Conguista da Matemdtica,
do 62 ao 92 ano, de Giovanni e Castrucci. Ao longo do desenvolvimento do trabalho,
serao empregados os conceitos fundamentais da geometria euclidiana, apresentados de
forma atualizada e adaptada as abordagens didaticas desses livros, que servirao como
base conceitual para a exposicao dos conteudos, evitando a necessidade de referenciar

individualmente cada definicao ou conceito utilizado.
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Ponto, reta e plano

O estudo da Geometria Plana ¢é iniciado com a abordagem dos conceitos de

ponto, reta e plano. E

ssas abordagens sao chamadas de conceitos primitivos, pois nao

ha um formalismo tedrico que as fundamente, sao abordagens aceitas de forma intuitiva,

servindo como ponto de partida para a construcao dos demais conceitos da Geometria.

De acordo com Euclides (2009, p. 97, tradugao de Bicudo), as abordagens de ponto, reta

e plano sao:

1. Ponto é aquilo de que nada é parte;

2. Linha é comprimento sem largura;

3. E extremidades da linha sao pontos;

4. E linha reta é a que esta posta por igual com os pontos sobre si mesma;

5. E uma superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura,;

6. E extremidades de uma superficie sdo retas;

7. Superficie plana é a que esta posta por igual com as retas sobre si mesma
(Euclides, 2009, p. 97).

Alves (2017, p. 44) apresenta uma descricdo mais moderna dos conceitos de

ponto, reta e plano, as

sim como, uma pertinente observacao sobre a representacao gréfica

destes conceitos primitivos:

Ponto é uma representacao grafica que nao possui defini¢do, dimensao e forma.
E desta maneira ndo é possivel encontrar qualquer medida nele [...]. Para os
gregos, o ponto era “o que nao pode ser dividido”e teve um papel fundamental
no desenvolvimento da geometria, pois é a partir de conjuntos de pontos que
sao formadas as figuras geométricas. E habitualmente representado por uma
marca, ou seja, um “pingo”ou uma “bolinha”, mas é importante saber que isso
é apenas uma representagao geométrica a qual é utilizada para representar lo-
calizacoes no espago [...].

A reta é uma representagio grafica formada por um conjunto de pontos onde
geometricamente é representada por uma linha reta, ou seja, uma linha uni-
dimensional infinita que nao faz curva, que mesmo sendo formada por pontos,
néo possuem definigéo [...].

O plano é uma representagao geométrica bidimensional infinita formada pela
reuniao de infinitas retas, perpendiculares a uma reta dada, dispostas lado a
lado (Alves, 2017, p. 44).

Portanto, podemos descrever os conceitos de ponto, reta e plano, em um con-

texto mais moderno e

Conceito Primitivo

didatico, da seguinte forma:

2.1. (Ponto) Um elemento geométrico que representa uma loca-

lizagdo exata e nao tem dimensdo (sem comprimento, largura ou altura).

Conceito Primitivo
mfinita de pontos que

dimensao (comprimen

Conceito Primitivo

2.2. (Reta) Um elemento geométrico definido como uma sequéncia
se estendem em ambas as direcoes, sem curvas e com uma unica
to).

2.3. (Plano) Um elemento geométrico definido como um conjunto

infinito de pontos e retas, formando uma superficie infinita e bidimensional, ou seja, com

duas dimensaoes (largu

ra e comprimento), mas sem espessura (altura).
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A notagao para expressar o Ponto sao letras maiusculas do alfabeto (A, B, C);

a Reta sao letras minuisculas do alfabeto (a, b, ¢); o Plano sao letras gregas («, 3, 7).

De acordo com os conceitos primitivos dos elementos geométricos basicos que

estruturam a geometria plana, podemos representa-los graficamente:

Fontos Fatas Plano

Figura 2.1: Representacao de pontos, retas e plano

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Na sequéncia veremos algumas defini¢oes e postulados que sao consequéncias

das defini¢oes de ponto, reta e plano.

Postulado 2.4. Dados dois pontos A e B e uma reta r, temos que

e Ou A e B sao coincidentes, A = B (é o mesmo ponto ) ou A e B sao distintos,

A+ B.
e Ou o ponto A estd na reta v (A € r) ou o ponto A nao estd na reta r (A ¢ r).
e Numa reta, bem como fora dela, hd infinitos pontos.

e Duas retas r e s sao cotncidentes quando possuem todos os pontos em comum,

ou seja, r = S.

Definicao 2.5. Pontos colineares sao pontos que pertencem a uma mesma reta.

Figura 2.2: Pontos Colineares e Nao Colineares, respectivamente

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025
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Postulado 2.6. Se A, B ¢ C sdo pontos distintos e colineares, entao, um dos pontos, e

somente um, estd entre os outros dois.

Postulado 2.7. (Postulado da determinagao de reta) Dois pontos distintos determinam

uma, e somente uma, reta.

Figura 2.3: Determinagao de uma Reta

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Os pontos A e B distintos determinam a reta que indicamos por 1@ Alguns

outros postulados importantes sao descritos a seguir.

Postulado 2.8.
e Toda reta do plano possui pelo menos dois pontos distintos.
e Por trés pontos nao colineares passa um unico plano.

e Para qualquer plano, existem uma reta r contida no plano, um ponto que pertence

ao plano, mas nao pertence a reta r e um ponto que nao pertence ao plano.

Definigao 2.9. (Segmento de Reta) Dados dois pontos distintos, a reunido do conjunto

desses dois pontos com o conjunto dos pontos que estao entre eles € um segmento de reta.

A

—

Figura 2.4: Segmento de Reta

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

O segmento de reta formado pelos A e B é indicado por AB. Os pontos A e
B s@o as extremidades do segmento AB e os pontos que estdo entre A e B sdo pontos

internos do segmento AB.

Além disso, para cada par de pontos A e B, existe um tnico ntmero real

associado, chamado de distancia entre os pontos A e B, que é exatamente o que definimos
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como o comprimento do segmanto AB, satisfazendo as propriedades: AB > 0; AB = 0
se, e somente, se A=B: AB = BA.

Dados dois segmentos AB e C'D dizemos que eles sao congruentes se os seus
comprimentos sao iguais. Ja se um ponto M divide o segmento AB em dois segmentos

AM e MB congruentes, dizemos que o ponto M é ponto médio do segmento AB.

Figura 2.5: Ponto Médio
Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Definicao 2.10. (Retas Concorrentes) Duas retas r e s sGo concorrentes se, e somente

se, elas tém um unico ponto comum.

Figura 2.6: Retas Concorrentes

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Definicao 2.11. (Retas Paralelas) Duas retas v e s que ndo tém pontos em comum Sdo

chamadas de retas paralelas.
/

Figura 2.7: Retas Paralelas

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Definicao 2.12. (Semirreta) Dados dois pontos distintos A e B, a reunido do segmento

de reta AB com o conjunto dos pontos X tais que B estd entre A e X é uma semirreta.

Indicamos a semirreta por A§ e o ponto A é origem da semirreta.
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Figura 2.8: Semirreta

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025
Angulos

A definicao de angulo é um dos principais conceitos de matematica ensinado
na educagao basica. FEuclides (2009, p. 97, traducdo de Bicudo) utilizou as seguintes

defini¢coes em os Elementos:

8. E angulo plano ¢é a inclinacao, entre elas, de duas linhas no plano, que se
tocam e nao estao postas sobre uma reta.

9. E quando as linhas que contém o angulo sejam retas, o angulo é chamado
retilineo (Euclides, 2009, p. 97).

Atualmente, podemos definir angulos da seguinte forma:

Definicao 2.13. Angulo € a unido, em um plano, de duas semirretas de mesma origem

com uma das regioes determinadas por elas.

Figura 2.9: Angulo AOB

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

As semirretas sao os lados do angulo, e a origem delas é o vértice do angulo.

Na figura acima é ilustrado o angulo AOB, cujo vértice O é a origem comum
H A~
das semirretas OA e O?, que sao os lados do angulo. A medida do angulo AOB é a

grandeza que determina a abertura entre as duas semirretas e é representada por a.
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A —
Ja o angulo BOA também possui vértice O e é formado pelas semirretas O A
e O?, porém, possui valor 3. Ressaltamos que o angulo AOB ¢ o menor angulo for-

mado por essas semirretas, enquanto BOA é o maior angulo formado por essas semirretas.

Figura 2.10: Angulo BOA

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

A grandeza mais comum utilizada, na educagao bésica, para representar as
medidas de um angulo ¢ o grau (°). O grau é uma medida que corresponde a 5= de uma
circunferéncia. Cada grau pode ser dividido em minutos (), que equivalem a % do grau,

” . 1 .
e segundos (”), equivalente a g5 do minuto.

Podemos classificar os angulo de formas distintas, conforme a sua medida. O
menor angulo formado por semirretas coincidentes ¢ denominado angulo nulo e mede

0°, o maior angulo formado é chamado de angulo completo e mede 360°.

a = 3607

Figura 2.11: Angulo Nulo e Angulo Completo, respectivamente

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Um angulo agudo ¢ aquele com a medida maior que 0° e menor que 90°.
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Figura 2.12: Angulo Agudo

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Um angulo reto é aquele que possui a medida igual a 90°.

y =80

Figura 2.13: Angulo Reto

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Um angulo obtuso ¢é aquele com a medida maior que 90° e menor que 180°.

Figura 2.14: Angulo Obtuso

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025
O angulo que possui medida igual a 180° é denominado dngulo raso.

34



5=180

L ]

»

Figura 2.15: Angulo Raso
Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Um angulo que possui medida maior que 0° e menor que 180° também é cha-
mado de Angulo convexo. J4 um angulo concavo é aquele com medida maior que 180°

e menor que 360°.

a=213" B

Figura 2.16: Angulo Concavo

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Além da classificacdo com relacao a medida dos angulos, existe uma classi-
ficagdo importante com relagdo a congruéncia (igualdade das medidas) desses angulos e

em relagao a posicao desses angulos no espago. Conforme Albuquerque (2017, p. 133):

Dois angulos sao congruentes quando transportados de modo que tenham o
mesmo vértice e um dos lados comum, permanecendo ambos no mesmo semi-
plano, determinado pela reta que contém os lados comuns necessariamente, o
outro lado também coincidiram (Albuquerque, 2017, p. 133).

E
A C G
45°
H g1 45°
45°
D F
B

Figura 2.17: Angulos Congruentes

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Na figura acima observamos trés angulos congruentes. Essa congruéncia é
denotada como ABC = DEF = GHI.
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Também nomeamos de angulos consecutivos dois angulos que possuem um
lado em comum, possuindo pontos internos comuns ou nao, e de angulos adjacentes

dois angulos consecutivos que nao possuem pontos internos em comum.

Na figura abaixo observamos que os angulos POQ e QOR, POQ e POR, QOR
e POR sao angulos consecutivos, pois possuem as semirretas @, ﬁ e 07?, respectiva-
mente, como lado comum. J& os angulos POQ e QOR, além de serem consecutivos, nao

possuem pontos internos em comum, logo, sao angulos adjacentes.

Figura 2.18: Angulos Consecutivos e Adjacentes

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025
Trés conceitos importantes dos angulos sao a bissetriz de um angulo, os

angulos complementares e os angulos suplementares, que definimos a seguir.

Definigao 2.14. (Bissetriz) A bissetriz de um angulo é a semirreta que divide esse angulo

exatamente em dois angulos congruentes.

Figura 2.19: Bissetriz de um angulo

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Definicao 2.15. (Angulos Complementares) Dois angulos que possuem a soma das me-

didas de abertura 1gual a 90°, sao chamados complementares.
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Figura 2.20: Angulos Complementares

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Definigao 2.16. (Angulos Suplementares) Dois angulos que possuem a soma das medidas

de abertura igual a 180°, sao suplementares.

Figura 2.21: Angulos Suplementares

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Também chamamos dois angulos que possuem a soma das medidas de abertura

igual a 360° de angulos replementares.

Quando temos duas retas r e s paralelas cortadas por uma concorrente t,
que chamamos de transversal, conforme figura 2.22, formamos um conjunto de angulos

congruentes ou suplementares entre si, conforme definimos com auxilio da figura abaixo.

A~ A ~ A

Os pares de angulos @ e ¢, b e d, é e g, h e f, sao angulos congruentes e

chamados de angulos opostos pelo vértice.

Os pares de angulos ¢ e €, d e f, sao angulos congruentes e chamados de
angulos alternos internos. Os pares de angulos b e h, a e ¢, sao angulos congruentes

e chamados de angulos alternos externos.

Os pares dos angulos d e ¢, f e ¢, sao angulos suplementares e chamados
de angulos colaterais internos. Os pares de angulos a e h, b e §, sao angulos

suplementares e chamados de d&ngulos colaterais externos.
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Figura 2.22: Angulos determinados por retas paralelas cortas das por uma transversal

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Os pares de angulos a e é, de h, be f, ¢ e g, sao congruentes e chamados de

angulos correspondentes.

A demonstracao destas propriedades pode ser encontrada em A. MUNIZ
NETO, Geometria, 2013; nas paginas 14, 39 e 43.

Por fim, com as classificagoes de angulos é possivel definir um caso especial de
reta concorrente, a reta perpendicular, que sao retas concorrentes que formam entre si

um angulo reto.

Poligonos

Avangaremos nosso estudo para os poligonos. Euclides (2009, p. 97, traducao

de Bicudo) citou que:

14. Figura é o que é contido por alguma ou algumas fronteiras.

19. Figuras retilineas sao as contidas por retas, por um lado, trilateras, as por
trés, e, por outro lado, quadrilateras, as por quatro, enquanto multilateras, as
contidas por mais do que quatro retas (Euclides, 2009, p. 97).

A abordagem mais moderna consiste em definir inicialmente as linhas poligo-

nais, para entao, definir os poligonos.
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Uma curva formada por segmentos de reta consecutivos, dois a dois nao coli-
neares, é chamada de linha poligonal, que pode ser fechada: quando comeca e termina
em um mesmo ponto; ou aberta: quando nao é fechada. Uma linha poligonal também
pode ser simples: quando nao possui segmentos se cruzando (autointersec¢ao); ou ndo

simples: quando nao é simples.

A1 A

Figura 2.23: Linhas Poligonais

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Na figura acima temos uma linha poligonal fechada simples, fechada nao
simples, aberta simples e aberta nao simples, respectivamente. Linhas poligonais fechadas
dividem o plano em duas regioes, uma limitada que ¢ chamada de interior da poligonal e

outra ilimitada que é chamada de exterior da poligonal.

Definigao 2.17. (Poligono) Uma linha poligonal fechada simples é chamada de poligono.

Portanto, um poligono é uma figura geométrica plana, fechada, formada pela
uniao de segmentos de reta consecutivos que nao se cruzam. Esses segmentos sao chama-

dos de lados, e os pontos de encontro entre eles sao os vértices do poligono.

Os poligonos sao denominados pela quantidade de lados, que é igual a quanti-
dade de angulos, que possuem. Por exemplo, triangulo: se possui trés lados; quadrilatero:
se possui quatro lados; pentdgono: se possui cinco lados; hexdagono: se possui seis lados;

n-agono, se possui n lados.

Os poligonos podem ser classificados como convexo, se todos os angulos
sao convexos; ou concavo, se pelo menos um angulo é concavo. De outra maneira,
um poligono é convexo quando dado dois pontos quaisquer no interior do poligono,
o segmento de reta resultante permanece totalmente no interior do poligono. Caso o

segmento de reta resultante possua pontos no seu exterior, o poligono é concavo.
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Figura 2.24: Poligono Convexo e Concavo, respectivamente

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Se a é um angulo interno de um poligono, chamamos de angulo externo o
angulo  formado pela extensao do lado correspondente a « e o seu lado adjacente, sendo

esses angulos suplementares.

Defini¢ao 2.18. (Poligono Regular) Se um poligono é convexo e possui todos os lados

congruentes e todos os angulos congruentes, é chamado de poligono reqular.

A soma dos angulos externos de qualquer poligono regular é sempre 360°.
Temos algumas propriedades importantes dos poligonos, as quais trataremos a seguir.

Mais resultados podem ser encontrados no livro Geometria de A. Muniz Neto, 2013.

Uma diagonal de um poligono é um segmento que liga dois vértices nao con-

secutivos. Quando o poligono é convexo, todas as suas diagonais sao internas.

Proposicao 2.19. O nimero de diagonais D de um poligono convexo de n lados é dado
n(n—3)

pela férmula: D = ==

Demonstracao. Observamos que, pela definicao de diagonal, os triangulos nao possuem
diagonal, assim, considerando poligonos com lados n > 4, unindo o vértice A; aos n — 1
vértices restantes, notamos que duas dessas unioes sao os lados do poligono, logo, temos
n — 3 diagonais partindo do vértice A;, e analogamente, n — 3 diagonais partindo de

qualquer vértice, totalizando n(n — 3) diagonais.

Agora, observamos que existe uma duplicidade na quantidade de diagonais
contados, pois a diagonal formada pelo segmento A;A; foi contado partindo do vértice A;
e também partindo do vértice A;, logo, o nimero de diagonais de um poligono de n lados
n(n—3)

¢ dado por ———. n

Proposigao 2.20. A soma dos angulos internos de um triangulo é 180°.

Demonstracao. Seja um triangulo qualquer e uma reta paralela a um dos lados do

triangulo e passando pelo vértice oposto a esse lado.

40



Figura 2.25: Triangulo com paralela

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Observe que os angulos « e §, 8 e € sao alternos internos, ou seja, sao congru-

entes, logo, d, v e € formam um angulo raso. O]

Proposicao 2.21. A formula da soma S dos angulos internos de um poligono de n lados
¢ dada por: S =180°(n — 2).

Demonstracao. Seja P um ponto no interior de um poligono de n > 4 lados. Formando
segmentos de reta dos vértices do poligono com o ponto P, obtemos n triangulos com os

lados, dois a dois, adjacentes.

Como a soma dos angulos internos de cada um dos triangulos é 180°, temos
que a soma dos angulos internos do poligono é 180°n —360°. A subtracao de 360° é devida
ao fato de que os angulos internos no vértice P dos triangulos nao sao angulos internos
do poligono e sua soma é um angulo completo. Portanto, isolando 180°, obtemos que a

soma dos angulos internos de um poligono é dado por 180°(n — 2). O

No caso do poligono regular de n lados, como todos os angulos internos sao
congruentes, podemos determinar a medida de cada um dos angulos internos « utilizando

a formula: o = %

Um conceito fundamental que envolve os poligonos é a semelhanca.

Definigao 2.22. (Semelhancga de Poligonos) Dois poligonos sao semelhantes quando pos-
suem os angulos correspondentes congruentes e os lados correspondentes proporcionais,

isto €, a razao entre as medidas de qualquer par de lados correspondentes serd constante.
De maneira mais simples, dois poligonos sao ditos semelhantes quando possuem

a mesma forma, embora possam ter tamanhos diferentes. Um fato interessante é que todos

os poligonos regulares de n lados sao semelhantes entre si.
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Triangulos e Quadrilateros

Os principais poligonos sao os triangulos e os quadrilateros, os quais trataremos

brevemente a seguir.

Os triangulos sao os poligonos mais simples, possuem trés lados (trés angulos)
e, conforme ja vimos, nao possuem diagonais e a soma dos seus angulos internos é 180°.
Também destacamos que em um triangulo a maior medida de angulo esta sempre oposta ao
maior lado. Também temos uma condicao de existéncia para os triangulos, pois conforme
vimos anteriormente, trés linhas poligonais podem nao fechar, ou seja, podem nao formar

um poligono.

Postulado 2.23. (Condigao de existéncia de um triangulo) Trés segmentos de reta podem
formar um triangulo se, e somente se, a medida de um deles é sempre menor que a soma

das medidas dos outros dois.

Os triangulos podem ser classificados de acordo com lados, como:

Triangulo escaleno: nao possui lados, dois a dois, congruentes, ou seja, a

medida dos trés lados sao diferentes entre si.

Figura 2.26: Triangulo Escaleno

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Triangulo isésceles: possui pelo menos dois lados congruentes, ou seja, dois

lados com medidas iguais. Por consequéncia, possui dois angulos internos congruentes.

Figura 2.27: Triangulo Isésceles

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025
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Triangulo equilatero: possui todos os lados congruentes, ou seja, os trés
lados possuem a mesma medida. Por consequéncia, todos os angulos internos sao congru-

entes e medem 60°, logo, é um poligono regular.

3.34

3.34

Figura 2.28: Triangulo Equilatero
Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Podemos também classificar os triangulos de acordo com angulos, assim, po-

dem ser classificados como:

Triangulo acutangulo: se todos os seus angulos sao agudos.

Figura 2.29: Triangulo Acutangulo
Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Triangulo obtusangulo: se um de seus angulos é obtuso.

W

B

Figura 2.30: Triangulo Obtusangulo
Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

43



Triangulo retangulo: se um de seus angulos é reto.

Em um triangulo retangulo, o maior lado, oposto ao angulo reto, é chamado de
hipotenusa e os outros dois lados sao chamados de catetos. Pelas propriedades métricas

e aplicagoes, o triangulo retangulo é um dos principais elementos da matematica.

Figura 2.31: Triangulo Retangulo

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Por sua vez, os quadrildteros sao poligonos de 4 lados (4 angulos), possuem 2

diagonais e a soma dos seus angulos internos é 360°.

Os quadrilateros podem ser classificados como um quadrilatero qualquer: se
os seus lados opostos nao sao paralelos; ou Trapézio: se apresenta dois lados opostos

paralelos; ou Paralelogramo: se possui todos os lados opostos paralelos.

Os lados opostos paralelos de um trapézio sao chamados de base maior e me-
nor, de acordo com as medidas, caso nao sejam congruentes. Os Trapézios podem ser

classificados como:

Trapézio Isdsceles: se possui lados nao paralelos congruentes.

337 3.37

Figura 2.32: Trapézio Isosceles

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Trapézio Escaleno: se possui lados nao paralelos nao congruentes.
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VAN

Figura 2.33: Trapézio Escaleno

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Trapézio Retangulo: se possui angulo reto.

=

Figura 2.34: Trapézio Retangulo

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Os Paralelogramos tém angulos opostos congruentes e angulos consecutivos,

dois a dois, suplementares.

Figura 2.35: Paralelogramo

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Em particular, todo paralelogramo também é um trapézio, mas nem todo

trapézio é um paralelogramo.

Os paralelogramos podem ser classificados como:
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Retangulo: em que todos os angulos sao retos.

F

Figura 2.36: Retangulo

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Losango: em que todos os lados sao congruentes.

Figura 2.37: Losango

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Quadrado: é um retangulo em que todos os lados sao congruentes e, analoga-

mente, um losango em que todos os angulos sao retos. Portanto, ¢ um poligono regular.

Figura 2.38: Quadrado

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Destacamos as seguintes propriedades de alguns quadrilateros:
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Em todo paralelogramo, os lados opostos, e os angulos opostos, sao congruentes;

Em todo paralelogramo, os angulos consecutivos sao suplementares.

Em todo paralelogramo, uma diagonal divide esse paralelogramo ao meio, além

disso, as diagonais sao concorrentes em seus pontos médios.
e Em um retangulo, as diagonais sao iguais;

e E um losango, as diagonais sao perpendiculares e bissetam os angulos;

O quadrado acumula todas essas propriedades.

Area e Perimetro

Denominamos de perimetro P de um poligono, a soma das medidas dos seus
lados, ou seja, o perimetro representa a medida total do contorno do poligono. Ja o
conceito de area A é utilizado principalmente no célculo da medida da superficie dos
poligonos. Definimos drea como a extensao ocupada por uma superficie (regido fechada)
plana. A medida da area é a quantidade de vezes que uma unidade de medida de area

cabe na superficie.

Normalmente, utilizamos o conceito de malha quadriculada com quadrados
1x1 unidade para determinar a unidade de medida de area, que é 1 unidade ao quadrado,
e assim, conseguimos medir a area dos poligonos, que é dado pelo ntimero de quadrados

que ela ocupa.

Figura 2.39: Malha quadriculada

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Portanto, temos que a drea de um poligono convexo é composta por quadrados,
além de triangulos formados pelas diagonais dos quadrados e que tém a metade da area
do quadro. O tamanho do quadrado pode ser ajustado conforme o tamanho e necessidade

do poligono.

Para desenvolvimento das féormulas de area dos poligonos, utilizamos os con-

ceitos de base de um poligono: que é um dos seus lados escolhido como referéncia para
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a medicao da altura; e a altura: que é a distancia perpendicular de um vértice oposto a

base, ou ao prolongamento da base. Apresentamos as formulas a seguir:

No retangulo de base b e lado a, notamos que o lado a é perpendicular a base,
logo, corresponde a altura h do retangulo (a = h), assim, basta contar a quantidade total
de quadrados, que ¢é a quantidade b da base vezes a quantidade h, portanto, a sua area é
dada por: A = bh. J4 o perimetro é dado por: P = 2(b+ h).

Figura 2.40: Retangulo e Quadrado, respectivamente

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

No quadrado, como os lados [ sdo iguais (I = b = h), a drea é dada por: A = [°.

Ja o perimetro é dado por: P = 4.

No paralelogramo de lado a e base b, precisamos notar que, como os lados
opostos sao paralelos, cada um dos quadrados incompletos de um dos lados possui a sua
area faltante em um dos quadrados incompletos do lado oposto. Logo, se deslocarmos os
quadrados incompletos correspondentes, unindo-os dois a dois, formaremos um retangulo
com a mesma area do paralelogramo. Além disso, notamos que o lado que corresponde
a altura h do retangulo formado é exatamente a altura do paralelogramo original, pois é

perpendicular a base.

Figura 2.41: Paralelogramo

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Assim, o calculo da area de um paralelogramo é igual a de um retangulo, sendo

dada por: A = bh. J& o perimetro, como a # h, é obtido como: P = 2(a + b).

Para o triangulo de lados a, b e ¢, inicialmente precisamos definir ponto
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simétrico, que é o ponto refletido por um eixo, ou seja, que se encontra do outro lado
do eixo, tal que é mantida a mesma distancia e alinhamento dos pontos em relagao ao

e1xo.

Obervamos que se assumirmos o maior lado de qualquer triangulo como eixo
e tomarmos o ponto simétrico do vértice oposto a esse lado, conectando os vértices per-
tencentes ao eixo com o ponto simétrico obtido, formamos um paralelogramo tal que o
eixo é uma diagonal desse paralelogramo. Logo, o triangulo é metade do paralelogramo,

assim, possui metade de sua area, além disso, ambos possuem base b e altura A comum.

Figura 2.42: Triangulo e triangulos no retangulo, respectivamente

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Portanto, a area de um triangulo pode ser calculada como a metade da area

do paralelogramo formado como descrito, ou seja, a = % J& o perimetro é dado pela

soma das medidas a, b e ¢ dos lados, isto é, P =a + b+ c.

Existem muitas formulas para calcular a area de um triangulo, entre elas, uma
formula muito 1util utiliza o semiperimetro p do triangulo, isto é, metade do seu perimetro.

Essa féormula é denominada Férmula de Herao !:

A= /p(p—a)(p—b)(p—c)

A férmula de Herao é util principalmente quando existe dificuldade de se obter

a altura do triangulo, sendo que as medidas dos lados estao todas disponiveis 2.

Para o Losango de lado [, notamos que a diagonal menor d divide o losango
em dois triangulos com bases adjacentes, e a metade da diagonal maior D, pelo fato das
diagonais serem perpendiculares e concorrentes no ponto médio, representam a altura de

cada triangulo.

1 As grafias Heron e Hero também costumam ser utilizadas.
2Uma demonstracio da férmula de Herdo pode ser encontrada em A. MUNIZ NETO, Geometria,

2013; pagina 235.
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Figura 2.43: Losango

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

A area do losango é dada pela soma da areas desses dois triangulos, que pos-
. . . d2 42
suem a mesma base d e alturas % iguais , ou seja, A = > + - = dTD. Logo, A = %. E

como o losango tem os 4 lados [ iguais, o seu perimetro é dado por: P = 4.

Ja com o trapézio de base menor b, base maior B, altura h e lados nao paralelos
[1 e ly (ndo necessariamente distintos). Para determinar a sua area é preciso decompor
esse trapézio em um retangulo, que é formado utilizando os lados paralelos do trapézio,
com um dos lados sendo a base menor b e o outro lado a altura h do trapézio, e formamos
também nesse processo dois triangulos retangulos (um triangulo se for trapézio retangulo),
com a altura dos triangulos sendo a altura do trapézio h e a base dos triangulos sendo

medidas a e ¢ tais que B=a+ b+ c.

Fazendo o somatoério das areas desses poligonos encontramos a area do trapézio.

Figura 2.44: Trapézio

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Observe, na imagem acima, que a area do primeiro triangulo é A; = %h, do

segundo triangulo é Ay = %, a area do retangulo é dada por A = bh. Assim, a area do
trapézio é dada por:
h h h b b h(B+1b
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, ’ ;s , h(B-+b , ’
Concluimos que a drea de um trapézio é dado por: A+ hBIY) 34 o perimetro

2
do trapézio é dado por: P =B + b+ l; + 5.

Para o caso de um poligono regular de n lados de medida [, o seu perimetro é
dado por: P = nl. Ja para a area do poligono regular, podemos utilizar o apétema para
determinar a sua adrea. O apétema a é um segmento de reta que parte do centro (ponto
equidistante dos vértices) de um poligono regular e forma um angulo reto (é perpendicular)
com um dos seus lados. De outra maneira, podemos dizer que o apotema é a distancia do

centro do poligono ao ponto médio de um de seus lados.

Quando selecionamos o centro do poligono regular de n lados, formando seg-
mentos de reta entre o centro do poligono regular e seus vértices, dividimos o poligono

em n triangulos de base [ e a altura de cada um dos triangulo é o apétema a do poligono

Figura 2.45: Poligono Regular dividido em triangulos e sua apétema

regular.

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

A area de cada um dos triangulo é igual e dada por %“, logo, somando a area

nla

o
regular é p = %l, concluimos que a férmula da area de um poligono regular é: A = pa.

dos n triangulos formados, obtemos A = Mas como o semiperimetro do poligono

Para calcular a area de outros poligonos, nao regulares, repete-se o método
utilizado com o trapézio, isto é, dividir o poligono original em poligonos mais simples com
areas conhecidas, como triangulos, quadrados ou retangulos, e por conseguinte, somar

todas as areas parciais determinadas para obter a area total do poligono.

Os processos descritos acima tornam as féormulas obtidas validas para nimeros
inteiros, contudo, é possivel realizar a extensao desse método para os niimeros racionais,
e posteriormente, estender as mesmas férmulas para ntmeros irracionais, tornando-as

vélidas para os nimeros reais 2.

3Para esse processo na integra, veja A. MUNIZ NETO, Geometria, 2013; Capitulo 5.
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Circunferéncia

Outra figura geométrica fundamental para a matematica é a circunferéncia, que
é objeto de estudo desde os primérdios da matematica. A circunferéncia possui diversos
resultados envolvendo-a ou baseados em suas propriedades, mas no presente trabalho

seremos sucintos nos conceitos e resultados.

Euclides (2009, p. 97, tradugao de Bicudo), em os Elementos, utilizou as

seguintes definigoes para circunferéncia:

15. Circulo é uma figura plana contida por uma linha [que é chamada circun-
feréncial, em relagdo & qual todas as retas que a encontram [até a circunferéncia
do circulo], a partir de um ponto dos postos no interior da figura, sdo iguais
entre si.

16. E o ponto é chamado centro do circulo.

17. E didmetro do circulo é alguma reta tracada através do centro, e termi-
nando, em cada um dos lados, pela circunferéncia do circulo, e que corta o
circulo em dois.

18. E semicirculo é a figura contida tanto pelo diametro quanto pela circun-
feréncia cortada por ele. E centro do semicirculo é o mesmo do circulo (Euclides,
2009, p. 97 e 98).

De maneira moderna podemos definir:

Defini¢ao 2.24. (Circunferéncia) O conjunto de todos os pontos de um plano que estdo
a uma mesma distancia, chamada de raio, de um ponto fizo, chamado de centro, é uma

circunferéncia.

Ja o Circulo ¢é a regiao do plano delimitada pela circunferéncia, incluindo
todos os pontos internos a ela. Assim, a circunferéncia é apenas o contorno que delimita

o circulo, enquanto o circulo é toda a regiao fechada pela circunferéncia.

Figura 2.46: Circunferéncia e Circulo, respectivamente

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Destacamos os seguintes elementos da circunferéncia:

e Centro O é o ponto fixo de onde se medem as distancias. Raio r é o segmento que

liga o centro a um ponto da circunferéncia.
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e Diametro d é o segmento que passa pelo centro e liga dois pontos opostos da cir-

cunferéncia, sendo o dobro do raio, d = 2r.

e Chamamos a medida da linha que forma a circunferéncia de comprimento da circun-

feréncia C, ou seja, o comprimento da circunferéncia é a medida do seu contorno.
e Corda é o segmento que liga dois pontos quaisquer da circunferéncia.
e Arco é a parte da circunferéncia delimitada por dois pontos.
e Setor circular é a regiao do circulo limitada por dois raios e o arco correspondente.

e Segmento circular é a regiao do circulo limitada por uma corda e o arco correspon-

Figura 2.47: Corda, Arco e Setor circular, respectivamente

dente.

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Temos algumas posigoes relativas entre retas e circunferéncia que sao impor-

tantes na geometria. Uma reta pode ter trés posicoes em relacao a uma circunferéncia:

Secante quando a reta corta a circunferéncia em dois pontos. Neste caso, a

distancia entre o centro da circunferéncia e a reta é menor que o raio da circunferéncia.

Figura 2.48: Reta Secante

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025
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Tangente quando a reta toca a circunferéncia em um unico ponto. Neste

caso, a distancia entre o centro da circunferéncia e a reta é igual ao raio da circunferéncia.

Figura 2.49: Reta Tangente

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Um resultado geométrico fundamental afirma que a tangente a uma circun-

feréncia é sempre perpendicular ao raio que passa pelo ponto de tangeéncia.

Externa quando a reta nao tem pontos em comum com a circunferéncia.
Neste caso, a distancia entre o centro da circunferéncia e a reta é maior do que o raio da

circunferéncia.

Figura 2.50: Reta Externa

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Um poligono é dito inscrito numa circunferéncia quando todos os seus
vértices pertencem a circunferéncia. Por outro lado, um poligono é circunscrito a
uma circunferéncia quando todos os seus lados sao tangentes a circunferéncia. Todo
poligono regular pode ser inscrito e circunscrito em uma circunferéncia, além disso, as cir-

cunferéncias que inscrevem e circunscrevem um poligono regular possuem o mesmo centro.
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Figura 2.51: Poligonos inscrito e circunscrito na circunferéncia, respectivamente

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Uma das propriedades mais fantésticas da circunferéncia é a definicao da fa-

mosa constante 7, que definimos como a razao entre o comprimento da circunferéncia e

o seu diametro, ou seja, ™ = %.
Da férmula 7 = % e sabendo que d = 2r, obtemos a férmula para o cédlculo do

comprimento da circunferéncia: C' = 27r.

Podemos aproximar os valores do 7 através da inscri¢ao de poligonos regulares
de n lados na circunferéncia. Assim, dividimos o perimetro do poligono com o diametro
da circunferéncia, obtendo aproximacoes dessa constante. Obviamente, quanto maior a

quantidade de lados do poligono regular, mais precisa se torna a aproximacao de 7.

Figura 2.52: Poligonos inscritos, aproximando-se da circunferéncia com o aumento dos lados

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Ao inscrever um poligono numa circunferéncia de raio r é possivel dividir esse
poligono em varios setores circulares, todos congruentes, e a area de cada setor circular
se aproxima da drea de um triangulo,com altura sendo o raio r e a base sendo a corda

que une os dois pontos de delimitam o arco formado na divisao dos triangulos.

Obviamente, quanto maior a quantidade de lados do poligono inscrito, maior
a quantidade de setores circulares formados e mais esses setores circulares se aproximarao

de triangulos, ja que a corda se aproximara mais do arco formado.
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Figura 2.53: Circunferéncia repartida em setores circulares
Fonte: Giovanni e Castrucci, 2018, p.257

Assim, se reagruparmos adequadamente esses setores circulares, obtemos
aproximacao de um paralelogramo.
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Figura 2.54: Paralelogramo formado pelos setores circulares
Fonte: Giovanni e Castrucci, 2018, p.257

Tendendo a quantidade de lados do poligono regular ao infinito, a quantidade
de setores circulares tendera ao infinito, consequentemente, a corda e o arco formados
tendem a se coincidirem, ou seja, a aproximacao do paralelogramo formado inicialmente

tendera, de fato, a um paralelogramo onde pelo menos um dos lados é de medida irracional.

Esse paralelogramo formado possui altura igual a r e base igual a % = 7.
Além disso, pela construcao realizada, a area desse paralelogramo é igual a area da cir-

cunferéncia, ou seja, A = bh = wrr = 7r?, logo, a férmula da 4rea da circunferéncia é
A =mr?

Teoremas Fundamentais: Tales e Pitagoras

Dois dos teoremas mais simbodlicos e fundamentais da geometria plana sao o
Teorema de Tales e o Teorema de Pitagoras. Ambos os teoremas sao resultados bastante

utilizados na educacao basica, obviamente, devido a sua importancia matemaética.

O Teorema de Tales remonta ao matematico grego Tales de Mileto (624 a.C.
— 546 a.C.), considerado um dos primeiros a sistematizar conhecimentos mateméticos de
forma dedutiva. Ainda que nao existam registros escritos do proprio Tales, sua contri-

buicao foi preservada por autores posteriores, como Aristoteles e Proclo, que destacaram
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seu papel pioneiro na transicao do pensamento pratico para o matematico abstrato.

Ja o Teorema de Pitdgoras é associado a Pitdgoras de Samos (570 a.C. —
495 a.C.) e a escola pitagérica, que via na matemdtica ndo apenas uma ciéncia, mas
também uma forma de compreender a harmonia do universo. Embora, como constatado no
primeiro capitulo, indicios histéricos mostrem que outrass antigas civilizacoes ja utilizavam
relacoes semelhantes muito antes de Pitagoras, foi a tradicao grega que lhe conferiu o

carater de teorema demonstrado.

A importancia desses teoremas atravessou séculos, tornando-se um dos pilares
da geometria euclidiana e influenciando o desenvolvimento da matematica ocidental. A

seguir serao enunciados e demonstrados esses teoremas.

Teorema 2.25. (Teorema de Tales) Sejam r, s e t retas paralelas. Escolhemos pontos
AA €r, BB € s ec,C' €t, de modo que A,B,C e A',B',C" sejam dois pares
ordenados de pontos colineares. Entao
AB AD
BC BC
De maneira mais informal, o teorema de Tales afirma que se duas retas sao

cortadas por retas paralelas, entao, os segmentos determinados sobre uma delas sao pro-

porcionais aos segmentos correspondentes determinados sobre a outra.

/N

< o

\

Figura 2.55: Retas transversais intersectando retas paralelas

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

Para demonstrar o teorema de Tales, utilizaremos a proposicao a seguir:

Proposicao 2.26. Se dois triangulos tém mesma altura, entao a razao entre suas dreas

€ 1gual a razao entre suas bases.

Demonstracao. Sejam A; e Ay as respectivas areas dos triangulos ABC e A’B’C’, tais que

os triangulos ABC e A’B’C’ tém altura de mesma medida h, relativa as bases BC e B’C’,

de comprimentos a e b, respectivamente. A area A; é dada por A; = % e a area Aj é

o7



dada por Ay = %, logo, dividindo A; por As, obtemos

a
b
O

Uma consequéncia dessa proposicao é o fato de que dois triangulos com as

medidas da base e altura iguais, possuem areas iguais.

Seguimos para a demonstracao do teorema de Tales.

Demonstracao do Teorema de Tales. Sejam r, s e t retas paralelas entre si, m e n retas
transversais tais que m intersecta r, s e t nos pontos A, B e C, respectivamente, e n
intersecta r, s e t nos pontos A’, B’e C’, respectivamente. Determinam-se os segmentos
AB', BA', CB' e ('B.

Sejam Ap, Ay, As e Ay as areas dos triangulos formado pelos vértices A,B,B’;
A’ B,B’; B,C,B’ e B,B’,C’. Como r é paralelo a s, os triangulos ABB’ e A’ BB’ possuem a
mesma altura, além disso, o segmento BB’ é a base comum entre esses triangulos. Logo,
a area do triangulo ABB’ é igual a area do triangulo A’BB’. Analogamente, concluimos

que a area do triangulo BCB’ é igual a area do triangulo BB’C’.

Figura 2.56: Demonstragao do Teorema de Tales: parte 1

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Logo, temos que A; = Ay e A3 = A,. Dividindo a primeira igualdade pela

A _ A

segunda, obtemos =1
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Formando de B’ um segmento perpendicular ao segmento AC, obtemos a altura
B’H do triangulo ABB’, por conseguinte, nota-se que essa altura é também a altura do
triangulo BCB’. Analogamente, formando de B um segmento perpendicular ao segmento

A'C’; obtemos a altura BH’, que é a altura do triangulo A’BB’ e do triangulo B'BC’.

Figura 2.57: Demonstragao do Teorema de Tales: parte 2

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

Portanto, pela Proposi¢ao acima, como os dois triangulos tém a mesma altura,

a razao entre as areas dos triangulos ¢é igual a razao entre as suas bases, isto ¢, ﬁ—; = %
Ay _ A'B

(& A_4 = B¢

Logo, concluimos que

A'B’

Siis
S
Q

]

Um resultado igualmente importante ao teorema de Tales é a sua reciproca,
apesar de ser pouco utilizada na educagao basica. Enunciaremos a reciproca do teorema de

Tales, mas nao a demonstraremos, apenas indicaremos a referéncia para a demonstracao.

Teorema 2.27. (Reciproca do Teorema de Tales) Se g—g = gl,g:, entdo, a reta formada

pelos pontos B e B' € paralela as retas formadas pelos pontos A e A’ e pelos pontos C e

C’, que sdo também paralelas entre si. *

O teorema de Tales possui aplicagdes em diversas situagoes (Silva, 2024):

4A demonstracdo é encontrada em A. MUNIZ NETO, Geometria, 2013; Coroldrio 4.4, p. 125.
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e Escalas de Mapas: quando é feito um mapa, a distancia real entre duas cidades é
representada de forma proporcional no papel e o teorema de Tales justifica a relagao

entre a distancia no mapa e a distancia real.

e Medicao de alturas: é possivel calcular a altura de arvores, postes ou prédios apenas
usando semelhanca de triangulos, normalmente com o caso Angulo—Angulo (AA),

os quais sao derivados do teorema de Tales.

e Arquitetura e Engenharia: o teorema de Tales garante que estruturas estejam pro-

porcionais e paralelas e auxilia no alinhamento de muros, janelas e colunas.

e Fotografia e Desenho: técnicas de perspectiva no desenho artistico usam o teorema
de Tales, fanzendo objetos mais distantes parecem menores, mas mantendo a pro-

porcao em relacao aos objetos mais proximos.

O proéximo teorema é o famoso teorema de Pitagoras.

Teorema 2.28. (Teorema de Pitdgoras) Em um triangulo retangulo, o quadrado da hi-

potenusa c € igual & soma dos quadrados dos catetos a e b, isto €, a® + b* = c2.

O classico livro The Pythagorean Proposition de E. Loomis, apresenta 370
demonstracoes diferentes do Teorema de Pitdgoras. Para demonstrar esse teorema no

presente trabalho, selecionamos a demonstragao apresentada por Garfield (Loomis, 1968).

Demonstracao do Teorema de Pitdgoras. Dados dois triangulos congruentes ABC e EDC,
tal que os pontos B, C e D sao colineares e os triangulos retangulos em B e D, respec-
tivamente, com catetos a, b e hipotenusa c, e angulos a e 3, marcamos o segmente AE
formando um triangulo ACE isésceles e um trapézio ABDE, de base maior b, base menor

a e altura a+b; conforme imagem a seguir.

Figura 2.58: Demonstragao do teorema de Pitdgoras

Fonte: Arquivo Pessoal da autora
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Seja o angulos # do triangulo isésceles, observamos que a+ +60 = 180° e como
a+ [ = 90°, pela soma dos angulos internos de um triangulo, concluimos que 6 = 90° e

o triangulo isésceles ACE é retangulo de catetos c.

A area desse trapézio é dada por:

= (b+a)(a+b) a®+2ab+b°
B 2 B 2

Mas a area do trapézio também ¢é dada pela soma da area dos trés triangulos
que o formam, e como sao triangulos retangulos, a sua base e altura é dada por seus

catetos. Logo,

ab ab cc c?
A=L P py &
s Ty Ty Tty

Portanto, das expressoes das areas A, temos que

2 2ab b2 2
% :ab+%:>a2+2ab+62:2ab—|—02:>a2+62202
Assim, concluimos que a? + b = 2. O

O teorema de Pitagoras também possui a sua reciproca, como também, é
menos utilizada na educagao bésica e quando utilizada é geralmente de maneira indireta.
Aqui sera enunciado a reciproca do teorema de Pitdgoras, mas nao demonstrada, apenas

indicado a referéncia para a demonstracao.

Teorema 2.29. (Reciproca do teorema de Pitdgoras) Seja um triangulo de lados medindo
5

a, b ec. Sea?®+b®=c?, entdo, o triangulo é um triangulo retangulo em c.
O teorema de Pitdgoras também possui aplicagoes em diversas situagoes (Ma-
galhaes, 2023):

e Engenharia e arquitetura: o teorema de Pitdgoras ¢é utilizado para garantir angulos

retos em obras e também para calcular rampas e inclinagoes.

e Medigao de alturas: também é possivel medir a altura de arvores, prédios ou torres

com o teorema de Pitagoras, utilizando a sombra do objeto.

e Navegacao e distancias: quando nao ¢é possivel medir uma distancia em linha reta,
o teorema de Pitagoras é utilizado para determinar essa medida. A prépria deter-

minacao da distancia de dois pontos deriva do teorema de Pitagoras.

5A demontracdo é encontrada em A. MUNIZ NETO, Geometria, 2013; Proposicio 4.13, p. 135.
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e Astronomia e satélites: para calcular a distancia entre corpos celestes ou encontrar
trajetérias e posicionamento de satélites em érbita, o teorema de Pitagoras é til

pela determinagao da distancia entre pontos.

62



Capitulo 3

Metodologias Ativas e Softwares

Educativos

As metodologias ativas sao abordagens pedagdgicas que colocam o estudante
como protagonista do processo de aprendizagem, incentivando sua participagao, autono-
mia e reflexao critica. Quando combinadas com softwares educativos, essas metodologias
se tornam ainda mais significativas, pois utilizam a tecnologia como recurso mediador, am-
pliando as possibilidades de interacao, exploragao e construcao do conhecimento. Moran
(2015, p. 27) reforga que “as metodologias ativas favorecem a participagao dos estudantes
em atividades que exigem reflexao, tomada de decisao, solucao de problemas e criacao de

produtos, com ou sem mediacao tecnologica.”

O uso de tecnologias digitais, programas ou softwares, estd em conformidade

com uma das competéncias da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), onde diz:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagao e comunicagao
de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informacoes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria
na vida pessoal e coletiva (BNCC, 2017, p. 9).

No contexto digital, os softwares educativos possibilitam experiéncias de apren-
dizagem interativas e personalizadas, alinhadas a metodologias como a aprendizagem ba-
seada em problemas, onde o aluno é desafiado a resolver problemas reais ou simulados,
utilizando os recursos digitais, como GeoGebra ou o canva, como apoio visual e experimen-
tal na resolugao dos problemas. Onuchic e Allevato (2011, p. 35) reforgam que “o trabalho
com problemas, especialmente quando apoiado por recursos tecnologicos, contribui para

o desenvolvimento do raciocinio logico e da autonomia do aluno.”

Outra metodologia ativa que é amplamente apoiada por recursos tecnolégicos

é a aprendizagem por projetos, onde os estudantes desenvolvem projetos que envolvem

63



pesquisa, planejamento e apresentacao de resultados. Os softwares de simulagao, como
PhET, e de criagao, como Scratch, tornam-se aliados nesse processo. Esta metodologia
pode ser utilizada simultaneamente ou separadamente com a sala de aula invertida, onde
o contetdo tedrico é explorado em casa, com videos, simulagoes e softwares educativos,
e o tempo em sala de aula é dedicado a resolucao de duvidas e problemas. Schneiders
(2018, p. 22) ainda enfatizam que “a sala de aula invertida libera tempo para atividades

mais significativas em classe, como experimentacgao, investigacao e colaboragao.”

Por fim, uma metodologia ativa que esta sendo bastante utilizada na educacao
bésica é a gamificacao, onde o uso de softwares que aplicam dinamicas de jogos (pontuagao,
desafios e rankings) estimula a motivacao e o engajamento. Os softwares como Kahoot e

Quizizz sdo exemplos muito utilizados (Alves, Minho e Diniz, 2014).

Sousa, Santiago e Alves (2022, p. 34-35) destacam “a importancia do desen-
volvimento de competéncias e habilidades geométricas, a partir da visualizacao, da ar-
gumentacao e formulacao de hipoteses logicas e da compreensao de figuras geométricas.”
Portanto, podemos notar que o uso das metodologias ativas alinhado com os softwares
educacionais fornece varios beneficios educacionais, como permitir maior engajamento dos
alunos, que participam ativamente em ambientes digitais atrativos; aprendizagem perso-
nalizada, pois o aluno pode avangar no seu préprio ritmo; integragao teoria e pratica, ja
que softwares simulam situagoes reais e permitem a experimentacao; desenvolvimento de

competéncias digitais, essenciais no século XXI.

Resolucao de Problemas

Entre todas as metodologias existentes, considerando o desenvolvimento
geométrico dos alunos e principalmente com o auxilio dos recursos digitais, o método de
resolucao de problemas é uma das estratégias de ensino mais bem sucedidas e interessan-
tes que podemos considerar, pois coloca o aluno no centro do processo de aprendizagem,
propondo situagoes desafiadoras para que ele investigue, formule hipéteses, teste solucoes

e reflita sobre os resultados.

O método de resolucao de problemas é uma metodologia que transforma o
ensino em um processo investigativo, reflexivo e ativo. A ideia central é que aprender
matematica significa resolver problemas e compreender os conceitos a partir deles, em vez

de apenas memorizar regras e formulas.

George Pdlya é considerado o principal tedrico, com a obra: A Arte de Resolver
Problemas, de 1945, que sistematizou etapas para o processo de resolugao. Pdlya (1978,
p. 15) destaque que “resolver um problema significa encontrar um caminho para sair de

uma dificuldade, encontrar um meio para chegar a um objetivo que nao ¢ imediatamente
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atingivel.”

Pélya, em a arte de resolver problemas, propos quatro etapas fundamentais

para a resolucao de problemas matematicos:

e Compreensao do problema: identificar os dados, a incognita e as condigoes.

Elaboragao de um plano: escolher uma estratégia ou método de ataque, seja por

desenho, analogia, equacoes.

e Execucao do plano: colocar em pratica o raciocinio escolhido, passo a passo.

Revisao da solugao: verificar se a resposta obtida é coerente, se ha outro caminho

mais simples ou se o resultado pode ser generalizado.

Enfatizamos que essa metodologia, utilizada para resolver desde problemas
simples até os mais complexos, favorece o pensamento critico e criativo, pois estimula o
aluno a buscar estratégias préprias; desenvolve autonomia no estudo, ja que o estudante
deixa de ser apenas receptor e passa a ser agente ativo; conecta a matematica a realidade,
por meio de problemas contextualizados e significativos; integra conceitos matematicos,

pois muitos problemas exigem a articulagao de diferentes contetidos.

Dante (1991, p. 20) intensifica que “resolver problemas é o ponto de partida
e de chegada da atividade matematica; é a razao de ser da Matematica, seu objetivo
maior.” Por esse motivo a metodologia de resolver problemas nao se torna ultrapassada
e tem se provado fundamental para o desenvolvimento matematico, principalmente nos
tempos modernos, com a utilizacao dos recursos tecnolégicos e digitais para potencializar

o ensino e aprendizagem.

Apresentacao do GeoGebra

Uma das ferramentas que podemos utilizar como recurso para abordagem de
conteudos geométricos é o software matematico chamado GeoGebra, desenvolvido por
Markus Hohenwarter da Universidade de Salzburg. O GeoGebra ¢ um software dinamico
que combina elementos de geometria, algebra, estatistica e calculo em um tnico ambiente

interativo, gratuito e multiplataforma, funciona em computadores, tablets e celulares.

Muitos conceitos geométricos sao dificeis de compreender apenas com ex-
plicagoes verbais ou desenhos estaticos no quadro. O GeoGebra permite que o aluno
explore figuras de forma dinamica, observando propriedades invariantes, como angulos,

paralelismo e simetria. O estudante pode experimentar hipéteses, manipular construcoes e
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verificar resultados, o que favorece a aprendizagem investigativa, desenvolvendo raciocinio

légico e cientifico.

Outro beneficio de utilizar o GeoGebra para resolver problemas geométricos
¢ que as atividades que demandariam tempo com régua e compasso podem ser feitas
com maior agilidade e precisao no software, liberando espaco para discutir conceitos mais
profundos. Como o GeoGebra conecta algebra e geometria, é possivel explorar problemas
que envolvem funcgoes, equagoes e transformagoes geométricas, mostrando ao aluno a

interligacao entre diferentes ramos da matematica.

O GeoGebra é uma plataforma muito completa e suas ferramentas variam um
pouco dependendo da versao, Classico 5, Classico 6, ou os apps separados: Geometria,
Graficos ou 3D. Mas no moédulo de geometria, que é o mais usado no ensino, as ferramentas
podem ser organizadas em grupos. Apresentamos a seguir as principais ferramentas do

GeoGebra classico, versao online, para o uso geométrico:

1. Ferramentas de Ponto: sao a base para qualquer construgao geométrica, simu-

lando o papel do compasso e régua.

! . 0 -
P S Sl IP AN P
T A Ponto
{.:“\ Ponto em Objeto
\," Vincular / Desvincular Ponto
>( Intersecéo de Dois Objetos

.t * Ponto Médio ou Centro

o Nimero Complexa

N Otimizacdo
f\ jl Raizes 10 -8

Figura 3.1: Ferramenta de Ponto

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

— Ponto: cria um ponto em qualquer lugar do plano.

— Ponto em objeto: coloca o ponto restrito a uma reta, segmento, circunferéncia,

etc.

— Intersecao de dois objetos: cria o ponto de intersecao entre retas, circun-

feréncias ou outros objetos.

— Ponto médio ou centro: gera o ponto central de um segmento, poligono ou

circulo.
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— Numeros complexos: possibilita representar e manipular nimeros reais e com-

plexos no plano complexo.

— Otimizagao:

é utilizada para determinar valores maximos ou minimos de

funcoes ou expressoes algébricas.

— Raizes: permite calcular e representar raizes quadradas, cibicas, entre outras,

de niimeros ou expressoes algébricas.

2. Ferramentas de Reta: para construcoes classicas da geometria euclidiana.

Bl >0 04N

+

a=2

R

Entt / Reta

" Segmento

& Segmento com Comprimento Fixo

.~ Semirreta

'\: Caminho Poligonal

" Vetor

.}’ Vetor a Partir de um Ponto

¢

¥ A S0 0 4L N =

+

Entrada...

/'/ Reta Perpendicular
~*~_ Refa Paralela

> Mediatriz

-f, Bissetriz

'/O Reta Tangente

.Q Reta Polar ou Diametral

;,'.‘ Reta de Regressé&o Linear

aﬂ Lugar Geométrico

Figura 3.2: Ferramentas de Reta

Fonte: Arquivo Pessoal da autora, 2025

— Reta: constréi uma reta passando por dois pontos.

— Segmento: constréi um segmento definido por dois pontos.

— Segmento com comprimento fixo: cria um segmento a partir de um ponto inicial
com medida exata dada.
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— Semirreta: cria uma semirreta com origem em um ponto e dire¢ao de outro.

— Caminho poligonal: permite criar uma sequéncia de segmentos de reta ligados

consecutivamente, formando uma linha poligonal aberta ou fechada.
— Vetor: possibilita representar vetores no plano ou no espaco.

— Vetor a partir de um ponto: permite construir um vetor com diregao, sentido

e comprimento definidos, tendo como origem um ponto escolhido.
— Reta perpendicular: constréi a reta perpendicular a outra por um ponto dado.
— Reta paralela: constréi uma reta paralela a outra passando por um ponto.
— Mediatriz: cria a mediatriz de um segmento.
— Bissetriz de angulo: constréi a bissetriz de um angulo dado.
— Reta Tangente: cria a reta tangente a circunferéncia ou curva em um ponto.

— Reta polar ou diametral: constréi, em relacao a uma circunferéncia, a reta
polar de um ponto externo ou a reta diametral associada a um ponto da cir-

cunferéncia.

— Reta em regressao linear: ajusta uma reta a um conjunto de pontos a partir

do método dos minimos quadrados.

— Lugar geométrico: permite determinar e visualizar o conjunto de todos os

pontos que satisfazem uma determinada condi¢ao ou dependéncia geométrica.

3. Ferramentas de Poligonos: propriedades de poligonos.

NI BN ISICISIPAN IS
+ | Entrada.. ;- Poligono

I:‘; Poligono Regular
:\ Poligono Rigido

L. Poligono Semideformavel

Figura 3.3: Ferramentas de Poligonos

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

— Poligono: cria poligonos ao selecionar pontos consecutivos.

— Poligono regular: constréi poligonos regulares (ex.: hexdgono, pentdgono) a

partir de dois pontos e niimero de lados.
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— Poligono rigido: cria um poligono que pode ser movimentado mantendo forma

e tamanho.

— Poligono semideformavel: permite construir um poligono cujos vértices podem
ser movimentados, mantendo certas propriedades geométricas, como parale-

lismo ou alinhamento de lados.

4. Ferramentas de Circunferéncia: explorar relacoes métricas, arcos, angulos,

areas circulares e conicas.

© 4N =

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

+ Entrada...

@ Circulo: Centro & Raio

‘/::. Compasso

O Circulo definido por Trés Pontos

r‘ Semicirculo

,.] Arco Circular

(:] Arco Circuncircular

Q Setor Gircular 6 -4 -2

LD Setor Circuncircular

Figura 3.4: Ferramentas de Circunferéncia

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

— Circunferéncia dado centro e um dos seus pontos: cria uma circunferéncia a

partir do ponto que sera o centro e de um ponto pertencente a circunferéncia.

— Circunferéncia com centro e raio: cria uma circunferéncia a partir do ponto

que serd o centro e a medida do raio.

— Circunferéncia definido por trés pontos: cria uma circunferéncia a partir de

trés pontos pertencentes a circunferéncia.
— Semicirculo: cria um semicirculo a partir de dois pontos.

— Arco de circunferéncia: cria um arco a partir do centro e dos pontos do extremo

do arco.
— Setor circular: cria um setor circular a partir do centro e de dois pontos.

— Setor circuncircular: constréi a regiao limitada por dois raios e pelo arco

correspondente de uma circunferéncia.
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5. Ferramentas de Medida: relacionar construcoes geométricas com calculos.

NS NIoll =) P NI

+ Entrada... é Angulo

£ Angulo com Amplitude Fixa

:m/' Distancia, Comprimento ou Perimetro
2 -

EB Area

/éf Inclinacéo

{1,2} Lista
2 =
a—p Relacdo

U. Inspetor de Funcoes —4 -2

Figura 3.5: Ferramentas de Medida

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

— Angulo: mede angulos entre retas ou pontos.
- Angulo com amplitude fixa: mede angulos com medida fixa dada.

— Distancia, comprimento ou perimetro: determina essas medidas do elemento

geométrico selecionado.
— Area: determina a area da regiao selecionada.
— Inclinagao: mede a inclinacao de uma reta em relagao ao eixo.

— Lista: possibilita criar e manipular conjuntos de objetos, como nimeros, pon-
tos, fungoes ou outros elementos, facilitando a organizacao de dados e a rea-

lizacao de operacoes repetitivas.

— Relagao: permite verificar e analisar relacoes matematicas entre dois objetos,
como igualdade, paralelismo, perpendicularidade ou pertencimento de propri-

edades geométricas e algébricas.

— Inspetor de funcao: é usado para analisar o comportamento de uma funcao,
permitindo identificar intervalos de crescimento e decrescimento, maximos e

minimos, zeros, concavidade e outros aspectos importantes de fungoes.

6. Ferramentas de Transformagao: estudar isometrias e transformacgoes

geométricas, fundamentais na geometria.
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Figura 3.6: Ferramentas de Transformagao

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

— Reflex@o em torno de uma reta: cria a imagem de um objeto (ponto, reta,
poligono, circunferéncia, etc.) em relagao a uma reta dada, funcionando como

um ”espelho”.

— Simetria em torno de um ponto: gera a imagem de um objeto em relacao a um

ponto fixo, como se fosse uma "rotacao de 180°”em torno desse ponto.

— Girar em torno de um ponto: move um objeto ao redor de um ponto fixo,

girando-o por um angulo escolhido.

— Homotetia (dilatagdo ou redugao em relagdo a um centro): amplia ou reduz
um objeto em relagao a um ponto fixo (o centro da homotetia), de acordo com
um fator k. Se k > 1 ocorre dilatacao; se 0 < k < 1 ocorre reducao; se k < 0

hé também uma inversao em relacao ao centro.

Exemplos de atividades

A seguir serd apresentada uma lista com 10 questoes, elaboradas pela prépria
autora, que é utilizada como exemplos de atividades que podem ser desenvolvidas pelos
alunos utilizando o GeoGebra. O objetivo consiste em resolver as questoes usando o
GeoGebra para construir as figuras e explorar as solugoes geométricas. Cada questao

envolve assuntos que devem ser previamente trabalhados em sala de aula.

Exemplo 3.1. Construa um quadrado de lado 5 cm, trace as diagonais e encontre o ponto

de intersecao. Qual a distancia do ponto de intersecao aos vértices?
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Solucao (Algébrica). Trace um segmento de reta de 5 ¢cm com a régua, determine o
angulo de 90° com o transferidor e trace o outro segmento de reta de 5 cm, repita o
processo até formar o quadrado. Trace as diagonais com a régua e determine o ponto de
intersecao das diagonais. Pode-se medir a distancia do ponto de intersecao aos vértices
com a régua ou determinar algébricamente, sendo a medida da diagonal d dada pelo
teorema de Pitdgoras, resultando d = /52 + 52 = 5v/2 ~ 7,07. A distancia da intersecio

das diagonais aos vértices é a metade da medida da diagonal, logo, g ~ 3,54.

Figura 3.7: Exemplo 1 - Tradicional

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

Solugao (Software). Inicialmente, no menu de ferramentas do GeoGebra, seleciona-se
a opcao “Poligono Regular”. Fssa ferramenta permite construir poligonos com lados
congruentes e angulos internos iguais, assequrando que a figura obtida seja um quadrado

perfeito.

Clica-se em um ponto do plano cartesiano para definir o primeiro vértice do
quadrado. Em sequida, clica-se em um sequndo ponto, que determina o comprimento do
lado. Ao surgir a caiza de didlogo, insere-se o niumero 4, correspondente d quantidade de

lados do poligono.

O GeoGebra gera automaticamente o quadrado, nomeando seus vértices, por
exemplo, como A, B, C e D. Observa-se que os vértices A e C sao opostos entre si, assim
como os vértices B e D. Fsses pares de vértices serao utilizados para tracar as diagonais

do quadrado.

Seleciona-se a ferramenta “Segmento”. Tracga-se o primeiro segmento ligando
o vértice A ao vértice C, formando a primeira diagonal do quadrado. Em sequida, traca-se
o sequndo segmento ligando o vértice B ao vértice D, formando a sequnda diagonal. As
duas diagonais tragadas se cruzam em um unico ponto. Esse ponto de intersecao surge

automaticamente no GeoGebra ou pode ser destacado com a ferramenta “Interse¢ao”.
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O ponto de intersecao das diagonais € denominado ponto E. Fsse ponto repre-
senta o centro geométrico do quadrado, pois as diagonais se cruzam em seus respectivos

pontos médios, dividindo-se mutuamente em partes iguais.

R 7 004N 2 Q =
- =5 . .
A RN =ca i =IE - I &
poll = Poligono(A, B, 4)
@
=25
g = Segmento(A, B, poll)
@ D C
=5
k = Segmento(D, B)
@ 3.54
=707
® | = Segmento(A, C) H E
= 707 207 7.07
_ E = Intersegio(k,1) :
@ A B
= (-6.42,7.58) 3 #
m = Segmento(E, C) &
® Q

= 354

+  Entrada..

Figura 3.8: Exemplo 1 - GeoGebra

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

A medida da distancia do ponto de intersecdo e o vértice do quadrado € obtido
tracando um segmento entre esses pontos, observando a janela de entrada no lado esquerdo
da tela, ou ainda, clicando no botdo direito do mouse sobre o segmento e selecionando
a ferramenta “Configuracoes” e na opcoes “Mostrar Rotulos”, selecionar “Valor” para o

valor da medida do segmento ser descrito ao seu lado.

A construcao evidencia algumas propriedades fundamentais do quadrado: as
diagonais sao congruentes, cruzam-se perpendicularmente e intersectam-se exatamente

no centro da figura; confirmando que o ponto E € equidistante de todos os vértices.

Exemplo 3.2. Desenhe uma circunferéncia de raio 4 ¢cm e marque um ponto A na cir-

cunferéncia. Construa o ponto médio do segmento OA e a mediatriz de OA.

Solucgao (Algébrica). Com a régua trace um segmento de reta de 4 cm, que serd o raio da
circunferéncia, com o compasso tome essa medida e desenhe a circunferéncia. Determine
o ponto A e observe que o segmento OA é o raio da circunferéncia e o ponto médio é
a metade o rato, 2 cm do centro O. Determine o ponto médio e com um transferidor
obtenha um angulo reto com o ponto médio como vértice. Trace uma reta perpendicular

a partir do angulo reto determinado. A reta tracada € a mediatriz de OA.
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Figura 3.9: Exemplo 2 - Tradicional

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

Solugao (Software). Inicialmente, no menu de ferramentas do GeoGebra, seleciona-se a
opcao “Clircunferéncia dado Centro e Raio”, que permite construir uma circunferéncia a
partir da definicao direta de seu centro e de seu raio. Clica-se em um ponto qualquer do
plano para definir o centro da circunferéncia, que € identificado como ponto O. Ao surgir
a caiza de didlogo para a medida do raio, digita-se o valor 4 c¢cm e confirma-se a operacao.
O GeoGebra desenha automaticamente a circunferéncia com centro em O e raio igual a

4 cm.

Seleciona-se a ferramenta “Ponto”. Clica-se em qualquer posi¢cdo sobre a cir-
cunferéncia para marcar o ponto A, garantindo que esse ponto pertenca a circunferéncia
construida. O segmento OA liga o centro da circunferéncia O ao ponto A sobre a circun-
feréncia e possui comprimento igual ao raio, isto €, 4 cm. Para determinar o segmento
OA, utiliza-se a ferrameta “segmento” selecionando os pontos A e O, o segmento serd

tracado automaticamente.

Por conseguinte, no menu de ferramentas, escolhe-se a op¢cao “Ponto Médio”.
Com a ferramenta ativa, clica-se primeiro no ponto O e, em sequida, no ponto A. O Ge-
oGebra constrdi automaticamente um novo ponto, situado exatamente a mesma distancia

de O e de A. O ponto obtido € denominado M e corresponde ao ponto médio do segmento

OA.

Em sequida, seleciona-se a ferramenta “Reta Perpendicular”, utilizada para
tracar uma reta que forma um angulo de 90° com um segmento ou reta de referéncia.
Com a ferramenta “Reta Perpendicular” ativada, clica-se sobre o segmento OA. Depois,

clica-se no ponto M, determinando que a reta perpendicular deve passar por esse ponto.
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O GeoGebra traca automaticamente a reta perpendicular ao segmento OA passando por
M.

A reta construida € a mediatriz do segmento OA, pois € perpendicular a esse
segmento e passa pelo seu ponto médio. Todo ponto pertencente o mediatriz de OA estd

a mesma distancia dos pontos O e A.

oA/,i’I\‘QC:Dé.Nﬁ'f’ Q;E
© o0=(8%290) A PN T
@ c: Circule(0,4)
= (x4 802) 4+ (y-0.022 =16
A = Ponto(c)
= (-7.67.12:82)
M = PontoMédio(0, A)
- = (-8.3,10.92)
® m: Mediatriz(O, A)
= -1.26x- 3.8y =-31.16
+  Entrada..

Figura 3.10: Exemplo 2 - GeoGebra

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

Observamos na resolugao dos exemplos acima que existe uma praticidade no
uso do GeoGebra ou outros softwares similares na resolugao dos problemas, podemos citar

como beneficios:

e Rapidez na construgao: enquanto com régua e compasso cada tragado exige tempo
e cuidado, no software os comandos permitem construgoes geométricas quase ins-

tantaneas.

e Corregao de erros: caso haja algum erro, basta um ajuste no ponto ou comando,

nao é necessario refazer toda a figura, como acontece no papel.

e Flexibilidade: ¢é possivel mover elementos (pontos, linhas, circulos) sem perder
a precisao matematica da construcao. Isso ajuda na exploracao de propriedades

dinamicas da geometria.

e Visualizacao dinamica: o estudante pode “arrastar” pontos e observar como as
relacoes geométricas permanecem ou se modificam, compreendendo conceitos que

seriam abstratos no papel.

e Exploracao de conjecturas: o ambiente digital permite experimentar e testar

hipoteses rapidamente, estimulando o raciocinio investigativo.
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e Precisao matematica: elimina imprecisoes comuns no uso manual de régua e com-

passo, evitando que falhas gréaficas atrapalhem a compreensao tedrica.

Também podemos citar o engajamento dos alunos, ja que os softwares inte-
rativos costumam motivar mais os alunos, pois unem tecnologia e matematica em uma
experiéncia mais lidica. Além disso, a acessibilidade e economia de material é um fator
relevante, como nao héa gasto com papel, régua e compasso, e os arquivos podem ser facil-
mente compartilhados em ambientes virtuais de aprendizagem e auxiliando na preservacao
do meio ambiente (Alves, 2017).

Obviamente, o uso tradicional de régua e compasso ainda tem valor didatico,
pois desenvolve coordenacao motora, atencao aos detalhes e ajuda a compreender histo-
ricamente como a geometria foi construida. Porém, como constatado acima, no contexto
atual, os softwares como o GeoGebra oferecem maior praticidade, interatividade e aplica-

bilidade em situacoes de ensino, pesquisa e até em contextos profissionais.

Para os préximos exemplos sera apresentada apenas a solugao com a utilizagao

do software GeoGebra.

Exemplo 3.3. Desenhe duas circunferéncias com centro A e B, mesmo raio 8 c¢m, que
se cruzam. Trace o segmento pelos pontos de intersecao das circunferéncias. Qual € a

relagdo desse segmento formado pelos pontos de intersecio com o segmento AB?

Solugao. Inicialmente, no menu de ferramentas do GeoGebra, seleciona-se a op¢ao
“Ctirculo com centro e raio”. FEssa ferramenta permite construir uma circunferéncia a
partir da defini¢ao direta de seu centro e do valor do raio. Clica-se em um ponto qualquer
do plano para definir o centro da primeira circunferéncia, que € identificado como A. Ao
surgir a caiza de didlogo, insere-se o valor do raio igual a 3 cm e confirma-se a operag¢ao.

O GeoGebra desenha automaticamente a circunferéncia com centro em A e raio 3 cm.

Utilizando novamente a ferramenta “Clirculo com centro e raio”, clica-se em
outro ponto do plano para definir o centro da sequnda circunferéncia, identificado como
B. A posicao do ponto B € escolhida de modo que a distancia entre A e B seja menor
que 6 cm, garantindo que as duas circunferéncias se intersectem em dois pontos distintos.

Insere-se novamente, na caiza de didlogo, o valor do raio 3 cm.

Seleciona-se a ferramenta “Intersecao entre dois objetos”. Clica-se sobre a
circunferéncia de centro A e, em sequida, sobre a circunferéncia de centro B. O GeoGebra
marca automaticamente os dois pontos de intersecao entre as circunferéncias, que podem

ser denominados por C e D.

Escolhe-se a ferramenta “Segmento”. Clica-se no ponto C' e depois no ponto
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D, criando o segmento CD, que liga diretamente os dois pontos de intersecdo das cir-
cunferéncias. Para fins de comparacio geométrica, traca-se também o segmento AB uti-

lizando a ferramenta “Segmento”, ligando os centros das duas circunferéncias.

Observando a construcdo, verifica-se que o segmento CD € perpendicular ao
segmento AB, formando um dngulo reto entre eles. O dngulo € construido utilizando a
ferramenta “Angulo”, com a ferramenta ativada, seleciona-se os segmentos de reta que
formardo o dangulo desejado. Além disso, o segmento CD passa exatamente pelo ponto
médio do segmento AB, o que pode ser verificado obtendo o ponto médio do segmento
AB, através da ferramenta “Ponto Médio”, e observando que €é exatamente o mesmo
ponto de intersecio do segmento AB com o segmento CD, o que pode ser verificado com
a ferramenta “Intersecao”, comparando as coordenadas, na janela a esquerda da tela, do
ponto médio e do ponto de intersecao. Pode-se também obter o ponto de intersecao E
dos segmentos AB e CD e tracar os segmentos AE e EB, obtendo as medidas desses

segmentos e verificando que sao medidas iguais.

A justificativa da relagao observada consiste nas duas circunferéncias possui-
rem o mesmo raio, assim cada ponto de intersecao estd a mesma distancia de A e de B.
Portanto, os pontos C e D pertencem a mediatriz do segmento AB. O segmento C'D, ao

ligar esses dois pontos, coincide com parte dessa mediatriz.
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g = Segmento(A,B) : C
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E = Intersecdo(f, g)
= (1266, 11.51)
h = Segmento(A, E)
= 1.94
i = Segmento(E, B) : D
= 194 Ll

B = Angulo(f, g)
= o Q

+  Entrada..

Figura 3.11: Exemplo 3

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

Exemplo 3.4. Em um triangulo obtusangulo e escaleno, trace a altura relativa a base.

Determine o valor da altura.

Solugao. Inicialmente, constroi-se um triangulo qualquer no plano utilizando a ferra-
menta “Poligono” ou “Segmento”, marcando trés pontos nao colineares A, B e C. Em

sequida, ligam-se esses pontos formando o triangulo ABC.
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Seleciona-se a ferramenta “Distancia, comprimento”. Mede-se o comprimento

de cada lado do triangulo, isto €, o comprimento dos segmentos AB, BC' e AC'. Compara-
se 0s valores obtidos e verifica-se que os trés comprimentos sao distintos entre si, confir-
mando que o triangulo € escaleno, se necessdrio, seleciona-se um dos vértices do triangulo

e desloca-o para modificar as medidas dos lados.

Seleciona-se a ferramenta “Angulo”. Mede-se cada um dos angulos internos do
triangulo. Observa-se que um dos angulos apresenta medida maior que 90°, caracterizando
o triangulo como obtusangulo, se necessdario, seleciona-se um dos vértices do triangulo e

desloca-o para modificar a medida do angulo.

Escolhe-se um dos lados do triangulo como base, por exemplo, o segmento BC'.
Essa escolha é fundamental para determinar a altura relativa a esse lado. Caso a projecao
da altura ndo caia diretamente sobre o segmento BC, seleciona-se a ferramenta “Reta”.
Traca-se a reta suporte do segmento BC, isto €, a reta que contém esse segmento e o

prolonga para além de seus extremos.

Seleciona-se a ferramenta “Reta Perpendicular”. Clica-se primeiro sobre a
base BC' ou sobre sua reta suporte e, em sequida, no vértice oposto & base, o ponto A.
O GeoGebra traca automaticamente uma reta que passa por A e € perpendicular a base
escolhida. A intersecdo entre a reta perpendicular tracada e a base define o ponto D,
chamado de pé da altura relativa o base BC. Seleciona-se a ferramenta “Segmento”.
Constrdi-se o segmento AD, que liga o vértice A ao ponto D de intersecio da altura
com a base do triangulo. Esse segmento representa geometricamente a altura do triangulo

relativa o base BC.

R]r AP OO 4 N = Q=
© A=(-21161336) A e R @
© B=(179, 1088) :

f = Segmento(A, B)
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g = Segmento(A, C)
O = 11.84

h = Segmento(B, C)
O = 861

a = Angulo(C,B,A) H s
Q@ i

= 13565°
® i Reta(B,C) : Q

= -0.96x + 8.56y = 110.39

Figura 3.12: Exemplo 4

Fonte: Arquivo Pessoal da autora
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Utiliza-se novamente a ferramenta “Distancia, comprimento”. Mede-se o
comprimento do segmento AD. O walor numérico exibido corresponde a medida da altura
do triangulo relativa a base. Como o triangulo é obtusangulo, observa-se que o pé da
altura pode estar localizado fora do segmento da base, dependendo da escolha do segmento

da base, sendo necessdria a utilizacdo da reta suporte.

Exemplo 3.5. Desenhe dois triangulos semelhantes e trace segmentos ligando os vértices

correspondentes. Qual € a relagcao desses segmentos de reta?

Solugao. [nicialmente, constroi-se um triangulo qualquer no plano utilizando a ferra-
menta “Poligono”. Marca-se trés pontos nao colineares A, B e C, e unem-se esses pon-
tos, formando o triangulo ABC. No menu de transformacoes do GeoGebra, seleciona-se
a ferramenta “Homotetia”. FEssa ferramenta permite construir uma figura semelhante a
outra a partir de um centro de semelhanca, também chamado de centro de homotetia, e

de uma razao de semelhanc¢a previamente definida.

Escolhe-se um ponto do plano para atuar como centro de semelhanca, que pode
ser um ponto ja existente ou um novo ponto criado para esse fim, no caso, foi selecionado
um novo ponto D. Esse ponto serd responsdavel por determinar a posicao relativa entre o

triangulo original e o triangulo semelhante.

Apds selecionar o triangulo ABC, o GeoGebra solicita a razao de semelhanca.
Insere-se um valor real positivo, maior que zero e diferente de 1, conforme o objetivo da
construgao: um valor mator que 1 produz uma ampliacao do triangulo;, um valor entre
0 e 1 produz uma reducao do triangulo. O GeoGebra gera automaticamente o triangulo

semelhante, cujos vértices podem ser denominados A', B e C".

Observa-se que cada vértice do triangulo original possui um correspondente
no triangulo semelhante: A corresponde a A', B corresponde a B', C corresponde a C'.
Seleciona-se a ferramenta “Segmento”. Traga-se o segmento AA’, ligando o vértice A ao
vértice A'. Repete-se o procedimento para os pares e pontos (B, B') e (C,C"), construindo
0s segmentos BB’ e CC".

Observando a construgcao, nota-se que quando a razao de semelhanca €

diferente de 1, os segmentos AA’, BB' e CC" concorrem em um mesmo ponto, que € o0
centro de semelhanca. Todos esses segmentos passam por esse ponto, evidenciando que o0s
vértices correspondentes estao alinhados com o centro de semelhanca. Um caso particular
ocorre se a razao de semelhanca for igual a 1, assim, os triangulos sao congruentes, isto
¢, possuem mesma forma e mesmo tamanho. Nesse caso, 0s segmentos que ligam vértices
correspondentes sao paralelos entre si, nao existe um unico ponto de intersecao comum,

pois nao ocorre ampliacao nem reducao, apenas uma translagao.
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B]a A > 00 4N = Q=

= (-16.26, 13.67) A

C' = Homotetia(C,0.5,D)
(©]

= (-15.99, 10.11)

t1' = Poligono(A', B, C')

= 337

a’ = Segmento(B', C',t1")

= 3.57

b' = Segmento(C', A, t1')

= 243

¢ = Segmento(A’,B',t1")

= 278

5 = Angulo(A', B, C')

= a7

¢ = Angulo(B',C/,A) R

Figura 3.13: Exemplo 5

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

Exemplo 3.6. Desenhe um quadrado e construa uma circunferéncia inscrita. Determine

o ponto de tangéncia com o0s lados.

Solucao. Inicialmente, no menu de ferramentas do GeoGebra, seleciona-se a op¢ao
“Poligono Regular”, que permite construir poligonos com todos os lados congruentes e
todos os angulos internos iguais. Clica-se em um ponto do plano para definir o primeiro
vértice do quadrado. Em sequida, clica-se em um segundo ponto, que determina o compri-
mento do lado. Ao ser solicitada a quantidade de lados, insere-se o valor 4. O GeoGebra
constroi automaticamente o quadrado, cujos vértices podem ser identificados como A, B,

CeD.

Seleciona-se a ferramenta “Segmento”. Traca-se o segmento ligando os vértices
opostos A e C, formando a primeira diagonal AC. Em sequida, traca-se o segmento li-
gando o0s vértices opostos B e D, formando a sequnda diagonal BD. As diagonais do
quadrado se interceptam em um unico ponto. Esse ponto de intersecao surge automati-
camente ou pode ser destacado com a ferramenta “Intersecdo entre dois objetos”. Esse
ponto € identificado como O e representa o centro do quadrado. Esse mesmo ponto serd

o centro da circunferéncia inscrita.

Seleciona-se a ferramenta “Ponto Médio ou Centro”. Aplica-se essa ferra-
menta a cada lado do quadrado: AB, BC, CD e AD. O GeoGebra cria automaticamente

0s pontos médios desses segmentos, que podem ser denominados por H, G, F e E, res-

pectivamente. Cada ponto médio obtido corresponde a um ponto de tangéncia entre a
circunferéncia inscrita e o respectivo lado do quadrado. Isso ocorre porque, em um qua-

drado, a circunferéncia inscrita toca cada lado exatamente no seu ponto médio.

Ezxistem duas formas equivalentes de realizar a construcao da circunferéncia
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mscrita, uma € utilizando “Circulo dados centro e um de seus pontos”. Seleciona-se a
ferramenta “Clirculo dados centro e um de seus pontos”. Clica-se no ponto O, centro do
quadrado. Em sequida, clica-se em um dos pontos médios de um lado, por exemplo, o ponto
E. O GeoGebra constréi a circunferéncia com centro em O e raio iqual & distancia OF,
que corresponde a distancia do centro do quadrado até um de seus lados. Outra maneira é
utilizando “Circulo definido por trés pontos”. Seleciona-se a ferramenta “Circulo definido
por trés pontos”. Clica-se em trés pontos médios distintos dos lados do quadrado. O
GeoGebra constroir automaticamente a circunferéncia que passa por esses trés pontos,

coincidindo com a circunferéncia inscrita.

Observa-se que a circunferéncia construida: toca cada lado do quadrado em
exatamente um ponto; esses pontos sao justamente os pontos médios dos lados; o raio da

circunferéncia € perpendicular a cada lado do quadrado no ponto de tangéncia.

&) A DO O & N2 Q =
[z A i ale(a : e
O = Intersegdolj, k) :

= (-4.46, 0.78)

E = PonteMédia(A, D)

= (-4.42, 4.07)

F = PenteMeédie(D, C)

= (-1.18,0.74)

G = PontoMédio(C, B)

= (-451,-2.51)

H = PontoMédio(B,A)

= (-7.75,0.83)

c: Circule(O, E}

= (x+ 446)2 + (y- 0.78) = 10.79 Q

+  Entrada..

Figura 3.14: Exemplo 6

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

Exemplo 3.7. Desenhe um triangulo e trace suas trés mediatrizes. Determine o ponto

de intersecao, o circuncentro. Desenhe a circunferéncia que circunscreve o triangulo.

Solugao. Sabendo que o circuncentro € o ponto de intersecio das mediatrizes. Inicial-
mente, constroi-se um triangulo qualquer no plano utilizando a ferramenta “Poligono”
ou “Segmento”. Marca-se trés pontos nao colineares A, B e C, e unem-se esses pontos,
formando o triangulo ABC. Os lados do triangulo sao os segmentos AB, AC' e BC. Cada

um deles servird de base para a construcdao de sua respectiva mediatriz.

Seleciona-se a ferramenta “Mediatriz” no menu de ferramentas do GeoGebra.
Aplica-se essa ferramenta o um dos lados do tridngulo, por exemplo, o segmento AB. O

GeoGebra constroi automaticamente a reta perpendicular a AB que passa por seu ponto
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médio, ou seja, a mediatriz desse lado. Repete-se o procedimento para os segmentos AC
e BC, obtendo assim as trés mediatrizes do triangulo.

Seleciona-se a ferramenta “Intersecao entre dois objetos”. Clica-se sobre duas
das mediatrizes tracadas. O GeoGebra marca automaticamente o ponto de intersecao entre
essas retas. Fsse ponto € identificado como D e corresponde ao circuncentro do triangulo.
O ponto D € equidistante dos trés vértices do triangulo, pois pertence as mediatrizes de

todos os lados. Por essa razao, ele é o centro da circunferéncia que passa pelos vértices

A, BeC.

Seleciona-se a ferramenta “Circulo dados centro e um de seus pontos”. Clica-
se no ponto D, definido como o centro da circunferéncia. Em sequida, clica-se em um
dos vértices do triangulo, por exemplo, o ponto A. O GeoGebra constroi a circunferéncia
com centro em D e raio igual & distancia DA. Observa-se que a circunferéncia construida

passa exatamente pelos trés vértices A, B e C do triangulo, confirmando que se trata da
circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC.

A S 0 =
R 7 004N 2
= 11.79 .

) ~

8 = Angulo(C, A, B) : S
= 40.18°
: Mediatriz(C, A)
= 6.2x - 3.35y = -170.46
g: Mediatriz(A, B)
= -1154x - 241y = 193.54
h: Mediatriz(B, C)

= 5.34x + 576y = -23.00
D = Intersecio(F, h)

(@)
o

= (-19.76, 14.31)

® d: Circulo(D, B) H / A
= (x + 19.76)2 + (y - 14.31)? = 37.05 !

1
v
[}
[}
1 N
' 0
’ 1
[l
\
[}
\

o

/
+  Entrada.. 3

Figura 3.15: Exemplo 7

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

Exemplo 3.8. Construa um triangulo e trace o incentro, que € a intersecao das bissetri-
zes. Construa a circunferéncia inscrita.

Solugao. Sabendo que o incentro é equidistante dos lados e € obtido pela intersecao das
bissetrizes. Inicialmente, constrdi-se um triangulo qualquer no plano utilizando a fer-
ramenta “Poligono” ou “Segmento”. Marca-se trés pontos nao colineares A, B e C, e
unem-se esses pontos, formando o triangulo ABC. Os angulos internos do triangulo estao

localizados nos vértices A, B e C. Cada um desses angulos serd utilizado como base para
a construcao das bissetrizes.
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Seleciona-se a ferramenta “Bissetriz” no menu de ferramentas do GeoGebra.
Aplica-se essa ferramenta a um dos angulos do triangulo, por exemplo, no angulo ABC,
com a ferramenta “Bissetriz” ativada, basta selecionar os vértices A, B e C, respectiva-
mente, para tracar a bissetriz do angulo ABC. Repete-se o procedimento para os outros
angulos do triangulo. Embora trés bissetrizes possam ser tracadas, apenas duas jd sao

suficientes para determinar o ponto de interse¢ao comum.

Seleciona-se a ferramenta “Intersecao entre dois objetos”. Clica-se sobre duas
das bissetrizes construidas. O GeoGebra marca automaticamente o ponto de interse¢ao

dessas retas, que € identificado como ponto O. Esse ponto O corresponde ao incentro do

triangulo.

O incentro é equidistante de todos os lados do triangulo. FEssa propriedade
garante que a circunferéncia com centro no incentro e raio igual a distancia até qualquer

lado do triangulo serd tangente aos trés lados e inscrita no triangulo.

Seleciona-se a ferramenta “Circulo dados centro e um de seus pontos”. Clica-se
no ponto O, definido como centro da circunferéncia. Em sequida, move-se o cursor sobre
um dos lados do triangulo até localizar o ponto em que a circunferéncia serd tangente a
esse lado. Ao clicar nesse ponto do lado, o GeoGebra constroi a circunferéncia com centro

em O e raio igual a distancia do incentro ao lado escolhido.

Observa-se que a circunferéncia construida: € tangente a um dos lados do
triangulo no ponto selecionado; devido a equidistancia do incentro aos lados, também se
torna tangente aos outros dois lados do triangulo; estd totalmente contida no interior do

triangulo, caracterizando a circunferéncia inscrita.

SR N < PR —_—
R]> -« P> 00 &N =2 Q =
O Bissetriz(c, a) H
= h: 0.87x + 0.49y = -5
@ i--0.49x + 0.87y = 18.95
o Bissetriz(b, a)
= j: 0.16x - 0.99y =-11.26
@ k: 0.99x + 0.16y = -17.42
P D = Intersegdo(g, i)
o
= (-19.43, 10.78)
E = Intersegdo(k,c)
= (-19.76, 12.76)
o
® d: Circulo(D, E) H Lt [
- 1
= (x + 19.43)2 4 (y - 10.78)2 = 4.04 L \ Q
L i}
P 1
4+  Entrada.. I v

]
1

Figura 3.16: Exemplo 8

Fonte: Arquivo Pessoal da autora
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Exemplo 3.9. Construa um pentdgono reqular e trace todas as diagonais. Determine
o ponto de intersecdo das diagonais e note que € formado outro pentdigono. Repita o

processo no pentdagono menor.

Solucao. Inicialmente, no menu de ferramentas do GeoGebra, seleciona-se a op¢ao
“Poligono Regular”, que permite construir poligonos com todos os lados congruentes e
todos os angulos internos iguais. Clica-se em um ponto do plano para definir o primeiro
vértice do pentigono. Em sequida, clica-se em um sequndo ponto, determinando o compri-
mento do lado. Quando solicitado, insere-se o numero 5, correspondente a quantidade de
lados. O GeoGebra constroi automaticamente o pentdgono reqular, cujos vértices podem

ser nomeados por A, B, C, D e E.

Em um pentdgono, as diagonais sio os segmentos que ligam vértices nao ad-
jacentes. Assim, cada vértice pode ser ligado a dois outros vértices nao consecutivos,
formando as diagonais do pentdgono. Seleciona-se a ferramenta “Segmento”. Traga-se

cada wma das diagonais do pentdgono, ligando os pares de vértices nio adjacentes AC,

AD, BD, BE e CE. Ao final desse processo, todas as diagonais do pentdgono estardo

desenhadas, formando uma figura estrelada no interior do poligono.

Seleciona-se a ferramenta “Intersecao entre dois objetos”. Clica-se sobre pares
de diagonais que se cruzam no interior do pentigono. O GeoGebra marca automatica-
mente 0s pontos de intersecao entre as diagonais como F, G, H, I e J. Esses pontos sdo
dispostos de maneira simétrica e formam os vértices de um novo poligono no interior do

pentagono original.

Observando a figura resultante, nota-se que os pontos de interse¢ao das diago-
nais determinam um novo pentagono reqular, menor e semelhante ao pentigono inicial.
Esse pentdgono interno surge naturalmente da intersecao das diagonais. Utilizando no-
vamente a ferramenta “Segmento”, ligam-se os pontos de intersecao consecutivos das
diagonais. Forma-se, assim, o contorno do pentigono menor, inscrito no pentdgono ori-

ginal.

No pentagono menor recém-formado, tracam-se novamente todas as suas di-
agonais com a ferramenta “Segmento”. Em sequida, utiliza-se a ferramenta “Intersecao
entre dois objetos” para marcar os novos pontos de intersecao entre essas diagonais. Fs-
ses novos pontos de intersecao formam outro pentigono ainda menor, também reqular e

semelhante aos anteriores.

Ao repetir sucessivamente esse procedimento, observa-se um processo itera-
tivo de formacao de pentdgonos requlares cada vez menores, todos semelhantes entre si.

Essa construcao evidencia uma estrutura auto-semelhante, associada a razao durea, ca-
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racteristica das diagonais do pentdgono reqular .

R]A ~ A0 4 N2 Q =
@ A=(24621412) A/ EINIECEAR iU =-IIE - I
@ B=(1802 1394) 5

poll = Poligone(A, B,5)
(©)
=75
® f = Segmente(A, B, poll) E F J o
= 6.6
k = Segmento(E, B) H ®
(©]
= 10.68
| = Segmento(E, C)
(©]
= 10.68
A L
® m = Segmento(D,A) 8 Q
= 10.68
Q
n = Segmento(D, B)
(©]

= 10.68 i

Figura 3.17: Exemplo 9

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

Exemplo 3.10. Desenhe um triangulo qualquer. Construa o ortocentro, que € intersecao
das retas que contém as alturas do triangulo. Verifique se o ortocentro estd dentro do

triangulo.

Solugao. Inicialmente, desenha-se um triangulo qualquer no plano utilizando a ferra-
menta “Poligono” ou “Segmento”. Marcam-se trés pontos nao colineares A, B e C, e

unem-se esses pontos, formando o triangulo ABC. Os lados do triangulo sao os segmen-

tos AB, AC' e BC. Cada um desses lados servird de referéncia para a construcao das

alturas.

Para a determinacgao das retas suporte dos lados, seleciona-se a ferramenta
“Reta”. Traca-se a reta que contém o segmento AB, isto €, sua reta suporte. Repete-se
o procedimento para os seqmentos AC e BC. FEssas retas permitem prolongar os lados
do triangulo quando necessdrio, o que € essencial principalmente no caso de triangulos

obtusangulos.

Seleciona-se a ferramenta “Reta Perpendicular”. Clica-se sobre a reta suporte
de BC e, em sequida, no vértice oposto A. O GeoGebra traca a reta perpendicular & base
BC passando pelo vértice A. Essa reta corresponde & altura relativa ao lado BC. Repete-
se o procedimento tracando a perpendicular & reta suporte de AC passando pelo vértice
B, e a reta suporte de AB passando pelo vértice C. As trés retas obtidas sdo as retas que

contém as alturas do triangulo.

1A razdo entre a diagonal e o lado de qualquer pentigono regular é sempre a razdo durea ¢, uma
constante irracional que vale aproximadamente 1,618. A razao durea também aparece no pentagrama, a

estrela de cinco pontas, formado pelas diagonais, onde os segmentos se dividem nessa mesma razao.
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Em cada caso, a altura é o segmento que liga o vértice ao ponto de intersecao

da reta perpendicular com o lado oposto ou sua reta suporte. Esse ponto pode estar sobre

o proprio lado ou fora do segmento, exigindo o prolongamento da reta suporte.

Para a determinacdo do ortocentro, seleciona-se a ferramenta “Intersecdao en-

tre dois objetos”. Clica-se sobre duas das retas que contém as alturas. O GeoGebra marca

automaticamente o ponto de intersecao dessas retas, que € identificado como O. Esse

ponto O corresponde ao ortocentro do triangulo. A terceira altura também passa por esse

ponto, confirmando a concorréncia das alturas.

Bl m o044 N =
N -

(O]

m = Segmento(E, C)

= 464

n = Segmento(E, F)
= T7.69

o = Angulo(m,c)
= 90°

7 = Angulo(n, f)
= 90°

& = Angulo(l, g)

= 90°

O = Intersecdo(i, ])
= (-18.45, 5.54)

Entrada...

Figura 3.18: Exemplo 10

Fonte: Arquivo Pessoal da autora

Observa-se a posicao do ponto O em relacdo ao interior do triangulo ABC,

verificando se ele estd dentro, sobre ou fora da regigo delimitada pelo triangulo. A loca-

lizagao do ortocentro depende diretamente do tipo de triangulo construido:

- Triangulo acutangulo: todas as alturas e o ortocentro estao localizados no interior

do triangulo.

- Triangulo retangulo: o ortocentro coincide com o vértice do angulo reto.

- Triangulo obtusangulo: as alturas relativas aos lados adjacentes ao angulo obtuso

encontram-se fora do triangulo, e o ortocentro localiza-se na regiao exterior.

Os alunos sao orientados a comparar seus desenhos e a posicao do ortocentro

com os resultados obtidos pelos colegas. A partir dessa comparac¢dao, podem: formular

hipoteses sobre a posicao do ortocentro; testar essas hipoteses construindo triangulos de

diferentes tipos; confirmar ou refutar as conjecturas observando os resultados geométricos.
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Conclusao

Este trabalho apresentou que a geometria nao pode ser compreendida apenas
como um conjunto de férmulas e técnicas, mas como um campo do saber historicamente
construido, dotado de grande potencial formativo. Este estudo articulou trés dimensoes
complementares: a dimensao historica, que situa a geometria em sua trajetéria cultural
e cientifica; a dimensao conceitual, que aborda os fundamentos necessarios para a apren-
dizagem escolar; e a dimensao pedagogica, que discute praticas inovadoras mediadas por
tecnologias. A integracao desses aspectos oferece uma compreensao mais ampla da ge-
ometria, tanto como conhecimento cientifico consolidado quanto como objeto de ensino
em constante transformacao, reafirmando sua importancia para a formacao integral do

sujeito e para o desenvolvimento social contemporaneo.

O estudo de sua evolucao histérica demonstra que diferentes civilizacoes con-
tribuiram para o avango do pensamento geométrico, oferecendo solugoes originais para
problemas praticos e estabelecendo as bases para o raciocinio logico-dedutivo que se con-
solidou com os gregos e permanece como referéncia até hoje. No ambito educacional,
os conceitos geométricos basicos se configuram como pilares do pensamento matematico,
sendo indispensaveis para a construgao de competéncias relacionadas a abstragao, a visua-
lizacao espacial e a resolugao de problemas. A forma como esses contetudos sao trabalhados
em sala de aula, entretanto, é determinante para o sucesso ou fracasso da aprendizagem.
Quando tratados de forma descontextualizada e excessivamente mecanica, os conceitos
geométricos perdem significado para o aluno, gerando desmotivagao e dificuldade de com-

preensao.

Nesse cendrio, o uso de metodologias ativas e de tecnologias digitais, como
o GeoGebra, apresenta-se como uma alternativa didatico-pedagogica potente, capaz de
aproximar o estudante da geometria de forma mais interativa, visual e significativa.
Ao promover a investigacao, a manipulacao de figuras e a exploracao de propriedades
geométricas em tempo real, tais ferramentas favorecem a construgao do conhecimento de
maneira autonoma e colaborativa. Além disso, contribuem para a formacao de habilidades
essenciais no século XXI, como pensamento critico, criatividade e capacidade de resolver

problemas complexos.
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A integracao entre a dimensao historica, conceitual e pedagdgica da geometria
permite nao apenas compreender a relevancia dessa area no desenvolvimento humano
e cientifico, mas também repensar o seu ensino a luz das demandas contemporaneas.
Valorizar a histéria da matematica, consolidar os conceitos fundamentais e incorporar
praticas inovadoras constituem um caminho fecundo para tornar o ensino da geometria

mais eficiente, motivador e socialmente relevante.
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