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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar o Método da Exaustao
como a transi¢ao entre a geometria cléssica e o conceito moderno de limite. Desenvolve-se
uma analise histérica e matemética, destacando as contribui¢oes de Eudoxo de Cnido e
Arquimedes de Siracusa, que utilizaram esse método para determinar areas e perimetros
de figuras curvas, aproximando o valor do nimero w. A partir da construcao de poligonos
regulares inscritos e circunscritos a uma circunferéncia, demonstra-se que, ao aumentar o
nimero de lados, suas areas e perimetros tendem, respectivamente, aos valores de 7 e 2.
Essa abordagem mostra a ideia de aproximacao sucessiva e a origem intuitiva do conceito
de limite. Conclui-se que o Método da Exaustao representa um importante elo entre o
pensamento geométrico da Antiguidade e o desenvolvimento do calculo infinitesimal, além
de constituir uma ferramenta didatica relevante para a compreensao dos fundamentos da

geometria e da analise matemaética.

Palavras-chave: Método da Exaustao; Geometria; Limite.
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Abstract

This work aims to present the Exhaustion Method as the transition between
classical geometry and the modern concept of limit. It develops a historical and mathe-
matical analysis, highlighting the contributions of Eudoxus of Cnidus and Archimedes of
Syracuse, who used this method to determine the areas and perimeters of curved figures,
approximating the value of the number 7. By constructing regular polygons inscribed and
circumscribed within a circle, it is demonstrated that, as the number of sides increases,

their areas and perimeters tend, respectively, to the values of © and 2.

This approach demonstrates the idea of successive approximation and the in-
tuitive origin of the concept of limit. It is concluded that the Method of Exhaustion
represents an important link between antique geometric thought and the development of
infinitesimal calculus, in addition to constituting a relevant teaching tool for understan-

ding the fundamentals of geometry and mathematical analysis.

Keywords: Exhaustion Method; Geometry;Limit.
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Introducao

O estudo das areas e dos perimetros de figuras planas acompanha o desen-
volvimento historico da Matematica desde as civilizagoes antigas. Egipcios e babilonios
jé realizavam aproximacgoes empiricas para medir superficies e comprimentos, utilizando
procedimentos geométricos rudimentares. Contudo, foi na Grécia Antiga que surgiram os
primeiros esforgos sistematizados de dedugao e demonstracao, culminando em uma nova
forma de compreender as grandezas continuas. Nesse contexto, o Método da Exaustao,
desenvolvido por Eudoxo de Cnido e aperfeicoado por Arquimedes de Siracusa, repre-
sentou um marco na histéria da Matematica ao introduzir o raciocinio de aproximacoes

sucessivas, antecedendo o conceito moderno de limite.

O Método da Exaustao consiste em determinar areas por meio da comparagao
entre figuras conhecidas, reduzindo progressivamente a diferenga entre elas até que o valor
buscado fosse “exausto”, isto é, tao pequeno quanto se desejasse. Esse principio antecipou
as bases do célculo infinitesimal, criado séculos mais tarde por Newton e Leibniz. Assim, o
método da exaustao nao apenas contribuiu para a compreensao das medidas geométricas,

mas também para a formacao do pensamento analitico moderno.

Para estabelecer essas aproximacoes, utilizam-se relagoes trigonométricas que
fazem a relacao entre o raio da circunferéncia aos lados dos poligonos regulares inscri-
tos e circunscritos. A trigonometria, nesse contexto, desempenha papel fundamental ao
permitir a determinacao das areas e dos perimetros desses poligonos, fornecendo as ferra-
mentas necessarias para compreender o processo de aproximagao que conduz & area e ao

comprimento da circunferéncia.

No ensino contemporéaneo, compreender esse processo histérico e conceitual é
de grande relevancia, sobretudo na Educagao Bésica, onde a introdugao do conceito de
limite muitas vezes é percebida de forma abstrata. A utilizacdo do método da exaustao
como recurso didatico possibilita ao estudante visualizar a transicao entre o raciocinio
geométrico e o pensamento analitico, favorecendo a compreensao intuitiva de limites, areas
e perimetros por duas relacoes importantes utilizadas. Ao observar o comportamento das
areas e dos perimetros de poligonos regulares inscritos e circunscritos a uma circunferéncia,

o aluno pode perceber de maneira natural a ideia de convergéncia e aproximagao.
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Diante disso, este trabalho tem como objetivo apresentar o Método da Exaus-
tao como elo entre a geometria classica e o calculo moderno, por meio da anélise das
aproximacoes das areas e dos perimetros de poligonos regulares inscritos e circunscritos

em uma circunferéncia.

Algumas dissertacoes do programa PROFMAT ilustram o uso contemporaneo
desse método. Por exemplo, Kazapi(2023) demonstra a determinagdo da area e do peri-
metro de uma circunferéncia por meio do método da exaustao, fazendo uma breve relagao
entre o contexto historico e a ideia moderna de limite. Ja Silva(2019) apresenta uma
analise sobre como matematicos da Antiguidade, como Eudoxo, Arquimedes e Fermat,
utilizaram o método para calcular areas de regioes planas, e como essa abordagem pode
ser explorada no ensino basico sem recorrer ao calculo diferencial e integral. Por sua vez,
Lima (2013)enfatiza o método da exaustao como uma ferramenta historica e pedagogica,
util para a compreensao das areas e volumes, estabelecendo um elo entre as ferramentas

classicas e as contemporaneas.

A dissertacao esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, sdo apre-
sentados os pré-requisitos necessérios ao estudo das areas e dos perimetros de poligonos
regulares, com énfase em propriedades geométricas e relacoes trigonométricas. O Capi-
tulo 2 aborda a ideia intuitiva de limite, explorando a aproximagao entre os poligonos e
a circunferéncia. O Capitulo 3 apresenta o Método da Exaustao, destacando sua funda-
mentacao historica e mateméatica, bem como sua aplicacao na determinacao de areas e
perimetros. No Capitulo 4, é desenvolvido o estudo das areas e dos perimetros do circulo
por meio do Método da Exaustao, relacionando o conceito formal de limite e a aproxima-
¢ao do namero 7. No capitulo 5 sao apresentadas atividades com o uso do GeoGebra e por
fim, sao apresentadas as consideragoes finais e as referéncias utilizadas no desenvolvimento
deste trabalho.
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Capitulo 1

Pré-Requisitos Necessarios para o
Calculo de Areas e Perimetros de
Poligonos Inscritos ou Circunscritos no

Circulo

O estudo das areas e perimetros de poligonos inscritos e/ou circunscritos numa
circunferéncia é sem divida um dos grandes assuntos abordados na geometria cléssica.O
desafio da determinacao das areas remonta a Grécia antiga e ao Egito e se estendem
até os dias atuais. Para que possamos entender bem os assuntos que serao abordados
adiante, serd necessaria uma retomada de conceitos fundamentais da geometria plana e

também da trigonometria.

A relagao entre poligonos e circunferéncia desempenha papel de grande impor-
tancia na construcao do pensamento matemaético. Dito isso, a decomposicao de poligonos
em triangulos e retangulos, além da utilizacao das propriedades da trigonometria e
das figuras planas regulares, faz com que consigamos obter de maneira mais segura a

determinacao da area dos poligonos internos e externos a circunferéncia .

Nesse capitulo serao apresentados alguns dos pré-requisitos necessarios ao es-
tudo como as defini¢oes e propriedades dos poligonos para que assim possamos identificar

com precisao a area dos poligonos regulares.
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1.1 Nocgoes Basicas de Trigonometria

A trigonometria estuda as relacoes entre Angulos e comprimentos de segmentos,
especialmente no contexto dos triangulos. No desenvolvimento deste trabalho, a trigono-
metria é utilizada para estabelecer relagoes métricas entre o raio de uma circunferéncia e os
lados de poligonos regulares inscritos e circunscritos. Assim, torna-se necessario retomar

alguns conceitos fundamentais, em particular as defini¢goes de seno, cosseno e tangente.

Considere um triangulo retangulo ABC, no qual o angulo reto esta em C.
Seja o um dos angulos agudos do triangulo. Denotando por hipotenusa o lado oposto ao
angulo reto, por cateto oposto o lado oposto ao angulo « e por cateto adjacente o lado

que forma o angulo o com a hipotenusa, definem-se:

cateto oposto

senq = — ,
hipotenusa
cateto adjacente
cosa = -
hipotenusa
cateto oposto
tana =

cateto adjacente’

Essas relagoes dependem apenas do angulo considerado, e nao das dimensoes

especificas do tridngulo.

B

x
A , e

Figura 1.1: Triangulo Retangulo

Dessa forma, considerando as medidas indicadas na Figura 1.1, temos:

sena =

Ccosa =

olT ol
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‘ a
ano = —.
b

Duas relagoes importantes utilizadas nesse texto, e que decorrem diretamente
das defini¢oes acima, sao a identidade trigonométrica fundamental e a relacao entre tan-
gente, seno e cosseno.Essas relagoes serao tteis ao longo do trabalho, especialmente nas

dedugoes envolvendo poligonos regulares.

2

sen’a + cos® o = 1.
e
sen «
tana = .
COS (v

No estudo de poligonos regulares inscritos em uma circunferéncia, as fungoes
trigonométricas aparecem ao se considerar os tridangulos formados pelos raios da circunfe-
réncia e pelos lados do poligono. Em particular, ao dividir um triangulo isésceles formado
por dois raios consecutivos em dois triangulos retangulos congruentes, obtém-se relagoes
diretas entre o raio da circunferéncia, o angulo central e o comprimento dos lados do

poligono.

De maneira analoga, a funcao tangente surge naturalmente na analise de po-
ligonos circunscritos, quando se considera o triangulo retangulo formado pelo raio da
circunferéncia e pela metade do lado do poligono. Assim, as fungoes seno, cosseno e
tangente constituem ferramentas essenciais para a deducao das expressoes geométricas
utilizadas neste trabalho. A retomada das defini¢des bésicas de seno, cosseno e tangente
fornece o suporte conceitual necessario para o desenvolvimento das relagdes geométricas
exploradas nos capitulos seguintes. Essas fung¢oes permitem descrever, de forma precisa,
as relacgoes entre angulos e comprimentos em triangulos associados a poligonos regulares

e circunferéncias.

Dessa forma, a trigonometria béasica desempenha papel fundamental como pré-
requisito matemético para a compreensao das aproximacgoes geométricas e analiticas que

serao apresentadas posteriormente, especialmente no contexto do Método da Exaustao.

1.2 Propriedades dos Poligonos Regulares

Iniciaremos essa secao apresentando a definicao de poligonos que podemos

encontrar em Neto(2022)

Definicao 1. Sejam m > 3 um natural e Ay, As, ..., A,, pontos distintos do plano. Di-

) P . S . .
zemos que A1Ay ... A, € um poligono se, para 1 < i < m, a reta A;A;1 nao contém
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nenhum outro ponto A;, mas deiza todos eles em um mesmo semiplano, dentre os que ela

determina (aqui e no que seque, Ag = Apm, Ami1 = A1 € Ao = Ag).

Em outras palavras, um poligono pode ser definido como uma figura geométrica
plana, formada pela uniao de trés ou mais segmentos consecutivos de modo que dois

sucessivos nao sejam colineares.

Os poligonos convexos sao definidos, de acordo com Oliveira(2016) como:

Definicao 2. Um poligono é convexo, se e somente se, todo segmento de reta, que tem as
suas extremidades dentro da regidgo interna do poligono, tém todos os seus pontos perten-
centes a regiao interna do poligono, ou seja, nao existe ponto que pertence ao segmento

de reta e que esteja fora da regiao interna do poligono.

De acordo com Manfio(2013), podemos definir os poligonos regulares como:

Definicao 3. Um poligono regular ¢ um poligono convexo no qual todos os lados sao

congruentes entre si e, também, todos os dngulos internos sao congruentes entre si.

Ainda de acordo com Manfio(2013), podemos definir poligono inscrito e cir-

cunscrito numa circunferéncia da seguinte forma,

Definicao 4. Dizemos que um poligono estd inscrito numa circunferéncia se 0s seus
vértices pertencem a circunferéncia. Neste caso, dizemos também que a circunferéncia é

circunscrita ao poligono.

Figura 1.2: Poligono Inscrito
Barbosa(1985) afirma que,

Proposicao 1. Todo poligono reqular estd inscrito em um circulo.

Demonstracao. Seja A, As, ..., A, um poligono regular. Tracemos o circulo que passa

pelos pontos A, Ay e As. Seja o ponto O o centro deste circulo. Como OA; = OAs,
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entao o tridngulo O A; A3 é isosceles e logo 01/4\2143 = O;E),AQ. Como o poligono é regular,

todos os seus angulos internos tem a mesma medida. Portanto A11/4\2A3 = A21/4\3A4.

Mas entao, Aljl\gO = OZl\gA4. Como além disso A1Ay = A3Ay e OAy, =
OAjz, entao os triangulos OA;A; e OA4A3 sao congruentes. Dai obtém-se OA; = OA;.
Portanto, A, também é ponto do circulo. O mesmo raciocinio pode agora ser repetido
ao provar que Az também pertence ao circulo, e assim sucessivamente. Como resultado

final, obtém-se que todos os pontos do poligono pertencem ao circulo. O

lezzi, Dolce e Pompeo(1997) afirma que,

Definicao 5. Todo poligono regqular é circunscritivel a uma circunferéncia .

Figura 1.3: Poligono Circunscrito

Barbosa(1985) ainda afirma que,

Corolario 1. Todo poligono reqular possui um circulo inscrito

Demonstra¢ao. Trace o circulo no qual o poligono regular A; A,...A,, esta inscrito. Seja
O o seu centro. Todos os tridngulos isosceles A1OAy, AyOA3,A30Ay,,... sdo congruen-
tes. Como consequéncia suas alturas relativamente as bases sao também congruentes.
O circulo de centro O e com raio igual ao comprimento destas alturas esté inscrito no

poligono. O]

Cada poligono regular de n lados pode ser dividido em n tridngulos isésceles

congruentes. Dessa forma, seu angulo central 6 é dado por,

0=—

n
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1.3 Areas e Perimetros de Poligonos Inscritos num Cir-

culo de Raio R

A divisao do poligono em tridngulos permite calcular sua area e seu perimetro

por meio dos calculos da area e do perimetro de um triangulo da partigao.

Seja R o raio da circunferéncia circunscrita e A;, A; dois vértices consecutivos.
O triangulo AOA;A; tem lados OA; = OA; = R e angulo central § = 2.

n

A _.A4

Figura 1.4: Poligono Inscrito

1.3.1 Areas

Sendo # o angulo entre OA; e OA;, e considerando o poligono regular de n
lados inscrito num circulo de raio R, temos que a area S do triangulo OA;A;, é dada por

S = %RQSenQ. Dessa forma o poligono regular de n lados tem area dada por,

2
Sin = Esten—ﬂ,
2 n

para todo n € N com n > 3.

1.3.2 Perimetros

O perimetro do poligono inscrito numa circunferéncia pode ser obtido por meio

do produto de n pela medida L,, do lado do poligono.

Pela férmula da corda, obtemos:

0
L, =2 — .
Rsen<2>
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Substituindo 0 = 27”, segue que

L, = 2Rsen<z> .
n

Assim, o perfmetro do poligono regular de n lados é dado por

T
P, =nL, = 2nRsen<—> )
n
Podemos observar na Figura 1.5 que & medida que o niimero de lados, n, au-
menta, o poligono inscrito vai se aproximando do circulo, logo os valores de sua area e seu
perimetro também se aproximam da area do circulo dada por A = 7R? e do comprimento

da circunferéncia dado por C' = 27 R.

Figura 1.5: Poligonos Inscritos

A tabela a seguir exibe as medidas das areas e dos perimetros de poligonos

inscritos para R = 1 e alguns valores de n,

Tabela 1.1: Areas e perimetros de poligonos regulares de n lados inscritos em uma cir-

cunferéncia de raio R = 1.

n Sz‘,n Pi,n

3 | 1,299038 | 5,196152
4 | 2,000000 | 5,656854
)

7

2,377641 | 5,877853
2,736410 | 6,074372
10 | 2,938926 | 6,180340
20 | 3,077684 | 6,264171
50 | 3,131338 | 6,279052
96 | 3,139721 | 6,282061
120 | 3,140530 | 6,282579
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1.4 Areas e Perimetros de Poligonos Circunscritos num
Circulo de Raio R

No caso dos poligonos circunscritos a uma circunferéncia, o raciocinio segue
de forma anéaloga ao dos poligonos inscritos. A principal diferenca esta na relacao entre o
raio da circunferéncia e o apotema do tridngulo (que é a altura desse triangulo) formado
pelo centro, um vértice e o ponto médio de um lado do poligono. Nesse contexto, o
raio da circunferéncia corresponde ao apétema do tridangulo, permitindo compreender
geometricamente como as medidas de lados, perimetros e dreas se ajustam de modo que

o poligono envolva completamente a circunferéncia.

Figura 1.6: Poligono Circunscrito

Seja uma circunferéncia de centro O e raio R. Considere um poligono regular
de n lados circunscrito a circunferéncia, com vértices A;,..., A;, A; e pontos de tangéncia

T1,...,T;. Denotando por 6 o dngulo central entre pontos de tangéncia consecutivos.

No triangulo retangulo OT;A;, em que OT; = R e T;A; = L, /2, obtemos

tan(z) = Ln—/2,

n R
logo
T
L, = 2Rtan(ﬁ> .
1.4.1 Areas

Agora, analisando o caso do poligono regular circunscrito a uma circunferéncia
de raio R, a circunferéncia esté inscrita no poligono, ou seja, todos os lados do poligono

tocam a circunferéncia em exatamente um ponto.
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Seja 6 o angulo entre as semirretas OA; e OA;. Observamos que o triangulo
OA;A; tem o raio R perpendicular ao lado A;A; no ponto médio desse lado. Assim,
podemos considerar o triangulo retangulo formado pelo centro O, pelo vértice A; e pelo

ponto de tangéncia correspondente. O angulo em O ¢é igual a 7

Assim sendo, cada triangulo OA; A; tem base L,, e altura R, e dessa forma sua

area pode ser calculada por:

1 1
S:—xbasexaltura:—anxR:RQtan<z).
2 2 n

Como o poligono regular é composto por n tridangulos iguais, sua area total é:
T

Sen = nR? tan (—) ,
n

para todo n € N com n > 3.

1.4.2 Perimetros

O perimetro do poligono regular circunscrito a uma circunferéncia pode ser

obtido multiplicando-se o niimero de lados n pela medida L,, de cada lado do poligono.

Pelo desenvolvimento anterior, sabemos que o lado do poligono circunscrito é

0
L, =2 — .
n Rtan(2>

Substituindo 6 = 27”, obtemos:

dado por:

L, = 2Rtan<%> .

Assim, o perimetro do poligono regular circunscrito de n lados sera:

P., =nL, =2nR tan<z> .
n

Assim como nos casos dos poligonos inscritos para os poligonos circunscritos,
a medida que o namero de lados, n, aumenta, o poligono circunscrito vai se aproximando
do circulo, e portanto sua area e seu perimetro vai se aproximando logo o valor de sua

area e seu perimetro também se aproxima do comprimento da circunferéncia.

A tabela a seguir apresenta as medidas das areas e dos perimetros dos poligonos

circunscritos a uma circunferéncia de raio R = 1, para alguns valores de n.

A analise das Tabelas 1.1 e 1.2 comprovam o fato importante ja mencionado
anteriormente: a medida que o ntimero de lados n aumenta, tanto a area quanto o peri-

metro do poligono se aproximam dos valores correspondentes da circunferéncia.
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Tabela 1.2: Areas e perimetros de poligonos regulares circunscritos a uma circunferéncia
de raio R = 1.

n Sen Pen

3 | 5,19615 | 10,39230
4 | 4,00000 | 8,00000
5)

7

3,63271 | 7,26543
3,30151 | 6,60303
10 | 3,16524 | 6,33048
20 | 3,10896 | 6,21793
50 | 3,14474 | 6,28949
96 | 3,14191 | 6,28382
120 | 3,14169 | 6,28337

Ainda que nunca se tornem idénticos, a diferenca entre eles torna-se cada
vez menor, um indicio claro da ideia de aproximagao sucessiva, que serd formalizada no

conceito de limite.

Essas expressoes geométricas e trigonométricas constituem a base para com-
preender o raciocinio do Método da Exaustao, que sera discutido no Capitulo 3, no qual
exploraremos como os antigos gregos utilizaram tais relagoes para determinar, de forma

intuitiva, as medidas exatas do circulo.
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Capitulo 2

A 1deia de Limite

O conceito de limite é um dos pilares do pensamento matemético moderno e
esté presente, de maneira intuitiva, em diversas situagoes cotidianas e geométricas. Antes
mesmo de ser formalizado, o raciocinio de limite ja aparecia em tentativas antigas de
compreender grandezas que nao podiam ser medidas diretamente, como o comprimento

de curvas ou a area de superficies circulares.

De maneira formal, o conceito de limite descreve o comportamento de uma
sequéncia ou de uma funcao a medida que a varidvel independente se aproxima de deter-
minado valor. Em outras palavras, o limite busca compreender o que acontece quando

nos aproximamos indefinidamente de um ponto, sem necessariamente alcancé-lo.

No estudo das figuras planas, como visto no capitulo anterior, é possivel calcu-
lar com exatidao as areas e os perimetros de poligonos regulares. No entanto, quando se
trata de figuras curvas, como a circunferéncia, esse calculo se torna mais complexo. Surge,
entao, a necessidade de desenvolver estratégias que permitam aproximar essas medidas
por meio de figuras conhecidas, esse é um processo que conduz naturalmente & ideia de

limite.

Um outro exemplo simples pode ser pensado no contexto da velocidade média
e velocidade instantanea. Imagine um carro percorrendo uma estrada: podemos calcular
a velocidade média em um intervalo de tempo. No entanto, se diminuirmos cada vez mais
esse intervalo, o valor obtido se aproxima da velocidade em um instante exato, é o que

chamamos de velocidade instantanea.
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2.1 A Necessidade de Aproximar.

Imagine que desejamos determinar a area de um circulo. Como a circunferén-
cia nao possui lados, nao ¢ possivel aplicar diretamente as formulas de poligonos regulares.
Entretanto, podemos inscrever dentro do circulo um triangulo, um quadrado, um hexa-

gono, um dodecigono e assim por diante.

Cada vez que aumentamos o nimero de lados, a figura resultante se torna mais
parecida com o circulo. Observando o contorno dessas figuras, percebe-se que a diferenca

entre o poligono e a circunferéncia diminui progressivamente.

Essa percepcao visual trata de um principio importante: quanto mais lados
possui o poligono, mais sua area e seu perimetro se aproximam dos valores correspondentes
do circulo. Ainda que nao possamos alcancar exatamente a forma curva, podemos nos
aproximar dela tanto quanto desejarmos. Essa ideia serd revista quando falarmos do
Método da Exaustao.

2.2 O Raciocinio da Aproximacao

A nocao de limite também pode ser compreendida por analogia com outras
situagoes. Pense, por exemplo, na medicao da velocidade de um carro. Podemos calcular a
velocidade média percorrendo certa distancia em um tempo determinado. Se diminuirmos
o intervalo de tempo considerado, o valor calculado se torna mais proximo da velocidade

em um instante exato, chamada de velocidade instantanea.

De modo semelhante, quando calculamos areas ou comprimentos a partir de
aproximacoes sucessivas, estamos nos aproximando de um valor que nao é diretamente
acessivel, mas que pode ser alcancado por meio de repeticoes cada vez mais refinadas de

um 1mesimo processo.

Essa ideia de repeticao e refinamento é o niicleo do conceito de limite. Uma
grandeza é dita tender a um valor quando suas aproximagoes se tornam cada vez mais

proximas desse valor, até que a diferenca entre elas se torne imperceptivel.

2.2.1 O Exemplo da Velocidade Instantanea

Consideremos o movimento de um automoével em uma estrada retilinea. A
posi¢ao do carro no instante ¢ é dada por uma fungao s(t), que representa a distancia

percorrida desde o ponto de partida, em metros, por exemplo.
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De acordo com Filho e Jos¢(2018), a velocidade média entre dois instantes ¢;

e ty & calculada por:

L St) —s(t)
" to—t;

Esse valor indica a taxa de variagao da posicao em um intervalo de tempo.
Entretanto, se quisermos conhecer a velocidade (em um instante exato), reduzimos o in-
tervalo de tempo considerado, fazendo ¢, cada vez mais proximo de t1. Assim, a velocidade

média se aproxima de um valor limite, que chamamos de velocidade instantanea:

Por exemplo, suponha que o movimento de um corpo seja descrito por s(t) = t.
Nesse caso, também suponha que o tempo t5 seja o tempo ¢; acrescido de um tempo h,

h>0. Desta forma, fazer t, se aproximar de t; é fazer h se aproximar de 0. Assim, :

2 42 9 2

2t.
h—0 h—0 h

Portanto, a velocidade instantanea no instante ¢ ¢ v(t) = 2t. Isso significa que,

quando t = 3 segundos, a velocidade é v = 6 m/s.

A fim de ilustrar o processo de aproximagcao, consideremos alguns valores de
ty proximos de t; = 3. Os resultados estao apresentados na Tabela 2.1, evidenciando que

a velocidade média se aproxima do valor de 6 m/s conforme o intervalo de tempo diminui.

Tabela 2.1: Aproximagao da velocidade instantanea em ¢ = 3 para s(t) = t?

_ s(t2) —s(t1)

t to Uy, = ~h (m/s) Observagao

3,0 40 7,0 Intervalo grande

3,0 3,5 6,5 Aproximagao mais proxima

3,0 3,1 6,1 Intervalo reduzido

3,0 3,01 6,01 Muito préximo

3,0 3,001 6,001 Quase igual & velocidade instantanea
—  limyg, 43 6,0 Velocidade instantanea

Esse exemplo mostra como o raciocinio de aproximacao sucessiva, presente
desde os gregos com o método da exaustao, reaparece de forma moderna no conceito
de limite. A medida que o intervalo de tempo tende a zero, obtemos um valor exato a

velocidade instantanea.
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2.3 A ideia intuitiva de limite

No contexto deste trabalho, o limite é abordado sob uma perspectiva geomé-
trica e intuitiva. Ao considerarmos um poligono regular inscrito em uma circunferéncia,
percebemos que, a medida que aumentamos o namero de lados, a forma do poligono torna-
se cada vez mais semelhante & do circulo. Consequentemente, a diferenca entre suas areas
e seus perimetros vai diminuindo progressivamente, aproximando-se dos valores reais da

circunferéncia.

Podemos, entao, afirmar que a area do poligono tende a area do circulo e que
o seu perimetro tende ao comprimento da circunferéncia. Essa nocao de “tender a’ nao
implica a realizacao de calculos infinitos, mas a compreensao de um processo de aproxi-
macao sucessiva, no qual cada etapa produz um resultado mais préximo do valor buscado.
Essa forma de raciocinio representa o cerne do conceito de limite e serda fundamental para

a compreensao do Método da Exaustao apresentado nos capitulos seguintes.

30



Capitulo 3

O Método da Exaustao

A ideia central deste trabalho é demonstrar que, quando temos um poligono
inscrito ou circunscrito a uma circunferéncia de raio igual a R, ao aumentarmos o niimero
de lados desse poligono, sua area tende ao valor de mR? e seu perimetro ao valor de
2mR. Para compreender esse comportamento, optamos pela utilizacao do método da
exaustao, uma das maiores contribui¢coes da matemaética grega antiga para a compreensao

das grandezas continuas.

3.1 Origem e fundamento do método

O método da exaustao tem suas origens na Grécia Antiga e foi desenvolvido
inicialmente por Eudoxo de Cnido (408 a.C.- 355 a.C.), sendo posteriormente aperfeico-
ado por Arquimedes de Siracusa (287 a.C. — 212 a.C.), considerado por muitos o maior

matematico da Antiguidade.

Segundo Eves(2008), no Livro X dos Elementos de Euclides encontra-se a base

conceitual do método da exaustao. Em sua proposigao de abertura (X1), é afirmado que:

“Se de qualquer grandeza subtrair-se uma parte nao menor que sua metade, do
que restar outra parte nao menor que sua metade, e assim por diante, chegar-
se-4 finalmente a uma grandeza menor do que qualquer grandeza fixada da

mesma espécie.”

Essa proposicao demonstra a ideia de aproximagao sucessiva, pois trata-se de
um processo no qual a diferenca entre uma grandeza conhecida e o valor real desejado é
progressivamente reduzida. O principio de Eudoxo permitiu que os gregos tratassem de
grandezas continuas (como areas e volumes) sem a no¢ao moderna de nimero real ou de

infinito.
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De acordo com Silva(2019) O método da exaustao, como o nome sugere, con-
siste em “esgotar” a diferenca entre uma figura geométrica e outra, por meio da soma ou
subtracao de partes menores. Em esséncia, trata-se de um precursor do conceito moderno

de limite, embora sem o aparato algébrico e analitico desenvolvido séculos mais tarde.

Somente com Arquimedes de Siracusa esse principio foi aplicado de maneira
sistemética. O matemaético utilizou o método da exaustao para determinar areas e volumes
de figuras curvas, como o circulo, a parabola e a esfera, alcancando resultados de grande
precisao. Embora ainda sem recorrer ao calculo infinitesimal, sua abordagem jé antecipava

as ideias de integracao e limite, que mais tarde seriam formalizadas por Newton e Leibniz.

3.2 Aplicacao geométrica

Do ponto de vista geométrico, o método da exaustao baseia-se na aproximagao
de figuras curvas por poligonos regulares. Arquimedes aplicou essa técnica para deter-
minar o valor da area do circulo e o comprimento da circunferéncia, utilizando poligonos

inscritos e circunscritos com numero crescente de lados.

A aplicagao geométrica do método pode ser observada na Figura 3.1, que
ilustra um tridngulo, um quadrado, um hexagono e um dodecigono inscritos em uma

circunferéncia. Observa-se que as areas dessas figuras satisfazem a relagao:

Acirculo > Adodecégono > Ahexégono > Aquadrado > Atriangulo-

Com o aumento do nimero de lados n, a area do poligono inscrito aproxima-se

cada vez mais da area da circunferéncia, evidenciando o processo de exaustao.

Figura 3.1: Poligonos Inscritos

Arquimedes também utilizou poligonos circunscritos, o que lhe permitiu de-

terminar limites superior e inferior para a medida da area e do perimetro do circulo, uma
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vez que a area do circulo circunscrito é maior que a area do circulo propriamente dito,
enquanto a area do poligono inscrito é menor. Dessa forma, o valor verdadeiro da area
do circulo fica compreendido entre essas duas medidas, permitindo obter aproximacoes
cada vez mais precisas. Esse raciocinio possibilitou a Arquimedes estabelecer intervalos
numéricos estreitos para o valor de 7, demonstrando a eficacia do método da exaustao

como instrumento de aproximagao e de analise geométrica.

Figura 3.2: Poligonos Circunscritos

Do mesmo modo, a aplicacao geométrica do método pode ser observada na
Figura 3.2, que ilustra um triangulo, um quadrado, um hexégono e um dodecagono cir-
cunscritos em uma circunferéncia. Observa-se que as areas dessas figuras satisfazem a

relacao:

Acirculo < Adodecégono < Ahexégono < Aquadrado < Atrié,ngulo-
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Capitulo 4

Area e Perimetro do Circulo por meio
do Método da Exaustao

O estudo desenvolvido até aqui permitiu compreender, de forma geométrica e
historica, como o Método da Exaustao conduz a determinagao aproximada das medidas
do circulo. No entanto, para justificar matematicamente essas aproximagoes, ¢ necessario

formalizar o conceito de limite, que constitui a base do céalculo diferencial e integral.

Neste capitulo, o raciocinio intuitivo apresentado anteriormente sera traduzido
numa linguagem mais formal. Consideraremos o comportamento das areas e dos perime-
tros de poligonos regulares inscritos e circunscritos a uma circunferéncia de raio R quando

o nimero de lados n cresce indefinidamente (n — 00).

A partir dessa anélise, serd possivel demonstrar que as areas e os perimetros
dos poligonos regulares de n lados tendem aos valores 7R? e 2rR, mostrando a relacao

entre o0 método geométrico de Arquimedes e o formalismo moderno do céalculo.

Na Secao 4.1, apresentamos a definicao formal de limite e as propriedades que
serao utilizadas nas demonstragoes. Em seguida, aplicamos esses resultados para calcular
os limites das &reas e dos perimetros, evidenciando a convergéncia das aproximacoes

obtidas pelo Método da Exaustao.

4.1 Definicao formal e propriedades fundamentais do
limite

O conceito intuitivo de limite, ja discutido anteriormente, pode agora ser for-

malizado de maneira mais precisa.
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De modo geral, ¢ interessante compreender o comportamento de certas expres-
soes quando a variavel tende ao infinito, como ocorre quando o nimero de lados de um

poligono regular cresce indefinidamente. De acordo com Neto(2014),

Definicao 6. Dizemos que
lim f(z) =L

r—a

se, para todo nimero € > 0, existe um numero 6 > 0 tal que, sempre que 0 < |x —a| < 6,
tem-se |f(x) — L| < €. Em outras palavras, os valores de f(x) podem ser tornados tao

proximos de L quanto se deseje, bastando tomar x suficientemente proximo de a.

As propriedades fundamentais que serao utilizadas ao longo das demonstracoes

sao as seguintes:

L lim[f(z) + g(z)] = ilgtll f(z) + lim g(x);

2. lim[f(2) - g(w)] = lim f(x) - lim g(z);

_ x—a

3. }CIE)TClL o)~ Tmg@) desde que lgr}lg(x) #£0;
r—a

4. Se ¢ é uma constante, entao lim ¢ = ¢;

r—a
senx
5. lim = 1; (Primeiro Limite Fundamental)
x—0 X
tan x
6. lim =1.
x—0 x

As demonstracoes das propriedades de 1 a 5 podem ser encontradas em livros
de Célculo Diferencial e Integral para uma variavel, como por exemplo Simmons(1987),
Leithold(1977), entre outros. A demonstracao da propriedade 6 é consequéncia direta do

primeiro limite fundamental, como podemos ver a seguir.

Sabemos que:

senx
tanr =
cos T
Logo,
tanx senr
T TCosT
. senx ) . )
Como lim =1 e limcosx = 1, aplicando a propriedade do produto de

z—0 2 x—0
limites, temos:

t 1 1
lim 22T i (Senx : ) _ (lim Senm) : <lim ) —1.1=1.

portanto,




4.2 Passagem ao limite: areas e perimetros do circulo

Nesta segao, utilizaremos os resultados obtidos nas segoes 1.1.2 e 1.3.2 para as
areas e os perimetros dos poligonos regulares inscritos e circunscritos a uma circunferéncia
de raio R, a fim de estabelecer a conexao entre o raciocinio geométrico do método da

exaustao e o conceito analitico de limite.

A partir das expressoes obtidas para as areas e perimetros dos poligonos regu-
lares inscritos e circunscritos, é possivel estabelecer uma relagao direta entre o raciocinio
geométrico do método da exaustao e o conceito moderno de limite. Essa abordagem evi-
dencia como a repeti¢ao sucessiva de aproximacoes conduz, no limite, aos valores exatos

de area e comprimento da circunferéncia.

4.2.1 Area do Circulo

A area do poligono regular inscrito de n lados é

Sin = gRQSen (2—7T> )

n

Usando a identidade trigonométrica sen(260) = 2senf cos 6, obtemos

Sim = nsten<z> cos<z> )

n n

. m . .
Facamos a mudanca de variavel x = —. Quando n tende ao infinito, temos z — 0F
n

s
("x"tende a 0 pela direita) e n = —. Assim:
x

)

<S€D$

T
S, = —R%senx cosz = mR? > COS .
x

Senx

Pelo primeiro limite fundamental lim = 1 e pela continuidade de cosz em 0 (onde

z—=0 I
cos0 = 1), segue que

lim S;,, = TR%
n—00

De modo analogo, para o poligono circunscrito, a area é dada por

Sen = nR? tan<z> sen<z> )

n n

c e~ ™
Com a mesma substituicdo x = —, temos:
n

tan
Sen = TR? ( ) senz.
x
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tan x

Como lim =1 e lim senx = 1, obtemos
x—0 €x x—0
. P2
lim S., = 7R*.
n—o00 ’

Logo, as éareas dos poligonos inscritos e circunscritos convergem para o mesmo valor,

demonstrando que a area do circulo é o limite comum dessas aproximacoes, isto é,

lim S;, < S, < lim S,

n—o0 n—oo

TR < S.<nR?

Portanto, S, = 7R2.

4.2.2 Limite dos Perimetros

O perimetro do poligono inscrito é

P, = 2nRsen<E> )
n

7r
Com z = —, obtemos
n

senr
P, = QERsenx =21R < ) )
x x
e, portanto,
lim P, = 27R.
n—oo

Para o poligono circunscrito, o perimetro ¢ dado por

P., = 2nRtan<z> .
n

s
De modo anélogo, com z = —,
n

P., =2 Rtanz = 27R (ta”) ,
X

x
. tanz
e, usando lim = 1, obtemos
x—0 X
lim P., = 2n7R.
n—oco
Como,

lim P, < P.<lim P,

n—0o0 n—00
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2rR < P.<27R

Portanto, P, = 27 R.

Os valores obtidos evidenciam que, & medida que o namero de lados aumenta, o
perimetro do poligono inscrito tende por baixo a 27 R, enquanto o do poligono circunscrito

tende por cima ao mesmo valor. O circulo, portanto, é o limite dessas aproximagoes.

O raciocinio revela o mesmo principio do método da exaustao: a medida que
as subdivisoes se tornam infinitamente pequenas, as aproximacgoes sucessivas “exaurem”
a diferenca entre o poligono e a circunferéncia, alcangando o valor exato das grandezas

continuas.

4.3 Relagcao com o nimero 7

Um resultado importante obtido a partir do que mencionamos anteriormente
¢ a aproximacao do nimero 7, definido como a razao entre o perimetro da circunferéncia

e seu didmetro.

Arquimedes aplicou o Método da Exaustao para calcular os limites superior e

inferior para m, chegando & aproximacao:

3,1408 < 7 < 3,1429.

Esse célculo foi obtido utilizando poligonos inscritos e circunscritos com 96

lados, constituindo uma das aproximagoes mais precisas conhecidas na Antiguidade.

Podemos observar, utilizando os dados obtidos nas tabelas 1.1 e 1.2 que
3,13972< 7 < 3,14191.

Nesse caso, utilizando n = 96 , encontramos uma aproximagao para 7 com
1 casa decimal, isto é, m = 3,1. Se quisermos melhorar esta aproximacao podemos
utilizar o mesmo procedimento considerando poligonos com ntmero de lados maior. Por
exemplo, se utilizarmos as expressoes obtidas para poligonos inscritos e circunscritos em
uma circunferéncia de raio R = 0,5, podemos obter as aproximagcoes para m de acordo
com a tabela abaixo. Por exemplo se considerarmos n = 400 temos que 7 = 3,1415 com

erro na 5° casa decimal.
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Tabela 4.1: Perimetros de poligonos regulares inscritos e circunscritos em uma circunfe-

réncia de raio R = 0,5.

n Pi,n Pc,n

3 2,598076 5,196152
4 2,828427 4,000000

5 2,938926 3,632713
10 3,090170 3,196226
12 3,105829 3,215390
20 3,132628 3,173078
96 3,141031 3,141913
100 3,141032 3,141608
200 3,141477 3,141545
400 3,141558 3,141588
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Capitulo 5

Propostas de Atividades Gerais com o
GeoGebra

Uma possibilidade didatica para explorar o Método da Exaustao no contexto
da Educacao Bésica consiste na utilizacao do software GeoGebra, que permite a constru-
¢ao dinamica de figuras geométricas e a investigacao de propriedades métricas de maneira

visual e interativa.

A proposta aqui apresentada tem como objetivo possibilitar aos estudantes
a construcao de poligonos regulares inscritos e circunscritos a uma circunferéncia, bem
como a analise de suas areas e perimetros, favorecendo a compreensao intuitiva da ideia

de aproximacao sucessiva e, consequentemente, do conceito de limite.

A atividade pode ser desenvolvida com estudantes do Ensino Médio, especial-
mente em turmas nas quais ja tenham sido trabalhados contetidos como circunferéncia,
poligonos regulares, perimetro, area e nogoes bésicas de trigonometria. Como recursos,
sao necessarios computadores ou celulares com acesso ao GeoGebra, além de uma tabela

de registro para anotacao das medidas obtidas.

A proposta esta organizada em trés atividades investigativas, descritas a seguir.

5.1 Atividade 1 — Construcao de poligonos regulares

Inscritos e circunscritos

Nesta atividade, propoe-se que os estudantes construam, no GeoGebra, poli-
gonos regulares inscritos e circunscritos a uma circunferéncia de raio fixo, com o objetivo

de observar e comparar suas areas e perimetros.
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Inicialmente, recomenda-se a construcao de um quadrado inscrito e de um
quadrado circunscrito, de modo que os alunos compreendam o procedimento antes de
generalizé-lo para outros poligonos regulares, como triangulo equilétero, pentagono, he-

xagono, octogono e dodecagono.

Construcao do quadrado inscrito

Para a construcao do quadrado inscrito, sugere-se o seguinte roteiro no Geo-
Gebra:

1. Utilize a ferramenta Circunferéncia (centro e raio) para construir uma circunferéncia
de centro O e raio fixo.

2. Utilize a ferramenta Ponto para marcar um ponto A sobre a circunferéncia.

3. Construa a reta que passa pelos pontos O e A utilizando a ferramenta Reta.

4. Construa a reta perpendicular a anterior passando por O, utilizando a ferramenta

Reta perpendicular.

5. Determine os pontos de intersecao entre as retas e a circunferéncia com a ferramenta

Intersecao de Dois Objetos.

6. Utilize a ferramenta Poligono para unir os pontos obtidos, formando o quadrado

mscrito.
7. Calcule a area utilizando a ferramenta Area.

8. Determine o perimetro utilizando a ferramenta Perimetro.

v A/

Areade ABCD =32

| a |

/ B £

Perimetro de ABCD = 2263

2

Figura 5.1: Quadrado Inscrito na Circunferéncia com Centro na Origem e Raio 4
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Construcao do quadrado circunscrito

Apos a construcao do quadrado inscrito, propoe-se a construcao do quadrado
circunscrito & mesma circunferéncia.
1. Considere a circunferéncia de centro O e raio R ja construida.

2. Construa duas retas perpendiculares que se intersectam em O, utilizando a ferra-

menta Reta perpendicular.

3. Determine os pontos de interse¢ao dessas retas com a circunferéncia utilizando a

ferramenta Intersecao de Dois Objetos

4. Por cada um desses pontos, construa retas paralelas as retas perpendiculares traga-

das anteriormente, utilizando a ferramenta Reta paralela.
5. Determine os pontos de intersecao entre essas retas paralelas.

6. Utilize a ferramenta Poligono para unir esses pontos e formar o quadrado circuns-

crito.
7. Calcule a area utilizando a ferramenta Area.
8. Determine o perimetro utilizando a ferramenta Perimetro.

F B E
Areade EFGH =64

rimetro de EFGH =32

-
s}

=
|
r
=}
[}
@

94

Figura 5.2: Quadrado Circunscrito numa circunferéncia com Centro na Origem e Raio 4.

Tabela de registro da Atividade 1

Os estudantes podem organizar os dados obtidos em uma tabela como a seguir:

42



Tabela 5.1: Registro das areas e perimetros dos poligonos construidos.

N? de lados Area Perimetro Area Perimetro

inscrita inscrito circunscrita circunscrito

12

Questoes investigativas da Atividade 1
Ao final da atividade, o professor pode propor questoes como:

1. O que acontece com a area do poligono inscrito quando aumentamos o ntmero de
lados?

2. E com a area do poligono circunscrito?
3. O que se observa em relagao aos perimetros?
4. A &rea do circulo parece estar entre quais valores?
5. O perimetro da circunferéncia parece estar entre quais valores?
Essa atividade permite ao estudante perceber, de forma concreta, que os po-

ligonos inscritos fornecem aproximacoes por falta, enquanto os circunscritos fornecem

aproximacoes por excesso, retomando a esséncia do Método da Exaustao.

5.2 Atividade 2 — Investigacao da relacao entre o raio

e o lado do poligono

Nesta atividade, propoe-se que os estudantes investiguem a relagao entre o raio

da circunferéncia e o comprimento do lado de um poligono regular inscrito ou circunscrito.

Inicialmente, os alunos devem construir um poligono regular inscrito em uma
circunferéncia de raio conhecido e medir, com o auxilio da ferramenta Distdncia, Com-

primento ou Perimetro, tanto o raio quanto o lado do poligono.
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Em seguida, devem repetir o processo para diferentes nimeros de lados, regis-

trando os dados obtidos.

Tabela de registro da Atividade 2

Tabela 5.2: Relagao entre o raio da circunferéncia e o lados dos poligonos circunscritos.

Nimero de lados n | Raio R | Lado inscrito /; | Lado circunscrito [,
3

4
)
6
8

12

Questoes investigativas da Atividade 2
1. Existe alguma relacao entre o raio da circunferéncia e o lado do poligono inscrito?
2. O que muda quando o poligono é circunscrito?
3. O lado do poligono inscrito é maior ou menor que o lado do poligono circunscrito?
4. Como o nimero de lados interfere no comprimento do lado do poligono?

Com a realizagao das medigoes, os estudantes podem ser conduzidos & formu-

lacao das expressoes:

l; = 2Rsen <Z>

n

l. = 2Rtan (%)

onde [; representa a medida do lado do poligono inscrito, /. a medida do lado

do poligono circunscrito, R o raio da circunferéncia e n o nimero de lados do poligono.

Essa atividade favorece a compreensao de que as formulas geométricas podem

ser construidas a partir da observagao, da medicao e da generalizagao de padroes.
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5.3 Atividade 3 — Aproximacao da area e do perimetro

do circulo

Na terceira atividade, propoe-se que os alunos construam poligonos regulares
com um numero elevado de lados, tanto inscritos quanto circunscritos, a uma mesma
circunferéncia. Sugere-se utilizar valores como n = 20, n = 30, n = 50 e, se possivel,

valores ainda maiores.

O objetivo é que os estudantes observem como as areas e os perimetros desses

poligonos se aproximam, progressivamente, da area e do comprimento da circunferéncia.

Tabela de registro da Atividade 3

Tabela 5.3: Aproximagao da area e do perimetro do circulo por poligonos regulares.

n | Area inscrita | Area circunscrita | Perimetro inscrito | Perimetro circunscrito

10

20

30

50

100

Questoes investigativas da Atividade 3

1. O que acontece com a area do poligono inscrito quando n aumenta?
2. O que acontece com a area do poligono circunscrito quando n aumenta?
3. O que acontece com os perimetros?
4. Os valores obtidos parecem se aproximar de quais medidas conhecidas?
5. O que essa aproximacao sugere sobre a area e o perimetro do circulo?
Nesta etapa, os alunos podem ser conduzidos a compreensao de que as areas do

poligonos de n lados inscritos e circunscritos numa circunferéncia de raio R tendem a 7 R?

e que os perimetros dos poligonos de n lados inscritos e circunscritos numa circunferéncia

de raio R tendem a 27 R.

Assim, essa atividade permite que os estudantes visualizem concretamente a

ideia de aproximacao sucessiva e compreendam, de forma intuitiva, a no¢ao de limite.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

O que apresentamos neste trabalho tem grande conexao com o ensino de geo-
metria, e da matematica de um modo geral, a nivel basico, além de seu valor histérico e
matemaético, o método da exaustao apresenta grande potencial pedagogico. Por meio dele,
é possivel introduzir aos alunos nogoes intuitivas de aproximacao, limite e continuidade,

sem recorrer diretamente ao formalismo do calculo diferencial e integral.

Como destaca Silva(2019), compreender o Método da Exaustdo auxilia na
formacgao de um pensamento geométrico mais profundo, permitindo ao estudante perceber
o raciocinio que levou ao desenvolvimento do célculo moderno. Atividades que envolvem a
construcgao de poligonos inscritos e circunscritos em um circulo, com o auxilio de softwares

como GeoGebra ou materiais concretos, podem favorecer o raciocinio investigativo e visual.

A proposta didatica com o GeoGebra apresenta grande potencial pedagogico

por articular visualizagao, experimentacao, conjectura e formalizagao matemaética.

Ao construir e manipular poligonos regulares associados a uma circunferéncia,
os estudantes nao apenas executam procedimentos geométricos, mas também desenvolvem

a compreensao conceitual das ideias de aproximacao, convergéncia e limite.

Além disso, essa abordagem favorece uma aprendizagem investigativa, na qual
o aluno assume papel ativo na construcao do conhecimento, observando padroes, regis-

trando resultados, comparando valores e formulando hipoteses.

Do ponto de vista da formacao conceitual, a proposta constitui uma forma
acessivel de introduzir nogoes que futuramente estarao relacionadas ao célculo diferencial
e integral, estabelecendo uma ponte entre a geometria classica e a analise matematica

moderna.

Dessa forma, o uso do GeoGebra no estudo de poligonos inscritos e circunscritos

se apresenta como uma estratégia didatica relevante para o ensino da geometria e para a
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compreensao intuitiva do Método da Exaustao.

Ao observar o comportamento das areas e perimetros de poligonos regulares
, aumentando gradativamente o nimero de lados, o aluno passa a compreender que a
diferenca entre as areas (ou perimetros) dos poligonos e da circunferéncia se tornam cada

vez menor, aproximando-se do conceito de limite.

Segundo Lima(2013), o Método da Exaustao pode ser visto ndo apenas como
uma técnica matematica, mas como uma ferramenta didatica, capaz de aproximar o es-

tudante do pensamento geométrico classico e, ao mesmo tempo, das ideias do célculo.

Dessa forma, o uso pedagogico do Método da Exaustao pelos professores em
sala de aula, permite contextualizar a historia da matemaética e estimular a curiosidade
e a compreensao conceitual, cumprindo um papel essencial no ensino da geometria e da

anélise moderna.

47



48



Bibliografia

Barbosa, Joao Lucas Marques (1985). Geometria euclidiana plana. SBM.

Eves, Howard (2008). Introdugdo a historia da matemdatica. Editora da UNICAMP.

Filho, Gabriel e Hilson José (2018). “Velocidade instantanea”. Em.

lezzi, Gelson, Osvaldo Dolce e José Nicolau Pompeo (1997). Fundamentos da Matemdtica
Elementar, Volume 9. 7* ed. Editora Atual: Sao Paulo.

Kazapi, Juliano (2023). “Contribui¢oes para o ensino-aprendizagem de geometria: calculo
da area do circulo e do comprimento da circunferéncia pelo método da exaustao”.
Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT).
Florianopolis: Universidade Federal de Santa Catarina, p. 99.

Leithold, Avila e (1977). Cdlculo com geometria analitica. Vols. I-11. Harper & Row do
Brasil Ltda: Sao Paulo.

Lima, Francisco do Nascimento (2013). “Estudo sobre o céalculo de areas e volumes uti-
lizando o Método de Exaustao e o Principio de Cavalieri”. Dissertacao (Mestrado
Profissional em Mateméatica em Rede Nacional — PROFMAT). Joao Pessoa - PB:
Universidade Federal da Paraiba, p. 54.

Manfio, Fernando (2013). “Fundamentos da geometria”. Em: Sao Paulo: ICMC-USP.
Disponivel em: hitp://www. icme. usp. br/pessoas/manfio/Fundamentos. pdf Ultimo
acesso 12.

Neto, Antonio Caminha Muniz (2014). “Fundamentos de Célculo”. Em: Cole¢ao Profmat,
SBM, Rio de Janeiro.

Neto, Antonio Caminha Muniz (2022). “Geometria, cole¢ao profmat”. Em: Rio de Janeiro,
SBM.

Oliveira, Rubens Gualberto de (2016). “O baricentro dos poligonos convexos”. Em.

Silva, Jodao Dantas Almeida (2019). “Sobre o método da exaustao de Eudoxo e o calculo
de éareas de regides planas”’. Dissertagao (Mestrado Profissional em Mateméatica em
Rede Nacional - PROFMAT). Feira de Santana - BA: Universidade Estadual de Feira
de Santana, p. 67.

Simmons, George F. (1987). Cdlculo com Geometria Analitica. Vol. 2. McGraw-Hill: Sao

Paulo.

49



