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RESUMO

A presente dissertagdo busca introduzir alguns aspectos matematicos usados para a constru¢ao
de ratings e rankings. Ranquear itens consiste em realizar uma ordenagdo, segundo determina-
dos principios. Esse processo de organizacdo pode ser encontrado em muitos contextos, como
em indices socioecondmicos, competi¢des esportivas, rankings educacionais, etc. Neste traba-
lho, sdo considerados fundamentos matematicos presentes no Indice de Gini e no Indice de
Desenvolvimento Humano (IDH), e € explorada, por meio de regressoes lineares, a correla-
cdo entre esses indicadores e o resultado brasileiro da avaliacdo do Programa Internacional de
Avaliacao de Alunos (PISA). Além disso, foram caracterizados os métodos de ranqueamento
de Massey e Elo, muito presentes no contexto esportivo. Para tal fim, foi necessario um apro-
fundamento em topicos de dlgebra linear e funcdes, dentre os quais destacam-se a resolucdo de
sistemas lineares sobredeterminados a partir da equagdo normal, da reparametrizacio e da pseu-
doinversa, e a funcao logistica. Como produto educacional, foi produzida uma série de videos
sobre alguns dos assuntos considerados, de forma alinhada com as orientagdes da BNCC.

Palavras-chave: ranqueamento; indices socioecondmicos; avaliagdo pisa; sistemas lineares so-
bredeterminados; método de elo.



ABSTRACT

This dissertation aims to introduce some mathematical aspects used to construct ratings and
rankings. Ranking consists of ordering items according to certain principles. This process can
be found in many contexts, such as socioeconomic index, sports competitions, educational ran-
kings, etc. This work considers the mathematical foundations present in the Gini Index and in
the Human Development Index (HDI), and explores, through linear regressions, the correlation
between these indicators and the Brazilian results for the Program for International Student
Assessment (PISA). Furthermore, the Massey and Elo ranking methods, often used in sports,
were characterized. This required a more in-depth study of certain topics in linear algebra and
functions, such as: overdetermined linear systems resolution using normal equations, reparame-
terization and pseudoinverse, and the logistic function. As an educational product, a series of
videos was produced on some of the topics considered, in line with the BNCC guidelines.

Keywords: ranking; socioeconomic index; pisa test; overdetermined linear systems; elo’s
method.
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1 INTRODUCAO

O ranqueamento de itens tem como principio organizad-los em ordem de importancia de
acordo com parametros pré-estabelecidos. Esse processo de organizagado € utilizado em muitos
contextos, dos mais cotidianos aos mais historicos.

Uma importante aplicacdo de modelos de ranqueamento € vista em indices socioecono-
micos, usados para medir qualidade de vida, desigualdade, qualidade de educacio, entre outros.

Como a matematica € usada para quantificar e ranquear esses aspectos da vida humana?

1.1 A matematica para ratings e rankings

Como exemplo de um indice amplamente usado no mundo todo, temos o Indice de
Desenvolvimento Humano (IDH). Em 2022, o Brasil alcancou IDH igual a 0,760 figurando na
89 posigao entre 193 paises (Sampaio, 2024). Como este numero foi calculado? Que critérios
s@o pensados para se estabelecer uma nota para o desenvolvimento de um pais?

De acordo com o Relatério de Desenvolvimento Humano 2021-22, publicado pelo Pro-
grama das Nacdes Unidas para o Desenvolvimento (PNUD, 2023), o célculo do IDH € realizado

por meio da seguinte média geométrica:

IDH = (Isaype - Iepvcacao - Insnpa)’®

em que Igaypp € o indice de vida saudavel, Ippycacao € o indice de acesso a educagdo e
cultura e Irpnpa € 0 indice de padrdao de renda adequada de vida. Cada um desses indices é
construido a partir de pesquisas de drgaos estatisticos internacionais e, posteriormente, norma-
lizados para que assumam valores de O a 1.

Outros indices podem ser encontrados em outros contextos. No ramo educacional, é
comum serem definidos indices para um colégio ou para um sistema de ensino, de forma a
melhor comparar tais organismos ou registrar o seu desenvolvimento ao longo do tempo. Mun-
dialmente, o padrdo para avaliacdo de sistemas educacionais no mundo é o Programme for
International Student Assessment (Programa Internacional de Avaliacao de Estudantes - PISA).
Nos resultados de 2022, o Brasil esteve em 65° lugar, com 379 pontos. A média dos paises
da Organizacdo para a Cooperacao e Desenvolvimento Econdomico (OCDE) foi de 472 pontos
(OCDE, 2023a). O calculo da nota do PISA depende de recursos estatisticos avangados, como
Teoria de Resposta ao Item, modelos logisticos e modelos de crédito parcial generalizado.

Ja em um contexto nacional, o estado do Parana alcancou nota 4,9 no Indice de Desen-
volvimento da Educagdo Bésica (IDEB) de 2023, nota que coloca o estado no primeiro lugar do
Brasil (Parand, 2024). Tal conquista foi amplamente divulgada em canais oficiais do governo e
revela uma evolugdo do indice do estado nas tltimas avaliacdes (Figura 1).

O calculo do indice do IDEB também € resultado da unido de outros indices, aqui ligados

a uma prova chamada Sistema de Avaliacdo da Educacio Basica (SAEB), que cobra conteudos
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Figura 1 — Comunicacao do estado do Parana a respeito da nota do IDEB.

EVOLUCAO DO IDEB DO PARANA

- ENSINO MEDIO -
2021 2023

1° 1°

3° NOTA 4.8 NOTA 4,9

NOTA 4,7
NOTA 4,0

Fonte: Parana (2024).

de portugués e matematica. Em cada ano em que a prova € realizada, faz-se uma normalizagao
da nota corrente com os minimos € maximos da primeira prova, aplicada em 1997. A média das
notas normalizadas € multiplicada por outro fator, a média harmonica das taxas de aprovagao
em cada série sendo contabilizada, resultando na nota final do IDEB (INEP, 2023).

Algumas institui¢des internacionais elaboram rankings educacionais de universidades,
como € o caso da avaliagao realizada pela QS Quacquarelli Symonds. Na edicdo de 2024 deste
ranking, a Universidade de Sao Paulo (USP) foi eleita a melhor universidade da América Latina
e Caribe (QS World University rankings, 2024).

No mesmo ranking, a Universidade Tecnol6gica Federal do Parand (UTFPR) ficou na
104* posi¢do (QS World University rankings, 2024). Este ranking € construido levando em
consideragdo a reputacdo académica e publicacdes, empregabilidade, internacionalizacio, pro-
fessores com doutorado e razdo de professores para estudantes. Apesar de seu grande prestigio,
o ranking ndo disponibiliza publicamente os métodos de calculo que geram seu ranking, para
preservar seu produto.

Atribuir uma nota para as universidades, e assim definir qual € a melhor, € uma boa ideia.
Porém, esta premissa carrega varios desafios. Se o rating ndo for bem feito e matematicamente
consistente, a divulgacdo destes resultados pode levar universidades medianas aos palcos, ou
prejudicar a reputacao de instituicdes que, na realidade, mereciam maior destaque.

Este dilema surge ainda diversas vezes no contexto digital atual. Frente a tantas infor-
macdes disponiveis na internet, como determinar as que sao mais relevantes para um usudrio?
A histdria mostra que a matematica possui as respostas para este questionamento. Com um bom
ranqueamento, € possivel afirmar com maior confianga qual resultado € mais interessante para
um usudrio que faz uma busca no mecanismo de pesquisa. Foi com uma boa fundamentagao

matematica, por exemplo, que foi criado o mecanismo de busca do Google.

Dois estudantes de pds-graduag@o pouco conhecidos utilizaram Ca-
deias de Markov para aprimorar ranqueamentos de mecanismos de
busca e o método deles foi tdo bem-sucedido que mais tarde se tornou
o fundamento da recém-criada empresa, que mais tarde se tornaria o
extremamente conhecido mecanismo de busca Google (Langville;
Meyer, 2012, p. 1).



11

Portanto, a relevancia do ranqueamento ndo se limita a educacdo e aos indices governa-
mentais. Sugestdes de musicas em aplicativos, rankings de times e selegdes, até recomendagdes
de filmes por plataformas com base em visualizagdes recentes sdo frutos do ranqueamento de
itens. Por trds disso estdo conceitos de matemética, como dlgebra linear e teorias de funcoes,

entre outros.

1.2 Justificativa para a escolha do tema

Pelo anterior, considera-se que o contexto de problemas de ranqueamento pode ser adap-
tado a um nivel da matematica do ensino médio. A Base Nacional Comum Curricular (BNCC)

afirma, na se¢do a respeito da drea de matemadtica e suas tecnologias:

[...] no Ensino Médio o foco € a constru¢do de uma visdo integrada
da Matematica, aplicada a realidade, em diferentes contextos. Con-
sequentemente, quando a realidade é a referéncia, € preciso levar
em conta as vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino Médio
— impactados de diferentes maneiras pelos avancos tecnoldgicos, pe-
las exigéncias do mercado de trabalho, pelos projetos de bem viver
dos seus povos, pela potencialidade das midias sociais, entre outros.
Nesse contexto, destaca-se ainda a importancia do recurso a tecnolo-
gias digitais e aplicativos tanto para a investigacdo mateméatica como
para dar continuidade ao desenvolvimento do pensamento computa-
cional, iniciado na etapa anterior (Brasil, 2018, p. 528).

Considera-se que a classificacdo de itens faz parte da vivéncia cotidiana dos estudantes,
principalmente em plataformas e sistemas digitais. O esporte também € elemento motivador
e contexto proprio da realidade dos estudantes. A isto acrescenta-se a seguinte habilidade da

Base:

(EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioecono-
mica (indice de desenvolvimento humano, taxas de inflacdo, en-
tre outros), investigando os processos de célculo desses ndmeros,
para analisar criticamente a realidade e produzir argumentos (Bra-
sil, 2018, p. 533).

Portanto, um estudo da matematica presente na formacao de indices socioecondmicos
nacionais e mundiais, acrescido de uma abordagem introdutéria de métodos matemaéticos de
ranqueamento de itens, no contexto da algebra linear, da solucdo de sistemas de equagdes e de

fungdes, constitui um bom elemento motivador para os estudantes, embasado com a habilidade
EM13MAT104 da BNCC.

1.3 Revisao da bibliografia

Neste trabalho, utilizam-se extensivamente dois livros principais para a caracterizagao

e explicacdo dos principais sistemas de ranqueamento em esportes. Langville e Meyer foram a
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principal referéncia para o reconhecimento de diferentes métodos de rating e ranking. Em seu
livro, dissertam sobre sistemas como os de Massey, Colley, Keener, Elo e Markov, além dos
avancos que tais métodos sofreram desde suas concepgdes iniciais (Langville, Meyer, 2012).
Apesar do livro ser boa referéncia para boas introdugdes a cada sistema de ranqueamento, ele
ndo explora com tanto rigor as justificativas para as escolhas feitas por seus criadores. Utiliza-se,
entdo, os trabalhos préprios dos criadores dos métodos estudados, como o trabalho de mono-
grafia de Massey (1997).

E a partir de Langville e Meyer que se definem os termos que serdo muito utilizados
ao longo deste trabalho: rating e ranking. De acordo com os autores, “um ranking refere-se a
uma lista ordenada de equipes, enquanto rating refere-se a uma lista de pontua¢des numéricas,
uma para cada equipe” (Langville e Meyer, 2012, p. 5). Ou seja, uma lista de ratings, ao ser
organizada de forma apropriada, d4 origem a um ranking.

Para compreender decisdes realizadas na constru¢do dos métodos explorados neste tra-
balho, foi necessdrio um aprofundamento em conceitos de édlgebra linear, em particular no-
coes de resolucdo de sistemas sobredeterminados, inversas generalizadas e inversa de Moore-
Penrose. Para isto, o trabalho baseia-se em Strang (2013). Seu livro traz a base necessaria para
compreender o que estd por trds dos métodos explorados neste trabalho. Outras referéncias se-
cundérias utilizadas para aprofundamento de Algebra Linear foram Anton e Busby (2007) e
Myers e Milton (1991).

Para complementar a pesquisa, busca-se também encontrar o que ja foi abordado em dis-
sertacoes do PROFMAT acerca deste mesmo assunto. No repositdrio presente no site oficial do
programa, foram procuradas correspondéncias para as principais palavras-chave do presente tra-
balho. Em primeiro lugar, buscou-se o termo “rating”, que apresentou 0 registros. Em segundo
lugar, buscou-se o termo “rank” e encontraram-se 3 registros, dos quais 2 estdo de acordo com
o escopo deste trabalho.

A dissertacdo de Batti (2015) conta rapidamente a historia da criagao do algoritmo Page-
Rank, pilar fundamental da empresa Google, que efetua o ranqueamento de paginas de internet
e, com isso, organiza os resultados de uma pesquisa no mecanismo de busca. O autor apresenta
primeiro informalmente o funcionamento do algoritmo, construindo gradativamente a 16gica
formal nos ranqueamentos, com o diferencial da utilizacdo de conceitos de grafos. Por fim,
propde-se um roteiro para o desenvolvimento destas ideias, no nivel de dificuldade e abstracio
apropriado, em uma aula de Ensino Médio.

Ja a dissertacdo de Pereira (2019) d4 maior destaque para as matrizes de Markov, ou
matrizes de transi¢cdo de probabilidades, tema de estudo de diversas outras dissertacdes no
programa. Além de Markov, também aborda matrizes irredutiveis, e o teorema de Perron-
Frobenius. Ainda, em seu ultimo capitulo, apresenta aplicacdes dos conceitos desenvolvidos
em questdes de olimpiadas de matematica, no algoritmo PageRank e no modelo de difusdo de
Ehrenfest, este tltimo com consequéncia mais relevantes no campo da fisica, e assim apresen-

tado de forma mais introdutodria.
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Outra pesquisa foi realizada no repositorio com o termo “gini”, que apresentou um re-
sultado. A dissertacdo de Costa (2022) explora reflexdes econdmicas no contexto da disciplina
de Educacgdo Financeira. O autor fundamenta a adicdo da disciplina no curriculo escolar nos
ultimos anos e, posteriormente, analisa matematicamente indices utilizados para fundamentar
politicas publicas, especificamente o IDH e o indice de Gini. Este conhecimento € entdo trans-
posto para 10 atividades diddticas, com orienta¢des para o professor, voltadas para estudantes
do 6° ano do Ensino Fundamental.

Buscou-se entdo pelo termo “elo”, na tentativa de encontrar trabalhos que tratem do
sistema de ranqueamento de jogadores de xadrez. O sistema retornou 172 resultados, mas todos

estdo em palavras como “modelo” ou “pelo”, e nenhum trata do tema deste trabalho.

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo geral

Explorar fundamentos matemaéticos presentes em indices socioecondmicos e contextos

esportivos, através de um aprofundamento em tépicos de dlgebra linear e fungdes.

1.4.2 Objetivos especificos

1. Conhecer diferentes indices socioecondmicos, seus fundamentos matemaéticos, e a pos-

sivel relacdo entre diferentes indices.

2. Caracterizar os métodos de ranqueamento de Massey e Elo, demonstrando suas esco-
lhas metodoldgicas e as consequéncias dessas escolhas, a partir de conhecimentos de

solucdo de sistemas lineares indeterminados e de fung¢des logisticas.

3. Elaborar recurso educacional com aplica¢des da dlgebra linear e fungdes no contexto

de problemas de ranqueamento que estimulem um estudante na etapa do ensino médio.

1.5 Procedimentos metodologicos

O presente trabalho € resultado de pesquisa quantitativa e exploratoria. Tais termos sao

definidos segundo as seguintes referéncias.

A pesquisa quantitativa se centra na objetividade. Influenciada pelo
positivismo, considera que a realidade s6 pode ser compreendida
com base na andlise de dados brutos, recolhidos com o auxilio de
instrumentos padronizados e neutros. A pesquisa quantitativa recorre
a linguagem matematica para descrever as causas de um fendmeno,
as relacdes entre variaveis, etc. (Fonseca, 2002, p. 20).
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O objeto de pesquisa € reconhecido como fundamentado em critérios objetivos e com
auxilio de métodos padronizados e baseados em linguagem matematica. Portanto, a pesquisa €

qualitativa.

Estas pesquisas [exploratdrias] tém como objetivo proporcionar
maior familiaridade com o problema, com vistas a torni-lo mais ex-
plicito ou a construir hipdteses. Pode-se dizer que estas pesquisas
tém como objetivo principal o aprimoramento de ideias ou a desco-
berta de intui¢des. Seu planejamento é, portanto, bastante flexivel,
de modo que possibilite a consideracao dos mais variados aspectos
relativos ao fato estudado (Gil, 2002, p. 41).

Parte do propdsito desta pesquisa € analisar exemplos concretos e proporcionar maior
familiaridade com problemas de ranqueamento, explicitando suas diferentes formas de resolu-
cdo. Na busca de melhor cumprir este propdsito exploratério, a pesquisa bibliografica auxiliou
na tentativa de captar as diversas relacOes, ja analisadas e fundamentadas em trabalhos ante-
riores, presentes entre os conceitos trabalhados nos métodos de ranqueamento. Adotam-se os

seguintes procedimentos metodoldgicos:

1. pesquisa bibliogrifica em documentos oficiais de 6rgdos nacionais e internacionais e

explicitacdo das metodologias de cdlculo de indices socioecondmicos;

2. pesquisa bibliografica sobre conceitos centrais da solu¢@o de sistemas lineares e explo-

racdo por meio de diversos exemplos;
3. descricao detalhada de diferentes métodos de ranqueamento;

4. desenvolvimento de produto educacional voltado para professores e estudantes de en-

sino médio.

1.6 Recurso educacional

Como produto deste trabalho de conclusao de curso, serd produzida uma série de videos,
publicados no site youtube. Serdo quatro videos, cada um focado em um aspecto desta disser-
tacdo: um para o Coeficiente de Gini; um para o IDH; um para a nota do PISA e sua relagao
com os dois indices anteriores; e um para o método de ranqueamento de Elo. O publico-alvo
¢ professores de matemdtica, professores de educacdo financeira e estudantes que queiram se
aprofundar no conteudo. O objetivo é popularizar e democratizar o conhecimento explorado

neste trabalho.

1.7 Estrutura do trabalho

O presente trabalho estd estruturado da seguinte forma:
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No Capitulo 2 serdo apresentados embasamentos tedricos a respeito das inversas gene-
ralizadas, e especificamente da pseudoinversa de uma matriz, na tentativa de encontrar
uma solu¢do ou uma solugdo aproximada de um sistema que envolve uma matriz sin-
gular. A partir destas bases, se buscardo métodos para a solu¢do aproximada, com erro

quadratico minimo, de sistemas sobredeterminados.

No Capitulo 3 serdo explorados os métodos de ranqueamento de alguns indices socioe-
condmicos (Gini e IDH) e serd apresentada uma breve introdu¢ao a forma de obtencao
da nota do PISA. Tais resultados também serdo relacionados na busca de uma correla-

cdo entre indices.

No Capitulo 4 caracteriza-se o método de Massey para o ranqueamento de equipes
num contexto esportivo, e serdo explicadas suas decisdes no método a partir da teoria

dos capitulos anteriores.

No Capitulo 5 caracteriza-se o método de Elo para ranqueamento de jogadores no
contexto do xadrez, a partir da defini¢do da funcdo logistica. Sdo realizadas, entdo,

diversas exploracdes por meio de anélise de confrontos.

No Capitulo 6 apresenta-se o recurso educacional, com suas justificativas e objetivos

especificos.

No Capitulo 7 apresentam-se as conclusdes do presente trabalho.
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2 PRELIMINARES: SOBRE A SOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

Antes de explorar os métodos matemadticos presentes em indices socioeconOmicos e
em ranqueamentos de times, serd necessdrio relembrar alguns conceitos de dlgebra linear. O
método de Massey, por exemplo, depende de fundamentos de resolucdo de sistemas lineares,
e exercicios de correlagdo entre indices utilizardo aproximag¢des por minimos quadrados. Por-
tanto, o presente capitulo trata de resultados essenciais para uma boa compreensao dos capitulos
seguintes.

Serdo utilizadas, neste capitulo, definicdes segundo Strang (2013, p. viii), em particular
os conceitos de espago-coluna, definido como todas as combinagdes lineares das colunas de
uma matriz, e posto, definido como o nimero de colunas ou linhas independentes. O nimero de
colunas da matriz serd denotado pela letra n, e o posto pela letra r.

Na solucgdo de sistemas lineares Ax = b, ha varias formas de se determinar x. Pode-
se, por exemplo, efetuar operacdes elementares sobre as linhas pelo método do escalonamento.
Pode-se também aplicar a Regra de Cramer, por meio dos determinantes das matrizes do sis-
tema. Pode-se ainda, como serd o foco desta secdo, efetuar a multiplicacdo do sistema pela
inversa de X . Se essa inversa existe, basta calcular z = A~'bh.

Mas nem todo sistema linear pode ser resolvido desta forma. Daremos destaque, neste
trabalho, a sistemas lineares em que A ndo possui posto completo. Ou seja, se A € uma matriz
quadrada n x n e seu posto € r < n, entdo o seu determinante € igual a 0 e, consequentemente,

a matriz A ndo possui inversa.

2.1 Inversas generalizadas

A seguir é apresentado um exemplo que serd explorado ao longo desta se¢ao.

Exemplo 2.1. Considere o sistema linear Ax = b:

1 11|« 1
1 -1 1 y | =12
2 22 2 2

Pode-se procurar a inversa de A sabendo que AA™! = A~1A = I. Entdo, considerando

o caso da multiplicacdo pela inversa a direita, temos o seguinte:

1 1 1 a1 a1 Qi3 1 00
1 -1 1 91 Q92 Q923 = 010
2 2 2 31 Q32 ass 0 01
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Por meio deste sistema, deve ser verdade, por exemplo, que a;; + as +az; = 1l e
2(ay1 + ag1 + as;) = 0, o que é impossivel. Ou seja, a matriz A ndo possui inversa, podendo
também ser chamada de singular.

De fato, a matriz A do Exemplo 2.1 ndo possui posto completo, uma vez que a primeira e
a terceira colunas da matriz sdo iguais. Assim, em um sistema linear Ax = b como o descrito no
exemplo, ndo seria possivel determinar um tnico valor do vetor x. Ele possui infinitas solucdes.

E possivel interpretar o sistema utilizando a geometria. Para isso, é importante destacar
que a linha 3 pode ser encontrada pelo dobro da linha 1. Além disso, no vetor b, o elemento
bs; € o dobro do elemento by;. Ou seja, os planos formados pelas equagdes v +y + 2z = 1 e
2x 4 2y + 2z = 2 sdo coincidentes, de forma que a intersecao destes planos coincidentes com
o plano formado por x — y + 2z = 2 cria uma reta r. Assim, existem infinitos pontos desta reta
que pertencem a todos os trés planos, e o sistema possui infinitas solu¢des. A Figura 2 traz uma

representacdo visual deste caso.

Figura 2 — Representacao visual do Exemplo 3.1

x+y+z=1

Fonte: O Autor.

Com isto, surge a pergunta: quando um sistema linear Az = b possui pelo menos uma
solucdo? Esta pergunta pode ser respondida em termos de combinagdes lineares das colunas de

A, como descrito no seguinte resultado.

Definicao 2.1. (Strang, 2013, p. 71) O sistema Ax = b € soliivel se, e somente se, o vetor b pode

ser expresso como uma combinacdo das colunas de A. Entdo, b estd no espaco-coluna de A.

Veja que no Exemplo 2.1, o vetor b pode ser escrito como combinagdo das colunas de
A, de fato:

1 1 1 1
31— 1[+0]1]|=]2
5 _ =

2 2 2 2

Outra possivel combinagdo de colunas de A que gera o vetor b estd abaixo.
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1 1 1 1
3 1 1 1 +§ 1l=12
4 21 4 -

2 2 2 2

No Exemplo 2.1, a matriz A possui posto igual a 2. Assim, a imagem desta matriz ¢ um
espaco bidimensional em R?, ou seja, um plano. Como b é um vetor de R?, s6 existird solucdo
para o sistema se b pertencer ao plano gerado pelas colunas da matriz A. Nos dois exemplos
acima, foi mostrado que o vetor b pertence a este plano, e pode ser gerado como combinagdo
das colunas de A.

Neste trabalho, serdao explorados sistemas lineares em que, frequentemente, nao hd uma
tnica solu¢do, mas sim infinitas. Uma possibilidade para determinar essas solugdes estd no
conceito de inversas generalizadas, que serd definido a seguir. Neste trabalho serd utilizado
como referéncia para este conceito o livro de Myers e Milton, com destaque para a Definicao
5.3.1 e Teorema 5.3.4 (1991, p. 200-203).

Definicao 2.2. Seja A uma matriz m X n. Uma matriz G, «., tal que
AGA=A

é chamada de inversa generalizada de A.
Desta Definicao segue o seguinte Teorema.

Teorema 2.1. Considere o sistema Ar = b. Se G é uma inversa generalizada de A, entdo

x = Gb é uma solugdo do sistema.

Demonstragdo. Por defini¢do,
AGA = A= AGAz = Ax
Considerando o sistema linear Az = b, entio:
AGb=10

Considerando xy = Gb, entdo Axg = b, 0 que mostra que xy € uma solugio do sistema. [

Para o Exemplo 2.1, podemos encontrar a seguinte inversa generalizada.

111y LTofltr 11 111
1 1 —

1 -1 1L 2ol ]1 -11]{=]1-11

2 220 002 22 2 2 2
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Por defini¢do, se GG é tal que AGA = A, entdo x; = GGb é uma solucdo do sistema. Neste

caso:

x 3 0|1 3
vl=1 -pof|z]=|
2 0 00 2 0

De fato, 27 = [g, —%, O] ¢ solugdo do sistema original do exemplo. Ainda, outras ma-

trizes podem ser usadas como inversas generalizadas, como mostrado abaixo.

1 1 1
S B I S S A | 111
1 —
1 -1 1[4 =2 Llj1 -11|=]1-11
1 1 1
2 22| |4 L L]|l2 22 2 2 2

Assim, por defini¢@o, outra solugdo do sistema pode ser definida por meio da seguinte
multiplicacdo.

1 1 1 3

x % 1 10 | |1 1

— 1 1 1 — 1

yl=lw "z 5|2 32

1 1 1 3

< 20 4 10 2 4

: : = T _ 13 13
Assim, foi encontrada outra solugdo, x5 = [3, — 5,3].

Nos dois cdlculos acima, foram utilizadas inversas generalizadas sem a justificativa de
como foram obtidas. Como € possivel, portanto, determinar uma matriz G que atue como in-
versa generalizada? Myers e Milton (1991, p. 202) definem um algoritmo justamente para esse
fim:

1. Na matriz A, tomar uma submatriz M que tenha inversa.

2. Encontrar a sua inversa, ou seja, M L.

3. Transpor o resultado resultado encontrado, ou seja, (M *1)T.
4. Substituir, na matriz A original, a submatriz M por (M _1)T.
5. Substituir os demais elementos da matriz por 0.

6. Transpor a matriz resultante.

Este processo serd demonstrado na matriz A do Exemplo 2.1. Tem-se que:
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1 11
A=|11 -1 1
2 22

Portanto, uma inversa generalizada pode ser encontrada da seguinte forma.

1 1 11 11
M = — s M= 2 2 __)(M—I)T: 2 2
1 _1 11 11
2 2 2 2
1 1 1 1
3 3 0 3 3 0
T _ 1 1 _ 1 1
G=|3 30| —=G=135 30
0 00 0 00

Esta é exatamente a inversa generalizada utilizada para se determinar x;. Veja que na
Defini¢do 2.2 ndo ha restricdo sobre o tipo de matriz, sendo assim possivel considerar uma
inversa generalizada para matrizes que nao sido quadradas. Ainda, é possivel encontrar diversas
inversas generalizadas para uma mesma matriz. Se um sistema possui infinitas solu¢des, pode-

se encontrar uma inversa generalizada para cada solucao.

2.2 A inversa de Moore-Penrose

No Exemplo 2.1, encontramos duas inversas generalizadas para encontrar duas solucdes
para o sistema. Existem, porém, inversas generalizadas especiais, que sdo Unicas e possuem
propriedades diferentes sobre os seus resultados, como € o caso da inversa de Moore-Penrose,

ou pseudoinversa, denotada por A*. Tal matriz pode ser definida da seguinte forma.

Definicao 2.3. (Anton e Busby, 2007, p. 498) Se A é uma matriz m X n com posto-coluna
mdximo, entdo

At = (ATA) AT

Caso a matriz A ndo seja de posto completo, a pseudoinversa é definida por meio da
decomposicdo de A em valores singulares, o que vai além do propésito deste trabalho. Alterna-

tivamente, é possivel caracterizar A™ por meio do cumprimento de algumas condi¢oes.

Definicdo 2.4. (Golub e Loan, 1996, p. 257) Para a matriz A de dimensdes m xn, A" é definida

como a unica matriz que satisfaz as propriedades:

i. AATA=A
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ii. ATAAT = At
iii. AAT = (AAT)T
iv. ATA=(ATA)T
Sobre a Definicdo 2.4, destaca-se o fato de que a pseudoinversa € unica, ou seja, ha
apenas uma matriz que satisfaz as 4 condi¢des propostas. Ainda, hd pseudoinversa para qualquer
matriz A, e ndo ha limitagdo para que ela seja quadrada: existe pseudoinversa, inclusive, para
matrizes com m > n (Anton e Busby, 2007, p. 497).

A matriz At do Exemplo 2.1, calculada por meios computacionais no sofiware Wolfram

Alpha, resulta em

At =

g~ s~ 8-
Bl N R
Bl= v~ Bl

que é exatamente a segunda inversa generalizada utilizada na secao anterior. Assim, a solu¢do x»

encontrada por meio desta inversa possui as propriedades enunciadas pelo teorema que segue.

Teorema 2.2. (Anton e Busby, 2007, p. 500) Se A é uma matriz m X n e b é um vetor qualquer

em R™, entdo

r=A"b
€ a solugcdo de minimos quadrados de Ax = b que tem norma minima.

O termo “minimos quadrados” serd mais explorado na préxima se¢do, e estd ligado a
solug@o aproximada de sistemas. Se considerarmos e = Az — b, ou seja, o erro da solucdo
encontrada em relagdo ao sistema original, o uso da pseudoinversa possibilita minimizar o erro
quadrdtico dado por ||e||, e encontrar a solu¢do = de norma ||z || minima, onde || - || refere-se a
norma euclidiana.

No exemplo anterior, as duas solu¢des encontradas ndo possuem erro com relagdo ao
sistema. Porém, pode-se verificar que ||x1|| =~ 1,58 e ||x2|| &~ 1,17. O vetor encontrado com a
pseudoinversa possui a menor norma euclidiana.

Nos célculos baseados no Exemplo 2.1, em que b faz parte do espaco-coluna de A,
apesar da matriz ser singular, hd infinitas solucdes. A seguir, apresenta-se um exemplo em que
nao hd nenhuma solucdo exata para o sistema linear, e serd necessdrio considerar o erro das

solucdes aproximadas obtidas através das inversas generalizadas.

Exemplo 2.2. Considere o sistema linear By = c:
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1 1 2
(751

2 3 =15
Y2

3 4 8

Perceba que o posto da matriz B € 2, uma vez que a terceira linha € a soma da primeira
com a segunda. No entanto, no vetor ¢, temos que o terceiro elemento ndo é a soma do primeiro
com o segundo. Sendo assim, ndo ha possivel solucdo para este sistema linear. Alternativamente,
€ possivel observar que o vetor ¢ ndo pode ser escrito como uma combinacdo linear das duas
colunas de B.

Outra forma de perceber tal resultado é a partir da eliminacdo de Gauss. O escalona-

mento do sistema, em forma reduzida, se da da forma:

1 1'2 1 1'2 1 1'2 1 1'2
[ Lo=L2—2L, [ L3=L3—3L [ L3=L3—Lo [
2 3 : 5 — [ 0 1 : 1| —— | 0 1 : 1| —— | 0 1 : 1

3 4,8 3 4,8 0 1,2 0 0,1

A forma escalonada da matriz revela que Oy; + Oy, = 1, ou seja, 0 = 1. Torna-se claro
que o sistema ndo possui solug¢do. Se for necessdrio escolher um vetor ¢ para representar uma
solucdo do sistema, seria necessdrio aceitar a existéncia de um erro. O menor erro quadratico
pode ser obtido utilizando a pseudoinversa Bt. Assim, por meios computacionais, pode-se

calcular:

2
7 _3 2 5
ZA/:BJFC: 3 3 3 5 — 3
_5 4 _1 2
3 3 3 8 3

O erro obtido nesta operagdo é dado por e = By — c. Podemos calcular este valor:

7 1
3 2 3
Yy 3 5 3
23 1
3 8 3

cujanorma € ||e|| =~ 0,57. Este erro, pelo Teorema 2.2, € o menor possivel. Além disso, a norma

euclidiana ||y|| ~ 1,79 também é minima.
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2.3 Sistemas lineares sobredeterminados: solu¢io de minimo erro quadratico

Os problemas a serem explorados no préximo capitulo consistem em observagdes reali-
zadas em esportes. DispOe-se, atualmente, de grande variedade e quantidade de dados esporti-
vos, abertos e livres, de forma que a obtencao de informacao nao é um problema. Porém, a sua
organizacdo em sistemas de ranqueamento pode ser desafiadora.

E justamente no conflito entre a variedade de informacdo e a quantidade de incégnitas
que definem-se os sistemas sobredeterminados. Neles, hd demasiadas informagdes para poucas

incognitas a serem definidas.

[...] um sistema sobredeterminado. O vetor b representa os dados
de experimentos ou questiondrios, contendo muitos erros para se en-
contrar no subespaco S. Ao tentarmos escrever b como uma combi-
nacdo dos vetores-base de S, percebemos que isto ndo € possivel - as
equagdes sdo inconsistentes, e ndo ha solugio para Az = b. [...] Em
geodesia, uma andlise de mapeamento dos EUA tratou 2,5 milhdes
de equagdes com 400.000 incégnitas (Strang, 2013, p. 153).

Nos modelos que serdo explorados, pode-se esperar que os dados ndo representem exa-

tamente a realidade. Massey (1997) explicou bem tal fato:

em esséncia, estimativas de rating sao escolhidas em uma tentativa de
explicar os resultados de jogos que ja ocorreram. Obviamente nem
todo jogo pode ser justificado tanto por variagdes naturais na per-
formance quanto por outras influéncias aleatdrias. Por exemplo, se
temos o caso em que A derrota B, B derrota C e C derrota A, en-
tdo ndo existe sistema de ratings capaz de explicar os trés resultados
(Massey, 1997, p. 32).

Assim, apesar da abundéncia de dados e recursos para manipula-los, a solu¢do de um
sistema linear baseado em tais dados pode ndo existir. E preciso aceitar a presenca de erros. Tal
observacao redireciona os esfor¢cos da solug@o de sistemas lineares para a minimizacao desses
erros. Para melhor interpretar tal ideia, € interessante buscar uma visualizacdo geométrica para
solugdo de sistemas lineares, baseada em Strang (2013).

Pelo discutido na se¢do anterior, um sistema Az = b s6 terd solugdo se b faz parte do
espago-coluna de A. No caso de sistemas sobredeterminados, em que ha muito mais observa-
¢coes do que o nimero de incognitas, é provavel que ndo exista vetor x tal que Ax resulte no
vetor b. Ou ainda, o vetor b ndo pode ser escrito como uma combinacio das colunas de A, de
forma que ele ndo faz parte deste espaco-coluna.

Como o sistema Ax = b ndo tem solucdo, uma alternativa é encontrar outro vetor, Z, tal
que AZ seja a melhor aproximacdo possivel de b. O erro dessa aproximagdo é e = Az —b. Como
Az pertence ao espaco-coluna de A, o médulo de e representa a distancia entre b e esse espago-
coluna. Para minimizar o erro, é preciso localizar p = Az que seja o ponto do espago-coluna

mais préximo de b.
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Para determinar o ponto mais préximo, utiliza-se da projecdo ortogonal, ou seja, o vetor
p deve ser a projecdo de b no espago-coluna de A. E se e = Az —D, entdo e deve ser perpendicular

ao espaco-coluna de A. A Figura 3 ilustra esta situacgio.

Figura 3 — A projecao do vetor b no espaco-coluna

_» colunaa

coluna a,

Fonte: Strang (2013, p. 162).

Nesta interpretacdo geométrica, os vetores a; € as, que sdo colunas linearmente inde-
pendentes de A, criam um espago-coluna, e o vetor b ndo faz parte deste espaco. Sendo assim,
o vetor p = AZ é o vetor do espaco-coluna que estd mais proximo possivel de b (ou ainda, que
torna e o menor possivel). Este vetor e € a projec@o ortogonal de b sobre o espaco-coluna.

O seguinte teorema mostra um caminho para determinar o vetor .

Teorema 2.3. Teorema fundamental da ortogonalidade (Strang, 2013, p. 144): O espaco-
linha é ortogonal ao espaco nulo (em R"). O espaco-coluna é ortogonal ao espaco nulo a

esquerda (em R™).

Isso mostra que o vetor de erro e deve estar no espago nulo de A7

AT(Az —b) =0

ou ainda
AT Az = ATh (D

A Equacdo 1 é conhecida como Equac¢do Normal. Uma forma mais rdpida de alcanca-
la é simplesmente multiplicando o sistema Az = b por AT, a esquerda. Como vantagem do
sistema novo encontrado, a matriz A7 A é quadrada, simétrica e, quando as colunas de A sdo
independentes, AT A também € inversivel e, nesse caso, & = (AT A)~LATb.

Uma solu¢do da Equacdo Normal é uma solucdo de minimos quadrados do sistema
original (Strang, 2013, p. 162).

Os exemplos de sistemas normais abaixo sdo adaptados de Strang (2013) e Massey
(1997).

Exemplo 2.3. Considere o seguinte sistema sobredeterminado de 4 equagées e 3 incognitas:
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C+D+E =
C+2D+FE =
C+3FE =

C =

o O ot W

\

E possivel reescrever este sistema de equacdes em termos matriciais da seguinte forma:

— — — —
(@] (@) [\ —
(@] w — =
m O Q
Il
o (@) ot w

Este é um sistema sobredeterminado, por ter mais equagdes do que incégnitas. E simples
perceber que a resolucdo deve considerar erro. Basta perceber que C' = 0 leva a consequéncia
de que £ = 2,logo D = 3/2. Mas C' + D + E = 3, de forma que a solu¢@o ndo pode ser exata.

Podemos determinar a solucdo de minimos quadrados a partir da equagc@o normal. Do

lado esquerdo da equacgdo, a matriz resultante sera:

1
1 111

1
1 200

1
1130

1

o O N

S W= =

4 3 5
35 3
5 3 11

Esta matriz possui determinante diferente de 0 e €, portanto, invertivel. Do lado direito

da equagdo tem-se que:

1111
1200
1130

o o Ot W

14
13
26

Assim podemos calcular os resultados de C', D e E multiplicando a equagado pela inversa

da matriz obtida do lado esquerdo.
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C 4 3 5 14
D|=135 3 13
E 5 3 11 26
C —0,12
D | = 1,46
E 2,02
Portanto, a solu¢do com minimo erro quadratico é C' = —0,12, D = 1,46 e F = 2,02.

Exemplo 2.4. Constroi-se o seguinte sistema linear sobredeterminado Xr = y:

1 -1 0 0 - . 4
(A1

0 0 1 -1 0
Ty

0 —1 0 1 =7
r3

1 0 0 —1 2
T4

0 1 -1 0 - - 1

Determinamos neste sistema a solu¢cdo de minimos quadrados por meio da Equacao
Normal. Do lado esquerdo da equagdo, multiplicamos pela transposta para encontrar a matriz
4 x 4.

- 17 /1 -1 0 0 - .
1 0 0 1 0 2 -1 0 -1
0O 0 1 -1
-1 0 -1 0 1 -1 3 -1 -1
0o -1 0 1]|=
0o 1 0 0 -1 0o -1 2 -1
1 0 0 -1
0o -1 1 -1 0 -1 -1 -1 3
- -0 1 -1 0 - -

Ja do lado direito, a multiplicac¢do pela transposta traz como resultado o seguinte vetor:
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— - 4 - -
10 0 1 0 0 6
-1 0 -1 0 1 —10
7 pum—
o 1 0 0 -1 —1
2
0 -1 1 -1 0 )
- - 1 - -

O Sistema Normal obtido pode ser, entdo, escrito de forma reduzida como no modelo

abaixo.

[ 2 1 0 -1' 6]
1 3 -1 —1,-10
0 —1 2—13—1

T | 3} 5

Diferentemente do que ocorreu no Exemplo 1, note que a matriz normal obtida aqui nao
¢ invertivel! Isso torna-se claro a partir da eliminacdo de Gauss. Para isso chamaremos cada

linha ¢ da matriz de L;, e efetuaremos as operacdes para tornar a matriz uma triangular superior:

2 -1 0 6 2 1 0 6

1 3 =1 —1.-10 | Le=2Le4zs | 0 5 —2 —3.,-14
| _ |

0 -1 2 —1' -1 0 -1 2 —1' -1

1 -1 -1 3. 5 1 -1 -1 3. 5

2 -1 0 -1' 6 2 -1 0 -1' 6

Lamolatli | 0 5 —2 —3)—14 | Le=sisslo | 0 5 —2 —3 . —14
_ | _ |

0 -1 2 —1' -1 0 0 8 —8'—19

0 -3 -2 5, 16 0 -3 -2 5. 16

2 -1 0 -1' 6 2 -1 0 -1' 6

Li=jLitls | 0 5 -2 —3,—14 | Li=$LitLs | 0 5 —2 -3, -14
_ | _ |

0 0 8 —8'—19 0 0 8 —8'—19

(0 0 -k ., (00 0 01 0

Percebe-se, portanto, que a eliminacdo causou que toda a quarta linha assumisse valor

0. Disso decorre que a matriz X7 X ndo € invertivel, e ndo é possivel determinar o vetor r

q
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multiplicando a equagdo pela sua inversa, ou seja, por meio do cdlculo de r = (X7 X)X y.
Ainda, o sistema possui infinitas solugdes de quadrados minimos. Como serd possivel escolher
uma? Neste caso, serdo utilizadas duas ferramentas para determinar a solu¢do por minimos
quadrados.

Strang (2013) sugere que encontre-se a solu¢do de minimos quadrados por meio do uso
da pseudoinversa. Comenta que no caso em que Axr = b ndo tiver solugdo e, ainda, AT A ndo
seja invertivel, determine-se o vetor z por meio de x+ = A'h, em que A™ é a pseudoinversa
da matriz A. De acordo com o Teorema 2.2, a solu¢@o serd a de minimos quadros com norma
euclidiana minima.

Neste caso, calculamos a pseudoinversa da matriz por meio do software Wolfram Alpha,

com a seguinte solucao:

— _Jr — —
- - 1 -1 0 0 4
A
0 0 1 -1 0
T2
=10 -1 0 1 7
rs
1 0 0 -1 2
T4
L 0 1 —1 0 1
31 3 1
I — 0o = z
8 8 8 S| r 1
_ - 4 _ 19_
" 1 1 1| B
7«2 -~ 0 -= 0 = s
= 7| = 2
T3 -2
1 3 0 1 3 9 8
| 7| 8 8 88|, B
NS B S S
I 4 4 4 |

Esta multiplicacdo resulta na solu¢do de minimos quadrados do sistema, em que o vetor
possui as entradas 1y = 2, ry = =3, 73 = —2 e ry = 2. Este vetor serd chamado 7.

De acordo com Myers e Milton (1991, a matriz X7 X s6 serd invertivel se X possuir
posto completo. Note que, em qualquer linha de X encontram-se um elemento igual a 1, um
elemento igual a —1 e o resto dos elementos iguais a 0 e, mais ainda, a soma das linhas de X
anula-se. Dessa forma, as linhas de X sdo linearmente dependentes, e a equagdo normal possui
infinitas solugdes.

Desta forma, para determinar uma soluc¢ao tnica para o sistema, pode-se adicionar uma
restri¢éo para a solugdo r. Por exemplo, pode-se definir um c arbitrério, tal que > | i1

2 7”]‘ = C.
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Ao adaptar este artificio ao seu método de ranqueamento de equipes esportivas, Massey decide
utilizar ¢ = 0, o que seria equivalente a considerar uma quinta linha adicional a X7 X, com
elementos todos iguais a 1, e uma linha em X Ty, com o elemento 0.

Massey (1997) observa que o vetor v = (1,1,1,1) estd no espago nulo da matriz X,
uma vez que a soma das linhas de X7 X resulta em 0. Do anterior, também segue que hd uma
restricdo redundante, e ao invés de considerar a restri¢do adicional, r; + 7o + 13 + 14 = 0,
qualquer uma das restri¢des ja existentes pode ser substituida por esta restri¢ao.

No exemplo estudado, a equacdo X7 Xr = X7y seria:

2 10 <1 ] | 6]
103 -1 1| |m —10
0 -1 2 1| |rm| | -1
1 -1 -1 3| |n 5

Seguindo a sugestao de Massey, € possivel substituir todos os elementos da dltima linha

de XTX por 1 e o dltimo elemento de X Ty por 0. Assim, teremos:

2 -1 0 -1 |n 6
103 -1 —1 | |n ~10
0 -1 2 1| |rm| | -1
11 1 1| 0

Como a matriz obtida é, agora sim, invertivel, pode-se resolver o sistema normalmente,

de forma que encontram-se os resultados r; = %, 7y = =3, 13 = —Sery = 2.

Curiosamente, tanto a solugdo com a utilizacdo da pseudoinversa quanto a sugestdo de
Milton e Meyers resultam no mesmo vetor, que € a solucdo de minimos quadrados para o sistema
sobredeterminado. Este fato serd mais explorado no capitulo seguinte.

Para a compreensao de que, realmente, os resultados encontrados sdo os que possuem
9. _5._9.5
80 2081
outras solucdes possiveis. Encontrando outras inversas generalizadas, diferentes da inversa de

erro quadrético minimo, é vdlido comparar o resultado encontrado, 7 = | | com

Moore-Penrose, € possivel encontrar outros vetores que solucionam a Equa¢do Normal. E o

caso das inversas (G; e (G, calculadas de acordo com as instrugdes de Myers e Milton (1991):
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5 1 1 9

g 15 0 6 8

1 1 1 15

MG XTy= |7 % O -0 | -7
1 1 5 19

g 4 58 0 —1 %

0000 5 0

0000 6 0

5 1 3 39

= Gy XTy = 0% 3 5|10 _|-%
? o L 1 1 -1 _7

2 2 2

3 1 5 9

05 28] L 51 | 78]

De fato, 7’ e 7" sdo solug¢des do sistema normal. Ao calcular o erro das solugdes encon-
tradas sobre o sistema original, e = Xr — y, pode-se encontrar a norma do vetor equivalente a

este erro. Neste caso, sdo calculados os erros é para 7, €’ para r’ e e” para r”:

(1 -1 0 o_-lg- (4] [ oz
0 0 1 -1 0 0 —1
e=10 -1 0 1 _z —|7]=] -2 |=le~483
R R 2 1
0o 1 -1 o) " 4 1] |-
(1 -1 0 o] o] 4] g'
0 0 1 -1 > 0 _19
=10 -1 0 1 149 —|7=] -8 |=>]~=483
1 0 0 -1 ) 2 -1
0 1 -1 o0fF*~ . 1 -2
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1 -1 0 0] - 4 I
0
0 0 1 -1 0 ~1
_3
=10 -1 0 1 Sl 7= =B | = ~483
I 4
1 0 0 -1 : 2 -z
9
0 1 -1 ot *A 1 ~ Lo

Como o sistema normal tem como solucd@o as solucdes de norma minima, entio todas
as trés possiveis solucdes do sistema apresentam o mesmo erro, que € minimo, com relacdo ao
sistema original. Apesar disso, ||7|| ~ 3,83, enquanto ||r'|| = 4,57 e ||7’|| ~ 6,10; a solucdo

encontrada com o uso da pseudoinversa € a que possui norma euclidiana minima.

Exemplo 2.5. No seguinte sistema linear Ax = b, determine uma solugcdo de minimos quadra-

dos.

1 -1 T 4
-1 1 Y —4

Como as linhas da matriz A de novo somam 0, segue que A € singular e infinitas so-
lucdes podem existir para este sistema. Isto pode ser verificado por meio de trés métodos. Em
primeiro lugar, serdo utilizadas inversas generalizadas para encontrar duas possiveis solucoes.
Em segundo lugar, serd realizado o escalonamento da matriz para construir um conjunto solu-
cdo generalizado, com base em pardmetros. Em terceiro lugar, a pseudoinversa poderd encontrar
uma solu¢@o de norma minima.

Como na matriz 2 X 2 do problema temos L; = — L5, sabemos que o posto da matriz
€ 1. Ao lado direito da equagdo, também verifica-se que o primeiro elemento do vetor € igual
ao inverso do segundo. Assim, o sistema linear possui infinitas solu¢des. Duas podem ser en-
contradas com as seguintes inversas generalizadas G; e (G2, encontradas por meio do algoritmo
descrito por Myers e Milton (1991).

x 10 4 4
— — (2)
y 00]|]| —4 0
x 00 4 0
— = (3)
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De fato, os pares encontrados em (2) e (3) sdo solucdes do sistema. Para ir além e
determinar um conjunto com todas as possiveis solucdes a depender de um parametro, considere

o escalonamento do sistema.

1 =1 4| Lofotn | 1 —1'4
| E— |

-1 1,4 0 0.0

Com isto, a equagdo x — y = 4 aponta as possiveis solucdes do sistema. Esta equacao
pode ser interpretada como a equagdo de uma reta no plano, de forma que todos os infinitos
pontos desta reta sdo solugdes do sistema. Como esperado, os vetores em (2) e (3) fazem parte
desta reta.

Dentre todos os infinitos pontos pertencentes a reta, como serd possivel encontrar o
que descreve um vetor de norma euclidiana minima? Como visto ao longo deste capitulo, essa

solugdo € encontrada a partir da pseudoinversa. Por meios computacionais, obtém-se o seguinte.

= “4)

NN

<
|

Verifica-se que o resultado também € solugcdo do sistema linear. Porém, enquanto as
solugdes (2) e (3) apresentam normas euclidianas iguais a 4, o resultado em 4 apresenta norma

2v/2 ~ 2,82, verificando que a pseudoinversa possui norma minima.

Exemplo 2.6. No seguinte sistema linear Ax = vy, determine um vetor x que minimize o erro

quadrdtico.

2 -1 —1 a 0
-1 2 -1 b | = 2
-1 -1 2 & -2

O sistema serd novamente resolvido de trés formas: por inversas generalizadas para duas
possiveis solugdes, por parametrizagdo para se obter um conjunto de todas as solucdes, e pela
pseudoinversa para se encontrar a de norma euclidiana minima.

Percebe-se que, na matriz A, —L; — L3 = L,. Ou seja, o posto da matriz é 2. E possivel
encontrar inversas generalizadas (G; e (G5 por meio do método descrito por Myers e Milton

(1991) e assim encontrar duas possiveis solucdes.
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55 0 0 5
n=Gy=1{3: 2 0 2 =13
0 00 -2 0
0 0 O 0 0
Ty =Gy = | 0 %% 2| = %
ot 1) 2] [

Assim, duas possiveis solugdes sdo 21 = (2,3,0) e 22 = (0,2, — Z). Como segundo

método para a solucdo do sistema, € possivel pensar em uma interpretacdo geométrica, que
permite encontrar o conjunto de todas as infinitas solugdes. Considere a eliminagdo de Gauss

do sistema em seu formato reduzido.

2 -1 -1 : 0 2 -1 -1 : 0
| Lo=2Lo+1L1 |
-1 2 —1 : 2| —— 0 3 =3 : 4
1 -1 2,-2 1 -1 2,-2
2 -1 -1 : 0 2 -1 -1 : 0
L3=2L3+1L, | L3=Ls+L2 |

— |0 3 =3 4| —]|0 3 =34

Assim, o sistema pode ser reescrito como o seguinte sistema de equacoes:

20—b—c=0
3b—3c=4

Este sistema possui infinitas solucdes. Manipulando as equagdes acima, pode-se chegar
a conclusdo de que:

b= —;a=c+ =
c+a03
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Alternativamente, pode-se determinar o conjunto solu¢do como:

2 4
S:{(c+§ , c+§ , c), CGR}

Perceba que as solucdes z; e x5 encontradas se enquadram no conjunto, para os valores
dec=0ec= —%. Outras solu¢des podem ser indicadas, como x5 = (g,%,l), para ¢ = 1, por
exemplo.

O conjunto solu¢d@o encontrado pode ser compreendido como a equag@o paramétrica de
uma reta no espaco. Da mesma forma, cada equagdo do sistema original pode ser compreendida
como um plano, dentre os quais a intersecdo € justamente a reta encontrada.

Para encontrar o resultado que possui norma euclidiana minima, toma-se a solu¢do en-

contrada por meio da pseudoinversa, calculada por meios computacionais.

2 _ 1 _1

9 9 79

AT = _1 2 _1

9 9 79

1 _1 2

9 9 9

Portanto, a solu¢do de norma minima sera:
2 1 1

5 79 9 0 0
A At — 1 2 1 — 2
rT=A"y=| -1 2 _1 = 2
Y 9 9 9 2 3
1 1 2 2
9 "9 9 2 3

Perceba que & = x5, ou seja, a solucdo de norma euclidiana minima ndo € obtida exclu-
sivamente pela pseudoinversa! Outras inversas generalizadas podem levar ao mesmo resultado.
No préximo capitulo exploraremos mais a fundo que ha formas diferentes de se obter a solug¢ao
de norma euclidiana minima.

A norma da solugdo encontrada pela pseudoinversa é ||z|| ~ 0,94, mesmo valor encon-

trado para ||x2||. J4 para as outras solu¢des encontradas, temos que ||z || ~ 1,49 e ||x3|| ~ 3,03.
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3 INDICE DE GINI, INDICE DE DESENVOLVIMENTO HUMANO E RANKING DO
PISA

Antes de explorar métodos matematicos para ranqueamento de itens, que sdo mais ela-
borados e requerem conceitos de dlgebra linear e resolucdo de sistemas, € util verificar a neces-
sidade de rankings em uma dimensao muito importante da formulagdo de politicas publicas: os
indicadores sociais.

Os indicadores sociais, ou indices socioecondmicos, sao largamente usados em debates
piblicos e meios de comunicacio do Brasil e do mundo. E comum um cidado ouvir a respeito
de taxa de analfabetismo, nivel de desemprego, taxa de inflagdo, Produto Interno Bruto (PIB)
e outros. A propagacdo do uso de tais indices tornou muito dificil a defesa de qualquer me-
dida publica ou iniciativa que ndo leve em conta o estado atual de seu objetivo utilizando um
indicador social.

Jannuzzi define indicador social da seguinte forma:

Um Indicador Social é uma medida em geral quantitativa dotada
de significado social substantivo, usado para substituir, quantificar
ou operacionalizar um conceito social abstrato, de interesse teérico
(para pesquisa académica) ou programatico (para formulagdo de po-
liticas). E um recurso metodoldgico, empiricamente referido, que in-
forma algo sobre um aspecto da realidade social ou sobre mudancas
que estdo se processando na mesma (Jannuzzi, 2001, p. 15).

Neste capitulo, o objetivo é desenvolver a base tedrica e matematica utilizada na for-
macado de dois indices: o Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) e o Coeficiente de Gini.
Depois, serd considerado brevemente um importante ranqueamento internacional voltado a edu-

cacdo, a avaliacdo PISA.

3.1 Coeficiente de Gini

O coeficiente de Gini € um indice criado pelo estatistico italiano Corrado Gini, e € utili-
zado para medicdo da desigualdade de renda de uma regido. O Banco Mundial define o indice,

em seu glossdrio, da seguinte forma.

O indice de Gini mede a extensdo em que a distribuicdo de renda
(ou, em alguns casos, o consumo) entre individuos ou familias den-
tro de uma economia se desvia de uma distribuicdo perfeitamente
igual. Uma curva de Lorenz traca as porcentagens cumulativas da
renda total recebida contra o nimero cumulativo de beneficidrios,
comecando com o individuo ou familia mais pobre. O indice de Gini
mede a drea entre a curva de Lorenz e uma linha hipotética de igual-
dade absoluta, expressa como uma porcentagem da drea maxima sob
a linha. Assim, um indice de Gini de O representa igualdade perfeita,
enquanto um indice de 100 implica desigualdade perfeita (WORLD
BANK GROUP, s.d.a).
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O célculo do indice de Gini, assim como outros indices de desigualdade, estd apoiado
na curva de Lorenz. Tal conceito é melhor entendido primeiro com um exemplo. A seguinte
tabela tem valores retirados da Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios (Pnad) de 2003,
e é baseada em Hoffmann (2006).

Tabela 1 — Distribuicao das pessoas ocupadas conforme a renda obtida na atividade exercida, no
Brasil, de acordo com a Pnad de 2003

Estrato Porcentagem no estrato Porcentagem acumulada
Da populagdo | Da renda total | Da populagdo | Da renda total
! 30 7 30 7
II 20 9 50 16
III 20 13 70 29
v 10 10 30 39
v 10 16 90 55
VI 5 13 95 63
VII 4 19 99 ]7
VIII 1 13 100 100

Fonte: Hoffmann (2006).

A partir dos pontos encontrados nas duplas ordenadas formadas pelas colunas 4 e 5 da
tabela 1, € possivel determinar pontos em um plano cartesiano. Com a porcentagem acumulada
da populag@o no eixo horizontal e a porcentagem acumulada da renda total no eixo vertical,
no plano ortogonal formam-se segmentos que lembram uma curva, como disposta na Figura 4.
Como aqui estd representado um caso discreto, pode-se utilizar a nomenclatura Poligonal de
Lorenz. Se for considerado um estrato maior da populagdo, os n valores podem ser generaliza-
dos para infinitos, gerando uma curva suave, e sempre crescente. O indice de Gini € definido
exatamente nas areas delimitadas pela curva descrita acima. Para o exemplo da tabela, o célculo
do indice serd feito mais adiante neste capitulo.

Com o exemplo anterior, pode-se definir formalmente a curva de Lorenz a partir de
Gastwirth (1972).

Definicao 3.1. Seja a populacdo ordenada de forma crescente com relacdo a renda mensal,
e dividida em n estratos, de forma que Q); é o niimero de pessoas representadas no estrato 1.
Ainda, sejam n niimeros ordenados v, < x5 < ... < x, equivalentes a renda total acumulada

mensalmente pelo estrato i da populag¢do. A curva de Lorenz L(p) estd no intervalo (0,1) e é

definida nos pontos (p;,0;), definidos da seguinte forma:

* p; € o valor da propor¢cdo acumulada da populagdo até certo estrato i, ou seja,

pi=> Q> Q )
k=1 t=1
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Figura 4 — A curva de Lorenz em estratos discretos

08

08
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Fonte: O autor.

* 0; € o valor da proporcdo acumulada da renda até certo estrato 1, ou seja,

0= x> w (6)
k=0 t=0

Por defini¢do, L(0) =0e L(1) = 1.

Utilizando-se p; como parametros para o eixo horizontal, e 6; para o eixo vertical, forma-
se a curva de Lorenz. Perceba no exemplo de Hoffmann (2006), p; > 0;, para qualquer ¢, de
forma que a curva sempre se encontra abaixo da reta identidade, que representa total igual-
dade. Tal fato pode ser generalizado para toda curva de Lorenz, o que serd provado a partir das

seguintes proposicgoes.

Proposicao 3.1. Em uma populacdo organizada conforme a Definicdo 3.1, as rendas médias

dos estratos sdo ordenadas de forma crescente.

Considere que, caso a renda média do estrato ¢ + 1 seja menor do que a renda média do
estrato 7, entdo pelo menos um individuo do estrato ¢ + 1 possui renda mensal menor do que
a média do estrato ¢. Neste caso, tal individuo deveria pertencer ao estrato ¢, € ndo ao 7 + 1.
Dessa forma, como a populacao estd ordenada de forma crescente com relacdo a renda mensal,

sempre € o caso em que as rendas médias de cada estrato estdo ordenadas de forma crescente.
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Proposicao 3.2. Em uma poligonal de Lorenz, construida a partir de uma populacdo dividida
em n estratos, e formada por n — 1 segmentos de reta, o coeficiente angular de cada segmento
de reta é sempre maior ou igual ao anterior. Ou seja, se a; é o coeficiente angular do segmento

de reta entre p;_1 e p;, entdo
a; < Gigq

Demonstragdo. Primeiro, para facilitar a notagdo, serdo consideradas as seguintes constantes:

Q=P ¢ > x,=R (7)

Entdo, o coeficiente angular de um segmento de reta qualquer na poligonal de Lorenz é

dado da seguinte forma.

X1+ To+ ... +x; — (l’l—f—xg—l— —|—l’i,1)

o 0; — 0;1 _ R
b — P Qi Qe Qi=(Q1 Qe tQi)
i
a; = 3 (®)
52

Assim, para provar que a; < a;,1, considere a subtracdo:

Tit1 Zi

_ _R R

Qj41 — A = Qi @
P P

P <J3z‘+1 xz)
a; —Q; = = —_ -
o R\Qi1 Qi

Veja que g—*;l ¢ a renda média da populacdo no estrato (); ;. Como as rendas totais acu-
muladas por estrato estdo organizadas de forma crescente, entdo as rendas médias dos estratos

também estao organizadas de forma crescente. Dessa forma:

Tit+1 T P ($i+1 T )
> — = — —— ] >0
Qir1 Qi  R\Qix1 @

a;y1 > G, )

O

Portanto, a poligonal de Lorenz é formada por segmentos de reta sempre crescentes.

Sendo assim, unindo este fato a defini¢do de que L(0) = 0 e L(1) = 1, deve ser o caso em



39

que a curva deve estar sempre abaixo da reta identidade. Se a curva ultrapassasse a identidade,
a inclinag@o cada vez maior dos segmentos de reta tornaria impossivel que L(1) = 1.

Destacam-se assim, no tridangulo ABC, duas situacdes na andlise de desigualdade de uma
regido. Caso todas as familias do estudo recebam a mesma renda, e perceba-se situacdo de per-
feita igualdade, entdo a curva de Lorenz seria uma reta, exatamente a hipotenusa do triangulo (a
reta identidade). Assim, cada porcentagem acumulada da populagdo teria como correspondente
o mesmo percentual acumulado da renda total. Opde-se a esse caso a situagdo em que apenas
uma pessoa detém 100% da renda acumulada da regido, e todos os demais habitantes possuem
0%. Se este fosse o caso, a curva de Lorenz seria formada por retas coincidentes com os eixos
XeY.

Com a curva de Lorenz podemos construir um indice que determine o qudo desigual € a
distribui¢do de renda de uma regido. Uma forma de fazer isto € determinar a “distancia” entre a
distribui¢ao de renda verificada e a situacdo de perfeita igualdade; ou seja, o quao perto a curva
de Lorenz estd da reta da diagonal do quadrado. A seguinte definicdo € baseada em Hoffmann
(2006, p. 337).

Definicao 3.2. Seja a regido entre a reta de igualdade e a curva de Lorenz chamada de drea de
concentragdo, e denotada por . O Indice de Gini é a razdo entre a drea de concentracdo e a

drea do tridngulo ABC, isto é:
o

G:—:
0,5

20 (10)

Na Figura 4, a drea de concentragao estd pintada de marrom, e denotada por «. Percebe-
se, entdo, que quanto mais proximo o coeficiente de Gini estiver de 0, mais igualitaria é a
divisdo de recursos na regido, uma vez que a distidncia entre a curva de Lorenz e a reta de
perfeita igualdade é mais estreita.

Cabe aqui ressaltar que neste trabalho ndo serdo abordados os casos de familias com ren-
das negativas; ou a consideracao de que ndo ha limite superior para os valores de x; descritos na
Defini¢do 3.1; ou as diferentes demonstragdes para casos discretos e continuos de distribuicdes
de renda. A elaboragdo sobre tais casos foge do foco deste trabalho, mas as conclusdes sdo as
mesmas para todos os casos, de acordo com Dorfman (1979).

Ainda utilizando a curva de Lorenz como referéncia, o indice de Gini poderia ser calcu-
lado de outras formas. Considerando a area abaixo da curva por meio do uso do célculo integral,

chegamos as seguintes conclusoes.

1
a—i—/ L(p)dp = 0,5 (11)
0
1
:>2a+2/ L(p)dp =1 (12)
0

1
=G=1- 2/ L(p)dp (13)
0
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E claro que, na realidade das pesquisas estatisticas, nio é possivel entrevistar infinitas
familias e obter infinitos valores de renda para obter-se uma curva suave e integravel. Por isso,
como verificado no exemplo da Figura 4, € possivel calcular a drea equivalente a integral usada
acima usando as dreas das regides trapezoidais delimitadas por #;_; e #;, em um processo seme-
lhante a Soma de Riemann. A Figura 5 mostra como tais regides seriam determinadas no caso

exemplo.

Figura 5 — As regioes trapezoidais determinadas na poligonal de Lorenz
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Fonte: O autor.

Fazendo assim, podemos elaborar a formula para o coeficiente de Gini, considerando

1
G=1-2- B Z(eifl +0;)(pi — pi—1) (14)

G=1- Z(ei—l +0;)(pi — pi—1) (15)

=1

Tal soma pode ser simplificada de forma a obter-se a seguinte equacao.

n—1

G=1- 1|1+ 291 (Pit1 — Pi—1) — Onbn—
i=1

n—1

G =0,pn—1— Zei (p2'+1 —pz‘71) (16)

i=1
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A partir de (16), pode-se calcular o indice para o exemplo explorado por Hoffmann
(2006). Assim,

G =0,99 —0,07(0,5 - 0) — 0,16(0,7 — 0,3)— ... — 0,87(1 — 0,95) (17)
G = 0,5388 (18)

Com isto, fica definido o indice de Gini do pais no periodo. Uma vez compreendida a
forma de cdlculo no exemplo brasileiro, podemos calcular o Indice de Gini para outros paises,

utilizando dados disponiveis abertamente online. Consideremos o caso da Islandia.

Tabela 2 - Distribuicio de renda ou consumo na Islandia

Estrato Porcentagem no estrato Porcentagem acumulada
Da populagdo | Da renda total | Da populagdo | Da renda total
I 20 9,7 20 9.7
1 20 14,2 40 23.9
III 20 17,9 60 41.8
v 20 22,3 80 64,1
\ 20 35,9 100 100

Fonte: World Bank Group (s.d.b).

O indice pode ser calculado a partir da tabela de acordo com 16.

G =0,8—0,097(0,4 — 0) — 0,239(0,6 — 0,2)— ... —0,641(1 — 0,6) (19)
G = 0,242 (20)

A partir de dados do Banco Mundial, pode-se obter o ranking de paises com menor
Indice de Gini, ou seja, menos desiguais. Na Tabela 3, os dados nao sdao todos do mesmo ano,

mas sao os mais recentes de cada pais.

Tabela 3 — Ranking mundial do Indice de Gini

Posicio Pais Indice de Gini
1 Esloviquia 0,241
2 Eslovénia 0,243
3 Bieloruassia 0,244
4 Ucrania 0,256
5 Moldavia 0,257
6 Holanda 0,257
7 Islandia 0,261
8 Tchéquia 0,262
9 Quirguistio 0,264
10 Emirados Arabes Unidos 0,263
163 Brasil 0,52

Fonte: World Bank Group (2025a).
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E dtil, ainda, analisar a variagdo do indice de Gini do Brasil ao longo dos anos. Tal

andlise estd no gréfico da Figura 6.

Figura 6 — Evoluciio do Indice de Gini brasileiro desde 2011.
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Fonte: World Bank Group (2025b).

3.2 Indice de Desenvolvimento Humano

Pela necessidade de se medir o desenvolvimento econdmico de uma regido, a literatura
econdmica se voltou para o PIB per capita, considerando que a divis@o dos recursos produzidos
por toda a nacdo entre os seus habitantes satisfaria as necessidades deste indicador social. Pelos
motivos vistos na secao acima, a divisdo e a captagdo dos recursos produzidos pela regido ndo
sdo iguais para toda a populacdo, o que torna tal medida incompleta para seus fins. O Indice de
Desenvolvimento Humano (IDH) surge a partir de estudos realizado pelo Insituto de Pesquisa
e Desenvolvimento Social das Nagoes Unidas na década de 60, apesar de ser divulgado nesses
termos apenas na década de 80 (Jannuzzi, 2001).

Jannuzzi descreve qual era o objetivo das Nacdes Unidas no desenvolvimento do IDH.

Na concepgao do PNUD [Programa das Nagdes Unidas para o De-
senvolvimento], o Desenvolvimento Humano deveria ser entendido
como um processo dindmico e permanente de ampliacdo das oportu-
nidades dos individuos para a conquista de niveis crescentes de bem-
estar. Para tanto, o processo de desenvolvimento deveria garantir, en-
tre outros aspectos, oportunidades crescentes de acesso a educacdo e
cultura, a condi¢gdes de desfrutar uma vida sauddvel e longa e a con-
dicdes de dispor de um padrao adequado de vida para a populagdo
(Jannuzzi, 2001, p. 120).

Sao exatamente estas trés dimensdes citadas que foram consideradas para a elaboracao
do IDH. Trés indicadores s@o, portanto, aglutinados por meio de uma média geométrica para a
elaborac¢do do indice: um para nivel educacional, um para esperanc¢a de vida, e outro para o PIB

per capita ajustado segundo uma técnica que serd elaborada a seguir.
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Para a construcao do indice, primeiramente tomam-se dados para expectativa de vida
ao nascer, anos esperados de estudo, média de anos de estudo, e PIB per capita de fontes
internacionais, quase em sua totalidade 6rgdos pertencentes as Nacdes Unidas. Esses valores
sdo entdo normalizados para que assumam valores de 0 a 1, facilitando o manejo e leitura dos
indices. Isso € feito por meio do seguinte cdlculo.

valor verificado — valor minimo

Indice normalizado = — — 21
valor maximo — valor minimo

Os valores usados como méaximos € minimos estdo apresentados na Tabela 4. Para o

indice sobre educacdo, os dois indicadores expostos sdo unidos por média aritmética.

Tabela 4 — Parametros para normalizacao de indices do IDH

Dimensao Indicador Minimo Maximo
Saude Esperancga de vida a nascenga (anos) 20 85
Educagio Ano§ de escolaridade preyistos 0 18
Média de anos de escolaridade 0 15
Padrdo de vida PIB per capita (2017 PPPS$) 100 75000

Fonte: PNUD (2023).

Na dimensdo “Padrdo de vida”, a sigla 2017 PPP$ representa o estudo realizado em
2017 chamado purchasing power parity, ou paridade de poder de compra. O PIB per capita
¢, portanto, convertido nos termos deste PPP para considerar ndo apenas a “quantidade” de
dinheiro, mas o que esse dinheiro pode comprar. Além disso, a normalizacdo do indice nos
padrdes da Equacao 21 € feita com a utilizagdo do logaritmo natural.

Monteiro (2008) explica que o uso do logaritmo se justifica pelo interesse no aumento
relativo, e ndo absoluto, da renda: “um real extra de renda, quando a renda é de 10 mil reais, ndo
€ insumo tao importante quanto um real extra quando a renda é de 100 reais” (Monteiro, 2008).
O autor indica, ainda, que a exploragao destes métodos de calculo de indices pode ser uma boa
atividade interdisciplinar entre matematica e geografia.

Para exemplificar o método de determinacdo do indice, calcularemos o caso do Brasil
no relatério de 2021-22.

Tabela 5 — Exemplo do calculo do IDH - exemplo do Brasil

Indicador Valor
Esperanca de vida a nascenca (anos) 72,8
Anos de escolaridade previstos 15,6
Média de anos de escolaridade 8,1
PIB per capita (2017 PPP$ 14370

Fonte: PNUD (2023).

Com tais dados e a metodologia descrita no capitulo € possivel alcancar o indice divul-
gado pelo PNUD.
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72,8 — 20
I = 12 22
savpp = s~ 08 (22)
. ) 15,6 — 0
Anos de escolaridade previstos = T5_0 ~ 0,867 23)
4 ) 8,1—-10
Média de anos de escolaridade = 5_0 -~ 0,54 24)
0,867 + 0,54
Iepucacao = — 0,703 (25)
In(14370) — In(100)
1 = ~ 0,750 26
RENDA = 10 (75000) — In(100) ’ (26)
IDH = (0,812 - 0,703 - 0,750)1/3 ~ 0,754 27

Outro exemplo de célculo de IDH pode ser feito sobre a Islandia, que figurou em altas

posicdes no ultimo ranking.

Tabela 6 — Exemplo do calculo do IDH - exemplo da Islandia

Indicador Valor
Esperanca de vida a nascenca (anos) 82,7
Anos de escolaridade previstos 19,2
Média de anos de escolaridade 13,8
PIB per capita (2017 PPP$ 55782

Fonte: PNUD (2023).

No calculo do IDH, os 19,2 anos de escolaridade previstos para a populacdo islandesa
serdo desconsiderados, uma vez que o parametro maximo definido é de 18 anos. Assim, o

calculo se da da seguinte forma.

82,7 — 20
I =~ 0,964 28
SAUDE = ~g= 50 , (28)
) ) 18 -0
Anos de escolaridade previstos = 8—0 = 1 29)
L ) 13,8 -0
Média de anos de escolaridade = o = 0,92 (30)
1+0,92
Igpucacao = — = 0,96 3D
In(55782) — In(100)
1 = ~ 0,955 32
RENDA = 10 (75000) — In(100) ’ (52)
IDH = (0,964 - 0,96 - 0,955)1/3 ~ 0,959 (33)

Desde o relatério composto pela PNUD de 2010, foram incluidos outros indices que ten-
tam considerar outras dimensdes do desenvolvimento humano na formagdes do seu valor final.
Nos relatorios seguintes, o0 mesmo foi feito até o total de 6 indices no relatorio aqui estudado.

Sao eles: o proprio Indice de Desenvolvimento Humano; o Indice de Desenvolvimento Humano
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Ajustado a Desigualdade (IDHAD); o Indice de Desenvolvimento Humano por Género (IDHG);
o Indice de Desigualdade de Género (IDG); o Indice de Pobreza Multidimensional (IPM); e o
Indice de Desenvolvimento Humano Ajustado as Pressoes sobre o Planeta (IDHP).

Estes diversos indices revelam o quao distante estamos do consenso na medi¢cdo deste
objetivo tao subjetivo: o desenvolvimento. A escolha do que considerar ou ignorar no célculo
€ crucial, e afeta o resultado drasticamente. No IDHAD, por exemplo, o Brasil alcangou valor
0,576, enquanto o topo da lista foi ocupado pela Islandia, com valor 0,915.

Com dados mais recentes do PNUD, ja mais atualizados com relagdo ao relatério de
2021/2022, pode-se obter um ranking de 193 paises e territorios a partir do IDH obtido. O
inicio deste ranking, e a posi¢ao do Brasil, estdo abaixo.

Tabela 7 — Ranking mundial do IDH

Posicao Pais IDH
1 Suica 0,967
2 Noruega 0,966
3 Islandia 0,959
4 Hong Kong, China 0,956
5 Dinamarca 0,952
5 Suécia 0,952
7 Alemanha 0,950
7 Irlanda 0,950
9 Singapura 0,949
10 Australia 0,946
89 Brasil 0,760

Fonte: PNUD (2025).

Pode-se também obter um grafico da variagao dos resultados de IDH do Brasil ao longo

dos anos, o que estd na Figura 7.

Figura 7 — Evolucao do IDH brasileiro desde 1990.
Evolucdo do IDH do Brasil (1990-2021)

Fonte: PNUD (2023).

3.3 Ranking do PISA

O Programa Internacional de Avaliacdo de Estudantes (PISA) € uma iniciativa da Or-

ganizacdo para a Cooperacdo e Desenvolvimento Econdmico (OCDE), cujo objetivo € avaliar
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e classificar os paises participantes de sua organizacdo quanto a qualidade da educagdo. No
relatorio de resultados do PISA de 2022, a OCDE definiu as metas da avaliacdo da seguinte

forma.

A ideia por trds do PISA reside em testar diretamente o conheci-
mento e as habilidades dos alunos, por meio de uma métrica acordada
internacionalmente; vinculando isso com dados de alunos, professo-
res, escolas e sistemas para entender as diferencas de desempenho;
e, em seguida, aproveitar o poder da colaboracio para agir com base
nos dados, tanto criando pontos de referéncia compartilhados quanto
aproveitando a pressdo dos pares. [...] Em esséncia, o PISA mede
0 que importa e disponibiliza essas informacdes para educadores e
formuladores de politicas, para que possam tomar decisdes mais in-
formadas (OCDE, 2023a, p. 5).

No final da secdo anterior foi comentado como a medicao do desenvolvimento humano
¢ subjetiva e pode levar a resultados ilusérios. Nas notas do PISA, o mesmo acontece. Fica
evidente na declaracdo do 6rgdo a impressdao de que hd concordancia internacional quanto a
metodologia, os objetivos e o impacto que a avaliagdo tem nas politicas publicas do paises

participantes. Serd visto mais a frente que isso ndo € o caso.

3.3.1 O formato da avaliacao

Cada edicao da avaliacdo € realizada a cada trés anos, e participam dela uma amostra
de estudantes com idade entre 15 anos e 3 meses e 16 anos e 2 meses. Tais estudantes devem
ainda ter completado pelo menos 6 anos de educacio formal, independentemente do formato
ou tipo de escola em que cursaram esses anos. Em cada edicdo sdo avaliados trés eixos do
conhecimento, enquanto um foco especial € escolhido por vez: matematica, leitura e ci€ncias.
A tltima edicdo até a presente data, realizada em 2022, teve foco em matemadtica. A de 2018
priorizou leitura, e a de 2015 ciéncias.

Desde 2018 tem sido comum o uso de computadores para aplicagdo do teste na mai-
oria dos paises participantes. Em 2022, tal uso foi expandido. Além de maior facilidade para
retencdo e tratamento dos dados de respostas da prova, diversos outros parametros foram veri-
ficados, como o tempo gasto para cada questdo e as acdes realizadas antes de marcar a resposta
escolhida.

O tempo de prova € de 2 horas para responder questdes que misturam multipla escolha
e resposta escrita do estudante. As perguntas sdo construidas em grupos, narrando uma situagcao
real em que se requer a contextualizacdo de um conceito cientifico. As questdes ndo sdo iguais
para todos os estudantes. Além das perguntas relacionadas ao conhecimento, cada estudante
respondeu também a um questionédrio com informagdes a respeito de suas casas, suas crengas,

suas escolas e experiéncias.
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A metodologia utilizada para a obten¢do da nota do PISA é uma unido de diversos
recursos estatisticos. A descri¢do das ferramentas utilizadas € assim descrita no relatdrio técnico
da edicao de 2022.

O PISA 2022, assim como outros estudos internacionais de larga es-
cala, utiliza uma abordagem da Teoria de Resposta ao Item (TRI) na
andlise e escalonamento dos dados e na medi¢ao de tendéncias entre
os ciclos. O modelo TRI usado a partir do PISA 2015 passou por
algumas modificacdes em comparagdo com os ciclos anteriores, que
baseavam o escalonamento inteiramente no modelo Rasch. Para au-
mentar a capacidade do escalonamento em lidar com as complexida-
des dos dados de resposta do PISA, o PISA 2015 e ciclos posteriores
implementaram um modelo hibrido que combinou uma abordagem
Rasch com um modelo logistico de dois parametros e um modelo
de crédito parcial generalizado (MPCG) usado quando apropriado
(OCDE, 2023b, p. 16).

Todos estes sao métodos psicométricos, ou seja, buscam “medir” o aprendizado do es-
tudante e determinar o grau de seu desempenho a partir da relacdo entre a resposta dada e a
dificuldade da questdo. O mesmo tipo de método € utilizado no Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM), especialmente quanto ao uso da Teoria de Resposta ao Item (INEP, 2025).

Uma vez que cada prova individual é processada pelo modelo hibrido citado acima, é
realizada também uma modelagem da populacdo. O objetivo é compreender a relacdo entre os

resultados obtidos e as informagdes do questiondrio de situacao social.

A abordagem de escalonamento empregada nas andlises dos dados
do PISA (modelagem populacional) combina a TRI e a modelagem
de regressdo latente para aumentar a precisdo geral da medicdo e
evitar possiveis vieses na estimagdo das relacdes entre proficiéncia
e varidveis contextuais do questiondrio de contexto (QC). Uma vez
que o modelo populacional € estimado, multiplos valores plausiveis
podem ser extraidos para cada aluno a partir de uma distribuicio
posterior de proficiéncia que leva em conta as fontes de incerteza
nos dados (OCDE, 2023b, p. 206).

A Tabela 8 mostra o ranking da avaliacdo em Matematica, realizada em 2022.



48

Tabela 8 — Ranking mundial do PISA

Posicao Pais Pontuacio
1 Singapura 575
2 Macau, China 552
3 Taiwan 547
4 Hong Kong, China 540
5 Japao 536
6 Coréia do Sul 527
7 Estonia 510
8 Suica 508
9 Canada 497
10 Paises Baixos 493
65 Brasil 379

Fonte: OCDE (2023a).
J4 a variagdo dos resultados do Brasil ao longo dos anos, na disciplina de Matemadtica,
estd disposta na Figura 8.

Figura 8 — Evolucio da pontuacio do Brasil no PISA.
Evolucao da Pontuacao do Brasil no PISA (2003-2022)

Pontuacao PISA

Fonte: OCDE (2023a).

3.3.2 Criticas acumuladas

O PISA se compromete a desenvolver uma prova metodologicamente robusta e trans-
parente, para deixar em evidéncia o que é bom e o que falta na educacdo dos paises, e assim
permitir a melhor gestdo de politicas publicas. Porém, ao longo de suas edi¢cdes, acumularam-se
pontos de critica a0 modelo de ranqueamento realizado, e aos seus efeitos nas secretarias de
educacao ao redor do mundo.

Um ponto de critica se d4 na formagao da amostragem de estudantes para a andlise de
dados. E permitido que cada pais exclua até 5% dos participantes, seja por meio da escola ou
pelos estudantes individualmente. O relatorio afirma que escolas podem ser excluidas por es-
tarem localizadas em regides de dificil acesso, por serem muito pequenas, ou devido a fatores

operacionais que impedem a participacao. Ja estudantes podem ser excluidos por deficiéncias de
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aprendizado ou por falta de conhecimento do idioma da avaliagdo (OCDE, 2023a). Tal permis-
sdo causa problemas no ranqueamento, uma vez que na edi¢do de 2022 8 paises ultrapassaram
o limite de 5%, constando nas divulgacdes oficiais na posi¢do conquistada, porém com um
pequeno asterisco para indicar que as condi¢des do programa ndo foram seguidas.

Em uma carta aberta aos organizadores da avaliacdo, publicada em 2014 por pesquisado-

res ao redor do mundo, a influéncia do PISA em politicas educacionais € vista com preocupagao.

Administrado a cada trés anos, os resultados do PISA sdo ansiosa-
mente aguardados por governos, ministros da educagdo e conselhos
editoriais de jornais, e sdo citados com autoridade em indimeros re-
latérios de politicas publicas. Eles comegaram a influenciar profun-
damente as praticas educacionais em muitos paises. Como resultado
do PISA, paises estdo reformulando seus sistemas educacionais na
esperanca de melhorar suas classificacdes. A falta de progresso no
PISA tem levado a declaragdes de crise e “choque do PISA” em mui-
tos paises, seguidas por pedidos de rentncias e reformas de longo
alcance de acordo com os preceitos do PISA. N6s estamos franca-
mente preocupados com as consequéncias negativas dos rankings do
PISA (Andrews et al., 2014).

Na mesma carta aberta sdo compartilhadas preocupagdes como a confianca demasiada
em resultados quantitativos de avaliacOes em larga escala; a busca por solugdes répidas e efica-
zes em curto prazo, ignorando que retornos em educa¢do podem levar décadas; manutencio de
uma visao de escola e educacdo que ignora suas dimensdes fisicas, civicas, morais e artisticas;
além de criticas a organizacdo OCDE, que ndo possui a tradi¢do e incumbéncia de influenciar

decisoes educacionais, como € o caso d/e 6rgaos como a UNESCO ou a UNICEFR.

3.4 Regressao linear entre alguns dos indices

Os indices de Gini e IDH possuem bases matematicas interessantes, € cumprem seu
papel de andlise quantitativa da qualidade de vida de uma regido. Nesse sentido, espera-se que
paises com elevado desenvolvimento humano e baixa desigualdade de renda também obtenham
bons desempenhos em outros indicadores socioecondmicos e em avaliacdes de larga escala.
Seria interessante verificar como o resultado obtido em cada um desses indices influencia na
pontuacao obtida na avaliagdo PISA.

A relacdo entre tais pontuagdes pode ser melhor visualizada a partir de dois graficos de
dispersdo. No primeiro, define-se o eixo horizontal com valores do IDH, e o eixo vertical com
pontuagdes da avaliacdo PISA. No segundo grafico, o eixo horizontal representa coeficientes
de Gini, e o eixo vertical permanece com as pontuacdes PISA. Assim, cada ponto na Figura 9
representa um pais. O ponto verde claro representa o Brasil, e o ponto vermelho representa a

Islandia, os dois paises sobre os quais foram feitas andlises ao longo deste capitulo.
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Figura 9 — (a) Relacao entre IDH e pontuaciao PISA; (b) relacao entre Indice de Gini e pontuacio
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Fonte: OCDE (2023a); PNUD (2023); World Bank Group (2025a).

Destaca-se que nem todos os paises incluidos em um ranking possuem pontuag¢do em
outros. Um exemplo disso s@o as regides administrativas especiais da China (como Hong Kong
e Macau), que figuram nas primeiras posi¢oes do ranking PISA, mas nio constam no ranking
de IDH do PNUD. Casos similares ocorrem no ranking para Indice de Gini do Banco Mundial.
Dessa forma, foram considerados apenas os paises e regides presentes em ambos os rankings
oficiais em cada grafico.

Percebe-se nos graficos uma provavel generalizagdo das relacdes entre os indices. Um
pais com IDH maior aparenta obter melhores resultados no PISA. Ainda, suspeita-se que quanto
maior o indice de Gini, menor o aproveitamento na mesma avaliacdo. Para explicitar tal relagdo,
pode-se buscar a reta que mais se ajusta ao conjunto de pontos, ou seja, que apresenta menor
erro quadratico na diferenca entre valor esperado (verificado na reta) e valor real (verificado na
dispersao).

Considere o seguinte desenvolvimento matemaético no caso da relagdo entre IDH e PISA,
que ocorre de forma andloga na relagdo com o indice de Gini. Definindo-se o vetor I com as
pontuacdes no IDH de cada pais, e o vetor P com as pontuacdes PISA destes mesmos paises,
busca-se a seguinte relacao.

lo+p3=FP

Tal equacdo pode ser modificada construindo-se uma matriz A, formada por duas colu-
nas: a primeira com o vetor /, e a segunda com um vetor de mesma dimensao apenas com o

nimero 1. Assim, obtém-se a seguinte equagao.
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Basta, entdo, solucionar o sistema linear e definir a e 5. Sabemos, porém, que a matriz
A nio ¢ invertivel. Conforme visto no capitulo 2, uma possibilidade € recorrer a pseudoinversa

de A. Assim, resolve-se o sistema linear com erro quadratico minimo.

o}
B

Dessa forma sdo conhecidos os coeficientes « e 5 da reta que melhor se ajusta aos pontos

= AP

em cada caso. Na relacdo entre PISA e IDH, a reta € a seguinte:

y = 506,073z + 10,6915 (34)

Ja na relacdo entre PISA e Gini, a reta é:

y = —430,716x 4 583,44 (35)

Pode-se agora adicionar tais retas ao grafico de dispersdo, obtendo o disposto na Figura
10. Novamente Brasil e Islandia estdo destacados.

Figura 10 — (a) Relacio entre IDH e pontuacao PISA; (b) relacio entre Indice de Gini e
pontuacio PISA

(a) (b)
Regressao: PISA vs IDH Regress&o: PISA vs GINI
500
500
450

450

400

Pontuacgdo PISA
Pontuacgdo PISA

400
350

350

05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) Indice de Gini

Fonte: OCDE (2023a); PNUD (2023); World Bank Group (2025a).

Vale lembrar que uma regressdao nao expressa relacao causal entre duas varidveis. Nao
€ possivel afirmar com total certeza que um aumento no IDH causard aumento na pontuagdo
PISA. Da mesma forma, ndo pode-se dar certeza de que, caso o Brasil diminua sua desigual-
dade, também obtera melhores indices educacionais. A reta encontrada relaciona os indices, e
generaliza um padrdo de comportamento deles. Seria necessario um estudo mais aprofundado,
em conjunto com diversas outras dreas do conhecimento, para expressar, cientificamente, uma
conexao entre desenvolvimento, desigualdade e desempenho educacional.

Tendo isso em mente, mantém-se o interesse em determinar um modelo para a melhora
do Brasil nas avaliacdo PISA. No resultado de 2022, a média da OCDE foi de 472 pontos, nota

que pode ser considerada como meta para avaliagdes seguintes. Se considerarmos as retas de



52

regressdo como relacdes vélidas entre os indices estudados, entdo elas podem indicar caminhos
para o Brasil melhorar sua nota no PISA.

No caso da relagdo entre IDH e PISA, considerando 34, tem-se:

472 = 506,073z + 10,6915
461,3085 = 506,073z
z~ 0911

Isso significa que, se a reta de regressao representar a realidade, o Brasil podera alcancar
a média da OCDE se tiver IDH aproximado a 0,911. Isso é equivalente ao IDH atual da Espanha.

O mesmo calculo pode ser feito para o Indice de Gini. Considerando 35, tem-se:

472 = —430,716x + 583,44
— 111,44 = —430,176x
z ~ 0,258

Assim, o Brasil poderd alcancar a média da OCDE se tiver o Indice de Gini igual a

0,258. Isso é aproximado com o valor obtido pelos Paises Baixos.

3.4.1 Coeficiente de correlacao de Pearson nas regressoes

A partir da Figura 9, percebe-se a possibilidade de fazer generaliza¢cdes quanto ao com-
portamento das varidveis envolvidas. Ainda assim, € notdvel a diferenca entre o que vé-se ocor-
rer na relagio entre PISA e IDH e na relagio entre PISA e Gini. E clara a percepcio de que os
dados na figura (a) estdo mais “unidos”, enquanto na figura (b) estdo mais espalhados.

Na estatistica, a no¢do do quao préoximos estdo os pontos de uma dispersao, e portanto
0 qudo préximos estes mesmos pontos estardo da reta de regressao, € traduzida numericamente
por meio do coeficiente de correlacdo, ou ainda coeficiente de Pearson. Neto (2006, p. 195)

expoe a formula geral deste coeficiente da seguinte forma:

n

> (@i —2)(yi — )
r =1 (36)

n n

Z(mz —I)? Z(yz —y)?

i=1 i=1

O coeficiente sempre estd no intervalo entre —1 e 1. Um resultado igual a 1 representa
correlagdo perfeita positiva entre as grandezas; assim, se os valores de x; aumentam, os valores

de y; aumentam sempre na mesma propor¢ao, de forma que, no gréifico de dispersado, todos os
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pontos pertenceriam a reta de regressdo. O mesmo ocorre para um resultado igual a —1, que
representa correlagdo perfeita negativa. Um coeficiente igual a 0 mostra que ndo ha correlacio
entre as grandezas.

Utilizando a férmula 36, sera feito o célculo do coeficiente de Pearson, primeiro para a
relacdo entre PISA e IDH. Em um primeiro momento € necessario determinar a média de cada

indice.

Meédia de pontuacdes PISA = 434,986
Média de indices de desenvolvimento humano = 0,838

Média de indices de Gini = 0,346

Com estes valores, considerando x; os ¢ valores do vetor com resultados de IDH e y; os

1 valores do vetor de pontuacdes PISA, encontra-se o coeficiente de Pearson para estes indices.

n

> (wi — 0,838)(y; — 434,986)
im1 306.942

n n "~ 370.531
D (2 —0,838)2 ) (y; — 434,986)?

=1 i=1

~ 0,8283

Tal valor representa uma forte correlacdo positiva entre os indices. Ou seja, se o valor
para um indice aumenta, € muito provavel que o outro também aumente.
De forma anéloga, considerando w; como os ¢ valores do vetor com indices de Gini e y;

definido como anteriormente, encontra-se o coeficiente de Pearson para estes indices.

n

> " (wi — 0,346)(y; — 434,986)
i=1 N —132.302

n n T 244.367
D (wi —0,346)2 Y ~(y; — 434,986)>

i=1 i=1

~ —0,5414

Tal resultado confirma nossa hip6tese. A correlacdo negativa para os valores de indices
de Gini e pontuagdes PISA possui médulo menor do que o da correlagdo entre IDH e PISA.
Assim representamos numericamente a percepg¢ao visual de “agrupamento” e “distanciamento”
entre os pontos marcados no gréafico de dispersao.

Um coeficiente de Pearson de maior médulo também indica maior credibilidade para
regressao linear criada, e a probabilidade de que novos dados sigam o padrao de comportamento
descrito pela reta € maior. Dessa forma, o exercicio imaginativo realizado no final da secdo 2.4
pode ser visto com outros olhos. Como o coeficiente de correlacdo entre IDH e PISA € maior,

entdo a conclusdo de que o Brasil deve alcangar IDH 0,911 para atingir a meta da OCDE € mais
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crivel do que a determinagdo de que o Brasil deve alcangar indice de Gini igual a 0,258 para
conquistar o mesmo feito.

Um possivel fator que sustenta uma maior correlacdo entre IDH e PISA € a presenca
de critérios educacionais na formac¢do do primeiro indice. Assim, o resultado obtido no IDH ¢é
fortemente influenciado no nivel de educagdo do pais, o que reflete também no PISA. Como
o Indice de Gini considera apenas renda (que pode ou nio ser influenciada pela educagio), a

correlagdo entre os indices € menor.
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4 METODO DE MASSEY PARA RANKEAMENTO

Kenneth Massey criou, ao longo de sua vida, diversos métodos de ranqueamento. O
que serd aqui descrito foi inicialmente concebido por ele para times universitarios de futebol
americano, e publicado em sua tese (1997).

Massey baseia-se na concepg¢do de que o saldo de pontos no confronto entre dois times
deve refletir a diferenca de ratings entre eles. Ou seja, se r; € r; 30 os ratings dos times i € j, a

diferenca y;, das suas pontuagdes apds um jogo k deveria satisfazer, idealmente:

Ti =T = Yk (37)

Esta l6gica se mantém para todos os m jogos ocorridos entre n times em uma compe-
ticdo. Dessa forma, € possivel estabelecer uma equacdo como (37) para cada partida da com-
peticdo, e a resolucdo do sistema de equagdes formado poderd trazer os ratings de cada time e,
consequentemente, suas classificagoes.

Na sequéncia deste capitulo, serd utilizada como base tedrica a obra de Langville e
Meyer (2012), além da prépria dissertacdo de Massey (1997).

4.1 O método no caso todos contra todos

O primeiro caso a ser considerado para o desenvolvimento do método de Massey se da
quando todos os times do campeonato enfrentam todos os demais uma tnica vez. Assim, é de-
finida uma matriz X de m linhas e n colunas para refletir os resultados dos m jogos entre n
times. Neste trabalho, utilizaremos como exemplo os jogos de handebol das Olimpiadas de Ve-
rdo de Paris 2024, especificamente do grupo B da modalidade feminina, no qual estava presente

o Brasil. A Tabela 9 traz os 15 confrontos entre os 6 times presentes no grupo.

Tabela 9 — Olimpiadas de Verao Paris 2024: resultados do grupo B do handebol feminino

Angola  19x 30 Brasil
Angola 26 x 21 Espanha
Angola 24 x 38 Franca
Angola  31x31 Hungria
Angola 31 x34 Paises Baixos
Brasil 29x 18 Espanha
Brasil 20 x 26 Franca
Brasil 24 x 25 Hungria
Brasil 24 x 31 Paises Baixos
Espanha 24 x 32 Franca
Espanha 24 x 27 Hungria
Espanha 24 x29 Paises Baixos
Franca 31x28 Hungria

Franga 32 x 28 Paises Baixos
Hungria 26x 30 Paises Baixos

Fonte: International Handball Federation (2024).
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A partir desta tabela € criada a matriz X, com 15 linhas e 6 colunas. Cada coluna repre-
senta um pais, em ordem alfabética (Angola, Brasil, Espanha, Franca, Hungria e Paises Baixos),
e cada linha representa uma partida entre duas equipes, atribuindo-se 1 para o vencedor e —1

para o perdedor.

-1 1 00 0 O
1 0 -10 0 0
-1 0 01 0 O
10 00 -1 0
-1 0 00 0 1
0o 1 -10 0 O

0O -1 01 0 O

X = 0O -1 00 1 O
0O -1 00 0 1

o 0 -11 0 0

o 0 -10 1 O

o 0 -1 0 0 1

o 0 01 -1 0

o 0 01 0 -1

| 0 0 00 -1 1]

A esta matriz X associa-se o vetor y com 15 linhas e 1 coluna. Em cada linha deste
vetor estd exposta a diferenca de pontuacdo entre o time vencedor e o time perdedor na partida

representada pela linha de mesmo nimero na matriz X.

y"=111 514 0 3 11 6 1 7 8 3 5 3 4 4 (38)

Ou seja, a primeira linha da matriz X possui —1 na primeira coluna e 1 na segunda
coluna, o que significa que na partida entre Brasil e Angola, o Brasil saiu como vencedor. Ja o
valor 11, da primeira linha do vetor y, representa a diferenca entre os gols marcados pelo Brasil,
30, e pela Angola, 19.

Destaca-se que, na partida entre Angola e Hungria, ocorreu um empate. Nesse caso,
foram utilizados na matriz X os valores 1 para Angola e —1 para a Hungria, enquanto no vetor

y a partida foi representada com saldo 0. Em outras palavras, o empate estd sendo representado
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como uma vitdria por 0 pontos de diferenca. O mesmo poderia ter sido realizado atribuindo-se
a vitoria a Hungria e a derrota a Angola.

Com as matrizes X e y, monta-se um sistema linear do modo Xr = y. O prop6sito do
método de Massey € determinar este vetor 7, que declara os ratings de cada time, e assim definir
suas classificagdes.

Porém, surge um problema: este sistema nao possui solugdo. O sistema Xr = y € sobre-
determinado. Enquanto as matrizes X e y possuem 15 linhas, a matriz r possui apenas 6 linhas,
que correspondem aos ratings das 6 selecdes participantes. Nem sempre € possivel encontrar
um vetor solucdo da equagdo que ndo apresente erros na relagdo com a realidade.

Assim, seria mais justo reescrever (37) da seguinte forma:
Ti —T; =Ykt

Nesta equacio, e ajusta o erro presente no resultado do jogo k. Assim, um desafio complemen-
tar do método € encontrar um vetor de ratings r que minimize o erro do sistema. Isso pode ser
obtido pelo método de minimos quadrados. Conforme estudado anteriormente neste trabalho,
tal vetor pode ser encontrado pela solug¢do da seguinte equacdo, também chamada de Equagao

Normal, ou Sistema Normal.

X"Xr=X"y

Chama-se a nova matriz obtida por X7 X de M. Esta matriz poderia ter sido obtida sem
calculos, uma vez que apresenta na sua diagonal principal o nimero de jogos que cada selec@o
realizou, e os demais elementos sdo iguais a —1. No exemplo explorado neste trabalho, M

resulta em uma matriz 6 x 6, com todos os elementos da diagonal principal iguais a 5. Assim:

X'X =M=

-1 -1 -1 -1 5 -1
-1 -1 -1 -1 -1 5

No lado direito da equagdo, X”y é renomeado como p. Este vetor também pode ser
obtido de forma direta, pois traduz, em cada linha, o saldo de gols no campeonato do time

correspondente.
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—23
8
—32
35
-3
15

Assim, o Sistema Normal pode ser escrito como M7 = p, ou seja:

5 -1 -1 -1 -1 -1 —23

-1 5 -1 -1 -1 -1 8

-1 -1 5 -1 -1 -1 —32
r= (39)

-1 -1 -1 5 -1 -1 35

-1 -1 -1 -1 &5 -1 -3

-1 -1 -1 -1 -1 5 15

Note, no entanto, que M possui determinante igual a 0, de forma que suas colunas sio
linearmente dependentes. A matriz normal M nao € invertivel!

Como estudado no capitulo preliminar sobre inversas generalizadas, € possivel encon-
trar solugdes para o sistema M7 = p por diversos métodos. Algumas solucdes poderiam ser
encontradas por meio das inversas generalizadas GGy e G, da matriz M, obtidas pelo algoritmo
de Myers e Milton (1991):

biaabol[m) [-¥
Pha bl os| |
1 1 1 1 1 47
LT R | I
6 6 6 3 6 3
Phaabol] s |
000000 15 0
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0O 00 O0OO0O —23 0
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g |V B R ||
oty || m| |2
ot t b sl |
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Estes vetores sdo solugdes do sistema M7 = p e, portanto, representam os ratings das
equipes do exemplo. Dessa forma, obtém-se as seguintes pontuacdes € seus respectivos ran-

kings. E interessante destacar que as classificacOes sdo as mesmas para ambas solugdes.

Tabela 10 — Rating encontrado para cada selecio a partir da inversa G
Selecao Rating Classificacdo

Angola -6,33 5° lugar
Brasil -2,33 3° lugar
Espanha -7,833 6° lugar
Franca 3,33 1° lugar
Hungria -3 4° lugar
Paises Baixos 0 2° lugar

Fonte: O Autor.

Tabela 11 — Rating encontrado para cada selecao a partir da inversa G»

Selecdo Rating Classificagdo
Angola 0 5° lugar
Brasil 5,166 3° lugar
Espanha -1,5 6° lugar
Franca 9,66 1° lugar
Hungria 3,33 4° lugar
Paises Baixos 6,33 2° lugar

Fonte: O Autor.

Tanto 7; quanto r5 s@o solucdes da Equacao Normal, e por isso sdo solucgdes tais que a
norma do erro para o sistema original € o menor possivel. Porém, ndo sao as solucdes de norma
euclidiana minima. De fato, ||77|| ~ 11,08 e ||73]| ~ 13,17. Se buscamos uma solu¢io com
norma euclidiana minima, € preciso utilizar uma inversa generalizada especial, a pseudoinversa.

Por meio da pseudoinversa M, podemos encontrar o seguinte vetor 7-:
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5 1 _1 1 1 _ 1 —923 _2

36 36 36 36 36 36 6
1 5 1 _1 _1 1 8 4
36 36 36 36 36 36 3
-1 1t 5 _1 1 _ 1 —-32 _16
P =Mtp= 36 36 36 3 36 36 _ 3
-1 _1 _1 s _1 _1 35 35
36 36 36 36 36 36 6
-1t i 1 _1 5 _ 1 -3 —1
36 36 36 36 36 2
-1 i 1 _1 1 5 15 5

| 36 36 36 36 36 36 1 L i L 2 ]

ral ~ 13,17 e H?H ~ 9,24, o resultado encontrado pela

Uma vez que ||77|| = 11,08,
pseudoinversa tem norma euclidiana menor do que as obtidas por outras inversas generalizadas,
conforme esperado. As classificacdes dos paises obtidas por tal solu¢do do Sistema Normal
estdo na Tabela 12 que, apesar de constar com ratings diferentes, dispde da mesma classificagdo

obtida com as inversas generalizadas.

Tabela 12 — Rating encontrado para cada selecio a partir da pseudoinversa

Selecdo Rating Classificagdo
Angola -3,833 5° lugar
Brasil 1,33 3° lugar
Espanha -5,33 6° lugar
Franca 5,833 1° lugar
Hungria -0,5 4° lugar
Paises Baixos 2,5 2° lugar

Fonte: O Autor.

Massey, em sua tese, porém, escolhe nao utilizar a pseudoinversa para contornar a singu-
laridade da matriz, mas soluciona este problema por meio de uma reparametrizac¢do, seguindo
a sugestao de Myers e Milton (1991), conforme a argumenta¢cdo do Exemplo 2.4. Substitui, en-
tao, os elementos da ultima linha de M por 1 e o elemento correspondente de p por 0. Assim,
acrescenta a limitagao de que a soma dos ratings das sele¢des seja igual a 0, e a dependéncia
linear é eliminada.

Ap6s tais adaptacdes, considera-se entdo para solucao o sistema M7 = p, ou ainda:

5 1 1 -1 -1 1| ] [-23]
105 -1 <1 -1 <1 | 8
1105 <1 -1 <1 | 32
11 1 5 —1 1| || | 35
11 -1 —1 5 —1 ] |m 3

111 1 1 1] 0
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Como M é invertivel, vetor 7 resultante é calculado a partir de # = (M)~ 'p:

Tabela 13 — Rating encontrado para cada selecdo usando o método de Massey
Selecdo Rating Classificagdo
Angola -3,833 5° lugar

Brasil 1,33 3° lugar
Espanha -5,33 6° lugar
Franca 5,833 1° lugar
Hungria -0,5 4° lugar
Paises Baixos 2,5 2° lugar

Fonte: O Autor.

Este vetor 7 representa, portanto, uma solu¢@o para o sistema X7 = y com 0 menor erro
quadratico. Ainda, este € o Unico vetor que apresenta a menor norma euclidiana.

Nota-se que os rankings encontrados pelos métodos matematicos deste capitulo diferem
do que realmente ocorreu nas olimpiadas de 2024. Enquanto o pédio deste trabalho é composto
por Franca, Paises Baixos e Brasil, a competi¢do de Paris traz a Hungria em terceiro lugar,
deixando o Brasil em quarto lugar, como a dltima equipe classificada para a préxima fase.

E interessante notar que existe uma relacio entre as trés solucdes de minimos quadrados
encontradas, 1, 72 € 7. Percebe-se, por exemplo, que os elementos de r, podem ser obtidos
através de r; basta somar a cada um, uma quantidade de %. O mesmo acontece dos elementos
de r, para 7, em que soma-se %, e de r, para 7, em que a cada elemento acrescenta-se —%.

Podemos descrever uma operagdo como estas da seguinte forma:

_1 19 _19
5 5 0 5 0 1
_1 19 31 _z 31 1
6 3 6 6 6
47 19 3 47 3
6 3 o 2 6 2 . 19 1
+ = = - = -
10 19 29 10 29 311
3 3 3 3 3
19 10 10
3 5 5 3 5 1
19 19 19
L 0 h L 3 B 3 | 0 ] L 3 L 1 |

Para todas as solu¢des de minimos quadrados encontradas, verifica-se que se 71 € 79
sdo solugdes do Sistema Normal (39), entdo r; — ro = A(1,1,1,1,...), para algum A € R. De
fato, estd propriedade serd provada em geral na Proposicdo 4.1. E importante destacar que tal
propriedade ndo foi encontrada em nenhuma das referéncias consultadas e sua demonstracio é
uma contribuicao original deste trabalho.

Para demonstrar tal propriedade, primeiro é necessario considerar alguns lemas. Em
primeiro lugar, o Lema 4.1 buscard uma generalizacdo do formato das matrizes bésicas do
método de Massey, em que cada linha 7 representa um confronto entre dois times, representados
nas j colunas. Considerando apenas um confronto por dupla de times, os valores 1 ¢ —1 ndo

podem estar presentes nas mesmas colunas em linhas diferentes.
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Lema 4.1. Seja X uma matriz de dimensoes ](]T_l) x 7,7 €N, 7> 2tal que:
i. em cada linha 1, todos os elementos sdo iguais a zero, a ndo ser em duas colunas, em
que um elemento é igual a 1 e outro é igual a —1 (cada linha representa uma partida

entre apenas duas equipes).

ii. cada linha i apresenta uma dupla diferentes de colunas que possuem os elementos 1 e

—1 (hd apenas um confronto entre duas equipes).

iii. cada coluna deve ter j — 1 elementos diferentes de 0 (cada equipe deve enfrentar todas

as demais uma unica vez).
Nessas condicdes, o vetor 1= (1,1,...,1) € RI, estd no espaco nulo de X.

Pode-se compreender melhor tal resultado observando a matriz X do nosso caso con-
creto. Se é procurado o resultado do confronto entre Brasil e Angola, entdo ha apenas uma linha
em que os elementos da primeira e segunda colunas sdo diferentes de 0, que € a primeira linha.
Em qualquer outra linha tem-se que ou o primeiro, ou o segundo, ou ambos os elementos das
colunas sdo iguais a 0. Ainda, todas as colunas possuem 5 elementos diferentes de 0, uma vez
que cada selecdo participou de 5 partidas na fase de grupos da competicao.

Se um vetor qualquer ¥ = (vy, v2,V3,...,U,) estd no espago nulo de X, entdo Xv = 0.
Com isto, pelo algoritmo da multiplicagdo de matrizes, multiplica-se cada linha ¢ pelos elemen-
tos do vetor @, e pela construgio da matriz X, para qualquer dupla k.p € (1,...,n), v, — v, = 0.
Assim, v, = v,, 0 que € equivalente a afirmar que v = M, em que 1= (1,1,....1)e A e R.

Pode-se afirmar, portanto, que o espaco nulo de X é gerado pelo vetor Te, portanto,
tem dimensdo 1. O seguinte resultado permite afirmar que o espaco nulo da matriz M = X7 X

também tem essas caracteristicas.

Lema 4.2. AT A possui o mesmo espaco nulo que A. Assim, se v # 0,
Ai=0 <= ATAv=0
A implicacdo direta é evidente. Se Av = 0, entdo pela associacdo da multiplicacdo,

AT AT = ATO = 0.

Para provar a reciproca, assume-se que A7 A7 = 0 e a tese é de que A7 = 0. De fato:

ATAT =0 = (ATAD)T =0
(ADTA=0 = (AD)TAT=0v
|AZ||> =0 = A6 =0

Com isto, verifica-se a equivaléncia. O Lema 4.2 € til para determinar o posto de uma

matriz A, pois por vezes torna-se mais produtivo observar o posto de AT A.
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Corolario 4.1. O niicleo de XTX = M é \1.

Pelo Lema 4.2, o espaco nulo de M e X s@o iguais. Por isso, o nucleo de M possui

apenas vetores da forma AL, e a dimensdo do espaco nulo de M é 1.

2z

Lema 4.3. Seja X uma matriz com a mesma descricdo do Lema 4.1, entdo XX = M ¢

quadrada n X n, simétrica e com posto n — 1.

Pode-se provar o lema em trés etapas. Em primeiro lugar, se X é n x m, entdo por
definicdo de multiplicagdo de matrizes, uma matriz n X m multiplicada por outra m X n, como
é o caso de X7, terd dimensdo n x n. Em segundo lugar, sabe-se que uma matriz é simétrica se
ela é igual a sua transposta. Como (X7 X)T = X7 XTT = X1 X, entdo a matriz M € simétrica.
Por fim, como ja foi mostrado que o espaco nulo de M tem dimensao 1, entdo pelo Teorema do
Nicleo e da Imagem (Strang, 2013, p. 106), o seu posto deve ser n — 1.

Com a base deixada pelos lemas, segue a Proposi¢do 4.1.

Proposicao 4.1. Sejam ry e ry duas solugcées do sistema normal Mr = p. Entdo existe um
A € R tal que
T =79+ )\T

Demonstracdo. Veja que se multiplicarmos r; — ro por, M, obtemos o seguinte:

M(ri—mry)=Mri—Mro=p—p=0

Isso significa que o vetor (1] —73) estd no espago-nulo de M. Mas foi provado que todos

os vetores do espago-nulo sao da forma M. Ou seja, ry — 1y = Me r="7ry+ A U]

Assim, todas as solu¢des do sistema s@o translacdes por meio do vetor descrito. Isso
condiz com o que foi escrito por Strang: “Toda solucido de Ax = b é a soma de uma solucio
particular e uma solug¢do de Az = 0” (Strang, 2013, p. 82). Como neste contexto a dimensdo

do espaco-nulo é 1, a equagdo 40 descreve uma translagdao por meio do vetor 1.

Tcompleto = Lp (particular) + Ty (espago nulo) (40)

Com esta descoberta, foram descritas as ferramentas necessarias para explorar com mais
detalhes determinados resultados dos capitulos anteriores. No Teorema 2.2, foi enunciado que
o vetor solu¢do de minimos quadrados obtido pela pseudoinversa possui norma euclidiana mi-
nima. No Teorema 4.1, serd provado que, a solucao obtida pelo método de Massey (reparame-
trizagdo) tem a mesma propriedade. Primeiro, € interessante verificar que isto se confirma na

matriz M do nosso problema concreto.
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Tome 7 0 vetor obtido por meio do método de Massey. Sabe-se, por meio da Proposicao
4.1, que todo vetor que também € solugdo do sistema € obtido por meio de uma translagdo
pelo vetor 1. Entdo, qualquer outro vetor r solucdo do sistema serd obtido por meio da equagao

r=7+ A, para algum .

[ 23 ] ] [ 23 i
-2 1 -2+
4 1
3 1 3+A
L -2 1 -2+
r=r+A= | A = .5
2 1 T+A
1 1
-3 1 —5+A
5 5
3] | 1] | S

Assim, a norma euclidiana elevada ao quadrado |[|7||?

23 2 /4 2 16 2 /35 2 1 2 /5 2
=12

— (=224 Z 4 4 221 4 S
= (-5 0) < (g0a) (g o) < (F )+ (ae) < (5

Para encontrar o minimo da fung¢do f()\) = ||7||?, vamos igualar a derivada da fungdo a

corresponde ao seguinte cdlculo.

zero e resolver para \.

(20 (o) (5o () (o) ()

2[(_23+§_f+3"’—1+5)+w}_o

Como no método de Massey, a reparametriza¢do da matriz M inclui a restricdo de que a

soma de todos os ratings € igual a 0, entdo a derivagc@o pode ser assim simplificada e tem-se que

d
d—§:2[0+6)\]:12)\20:>)\:0

Determinemos também a sua segunda derivada.

&2 f
YT 1950
N2 =
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Com isto entende-se que A = 0 €, realmente, ponto de minimo da funcdo. Isso signi-
fica que, neste caso, a solucdo obtida pelo método de Massey realmente tem norma euclidiana

minima. O seguinte teorema apresenta o caso geral.

Teorema 4.1. Sejam 1 e r5 solucdes do sistema Mr = p, tais que 1 foi obtida a partir do

método de Massey, e 75 = i + \1. Se ||/3]|> = f(\), entdo f()\) atinge valor minimo em \ = 0.

Demonstracdo. Parte-se do fato de que r3 = 7 + A e considere 7 = (ri,r9,...,7,). Entdo a

norma euclidiana ao quadrado de 73 deve ser:

173]12 = (r1 4+ A% + (ra + X2 + .. 4 (1 + A)?
||f2”|2 = T% + 2\ + A2+ T; + 2N+ A2 4 TfL + 2\ + A2

17512 = A+ 7]+ 75 + o+ 72+ 2\(r + 1o+ )

Novamente € usado o fato de que, no método de Massey, a reparametrizacdo da matriz

M acrescenta a restri¢do de que a soma de todos os ratings € igual a 0. Sendo assim:

7)1 = nA2 4+ 78 + 75 + ... + 72 41)

De fato, todas as parcelas da soma s@o positivas, e a expressdo atinge valor minimo
quando A = 0. Com isso, a conclusdo € que o resultado obtido pelo método de Massey possui

norma euclidiana minima. L]

Ja foi visto, no Teorema 2.2, que a solugdo de um sistema linear que possui norma
euclidiana minima € a obtida pela pseudoinversa. Pode ser feito, entdo, o questionamento: a
partir de dois vetores, solucdes do sistema Mr = p estudado, tais que os dois possuem mesma
norma, o que pode-se afirmar a respeito destes vetores? Eles sao iguais?

Apontar que dois vetores possuem a mesma norma nao necessariamente implica em
igualdade entre eles. Nas exploragdes deste capitulo, verificou-se que todas as solucdes do sis-
tema sdo relacionadas por meio de translacdes através do vetor I.A Equacao 41 mostra que a
relacdo entre a norma de dois vetores € uma fung¢do quadratica na varidvel \. Pode-se, portanto,
interpretar que o grafico das possiveis normas de r, é uma parabola, o que evidencia que € pos-
sivel encontrar dois vetores de mesma norma mas com entradas diferentes: basta tomar valores
de )\ opostos (A e —\ possuem o mesmo quadrado). Porém, tanto o resultado da pseudoinversa
quanto o obtido pela reparametrizacdo sdo minimos da fun¢do. O vértice da pardbola obtida
pela funcdo quadrdtica é unico, obtido quando A = 0. Isso significa que s6 existe um vetor
com norma euclidiana minima. Como foram encontradas duas formas de obter vetores com tal
propriedade, pode-se sim afirmar que os dois vetores sdo iguais.

Afirma-se, portanto, que o vetor de ratings serd o mesmo escolhendo-se realizar a re-
parametrizagdo de Massey ou calculando-se por meio da pseudoinversa. Justificam-se assim os

resultados idénticos encontrados no nosso caso concreto.
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4.1.1 O ranking gerado a partir do método de Massey

As conclusdes obtidas até aqui ajudam na obtencdo do melhor vetor possivel para os
ratings das selecoes. Porém, uma anélise mais cuidadosa dos resultados revela que o método
de Massey, independentemente dos ratings obtidos, cria sempre o mesmo ranking. Mais do que
isso, o ranking € o mesmo obtido apenas observando o saldo de gols do campeonato.

Tomemos 0 nosso caso concreto. Neste capitulo obtiveram-se tr€s vetores de ratings: 1,
ro e 7. O ranking obtido por meio destes trés ranking revela sempre a mesma ordem: Frangca em

primeiro lugar, seguida por Paises Baixos, Brasil, Hungria, Angola, e Espanha em tltimo lugar.

19 7 47 10
- (_37 - 67 - E?Ea - 370)

4_(()% 3291019)

=

6 2737373
= (234 16 35 15)
r=—-——=, —— — —— —

A Proposicao 4.1 justifica esta propriedade. Todos os vetores de ratings sao translagdes
por M. Entdo se em 7, verifica-se que vy > v, para quaisquer k.p € (1,...,n), entdo deve ser
verdade que, em 7 verifica-se que vy + A > vy + AL. De fato, todos os ratings produzem a
mesma ordenacao entre as selecdes representadas.

A este resultado acrescenta-se que o ranking ¢ o mesmo observado para o vetor com
o saldo de gols de cada equipe no campeonato. Veja que o vetor com o saldo de gols j4 é
representado a partir de X7y = p. Isso pois cada linha de X7 representa as vitérias (com 1)
e derrotas (com —1) de cada sele¢do, e tal linha € multiplicada por y, que traz a diferenca de
pontuacao entre o time vencedor e o perdedor em cada jogo.

Perceba agora que p = 67

—23 —2 %6 —%
8 Z§*><6 %
—32 — %6 16 S
P71 g 5 o 6 s | T
6 6
-3 —3 X6 -1
5 5
i ]_5_ i §X6_ i 5_

Assim, a ordem observada em qualquer rating é a mesma observada em 7, que se repete
em p. De fato, como M7 = p, entdo M7 = 67, e 7 € autovetor e 6 autovalor associado a matriz
M.
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Corolario 4.2. Dada a matriz M n X n e o vetor p obtidos no sistema normal, e T a solugédo do

sistema Mr = p obtida por meio do método de Massey, tem-se que p = nr.

Outra forma de perceber tal resultado € verificando que o rating de cada time, ao final do
campeonato, pode ser obtido dividindo-se o saldo de gols pelo nimero de times. O trabalho de
Franceschet, Bozzo e Vidoni (2017) é usado aqui como referéncia para provar tal veracidade.
Perceba que € possivel decompor a matriz M da seguinte forma, sendo D uma matriz diagonal
com o nimero de jogos de cada time, e A uma matriz na qual cada termo ,j representa o

ndmero de jogos realizados entre os times ¢ € j.

M=D-A

No caso do ranqueamento dos times do handebol feminino das olimpiadas de 2024,

conforme visto no inicio deste capitulo, tal decomposi¢do se daria da seguinte forma.

5 -1 -1 -1 -1 -1 500000 011111
-1 5 -1 -1 -1 -1 050000 101111
-1 -1 5 -1 -1 -17 1005000 110111
-1 -1 -1 5 -1 -1 B 000500 - 111011
-1 -1 -1 -1 5 -1 000O0S50 111101

I -1 -1 -1 -1 -1 5 00 0O0O05 111110

Multiplicando a equacdo pelo vetor 7, e lembrando que Mr = p, tem-se que:

Dr—Ar=p=r=D'Ar+D'p

Isso significa que, para cada time i:

r; =

1 ¢ Di
Dy; Z Agry Dy
J

Levando em conta que, no método de Massey, a soma de todos os ratings € igual a 0,

obtemos o seguinte:

Com tal resultado, chega-se a conclusdo de que o método de Massey ndo € tao util para
determinar rankings esportivos: basta observar o saldo de gols de cada time no campeonato,
e o mesmo ranking pode ser encontrado. Porém, ainda é um método interessante para atribuir
uma nota, um rating, para cada time. Alguns esforcos tém sido feitos no sentido de otimizar o

método de Massey. Franceschet, Bozzo e Vidoni (2017) sugerem uma forma de temporalizacdo
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do método de forma a considerar o “momento” de cada time, exatamente no tempo em que a

partida € jogada.

4.2 Consideracoes sobre a matriz X com nimero de jogos diferentes

Até o momento, o desenvolvimento do método de Massey foi aplicado na fase de grupos
dos jogos de handebol feminino das Olimpiadas de Paris, de 2024. Foi analisado apenas o grupo
B, que continha o Brasil. A observagdo apenas da fase de grupos traz a vantagem de considerar-
se que todos os times enfrentam todos os restantes, € cada confronto ocorre uma tnica vez.
Porém, o campeonato ndo terminou por ai, € mais jogos foram realizados. Além dos confrontos
do grupo A, as quartas de final, semifinal e final trouxeram um desequilibrio para a quantidade
de jogos realizados por cada selecdo. Enquanto os que ficaram na fase de grupos fizeram 5
jogos, os times que ficaram entre primeiro e quarto lugar fizeram 8 jogos. Isso traz problemas

para o método de ranqueamento de Massey, como descrito no caso abaixo.

Da mesma forma, o arremessador Jarrod Parker teve uma média de
corridas ganhas de 0.00 durante a temporada de 2011 pelo Arizona
Diamondbacks. Embora isso seja impressionante, ele enfrentou ape-
nas 22 rebatedores para alcangar essa média. Provavelmente h4 deze-
nas de arremessadores da liga principal que enfrentaram 22 rebatedo-
res seguidos sem permitir uma corrida ganha. Parker teve uma média
abaixo de qualquer arremessador vencedor do prémio Cy Young. No
entanto, essa estatistica de ERA, que é frequentemente usada para
comparar arremessadores, ndo € tdo significativa neste caso (Char-
tier et al., 2014, p. 15).

No caso descrito, evidencia-se que € mais facil manter estatisticas impressionantes em
curtos periodos de tempo. No contexto abordado neste problema, também considera-se mais
facil manter um saldo de gols maior quando se participa de mais partidas. Assim, a diferenca no
numero de partidas representa um grande desafio no método de Massey. Nesta se¢do, portanto,
serdo realizados experimentos visando a uma melhor compreensdo do que ocorre no método
caso equipes tenham nimero de jogos diferentes em um campeonato. Como o intuito € apenas
exploratorio, ndo serdo realizadas demonstracoes.

E 1til exemplificar esta dificuldade a partir do exemplo concreto. Considere todos os
jogos realizados pelas selecdes, contando com quartas de final, semifinal, disputa de 3° lugar
e final. Constréi-se a matriz X da mesma forma que anteriormente. Cada coluna representa
uma selecao feminina de handebol, respectivamente: Angola, Brasil, Espanha, Fran¢a, Hungria,
Paises Baixos, Alemanha, Coreia do Sul, Dinamarca, Eslovénia, Noruega e Suécia. Em cada
linha esté representado o confronto entre duas selecdes, em que a vencedora recebe o valor 1 e

o perdedor recebe o valor —1.
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(42)

Define-se também o vetor y com os saldos de gols de cada partida, na ordem estabelecida pelas

linhas da matriz X.

3 19 1

1

14 0 3 11 6 1 78 3 5 3 4 4

>

11

12 7 6 6 8 8 9 27 4443417 3 4 5 8]
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Pode-se encontrar as solu¢des de minimos quadrados a partir do Sistema Normal. Se-

guem a matriz M = X7 X e o vetor p = X7yt

[ 5 1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0]
1 6 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 -1 0
1 -1 5 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0
1 -1 -1 8 -1 -1 -1 0 0 0 -1 -1
1 -1 -1 -1 6 -1 0 0 0 0 0 -1
iy _ |t L Lol 60 0 -1 0 0 0
0O 0 0 -1 0 0 6 -1 -1 -1 -1 -1
O 0 0 0 0 0 -1 5 —1 -1 -1 -1
0O 0 0 0 0 -1 -1 -1 8 —1 -2 -2
0O 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 5 —1 -1
0O -1 0 -1 0 0 -1 -1 -2 -1 8§ -1
0 0 0 -1 -1 0 -1 -1 -2 -1 -1 8|
(XTy)T=p"=| —23 —9 —32 33 —7 11 —1 -26 15 —31 59 11]

Perceba que na matriz M aqui definida os termos da diagonal ndo sdo todos iguais.
Isso porque a diagonal representa o nimero de jogos que a selecdo nesta linha representada
jogou, em que o minimo € 5 e o mdximo € 8. Perceba também que, além das entradas 0 e —1
encontradas nos exemplos anteriores, aqui também verificamos a entrada —2, que representa
que houveram jogos repetidos no campeonato. De fato, Dinamarca e Noruega enfrentaram-se
na fase de grupos e na semifinal. Também Dinamarca e Suécia enfrentaram-se na fase de grupos
e na disputa da medalha de bronze.

Conforme o discutido no capitulo anterior, pode-se encontrar um vetor solucdo da equa-
cdo Mr = p a partir da pseudoinversa de M. Segue a ordem estabelecida a partir desta resolu-

céo.



71

Tabela 14 — Rating encontrado para todas as selecdes das Olimpiadas

Selecdo Rating Classificagdo
Angola -6,48 11° lugar
Brasil -2,27 8° lugar
Espanha -7,98 12° lugar
Franca 3,59 4° lugar
Hungria -2,75 10° lugar
Paises Baixos -0,01 6° lugar
Alemanha 2,64 5° lugar
Coreia -1,68 7° lugar
Dinamarca 4,83 2° lugar
Eslovénia -2,51 9° lugar
Noruega 9,00 1° lugar
Suécia 3,62 3° lugar

Fonte: O Autor.

Perceba que o pddio formado pelo método de Massey € diferente do observado nas
Olimpiadas. No evento, os trés primeiros lugares foram Noruega, Franca e Dinamarca, enquanto
nos cdlculos realizados obteve-se Noruega, Dinamarca e Suécia, com Francga apenas em quarto
lugar.

E interessante, também, perceber que o ranking encontrado néo condiz com a divisio do

saldo de gols pelo nimero de selecdes. Veja que:

}f; =|-191 —0,75 —2,66 2,75 —0,58 0,91 —0,08 —216 125 —258 4,91 0,91 ]

Tal operagdo produz ratings que ndo condizem com o obtido pela pseudoinversa. Além
disso, o ranking aqui obtido também seria diferente do que obtivemos pelo método. Assim,
chega-se a conclusido de que a divisdo do saldo de gols pelo nimero de times sé resulta no
rating apropriado dos times pelo método de Massey quando todos os times realizam o mesmo
numero de jogos. Neste caso, como o nimero de jogos € diferente, ndo € possivel tentar esta
simplificagdo do método. Isso justifica-se com base em mudanca das matrizes D e A descritas
na prova de Franceschet, Bozzo e Vidoni (2017), e explorada na se¢do anterior.

Ainda com tal descoberta, surge uma pergunta: o que aconteceria ao condensar 0s jogos
repetidos em um s6, juntando também os saldos de gols de todos esses jogos? Juntando os
jogos realizados e determinando o vencedor por meio do saldo de gols, o rating e ranking
das selecdes serdo os mesmos? Serd, entdo, possivel realizar a divisdo dos saldos pelo nimero
de selecdes? Sera realizado mais um experimento neste sentido, em uma verificagdo empirica
destes questionamentos. Porém, o caso que trabalhamos até aqui, de handebol feminino nas
olimpiadas, ndo possui muitos jogos repetidos: apenas duas duplas de selecdes se encontraram
duas vezes no campeonato.

Foi eleito pelo autor, portanto, outro esporte em que acontecem mais confrontos entre os

mesmos elementos: o ténis. Este esporte tem como associag¢do organizadora o ATP (Association
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of Tennis Professionals), que possui seu proprio ranking, baseado em um sistema de pontos atri-
buidos a posi¢des conquistadas em diferentes campeonatos. No experimento que serd realizado,
serdo considerados os primeiros 5 lugares no ranking da associacdo no dia 1° de dezembro de
2024, conforme a Tabela 15.

Tabela 15 — Ranking da ATP em 01/12/2024

RANK JOGADOR PONTUACAO
1 Jannik Sinner 11830

2 Alexander Zverev 7915

3 Carlos Alcaraz 7010

4 Taylor Fritz 5100

5 Daniil Medvedev 5030

Fonte: Association of Tennis Professionals (2024).

Por meio do site da ATP, pode-se encontrar os resultados dos jogos que geraram tal
ranking. Serdo considerados tais jogos, realizados entre os 5 primeiros jogadores até o dia 1°
de dezembro de 2024, para montar as matrizes X e y. Esclarece-se que o saldo de gols sera
considerado em relac@o a quantidade de sets ganhos pelos jogadores, ndo em relacao aos pontos
que marcaram dentro desses sets.

A matriz X formada possui 90 linhas e 5 colunas, representando 90 jogos entre 0s 5
jogadores. O vetor y também possuia 90 linhas e 1 coluna. Devido as suas dimensdes, grandes
demais para este trabalho, X e y ndo serdo escritas explicitamente. A partir destes, monta-se a

seguinte matriz M e o vetor p, obtidos a partir da multiplicacio pela transposta de X a esquerda.

-6 48 —-11 —-12 -19

-5 —-12 -2 21 =2
-15 =19 -8 -2 44

O célculo do rating de cada jogador com o uso da pseudoinversa de M estd descrito na
Tabela 16
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Tabela 16 — Rating encontrado para os jogadores da ATP
JOGADOR RATING CLASSIFICACAO

Jannik Sinner 0,205 2° lugar
Alexander Zverev -0,010 3° lugar
Carlos Alcaraz 0,317 1° lugar
Taylor Fritz -0,499 5° lugar
Daniil Medvedev -0,013 4° lugar

Fonte: O Autor.

Percebe-se que a ordem encontrada foi diferente da ordem estabelecida pela ATP. Isso
se d4, provavelmente, pelo método de ranqueamento da associa¢ao considerar pontuacdes dife-
rentes para cada campeonato. Em Massey, todos os jogos sdo considerados como equivalentes.
Mas para a ATP, Grand Slams possuem pontuagdo diferente das ATP Finals, que por sua vez
valem mais do que a United Cup, e assim por diante.

Resta ainda verificar se, condensando os jogos repetidos realizados entre os jogadores,
o ranking mudard ou serd o mesmo. Segue, portanto, a matriz X com a condensa¢do de jogos

repetidos.

-1 1 0 0 O
-1 0 1 0 O
0 0 -1 0
0 0 0 -1
1 -1 0 O

[a) ] (@) (@) ] ] — —
|
—_
o
[a)
—_

yT=[4463126480]

Por meio destas matrizes criamos M e p como segue:
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M=X"X=1|_-1 -1 4 -1 -1

pTz(XTy)Tz[l 3 15 -8 —5

Assim pode-se calcular o rating a partir dos jogos repetidos condensados a partir de
M=1p.

Tabela 17 — Rating para os jogadores da ATP com jogos repetidos condensados
JOGADOR RATING CLASSIFICACAO

Jannik Sinner 0,2 2° lugar
Alexander Zverev -0,6 3° lugar
Carlos Alcaraz 3 1° lugar
Taylor Fritz -1,6 5° lugar
Daniil Medvedev -1 4° lugar

Fonte: O Autor.

Os rankings verificados nas Tabelas 16 e 17 sdo iguais, apesar de os ratings serem dife-
rentes. Porém, ambos diferem do ranking oficial da ATP, mostrando novamente que o método

utilizado para ranqueamento impacta diretamente o resultado final.

4.3 Comentarios adicionais

O método de Massey se baseia na ldgica de que a diferencga entre ratings de dois times
¢ igual a diferenca de pontuacdo no confronto entre os dois. Tal 16gica leva a construg¢do de um
sistema linear sobredeterminado, no qual deve-se aceitar a presenga de erros. Tal contratempo
€ solucionado com o uso do Sistema Normal, multiplicando-se ambos os lados do sistema ori-
ginal pela transposta da matriz X. O sistema resultante obtém respostas com erro quadratico
minimo. Com o desenvolvimento tedérico dos capitulos anteriores, foi possivel encontrar so-
lucdes com o uso de inversas generalizadas, em especial a pseudoinversa, que € especial por
ter norma euclidiana minima. A escolha de Massey em seu trabalho, porém, foi de realizar uma
reparametrizacdo que, como mostrado neste capitulo, resulta no mesmo vetor de norma minima.

No decorrer do capitulo, também foram consideradas algumas propriedades das solu-
coes encontradas. Verificando que os vetores solucdes do sistema normal eram transla¢des entre

si, foi realizada uma prova original deste fato a partir de uma mais profunda caracterizacdo das
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matrizes X e M, seus espacos nulos e postos. A prova deste teorema permitiu explorar mais a
fundo a razdo pela qual encontramos a mesma resposta pelo algoritmo da pseudoinversa e pela
reparametrizacdo de Massey.

Foi mostrado, também, que a busca pelo melhor vetor de ratings neste ranqueamento nao
€ tdo interessante para a formulacdo de rankings; a ordenagdo dos times ¢ a mesma observada
no saldo de gols. Além disso, se em um campeonato todos os times se confrontam vezes iguais
entre si, € o nimero de jogos é o mesmo, entdo para encontrar o melhor vetor de ratings basta
dividir o vetor do saldo de gols pelo nimero de times.

Tendo em vista as limitagdes acima descritas, sugestdes e modificacdes ainda hoje sio
feitas por autores para expandir as capacidades do método de Massey. Algumas dessas sugestdes
serdo aqui listadas, sem desenvolvimento aprofundado, mas para apontar o que tem sido feito
nesta teoria.

Uma sugestao, por exemplo, vem de Franceschet, Bozzo e Vidoni (2017), na ideia de

adicionar considerar no ranqueamento os rankings do momento em que os times se encontraram.

Para um dado time ¢ e tempo ¢, 0 método original de Massey clas-
sifica ¢ de acordo com a diferenca de pontos de 7 até o tempo ¢ e
as classificacdes dos times que ¢ enfrentou até o tempo ¢. Note, no
entanto, que a classificacdo de um time enfrentado j € calculada em
relacdo ao tempo ¢, e ndo, como argumentamos que seria mais ra-
zoavel, em relagdo ao tempo (possivelmente anterior) quando ¢ e j
se enfrentaram (Franceschet, Bozzo e Vidoni, 2017, p. 37).

A temporaliza¢do do ranqueamento seria interessante, por considerar o “momento” do
time no momento do confronto. Outra ideia seria considerar o peso do momento do campeonato,
e nao do time. Por exemplo, a reta final de um campeonato, em que a posi¢ao em um pddio esta
sendo disputada, vale mais do que jogos intermedidrios em fase de grupos, em que a pressao por
vezes € muito menos € mais administravel pelos jogadores. Jogos de muita pressdo, cldssicos
e finais de campeonato devem ter um peso maior para o ranqueamento. Essa ideia é impor-
tante por ser utilizada em outro método de ranqueamento, o método Elo, que serd discutido no

préximo capitulo.

Na versdo padrdo dos métodos de Massey e Colley, um jogo no ini-
cio da temporada contribui para a classificacdo de um time com o
mesmo peso que um jogo no final da temporada. Isso pode ser um
problema por varias razdes. Um jogador estrela pode se machucar
no meio da temporada ou um time pode amadurecer e melhorar ao
longo do tempo. Além disso, parece especialmente valioso para jo-
gos de torneio aumentar a classificacdo de um time que venceu seus
dltimos 10 jogos, mesmo que tenha tido um desempenho ruim no
inicio da temporada. Isso é realizado atribuindo pesos aos jogos de
acordo com a data em que foram jogados (Chartier et al., 2011, p.
5-6).

Por fim, um dltimo contratempo descrito neste trabalho diz respeito a nimero diferente

de jogos entre os times. Foi verificado que tal cendrio cria condi¢des desiguais para o ranque-
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amento, uma vez que mais jogos podem criar mais oportunidades de bom saldo de gols, ou
menos jogos podem criar melhores condi¢des para manter boas estatisticas de aproveitamento.

Uma sugestdo para resolver este problema é proposta em Chartier et al. (2014).

Uma solu¢do comum para esse problema de nimeros dispares de
jogos é simplesmente excluir atletas (ou equipes ou itens) com me-
nos de um nimero minimo de jogos. Embora os cortes minimos se-
jam geralmente escolhidos com cuidado para a aplicacdo especifica,
essa abordagem é um pouco arbitraria. Além disso, uma classificacdo
pode ser sensivel ao corte escolhido. [...] Neste artigo, propomos uma
alternativa a abordagem de corte minimo para lidar com a questio do
nimero desigual de jogos nos Métodos de Colley e Massey. Nossa
abordagem utiliza um super-usudrio, uma equipe ficticia (atleta ou
item) que joga e vence todas as equipes reais que enfrenta. Forcamos
as equipes a perder para o super-usudrio em todos os casos, em vez
de uma combinagao de vitérias e derrotas, a fim de penalizar equipes
que talvez estejam artificialmente infladas no ranking devido ao bom
desempenho em apenas alguns jogos. As equipes abaixo do corte mi-
nimo enfrentam o super-usudrio vérias vezes para que, com a adi¢do
desses jogos artificiais, haja muito mais paridade no nimero de jogos
que as equipes jogam (Chartier et al., 2014, p. 17).

Pode-se perceber, portanto, que o método de Massey ainda é alvo de muitos esforgos

para o seu desenvolvimento, fortalecimento e potencializa¢ao de qualidades.
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5 O METODO DE ELO

O método de Elo foi criado por Arpad Elo, um fisico hingaro e amante do xadrez. Seus
esforgos para a criacdo de um método de rating e ranqueamento de jogadores de xadrez deram
origem a um método que até hoje é adaptado para diversos rankings esportivos.

Antes de analisar o método de ranqueamento, € importante compreender um aspecto
relevante do seu desenvolvimento: a fun¢do logistica, que serd explorada na Secdo 5.1. J4 a
teoria presente na Se¢do 5.2 € focada no método de Elo. A Secdo 5.2 é baseada no livro de
Langville e Meyer (2012).

5.1 Funcao logistica

A funcio logistica, que € base para o desenvolvimento do método de ranqueamento de
Elo, foi proposta por Pierre Verhulst, matemédtico belga do século XIX, e € associada a um
problema de dindmica populacional. Ao longo de sua vida, Verhulst lecionou na Universidade
de Bruxelas e na Academia Militar criada logo apds a independéncia da Bélgica da Holanda
(Bacaér, 2011).

O principal estudo sobre dindmica populacional até esse momento era de Thomas
Malthus, que argumentou que uma populacio tende a crescer em progressao geométrica. Assim,
uma populacdo dobra a cada periodo de tempo; ele mostrou, por exemplo, o caso dos Estados
Unidos da América, que dobrava de populacdo a cada 25 anos. A abordagem de Malthus foi
considerada um tanto polémica, o que trouxe muita atengdo para o tema (Almeida, Porfiro,
Pereira, 2024).

Verhulst, motivado pela pesquisa de Malthus, publicou em 1838 o artigo Notice sur la
loi que la population suit dans son accroissement, em que argumenta que o crescimento em
progressdo geométrica s pode ocorrer temporariamente, em situagdes especiais (como 0 caso
da colonizacdo inicial da América do Norte) (Bacaér, 2011). De forma mais geral, diversas
for¢as, como o tamanho do territério e a dificuldade de encontrar comida, impedem um cresci-
mento populacional exponencial. Em vez disso, ele propds outro modelo baseado em equagdes
diferenciais, que considerava a capacidade de suporte da regido.

O modelo proposto por Verhulst foi chamado, por ele, de equacio logistica. Nao € clara
a razdo da escolha deste nome. E provivel que, enquanto trabalhava na Academia Militar, se
tenha tornado familiar com a ideia de transporte e distribuicao de alimentos e recursos para o
exército, o que referencia a necessidade de suprimentos para uma populacdo em um territorio.
Verhulst também poderia estar adaptando a palavra logis, que em francés pode significar um
local de moradia, novamente referenciando o suporte que uma regido pode ter para a populagdo
que nela habita.

A funcdo logistica € definida da seguinte forma:

M

PO =1 %em @
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onde M, A e k sdo constantes positivas, e P(t) corresponde a populagio no instante ¢.

Cada varidvel cumpre um papel no comportamento da funcdo logistica. A varidvel M é
também chamada de “capacidade de suporte”, e determina o limite de crescimento da popula-
cdo. A varidvel k estd relacionada com a velocidade de crescimento, ou ainda com a inclinag@o
da curva de crescimento. Ja a variavel A pode ser definida a partir da nogdo de valor inicial.

Perceba que:

M

1 Ae M

P+ PAe ™™ =M

M-P
P

Assim, tomando ¢ = 0, teremos 0 momento inicial de observacdo. Considerando F; a

P

Ae M =

populacao inicial observada, tem-se que:

A= M-FR
Fy
Assim, a varidvel A é definida como a diferenca relativa entra a capacidade de suporte e
a populagdo inicial.
O formato padrao de uma funcao logistica é retratado na Figura 11, em que foram utili-

zados M =1, A = 1 e k = 4. Essa curva, em formato de S, também é chamada de sigmoide.

Figura 11 — O grafico de uma funcio logistica

04 1 + 67#
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Fonte: O Autor.

Stewart, Clegg e Watson (2022a, p. 291) argumentam que essa fungdo é usada com
frequéncia para modelar crescimento de populacdes que apresentam, inicialmente, crescimento
exponencial, mas que eventualmente alcangcam um limite, ou suporte, devido aos recursos de
sua localizag¢do. O formato da curva na Figura 11 ilustra a capacidade de modelar tais cresci-
mentos populacionais. Os proprios autores modelam a equagdo para a populacio do Japao, com
os dados da Tabela 18, produzindo o grafico retratado na Figura 12 (Stewart, Clegg, Watson,
2022b, p. 587).
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Tabela 18 — Populacéo do Japao
Ano Populacdo (em milhares)

1960 94.092

1965 98.883

1970 104.345
1975 111.573
1980 116.807
1985 120.754
1990 123.537
1995 125.327
2000 126.776
2005 127.715
2010 127.579
2015 126.920

Fonte: Stewart, Clegg e Watson (2022b, p. 587).

Figura 12 — Funcio logistica na populaciao do Japao
P4 (milhares)
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Fonte: Stewart, Clegg e Watson (2022b, p. 587).

5.2 A teoria do método de ranqueamento de Elo

A ideia central do método de Elo é que o resultado de um jogo entre times de ratings
diferentes deve ser, até certo ponto, previsivel: espera-se que o time de maior rating venga, €
quanto maior a diferenca entre os ratings, maior € a expectativa de vencer. Ainda, uma atuagao
acima ou abaixo do esperado deve impactar adequadamente a atualizacdo do rating futuro.

Inicialmente, a todos os times de um campeonato € atribuido um rating, ou uma pontu-
acdo. Isso pode ser feito considerando-se os resultados de partidas anteriores, ou simplesmente
nivelando todos com pontuacdo 0. O rating inicial de um time ¢ serd chamado r;. A cada vez que
dois times se enfrentam, seus ratings sdo atualizados de acordo com o resultado, definindo-se
Ti(novo)- Para isso, € utilizada a varidvel S;;, conforme a Equagio (44), que representa a pontua-

cdo em disputa para o confronto entre os times 7 € j:
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1 sez vence 7,
Sij = 0 se+ perde para j, (44)
1/2 seie j empatam
O valor de §;; relaciona-se com o que serd chamado de coeficiente de pontuagdo espe-
rada [1;;, que representa o numero de pontos que espera-se que o time ¢ pontue contra o time j.

Tal coeficiente dependera da diferenga entre os ratings, dada por d;; = 7(antigo) — 7'j(antigo)» € €Std

definido como:

1
T 14104/t

No contexto do xadrez, a constante £ em (45) é geralmente considerada igual a 400. Nas

Mg (45)

proximas secdes, serd aprofundado o papel de tal constante e como ela pode ser adaptada para
diferentes objetivos, mas nos cdlculos e exemplos a seguir, serd usado o valor de £ = 400. Com

1ss0, a nova pontuacdo de cada time € atualizada da seguinte forma:

Ti(novo) = T'i(antigo) + K(Szj - /vbij) € Tj(novo) = T j(antigo) + K(‘sz - Nji) (46)

Nesta formula, K € uma constante utilizada para determinar a variacdo da pontuacdo,
baseada na diferenca entre o resultado da partida e o resultado que era esperado. O valor de K
pode ser escolhido de formas diferentes para cada jogo ou campeonato.

Para exemplificar o método e entender como as defini¢des anteriores se dao na prética,
serd analisado um jogo do enxadrista Rafael Leitdo, que figurava no ndmero 1 do Brasil no
ranking da Federacdo Internacional de Xadrez (FIDE) até o més de julho de 2025. Os dados do
jogo foram consultados no site oficial da FIDE (2024).

Exemplo 5.1. Entre os dias 10 e 17 de outubro de 2024, foi realizado o IIl Manaus Chess Open,
na cidade de Manaus. No momento do inicio do campeonato, Leitdo possuia um rating de 2592
pontos e enfrentou 9 jogadores. Uma partida foi contra Jaime Sunye Neto, que detém também o
titulo de Grande Mestre, com pontuacdo 2381. Determine o coeficiente de pontuacdo esperada

dos dois jogadores e a atualizacdo de suas pontuagoes para a vitoria de Leitdo, com K = 10.

A partir da pontuacdo inicial dos jogadores, determina-se 1, que representa o resultado

esperado da partida entre Leitdo (representado por ¢) e Sunye Neto (representado por j).

1 1

Hij = I 0-(2502—2881)/a00 | 1 1(—211/400 0,771
1 1

~ 0,228

i = 70— (2881-2592)/400 | 4 1(211/400
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Ou seja, a expectativa € de que Leitdao pontue 0,771 sobre Sunye Neto. Como as pontua-
¢Oes possiveis, de acordo com (44), sdo 1, 1/2 e 0, Leitdo obtera pontuacdo positiva se ganhar,
e negativa se empatar ou perder. Também Sunye Neto perderd pontos se perder a partida, mas
ganhard pontos em caso de empate ou vitdria.

Leitdo venceu esta partida, definindo-se S;; = 1 e S;; = 0. Como neste campeonato foi
definido K = 10, tem-se:

T (i,nov0) = 2592 + 10(1 - 0,771) = 2594,29

T(jnovo) = 2381 +10(0 — 0,228) = 2378,72

Ou seja, Leitdo atualizou seu rating em aproximadamente +2,3 pontos neste jogo, €
Sunye atualizou em aproximadamente —2,3 pontos.

E importante notar que o coeficiente ft;; possui formato parecido com as fungdes logis-
ticas estudadas no inicio deste capitulo. De fato, tomando-se M =1, A =1, k = In(10)/400 e

t = d;;, temos a seguinte igualdade.

M 1 1

1+ Ae* 1+ e(-n(10)/400)di; — 1 4 (/400

Portanto, pode-se compreender que a expectativa de pontuagcao de um time sobre o outro
em uma partida cresce de acordo com uma fun¢do logistica, exemplificada na Figura 11. Pela
pontuagdo possivel de .S;; dada por (44), o coeficiente de pontuacdo esperada deve estar limitado
entre 0 e 1. O crescimento da curva € inicialmente exponencial, mas se estabiliza com o tempo.
Caso d;; < 0, a pontuagdo esperada ¢ menor do que 1/2, ou seja, uma vitéria de i é pouco
provével, e um empate j4 seria acima das expectativas. No caso d;; = 0, ou s€ja, caso 7j(anigo) =
T'j(antigo)» €NAO @ expectativa de pontuacdo é 1/2; se os ratings sdo iguais, pode-se esperar um
empate entre os competidores. Ja se d;; > 0, entdo um empate estd abaixo das expectativas de
vitéria da equipe :.

Observando o confronto entre Leitdo e Sunye Neto, percebe-se que, como o rating de
Leitdo era maior que o de Sunye Neto, entdo o j;; para Leitdo era maior que 1/2, enquanto s,
para Sunye Neto era menor que 1/2.

Ainda observando a Figura 11, e considerando M = 1, percebe-se que a curva possui
assintotas horizontais em 0 e 1. Tomando esse fato para o contexto da expectativa de pontu-
acdo, pode-se afirmar que, independentemente da diferenca de pontuacdo entre duas equipes,
jamais serd possivel afirmar que uma vitdria ou derrota seja certa. Pode-se apenas afirmar que a
expectativa de pontuacdo € muito proxima de 1 ou de 0.

A Figura 13 mostra o comportamento do coeficiente de pontuagdo esperada fi;;,
considerando-o como fung¢ido dependente das varidveis r; € r; (representadas em x e y). A

superficie foi construida no ambiente GeoGebra.
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Figura 13 — A superficie de pontuacao esperada em funciao dos ratings atuais
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Fonte: O Autor.

5.3 Consideracoes sobre o coeficiente de pontuacio esperada /i;;

O coeficiente 11;; tem papel central no método Elo, e demanda uma observagdo mais

atenta. Com base nas definicdes da secdo anterior, apresentam-se trés propriedades.

Propriedade 5.1. Considerando o coeficiente de pontuagdo esperada p;; conforme a equagdo

(45), tem-se que 0 < p1;; < 1

De fato, 0 < p;; < 1 € equivalente a afirmar que, na fra¢do: (1) o numerador e o
denominador sdo positivos; (2) o numerador é menor que o denominador. Ambas as afirmacdes

sdo imediatas a partir da defini¢ao.

Propriedade 5.2. Considerando o coeficiente de pontuagdo esperada 1i;; conforme (45), tem-se
que

paij + pji =1
Demonstragdo. De fato, veja que:
1 1 14+ 10—dji/400 T 10—di]-/400

Maj + Hji = 1+ 10-d:3/400 + 1+ 10-%:/%00 — (1 + 10~ %3/400)(1 + 10~ d5+/400)

2+ 10—dij/400 4 10—dji/400
1+ 10—di;/400 + 10—¢d5:/400 + 10—di;/400 . 1()—d;i/400

Mij + i =

Uma vez que —d;; + (—d;;) = —(r; —rj) — (r; — r;) = 0, entdo:
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2 + 1076[@'/400 + 107dj2‘/400 2 + 10*6[2‘]‘/400 _I_ 10*(1]'7;/400

Pij + Hji = 1 4 10—9ii /400  1()—d;i/400 | 1()0/400 ] 4 10~i/400 4 1()—d;ji/400 4 |

2+ 10— i3/400 + 10—;i/400

ij + pji = 2+ 10~i3/400 4 1()—d;i/400 =1

]

Propriedade 5.3. Apds uma partida, a atualizacdo dos ratings se dd de forma que os pontos
que uma equipe conquista tém o mesmo modulo dos pontos que a outra equipe cede. Ou seja,
sendo 1,000 0 rating atualizado da equipe 1 apds uma partida, e 7 (0,0 0 rating atualizado da

equipe j apos uma partida, ambos definidos de acordo com (46), tem-se que:

Ti(novo) — Ti(antigo) = _[rj(novo) - Tj(untig())]

Demonstragdo. Temos como hipétese que:

Sij + 55 =1 e paj + pye =1

Dessa forma, e considerando as equacdes em (46):

Ti(novo) — T'i(antigo) = K

—K(Sji — i)
= _[Tj(novo) - Tj(amigo)]

Assim, os pontos que uma equipe conquista ttm o mesmo mddulo dos pontos que a

outra equipe cede ao fim de um confronto. 0

As conclusdes obtidas nas ultimas trés propriedades podem ainda ser generalizadas.
Considerando os possiveis valores de S;;, percebe-se que 1 ponto estd sendo dividido entre os
competidores. Pode-se considerar um sistema de ranqueamento que divide mais que 1 ponto,
ou seja, M pontos, de forma que S;; + S;; = M. Se a férmula do coeficiente de pontuagio
t;; também for adaptada, com M no numerador, serd o caso que: (1) 0 < p;; < M; (2)
i + t;; = M. Assim ainda serd mantido um sistema que respeita a Propriedade 5.3, em que

um competidor sempre “rouba’ os pontos do outro.
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5.4 Consideracoes sobre as constantes /{ e £

Outras observagdes podem ser realizadas sobre as constantes do método de Elo: a cons-
tante K, e a constante &. Nesta secdo, serdo consideradas suas interpretacdes dentro do sistema
de rating.

Anteriormente, afirmou-se que K € utilizada para determinar a variacdo da pontuacao
nova em relacio a antiga. Na pratica, ela define o impacto que uma performance acima ou abaixo
do esperado tem na atualizacao do rating. Para exemplificar tal afirmacao, tome-se novamente
o Exemplo 5.1, feito na Se¢do 5.2. Com K = 10, a variacao dos ratings foi de 2,3 pontos. Caso
fosse utilizado K = 20, teria-se, para Leitao, rov0) = 2596,57, uma mudanga de aproximada-
mente +4,56 pontos, e para Sunye Neto, 7 (yov0) = 2376,44, uma mudanga de aproximadamente
—4,56 pontos. Como complementacio da anélise sobre o coeficiente /', considere o Exemplo
5.2

Exemplo 5.2. Ainda no 11l Manaus Chess Open, Leitdo enfrentou Roberto Junio Brito Molina,
que detém titulo de Mestre, também com pontuacdo 2381. No caso de um empate entre os

jogadores, determine a variagdo de suas pontuacoes para K = 10 e para K = 20.

Sera considerada aqui a mesma pontuagao inicial para Leitdo verificada na partida ante-
rior, uma vez que a atualizac@o de rating s6 ocorre ao fim do campeonato.

Como a pontuacdo de Leitdo e Molina sdo as mesmas observadas para Leitdo e Sunye
Neto, pode-se considerar os mesmos ji;; = 0,771 e p;; = 0,228. Como Leitdo empatou esta

partida, tornando S;; = S;; = 1/2, os ratings serdo atualizados da seguinte forma.

P(imove) = 2592 4 10(1/2 — 0,771) = 2589,29

P(move) = 2381 4 10(1/2 — 0,228) = 2383,72

Neste jogo, entdo, Leitdo atualizou seu rating em aproximadamente —2,7 pontos, en-
quanto Molina teve uma mudanca aproximada de +2,7 pontos. Novamente, pode-se esco-
lher outro K para visualizar o seu papel dentro da definicio dos ratings. Escolhendo-se
K = 20, tem-se para Leitdo 7o) = 2586,57, uma mudanga de —5,43 pontos, e para Mo-
lina 7 (novo) = 2386,43, uma mudanga de +5,43 pontos.

Langyville e Meyer destacam como a escolha desta constante tem grande impacto no

ranqueamento.

Se K for muito grande, entdo dd-se muito peso a diferenga entre as
pontuacdes reais e esperadas, o que resulta em muita volatilidade
nas classificacdes — por exemplo, um K grande significa que jogar
apenas um pouco acima das expectativas pode gerar uma grande mu-
dancga nas classifica¢des. Por outro lado, se K for muito pequeno, as
férmulas de Elo perdem sua capacidade de levar em conta a melhoria
ou deterioracdo do desempenho, e as classificagdes se tornam muito
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estdticas — por exemplo, um K pequeno significa que mesmo uma
melhoria significativa no desempenho de alguém nao pode gerar uma
grande mudancga nas classificagdes (Langville e Meyer, 2012, p. 55).

Originalmente, Elo determinou K = 10. Atualmente, cada federacao, ao adaptar o mé-
todo para o seu esporte, escolhe K de acordo com a competicao na qual o jogo ocorre. Assim, 0
resultado obtido em uma partida mais importante tem mais peso em suas recompensas. A FIDE

estabeleceu os valores de K da seguinte forma.

Tabela 19 — Valores de K no sistema de classificaciao de xadrez
Valor de K Condigao

40 Para um jogador novo na lista de classificagdo até que ele tenha completado
eventos com pelo menos 30 jogos

20 Enquanto a classificagdo de um jogador permanecer abaixo de 2400

10 Uma vez que a classificagdo publicada de um jogador tenha atingido 2400 e
permaneca nesse nivel subsequentemente, mesmo se a classificagdo cair abaixo
de 2400

40 Para todos os jogadores até seu 18° aniversario, desde que sua classificacao

permaneca abaixo de 2300

Fonte: FIDE (2025a).

Outra institui¢do esportiva que também utiliza o método de Elo para seus ranqueamen-
tos € a Fédération Internationale de Football Association (FIFA). Seu ranking estabeleceu a

constante K, de acordo com a competi¢io, da seguinte maneira:

Tabela 20 — Valores de K no ranking da FIFA
Valor de K Tipo de jogo

5 Partidas amistosas disputadas fora das janelas do Calendario de Partidas Inter-
nacionais

10 Partidas amistosas disputadas durante as janelas do Calendario de Partidas In-
ternacionais

15 Partidas da fase de grupos das competi¢des da Liga das Nacoes

25 Partidas de play-off e finais das competicdes da Liga das Nacdes

25 Partidas de qualificacdo para as competi¢des finais das Confederacdes e para
as competicoes finais da Copa do Mundo da FIFA

35 Partidas das competi¢des finais das Confederacdes até a fase de quartas de final

40 Partidas das competicoes finais das Confederacdes a partir da fase de quartas
de final; todas as partidas da Copa das Confederacdes da FIFA

50 Partidas das competi¢des finais da Copa do Mundo da FIFA até a fase de quar-
tas de final

60 Partidas das competicdes finais da Copa do Mundo da FIFA a partir da fase de

quartas de final

Fonte: FIFA (2018).

Vale, porém, mencionar que a FIFA adaptou seu modelo de ranqueamento para que, em
casos especificos, ndo sejam validas as Propriedades 5.2 e 5.3. Em fases finais (mata-mata) de
competicoes, e especialmente caso a eliminagdo se dé em disputa de pénaltis, 0 método sobre

adaptagdes que o distanciam muito do apresentado por Arpad Elo.
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Por fim, outra defini¢do importante para o funcionamento do método de Elo reside na
constante &, presente no coeficiente de pontuagdo esperada i;;. Sua fungdo principal estd em
influenciar a extensdo, ou propagacdo (em inglés, spread) dos ratings. Para entender melhor
tal defini¢do, € necessaria uma manipulagio algébrica da fungdo 1i;;. Nesta manipulag@o, serd

fixado o valor £ = 400 para verificar-se sua interpretagao.

1

B W’Com dij =T —rj

Hig

1 1
Mg = T 10r—n/a0 — i = T qgnam

107:/400

1 107"1-/400

Hij = 1073/400 1 1(75/400 = Hij = 10”/400 + 1074/400
10717400

Considerando este ultimo formato do coeficiente, € interessante considerar a razao entre

as expectativas de pontuacdo de cada time em uma partida, ou seja, Zﬁ em que obtém-se o

.9
Ji

seguinte.
107‘1'/400
Hij 107i/400  1(3/400 B 1(ri/400
,u_jz' o 1075/400 = 107 /400

10Q7:/400  1()"3/400
flij = fug; - 10(ri7r3)/400 “

Perceba que, caso a diferenga de rating entre os times seja de 400 pontos, entdo ;; =
10p ;. Sendo p1;; a expectativa de pontos que o time ¢ pontuard no time j, entdo uma possivel
interpretacdo € de que o time ¢ é 10 vezes melhor do que o time ;.

Em um formato mais geral do método, a equacao (47) pode ser escrita da seguinte forma:

[ij = M - 10(ri—r3)/¢ (48)

Portanto, para cada £ pontos de diferenga no ranqueamento de dois times, a expectativa
de vitéria do time mais forte é dez vezes maior. A manipulacdo de ¢ afeta o resultado do sistema
de ranqueamento, traduzindo o quao “espalhados” estdo os ranqueamentos das equipes, € até
que ponto um rating mais alto se traduz em expectativa de vitdria. A possibilidade de alteracdo
de £ e do fator K torna o método de Elo bastante personalizavel, o que contribui para a sua
popularidade em tantos esportes. A FIFA, por exemplo, utiliza £ = 600 (FIFA, 2018).

A manipulagdo realizada acima também explicita a decisdo, no método de Elo, de mo-
dificar o formato padrido da funcdo logistica, como mostrado em (43). As escolhas de M, A
e k definem a pontuagdo atribuida a vitéria, e ddo origem ao nimero 10 no denominador, tor-
nando possivel a interpretacdo de uma expectativa de pontuacao “10 vezes maior”, o que € mais

didético e de simples interpretacdo do que a utilizacao do niimero de Euler.
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5.5 Analise de confrontos e exemplos

Como um exercicio, utilizando a teoria desenvolvida até aqui, pode-se realizar confron-
tos ficticios entre jogadores de xadrez para analisar qual a expectativa de pontuagdo de cada um.
Tomando o nimero 1 mundial em julho de 2025, Magnus Carlsen (indicado por z), com 2837
pontos, e o nimero 1 brasileiro, Rafael Leitdo (indicado por 7), com 2596 pontos, t€ém-se as

seguintes previsoes.

1 1

Hij = 1+ 10—3/400 = 1+ 10 (2837-2596)/400 ~ 0,800
1 1

fii = - ~ 0,199

1 + 10—4:i/400 — 1 4 10— (2596—2837)/400

Ou seja, em um confronto entre o melhor do mundo e o melhor do Brasil, espera-se
que Carlsen pontue 0,8 pontos, o que significa que uma vitéria aumentaria seu rating, mas um
empate ou derrota causaria uma queda.

Atualmente, algoritmos e motores de xadrez, também chamados de bots, sdo comumente
usados para treinamentos e outras andlises. O motor mais famoso e poderoso no momento desta
pesquisa chama-se Stockfish, que possui um rating estimado de 3640 pontos (Computer Chess
Rating Lists, 2025). E interessante verificar o retorno do coeficiente de pontuacio esperada em
confrontos com esta ferramenta.

No caso de um confronto entre Stockfish (z) e Carlsen (j), t€ém-se os seguintes resultados.

1 1

Hij = 1+ 10—3/400 = 1+ 10 (3640—2837)/400 ~ 0,990
1 1

fii = - ~ 0,009

1+ 10—4:i/400 — 1 4 1(—(2837—3640)/400

Ja em um confronto entre Stockfish () e Rafael Leitdo (j), t€ém-se os seguintes resulta-

dos.
Hij = 1 4+ 10-i3/400 — 1 4 1(—(3640—-2596)/400 " 0,997
1 1
Hii = = ~ 0,002

1 + 10—dsi/400 — 1 4 1(—(2837—-3640)/400
Assim, percebe-se um contexto atual em que ferramentas digitais ultrapassaram em
muito a técnica humana para partidas de xadrez.
Outras exploracdes sobre valores de ji;; também podem produzir resultados interessan-

tes. Considerando a equacdo (47), propdem-se os seguintes exemplos.
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Exemplo 5.3. Qual deve ser a diferenca de ratings de forma que a expectativa de pontos de
uma equipe seja o dobro da expectativa de pontos da outra equipe? Ou seja, para que valor de

d;j tem-se que [i;; = 2/15;?

A partir de (47), encontra-se o seguinte:

pij = i - 100Ta)/400 Fij _ 4 dis /400
Hii

Para que j1;; = 2y15;, entdo deve ser o caso que Hij _ 2. Entdo, considerando log(2) =
Hji
0,3:

10dij/400 —9
log (10dij/400) =log (2)
di; = 120

Portanto, se dois times possuem uma diferenca inicial de ratings de 120 pontos, entdo,

segundo o método de Elo, espera-se que um conquiste o dobro de pontos do que o outro.

Exemplo 5.4. Um jogador de xadrez, ja em fim de carreira, decide que ndo vai jogar todos
os jogos de um campeonato. Jd sem ambicdo de um crescimento acelerado no ranking, e com
intuito de proteger seus pontos jd conquistados, ele decide que s6 aceitard participar do con-
fronto se a pontuagdo esperada para ele for igual ou maior que 0,8. Sendo assim, qual o menor

d;j que o jogador pode aceitar?

Considerando a situacao descrita e a defini¢do (45), tem-se que:

tij > 0,8
S5
1+ 10~dis/400 = =

1> 0,8(1 + 10~4/400)

L 1> 10~%i/400
0,8 -

1
log (Z) > log (10’”!”/400)
—0,6 > —d;;/400
—240 > —d;;

240 < d;
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Assim, para que o jogador sempre tenha uma pontuagdo esperada de pelo menos 0,8
pontos, ele s6 deve jogar partidas em que a diferenca para o rating do oponente seja de pelo

menos 240 pontos.

Exemplo 5.5. Sabe-se que a maior pontuacdo jd conquistada na historia do ranking da FIDE
foi de 2882, em 2014, pelo proprio Magnus Carlsen, que ainda permanece como o niimero
1 do mundo. No momento da escrita deste trabalho, ele possui 2837 pontos. Pode-se, entdo,
perguntar: quantas partidas consecutivas Carlsen deve ganhar para retomar sua pontuacdo
mdxima? E, para quebrar seu recorde e atingir uma pontuagdo igual a 3000, quantas partidas

consecutivas deve ganhar?

Para verificar quantas vezes Carlsen precisa ganhar consecutivamente para alcancar no-
vamente sua pontuagdo maxima, é preciso primeiro escolher um oponente e verificar sua pon-
tuacdo. Foi escolhido, entdo, o segundo lugar do mundo em julho de 2025, o americano Hikaru
Nakamura, que possui 2804 pontos.

Perceba que € necessario atualizar, a cada partida, a pontuacdo de Carlsen, a pontuacao
de Nakamura, e o coeficiente de pontuacdo esperada. Para isso, foi construido o seguinte c6digo

em Julia.

carlsen = 2837
meta = 2882
nakamura = 2804

count = 0

while carlsen <= meta

mul = 1/(1 + 10~((nakamura — carlsen)/400))
mu2 = 1/(1 + 10~((carlsen — nakamura)/400))
carlsen = carlsen + 10x(1 — mul)

nakamura = nakamura + 10%(0-mu2)

count = count + 1

end
A partir de tal c6digo, é possivel obter a Figura 14, que apresenta a evolugdo dos ratings

de Carlsen e Nakamura nestes confrontos ficticios, supondo sempre a vitdria de Carlsen.
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Figura 14 — Confronto entre Carlsen e Nakamura: (a) até o recorde historico de 2882 pontos; (b)
até uma meta de 3000 pontos

(a) (b)
Evolucao dos ratings - Carlsen x Nakamura Evolucao dos ratings - Carlsen x Nakamura

[ 3000 [
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Rating

2800

2800 + L2

2775 | e 2700 -

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
Partidas Partidas

Fonte: O Autor.

Percebe-se que Carlsen deve vencer Nakamura 12 vezes seguidas para alcancar nova-
mente sua pontuacdo de 2882. Agora, se a varidvel “meta” for alterada para 3000, teremos que
Carlsen deve vencer Nakamura 74 vezes consecutivas como ilustrado na parte (b) da Figura 14.
Isso parece realmente invidvel.

Vale a reflexdo de que, como a cada partida a pontuacdo de Carlsen aumenta e a de
Nakamura diminui, entdo o “prémio” de cada vitdria sempre diminui (pois € contra um jogador
cada vez mais fraco). Isso explica a necessidade de tantas partidas. Portanto, pode-se considerar
outra situag@o, em que Carlsen enfrenta um oponente ficticio com pontuacao fixa igual a média
dos 10 primeiros lugares do ranking masculino, cujo valor hoje € de 2778,7. Neste contexto, o

cddigo ficaria da seguinte forma.

carlsen = 2837

meta = 2882

oponente = 2778,7

count = 0

while carlsen <= meta
mu = 1/(1+10~((oponente — carlsen)/400))
carlsen = carlsen + 10x(1-mu)
count = count + 1

end

Assim, Carlsen ainda deve ganhar 12 partidas para atingir seu maximo histérico. Ja para
alcancar a pontuacgdo de 3000 pontos, a quantidade de partidas necessdrias cai para 54. A Figura
15 mostra graficamente a evolugdo do rating de Carlsen no confronto ficticio com a média dos

10 melhores ratings.
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Figura 15 — Confronto entre Carlsen e a média dos 10 melhores ratings: (a) até o recorde
historico de 2882 pontos; (b) até uma meta de 3000 pontos
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Fonte: O Autor.

Considerar uma sequéncia tao grande de vitdrias € interessante, mas nao representa fi-
elmente a realidade. O histérico de partidas de um jogador frequentemente apresenta altos e

baixos - mesmo o de Magnus Carlsen. A Figura 16 mostra a evolugdo do rating de Carlsen, de

acordo com a FIDE (2025b).

Figura 16 — A evolucao do rating de Magnus Carlsen
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Fonte: FIDE, 2025b.
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6 PRODUTO EDUCACIONAL

A Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) € a entidade
responsdvel pela regulamentacdo dos Programas de Mestrado Profissional para Qualificacdo de
Professores da Rede Publica de Educacdo Basica - ProEB, dentre os quais o PROFMAT faz
parte. Na portaria n° 207, de 4 de Julho de 2024, enuncia que “para obteng¢do do titulo de mestre
ou doutor no PROEB, os programas deverao contemplar a elaboragao, pelos discentes, de uma
dissertacdo ou tese, e de um recurso educacional” (CAPES, 2024).

Como produto educacional deste trabalho de mestrado, foi produzida uma série de vi-
deos a respeito de indices socioecondmicos e métodos matematicos de ranqueamento. Os videos
foram postados no site youtube. Foram explorados nestes videos o Coeficiente de Gini, o Indice
de Desenvolvimento Humano (IDH) e a prova do Programa Internacional de Avaliacdo de Es-
tudantes (PISA), seguindo o que foi desenvolvido no Capitulo 3 do presente trabalho. Também
foi considerado o método de Elo para ranqueamento discutido anteriormente no Capitulo 5. A

Figura 17 mostra uma captura do video no youtube.

Figura 17 — O video disponivel no youtube.

A
AA

A A
AAAA
PROFMAT

UTrer

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA

P M © onsess

Como melhorar a nota do Brasil no PISA?

Nio

! LI:MA IACOMINI /> Compartilhar

Fonte: O Autor.

Este produto também foi cadastrado na plataforma eduCapes, e pode ser acessado atra-

vés do link: http://educapes.capes.gov.br/handle/capes/1131950.

6.1 Justificativa e Objetivos

Considera-se que a produgdo cientifica deve ser conhecida pelo publico geral para que
seja devidamente valorizada. Menegotto afirma que cidaddos consomem resultados de pesquisa,

mesmo sem reconhecer do que se trata:
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Entretanto, em muitos paises, como é o caso do Brasil, o financia-
mento da pesquisa ¢ maioritariamente publico, ou seja, sdo todos os
cidaddos que pagam, via impostos, para terem essas pesquisas feitas.
Ainda que esses cidaddaos venham a utilizar as possiveis tecnologias
advindas dessas pesquisas, as fazem — em grande parte do tempo — de
maneira inconsciente. E em momentos de crises econdmicas, pode
ser que as ciéncias sejam diretamente afetadas, jd que a populacdo
pode ndo enxergar com a devida importancia o progresso cientifico,
afinal de contas, apesar de se utilizarem dele, ndo sabem que o estdo
fazendo (Menegotto, 2021, p. 17-18).

Menegotto também afirma que, no Brasil, o consumo de conteddo cientifico em formato

textual ainda é de dificil acesso.

Com a fase inicial da Internet, havia muita informacao na forma de
textos. A resposta a essas perguntas ja estava na Internet em formato
escrito ha bastante tempo, entretanto hd de se considerar que hd uma
dificuldade inata na comunicagdo cientifica na forma de textos, uma
vez que as capacidades interpretativas da linguagem escrita sdo um
entrave na comunicacao entre as pessoas, principalmente em paises
subdesenvolvidos. Por exemplo, os dados do PISA 2018 indicam que
ainda hoje no Brasil, cerca de 50% dos jovens brasileiros ndo atingi-
ram o minimo de proficiéncia em leitura que todos os jovens devem
adquirir até o final do ensino médio (Menegotto, 2021, p. 6).

Pelo anterior, o formato de video foi escolhido pela sua popularidade e acessibilidade,
sendo simples de se assistir e compartilhar. Assim, o propdsito de democratizagao da pesquisa
de mestrado é melhor cumprido, pois qualquer professor de matemadtica pode acessar o video e
se interessar pela pesquisa, podendo abordar este conhecimento em sua sala de aula. Também,
estudantes podem assistir ao video para se aprofundarem em seus estudos.

O objetivo do recurso educacional do presente trabalho é desenvolver uma série de vi-
deos acessiveis e praticos, que aproximem o conhecimento matematico desenvolvido nesta dis-
sertacdo, de professores, estudantes e publico geral, por meio de exemplos, animagdes e explo-

racoes de casos reais.

6.2 [Etapas de criacao

Com base nos temas discutidos na dissertacdo, foi pensado um roteiro para a dissemina-
cdo do conhecimento. Considerando a habilidade EM13MAT104 da BNCC, que recomenda a
exploracdo de métodos de calculo de indices socioecondmicos, o conteido do Capitulo 3 deste
trabalho pode ser considerado util no planejamento de professores (Brasil, 2018). Além disso,
para incentivar os estudantes para a pesquisa matematica, e devido a um didlogo com diversos
conteddos integrantes do Ensino Médio, como fun¢des exponenciais e fungdes logaritmicas,
mudanca de bases, pensamento computacional, entre outros, 0 método de ranqueamento de Elo

também foi escolhido.
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Uma vez com o tema e roteiros definidos, foram consideradas referéncias de comunica-
dores de matemdtica em video, na inten¢do de integrar melhores préticas e ferramentas para a

criacdo do video. Alguns canais utilizados como base foram os seguintes:

* 3BluelBrown (https://www.youtube.com/@3bluelbrown). Destaca-se principalmente
o estilo de animacdo utilizado, a partir do software Manim, que foi adotado na visuali-

zacdo de formulas e graficos.

e Dr. Trefor Bazett (https://www.youtube.com/@DrTrefor). O posicionamento de ca-
mera apresentado, que mostra a0 mesmo tempo o comunicador e o conteido, este

sempre com movimentos e destaques, também foi adotado nos videos elaborados.

« Numberphile (https://www.youtube.com/@numberphile). E um canal modelo no que-

sito divulgagao cientifica, inclusive para estudantes mais novos.

* BBC News Brasil (https://www.youtube.com/@BBCNewsBrasil). O veiculo de comu-
nicacdo possui videos muitos bons de divulgacao matematica, nos quais, o ritmo de fala

e imagens, serviram de referéncia.

Para o processo de gravagao, foi realizada captacdo de imagem por camera e de som por
microfone, que posteriormente foram unidas na edi¢do. O ambiente de gravacao escolhido foi
a propria residéncia do mestrando, com fundo em parede branca. O momento de captacio foi
misto, com preferéncias para imagens de manha e a tarde, com iluminacao natural benéfica para
uma melhor qualidade de imagem.

Periodicamente nos videos criados, foram incluidas imagens, tabelas, gréficos e célcu-
los. Para acrescentar tais recursos, a gravagdo foi feita jd& com o orador deslocado do centro.
Assim, qualquer midia poderia ser colocada ao seu lado no momento da edi¢do, a exemplo do

que ¢ feito pelo Dr. Trefor Bazett.

6.3 Resultado

O resultado final do produto educacional estd nos links abaixo, todos disponiveis de

forma publica no youtube.

e Como o  Coeficiente de  Gini  quantifica a  desigualdade? -
https://youtu.be/tIAbZCfYbT7Y

e Além da renda: como determinar o desenvolvimento humano -
https://youtu.be/bEQuVOuMiMM

e Como melhorar a nota do Brasil no PISA? - https://youtu.be/Zn1hdoh§XWM

* O método de ranqueamento de Elo - https://youtu.be/uQbHA7{jEOc
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6.4 Softwares utilizados

Para a produgdo da série de videos, varias ferramentas foram utilizadas, na tentativa de

criar o melhor produto final possivel. Dividiremos os softwares utilizados em categorias.

6.4.1 Manim

O Manim (acronimo para Math Animation) é uma biblioteca comunitdria em Python
para criacdo de animagdes de matemadtica. Seu download € gratuito, e tutoriais para seu uso
estdo disponiveis em diversos sites e canais. Para a instalacdo, recomenda-se 0 passo a passo
da documentacao oficial do projeto. Outra possibilidade € seguir as orientacdes presentes em

tutoriais na plataforma youtube. A Figura 18 mostra a tela inicial do sife oficial da biblioteca.

Figura 18 — O site do software Manim

I‘.r‘A Docs Github TryManim Online Made with Manim 0%

Maninb L

A community maintained Python library for creating mathematical animations.

§? staroOnGithub >_ Getting Started

& InstallManim Install on Windows 8. InstallonLinux Install onmacOS

Fonte: Manim Community, 2025.

A criacdo de animacdes foi, em um primeiro momento, desafiadora. Depois de varios
erros, a assimilagdo da sintaxe do Manim foi se tornando mais simples, e o tempo para a criagdo
de cada animacdo diminuiu muito. O cddigo foi desenvolvido no software Microsoft Visual
Studio, como mostrado na Figura 19.

Através do Visual Studio, € possivel gerar um video, em formato .mp4, com o requirido
no cédigo, que € salvo automaticamente em uma pasta do computador. Porém, estes videos
sempre sdo gerados com fundo preto. Para ser possivel a sobreposi¢ao do video gerado com
a gravacdo realizada pelo autor, um cédigo adicional foi utilizado para possibilitar um fundo

transparente.
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Figura 19 — O software Microsoft Visual Studio
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Fonte: O Autor.

6.4.2 Inteligéncias artificiais

Apesar de tutoriais a respeito do Manim estarem disponiveis em diversas fontes, algu-
mas animag¢des podem ser realmente desafiadoras, principalmente para iniciantes. Para isso, é
possivel utilizar as inteligéncias artificiais como importante auxilio. Diversas ferramentas po-
dem auxiliar no desenvolvimento de c6digos para a criagdo das animagdes desejadas. Algumas
possibilidades s@ao o ChatGPT (https://chatgpt.com/), o Claude (https://claude.ai/) e o Gemini
(https://gemini.google.com/). Neste trabalho, foi utilizado principalmente o Claude.

O fendmeno da utilizagdo de inteligéncias artificiais para criacao de codigo € recente, e é
acompanhado do crescimento do uso de chatbots desde o inicio da década de 2020. Mesmo em
ambientes profissionais, ¢ comum que engenheiros e programadores utilizem [As como suporte.
Em um comunicado recente, por exemplo, o CEO do Alphabet (empresa dona do Google),

Sundar Pichai, anunciou o seguinte.
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Também estamos usando IA internamente para melhorar nossos pro-
cessos de codificacdo, o que estd aumentando a produtividade e a
eficiéncia. Hoje, mais de um quarto de todo o novo cddigo no Goo-
gle € gerado por IA, depois revisado e aprovado pelos engenheiros.
Isso ajuda nossos engenheiros a fazer mais e avangar mais rdpido
(Pichai, 2024).

Além do contexto profissional, o uso de IAs também € util para aqueles sem muita ex-
periéncia. O termo vibecoding surgiu para designar individuos sem conhecimento técnico de
programagdo que, com o uso de ferramentas generativas, criam apps € sites para uso pessoal ou
familiar (Roose, 2025). Em uma pesquisa com estudantes iniciantes em programacao, condu-

zida por Kazemitabaar et al. (2023), foi obtida a seguinte conclusao:

Nossos resultados das tarefas de criagdo de c6digo durante a fase de
treinamento indicam que o uso de geradores de c6digo de IA pode
aumentar significativamente a conclusdo de tarefas, melhorar a pon-
tuacdo de correcdo, reduzir erros encontrados e diminuir o tempo de
conclusdo das tarefas. Além disso, nosso feedback qualitativo mostra
que ter acesso ao gerador de cddigo de IA reduziu o estresse e o de-
sanimo, além de melhorar a disposi¢do para continuar programando
posteriormente (Kazemitabaar et al., 2023, p. 12-13).

O centro da utilizagdo de um chatbot estd na constru¢do de um bom prompt, isto é, o
direcionamento dado a inteligéncia artificial do que vocé quer que se faca. Uma sugestdo de
prompt para a geracao de animacdes € a seguinte: “Sou professor de matematica e estou criando
uma video-aula a respeito de [TEMA]. Estou utilizando o software Manim para a criacao de
animacdes para a visualizagdo do conceito [CONCEITO]. Me ajude na cria¢do do codigo em
Python para o desenvolvimento da seguinte animacio: [DESCRICAO DA ANIMACAO]”.

Outra possibilidade de prompt, no caso da criacdo de um cédigo que estd falhando em
determinado ponto, é o seguinte: “Sou professor de matematica e estou criando uma video aula
a respeito de [TEMA]. Estou utilizando o software Manim para a criacdo de animagdes para a
visualizacdo do conceito [CONCEITO]. A descri¢io da animacio desejada é [DESCRICAO].
Construi o codigo abaixo, que apresentou os erros [ERROS]. Como posso otimizar o cddigo
para gerar a animagio? [INSERIR CODIGO]”. Um exemplo da utiliza¢io de inteligéncias arti-
ficiais para cria¢do de c6digo Manim estd na Figura 20.

Portanto, foram utilizadas inteligéncias artificiais neste trabalho como auxilio para o

desenvolvimento de c6digos de animacdo Manim.

6.4.3 Editores de video

Um bom software de edi¢c@o € essencial para dar qualidade ao video, por meio do corte
de partes desnecessdrias, adi¢ao de trilhas de dudio, e posicionamento dos videos gerados no

Manim. Ha diversas opg¢des gratuitas que sao suficientes para o proposto neste trabalho. Utili-



98

Figura 20 — Modificacao de cédigo com IA

[m]
Elo Rating Method Animation Compartilhar

elo_formula.py

@ Sou professor de matemética e estou criando uma video aula a respeito do método de
ranqueamento de Elo. Estou utilizando o software Manim para a criagéo de animagBes para

a visuallzag8o da férmula de atualizag8o de ratings e seus coeficlentes. Construi o cddigo
abalxo, mas gostaria que a férmula geral ficasse fixa no topo da tels, e os demals
coeficientes fossem explicados, um a um, abaixo dele. Como posso otimizar o cédigo para
gerar essa animagéo?

Vou ajudé-lo a otimizar o cédigo para que a formula principal permaneca fixa no topo € os
coeficientes sejam explicados de forma mais organizada. Aqui estd uma versio melhorada:

Codigo Manim Otimizado - Sistema de Ranking Elo
C

Principais melhorias implementadas:

1. Férmula fixa no topo: A formula principal fica posicionada na parte superior da tela

usando e permanece visivel durante toda a animacio.

2. Organizacao hierarquica: Cada coeficiente tem um titulo claro seguido de sna explicacao,
criando uma estrutura mais did4tica.

3. Transigdes suaves: Uso de / para transi¢ches mais elegantes entre as
explicagbes.

4. Area de explicaciio definida: Uma dreavir -\ nocentro-baixo da tela onde todas as
explicacoes aparecem de forma consistente.

Claude Sonnet 4

Fonte: O Autor.

zamos neste trabalho o DaVinci Resolve, e verificamos dispor de todos os recursos essenciais,

mesmo na opcao gratuita. A Figura 21 mostra a pagina inicial do site de download do software.

Figura 21 — O site do software DaVinci Resolve

DAVINCI RESOLVE 20

Geral Novidades Edit Cut Color Fusion Fairlight Colaboragdo Teclado Painsis Consoles Studio Treinamento Especificagdes Entrar (0

\ ‘]‘ , ¥
Fonte: Blackmagic Design, 2025.
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O software é completo, e dispde de ferramentas e recursos suficientes para produgdes
de complexidade muito maior do que o proposto neste trabalho. Para o produto educacional
produzido, foram utilizadas apenas a se¢ao de escolha de midias, a ferramenta de corte, e a
aba inspector, para posicionamento de videos sobrepostos. O uso dessas funcdes foi bastante
intuitivo, de forma que ndo foi necessario consultar guias ou tutoriais para sua utilizagao.

A Figura 22 mostra uma captura da tela de edi¢do. Vale destacar a drea intermedidaria, em
que hé faixas das cores azul e verde. Tais faixas representam os arquivos de video da camera,
do video gerado pelo Manim, e do dudio gravado pelo microfone, todos sobrepostos e alinhados
para resultar no video sendo mostrado ao centro. Este video, por fim, foi exportado e publicado

no youtube.

Figura 22 — A tela de edicao do DaVinci Resolve

Media Pool

00:07:40:19

Porcentagem acumulada da renda

enmulada da populagio

01:04:16:01

Fonte: O Autor.

6.5 Divulgacio e validacdo do produto

Os 4 videos foram publicados no dia 11 de agosto de 2025. De acordo com estatisticas
do youtube, até o fim do mesmo més, o canal recebeu 417 visitas, possibilitando um tempo
acumulado de exibi¢do, neste periodo, de 15,3 horas. O video mais assistido foi “O método
de ranqueamento de Elo”, com 136 visualiza¢des. Em seguida, “Como o Coeficiente de Gini
quantifica a desigualdade?” teve 110 visualizagdes, “Como melhorar a nota do Brasil no PISA?”
teve 94 visualizacOes e “Além da renda: como determinar o desenvolvimento humano” teve 77
visualizagdes.

Nos comentarios e na descricdo dos videos, foi fixado um /ink para um formulério, no
qual o espectador poderia expor suas percepgdes acerca do video, tanto em critérios técnicos

quanto no seu aprendizado. Todas as respostas foram voluntarias e anonimas.
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O formulério foi composto de 4 perguntas. A primeira trazia uma caracterizagao do es-
pectador, entre professor, estudante ou nenhum dos dois. A segunda pergunta questionava o
conhecimento prévio sobre os temas apresentados nos videos, classificados em nenhum, mo-
derado, satisfatério, muito bom ou excelente. A terceira pergunta pedia uma avaliacdo entre
discordo totalmente, discordo, ndo sei, concordo ou concordo totalmente, para as seguintes sen-
tencas: a producdo técnica foi satisfatéria (som, imagem, iluminacdo, edi¢do); o conteudo foi
bem apresentado; pude aprender algo com esta série; os videos despertaram um interesse meu
pelo assunto; eu recomendaria este video para um estudante ou colega. A quarta pergunta era
opcional e aberta para feedbacks adicionais.

Ao todo, foram registradas 42 respostas. Quanto ao perfil dos espectadores, percebe-se
que a grande maioria € de estudantes, como visto na Figura 23. O autor deste trabalho tem, no
momento da escrita, 15 turmas de educac¢do financeira do ensino médio. Assim, os estudantes

atingiram facilmente a maioria das respostas.
Figura 23 — Perfil dos espectadores dos videos

Qual opgdo melhor te descreve?

42 respostas

@ Sou professor,
@ Sou estudante.
Menhum dos anteriores.

Fonte: O Autor.

Como indices socioecondmicos sdo frequentemente apresentados em noticias e meios de
comunicacao, houve prevaléncia de declaragdao de conhecimento prévio moderado, satisfatério
e excelente. Ainda assim, mais de um quarto dos espectadores alegou conhecimento nulo dos
assuntos antes de assistir aos videos. A Figura 24 mostra esses resultados.

A questdo de percepgdes sobre os videos trouxe respostas mistas. A maioria dos ques-
tionamentos foi respondida com ‘“‘concordo totalmente”, enquanto “concordo” foi a segunda
resposta mais escolhida. A op¢do “discordo totalmente” foi respondida apenas uma vez para
cada pergunta. Os resultados sdo mostrados na Figura 25.

A dltima pergunta do formuldrio pedia feedbacks adicionais. Dentre as respostas obti-
das, destacam-se as seguintes: “O conjunto de videos traz de um modo geral um conhecimento
de fécil acesso e uma forma de explicagdo muito boa, € facil perceber que o professor tem co-
nhecimento sobre os assuntos aplicados”; “Achei 6timo, sé podia falar um pouco mais rapido!

Assisti tudo em 1.5x.”; “Videos muito bons que explicam o contetido facilmente, sendo per-
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Figura 24 — Conhecimento prévio dos espectadores

Qual era o seu nivel de conhecimento prévio a respeito dos temas
apresentados nos videos?

42 respostas

@ Menhum
@ Moderado
Satisfatorio
& Muito bom
@ Excelents
Fonte: O Autor.
Figura 25 — Avaliacio da série de videos

Avalie a série de videos de acordo com os seguintes critérios.

40 | Discordo totaiments [ Discordo Maosei Il Concordo [l Concordo plenamente

3o

20

10

] — — — — —

A produgao técnica faoi 0 conteddo foi bem Pude aprander algo com Os videos despertaram Eu recomandaria este
satisfatéria (som, imagem, apresentado esta série um Interesse meu pelo video para um estudante
iluminacio, edicio) assunto ou colega

Fonte: O Autor.

ceptivel o conhecimento amplo do professor sobre a matéria aplicada”; “Excelente produgdo de
mestrado. Quando podemos quantificar alguns indices para aproximar de um padrao, é 6timo.
Ajuda muito o profissional qualquer drea relacionada com esses indices.”; “Trabalho excepcio-
nal que mostra a importancia e relacdo dos indices socio-economicos para pautar, por exemplo,
as politicas publicas de educagdo. Seria importante que o mesmo fosse compartilhado com o
maior nimero de pessoas ligadas a essas politicas e porque ndo gerar eventos como palestras,
oficinas, etc sobre este tema com o objetivo de esclarecer e atualizar os conceitos envolvidos
tanto na academia quanto para nossos estudantes da educagdo bdsica. Parabéns Professor Davi,
aprendi muito e espero compartilhar com meus estudantes.”.

As estatisticas disponibilizadas pelo youtube permitem outras inferéncias, que o autor
também reconheceu em sua prética. Ao apresentar o trabalho para estudantes (que sdo a maior
parte dos espectadores), foi evidente um tempo de foco menor do que o esperado. O tempo

de fixacdo em cada video era curto demais, e alguns responderam ao formuldrio mesmo sem
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visualizar todos os videos. A retencdo dos espectadores estd evidenciada na Tabela 21 e na
Figura 26.

Tabela 21 — Duracéo média das visualizacées

Video Duragdo média da visualizacdo
Como o coeficiente de Gini quantifica a desigualdade? 1:44 (22,7%)

Além da renda: como determinar o desenvolvimento humano 1:41 22%)

Como melhorar a nota do Brasil no PISA? 4 :32(65,2%)

O método de ranqueamento de Elo 1:14(13,1%)

Fonte: O Autor.

Figura 26 — Retencao no video a respeito do método de Elo

® Este video Retengio média indisponive Guia do grafico (2)
@ 100%
66%
33%
I:I:PD
0:00 445 9:30

42 46% dos espectadores ainda est3o assistindo ao alcangar 0:30. Essa porcentagem esta dentro da
média. Saiba mais sobre a comparagdo com outros videos.

Ver mais
Fonte: O Autor.

E interessante notar que o video com maior tempo médio de visualizacio é a respeito
das notas do Brasil no PISA. E provivel que este tema interesse mais a professores e publico
externo, € ndo seja tao atrativo para adolescentes. Esse ptiblico apresentou tempo de foco maior,
retendo os espectadores no video por mais tempo. Por outro lado, o método de Elo, mais ligado
ao xadrez, pode chamar mais a atencdo de um publico jovem, que acessou o video em maior
quantidade, mas ndo apresentou retencao alta, apesar de dentro das médias da plataforma.

Sendo assim, vale considerar, para trabalhos futuros, a produ¢do de menos videos, ou
de videos de menor duragdo, de 1 a 5 minutos. Falas mais dindmicas e diretas também podem
ser consideradas. Apesar de limitar o tempo para desenvolvimento dos temas, tais modificacdes

permitiriam reter a atencdo de jovens e adolescentes por mais tempo.
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7 CONCLUSAO

E comum, no exercicio da profissdao de ensino de matematica, ouvir estudantes questio-
nando o propésito do estudo de determinados topicos. Afinal, qual € a necessidade de estudar
matrizes ou fun¢gdes no Ensino Médio? Para qué eles servem? Este trabalho buscou explorar
principios matematicos utilizados no ranqueamento de itens e, assim, trouxe uma possivel res-
posta para essas perguntas.

Em primeiro lugar, foi necessario aprofundar os conhecimentos de dlgebra linear. Uma
vez que matrizes singulares ndo possuem inversa, € possivel determinar solu¢des de um sistema
a partir das inversas generalizadas. Maior destaque foi dado a inversa de Moore-Penrose, a
pseudoinversa, a qual apresenta a solu¢do de norma euclidiana minima, além de ser util para a
solu¢do com erro minimo de sistemas lineares sobredeterminados.

Outros resultados interessantes deste capitulo se deram na andlise das Equa¢des Nor-
mais, ou seja, aqueles sistemas em que Ar = b sdo adaptados para AT Az = ATb. Neste
contexto, este trabalho se deparou com matrizes quadradas A7 A que nio possuiam inversa, o
que nao € usual. Assim, foi mostrado no Capitulo 4, que a sugestdo de Myers e Milton (1991) e
Massey (1997), da reparametrizacao do vetor b, leva a solucdes idénticas a encontrada por meio
da pseudoinversa. Mostrou-se que solugdes de minimos quadrados do sistema Ax = b, com a
matriz A no formato explorado neste trabalho, sdo translagdes pelo vetor I, do que decorre a
prova de que a solucdo pela reparametrizacio tem norma euclidiana minima. Destaca-se que tal
propriedade ndo foi encontrada em nenhuma das referéncias consultadas, e sua demonstragao é
uma contribuicao original deste trabalho.

Com a base desenvolvida no capitulo tedrico, e de forma alinhada com orientagdes da
BNCC, foram observados o IDH e o Indice de Gini, buscando revelar como se determina a
pontuagdo atribuida a cada pais, € o que ocorre no contexto brasileiro. Um destaque deste capi-
tulo é o desenvolvimento sobre a drea de concentragdo determinada entre a curva de Lorenz e
a reta de perfeita igualdade. Considera-se relevante que estudantes e professores de matematica
conhecam a relagcdo de seu conteido com a realidade social da qual fazem parte, reconhecendo
que diversas politicas publicas sdo decididas a partir de resultados matemaéticos.

Destaca-se, ainda, o ranqueamento estabelecido a partir da avaliacio do PISA. Inici-
almente, esperava-se determinar com mais detalhes o processo de elaboracdo destes ratings,
porém, a metodologia utilizada pelo programa mostrou-se bastante elaborada, com métodos
estatisticos avangados. Seria necessario um foco maior apenas na avaliacdo para destrinchar
melhor seus resultados. Ainda assim, as regressoes lineares encontradas entre os resultados na
avaliacdo do PISA e os demais indices estudados mostram como a educagdo é multidimensi-
onal, e como renda, padrao de vida, desigualdade e saide também sdo importantes para se ter
uma educacio de qualidade.

O método de Massey foi dividido, principalmente, em duas se¢des: uma para ranque-
amentos em campeonatos em que todos enfrentam-se entre si, em nimeros iguais de jogos, e

no caso em que times possuem numeros de partidas diferentes. Em ambos os casos, as no¢des
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do Capitulo 2 foram essenciais. Uma conclusdo ndo esperada, para o caso de nimeros iguais
de jogos, é que o ranqueamento obtido pelo método é o mesmo obtido pela andlise do saldo
de pontos da equipe no campeonato, de forma que a utilizacdo de Massey € mais util para a
determinacdo de ratings do que de rankings. Algumas inovagdes recentes e possibilidades de
adaptagdo foram descritas na secao final.

A respeito do método de ranqueamento de Elo, buscou-se conhecer bem a equagao lo-
gistica de Verhulst, base para a defini¢cao do coeficiente de pontuacio esperada do método. Esta
variavel foi explorada e manipulada para se compreender suas propriedades, e diversos exem-
plos foram analisados. Considera-se este método mais acessivel aos estudantes de ensino médio
(por nao depender de resultados de dlgebra linear), apesar de poder ser mais elaborado a partir
de conhecimentos de célculo.

Para a produgdo da pesquisa, utilizaram-se o software de edi¢do de texto LaTeX, e para
a producdo de graficos o GeoGebra e a linguagem de programacao Julia.

Como produto educacional, foram produzidos quatro videos explicativos dos seguintes
temas: as bases matematicas Indice de Gini; a forma de cdlculo do IDH; as relagdes entre tais
indices e o resultado da prova PISA; e o método de Elo. Para a produgdo dos videos, foram
utilizados os softwares DaVinci Resolve, Manim, Microsoft Visual Studio e Claude. Os videos
foram publicados na plataforma youtube, e foram coletados feedbacks de professores, colegas
de mestrado, estudantes e comunidade geral.

Alguns conceitos desenvolvidos neste trabalho, relacionados ao Capitulo 3, foram apre-
sentados no III Workshop Nacional Online do PROFMAT, realizado virtualmente no més de
agosto de 2025. Foi feita uma comunicacdo de 15 minutos apresentando os fundamentos ma-
temdticos do Indice de Gini e do IDH. Depois, possiveis relacdes entre esses indices e os re-
sultados na avaliagdo PISA foram expostas, por meio de regressdes lineares. O trabalho estda
publicado nos anais do evento, sob o ISBN 978-65-01-66422-4 (Iacomini e Sanchez, 2025).

O PROFMAT contribuiu grandemente para o desenvolvimento profissional do autor,
apresentando em suas disciplinas, obrigatdrias e optativas, fundamentos uteis para a pratica de
sala de aula. Além disso, esta dissertacdo de mestrado foi relevante para suscitar questionamen-
tos para o autor a respeito dos mais variados usos do ranqueamento, desde questdes politicas e
educacionais até esportes e entretenimento. Por fim, o programa confere crescimento pessoal,
através do desafio constante, que garante desenvolvimento de habilidades e interesses.

E recomendada a continuidade de estudos a respeito de avaliacdo e ranqueamento, prin-
cipalmente no contexto educacional. Provas como o SAEB e o PISA j4 se tornaram padrao para
a avaliacdo de instituicdes de ensino e sistemas educacionais. Considera-se relevante ndo apenas
determinar a forma de obten¢do destas notas, mas também como os seus resultados impactam
decisOes institucionais e politicas educacionais em larga escala. Também pode ser questionada
a pergunta simétrica: que impacto decisdes governamentais tém em resultados de avaliacdes
externas?

Espera-se que os conhecimentos desenvolvidos neste trabalho impactem a pratica do

autor e de outros professores que assistirem aos videos do produto, contribuindo para uma
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educagdo contextualizada e significativa para o estudante, tanto na disciplina de Matematica

quanto na disciplina de Educa¢do Financeira.
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