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1. Apresentagao

Esta atividade foi criada como produto educacional, para apresentagao de um
trabalho final de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT,
na Pontificia Universidade Catodlica do Rio de Janeiro — PUC. Depois de alguns anos
lecionando no Ensino Fundamental, foi possivel perceber a dificuldade que os alunos
encontram n&o so6 na aprendizagem do infinito, como na aprendizagem de assuntos que
tenham determinada abstracdo no ensino da Matematica. Com isso, este produto
educacional tem como objetivo introduzir a existéncia do infinito aos alunos, de maneira
mais intuitiva e concreta, através de algumas atividades, em especial a alunos do 8° ano
do Ensino Fundamental, utilizando conceitos sobre Numeros Racionais, gerando neles
um senso critico e de forma concreta, introduzir este conceito, para que eles tenham
uma aprendizagem significativa do que é o infinito.

E entdo, enquanto estudam tais conceitos dos numeros racionais, como
densidade e reta numérica, os alunos percebam a existéncia do infinito de forma bem
pratica, tendo um real entendimento do que é de fato este conceito e, assim, diminuindo
um pouco a defasagem escolar destes alunos, principalmente, quando for estudar
alguns conceitos posteriores, como plano cartesiano, numeros irracionais, dentre
outros. Conseguindo, assim, que eles cheguem a uma aprendizagem mais abstrata, que
€ de grande importancia no ensino da Matematica, analisando a importancia do
entendimento do infinito para alguns de seus conteudos, ajudando o aluno a construir
um raciocinio mais abstrato e critico para somar aos seus conhecimentos,

desenvolvendo melhor seu raciocinio logico.



2. Produto Educacional

Este trabalho tem como objetivo a aplicagdo de um jogo proposto para
desenvolvimento e melhor entendimento do conceito de infinito usando como
ferramentas conceitos de numeros racionais.

O objetivo € que este jogo faga com que o aluno tenha uma melhor interagao e
autonomia na sua aprendizagem e que ela seja mais significativa para ele, podendo
desenvolver um melhor raciocinio légico e abstrato.

A proposta deste trabalho € que sejam 4 aulas que seguem da seguinte maneira:

Aula 1 e aula 2 — aulas introdutérias de conteudos importantes para aplicacéo da
atividade.

Aula 3 — parte 1 da atividade.

Aula 4 — parte 2 da atividade.

As aulas introdutdrias s&do apresentadas como planos de aula a serem
desenvolvidos com os alunos antes da aplicagdo da atividade.

A atividade é dividida em duas partes, que tratam do infinito em um intervalo
limitado. A primeira parte, uma atividade sobre intervalos dos numeros racionais. A
segunda parte, uma continuagdo da primeira, com utilizagdo de tecnologia. Ambas
partes da atividade sao voltadas para alunos do 8° ano do Ensino Fundamental, onde
se fala sobre a existéncia de infinitos numeros racionais entre dois numeros. Sendo
possivel também a aplicagdo destas atividades em séries seguintes, com o objetivo de
reviséo.

As duas partes da atividade tém como propésito que o aluno consiga, além de
fixar tais conceitos, chegar a uma aprendizagem do que € o infinito e a um raciocinio
mais abstrato, de uma maneira mais dindmica e concreta.

Propde-se que ambas as partes sejam feitas apds a apresentagéo dos
conteudos de numeros racionais, como um complemento a estas aulas, ndo impedindo
que sejam feitas antes de tal exposi¢cao, com o propésito de instigar a curiosidade do
aluno sobre os conceitos desenvolvidos, por exemplo. Para realiza-las é necessario que
o aluno conheca apenas alguns conceitos, como reta numérica e que tenha
conhecimento acerca da existéncia dos numeros decimais.

A seguir sera apresentada uma proposta de aula a ser ministrada antes da

elaboragéo da atividade.

2.1. Proposta de aula
Antes de desenvolver a atividade, sugere-se expor aos alunos os conceitos

sobre numeros racionais com duas aulas introdutdrias, contextualizando o conteudo que



se pretende desenvolver para que o aluno chegue a aprendizagem do que € o infinito e
de que ele esta presente em diversos momentos no ensino da Matematica. Como por
exemplo, ao se tratar da reta numérica, temos varias referéncias ao infinito, como a
infinidade dos elementos dos conjuntos, além da infinidade de niumeros que existem
entre dois numeros inteiros, dentre outros conceitos. Logo, para dar uma coeréncia a
aula e ao ensino, é sugerido que estas aulas se desenvolvam como apresentado a
seguir em planos de aula, baseados em Giovanni et. al. 1998, Giovanni Junior e
Castrucci 6° - 2018, Giovanni Junior e Castrucci 7° - 2018, Malta et. al. 2015 e
Niven 1984, seguidas de mais duas aulas contendo a atividade proposta por este

trabalho, sendo a primeira da parte 1 da atividade e a segunda da parte 2 da atividade.

2.1.1. Aula 1: Conceitos e Numeros decimais

Objetivo da aula: Os conteldos apresentados nesta secéo sao relevantes para

que o aluno saiba com que conceito esta lidando e possa participar da atividade
proposta de uma maneira mais proveitosa.
Publico: 8° ano.

Tempo de aula: um tempo de 50 minutos.

Conteudos: conceitos de numeros racionais; nimeros decimais e dizima
periddica.
Recursos: quadro e caneta de quadro.

Avaliacdo: através de lista de exercicios.

Conceitos

Definicdo: Numero racional é todo numero que pode ser escrito na forma %, com
a e b inteiros e b # 0.

A seguir os racionais serao divididos em trés grupos: racionais inteiros, racionais

na forma decimal finita e racionais na forma decimal infinita periddica.

Racionais que séo inteiros:

923;E=7;ﬂ:+20;ﬂ=+300

2 3 2 3

S g W _ g 14,0 2000444
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Racionais que nao sao inteiros podem ser representados de duas formas:

° Forma decimal finita:
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° Forma decimal infinita periddica:

13 1,444 > - 0,555 19 _ 1,3222 51 0,313131
9 —_ ) neny 9— ) ) 90 —_— ) ey 99— ) e

O conhecimento a respeito da quantidade de casas decimais, ou se elas sao
finitas ou infinitas, ajuda o aluno a observar por exemplo que ele pode aumentar a
quantidade de casas decimais em um numero para que ele ‘caiba’ dentro do intervalo

proposto.

Decimais com finitas e infinitas casas decimais

Sabe-se que toda fragdo que obtém um numero decimal com finitas casas
decimais pode ser escrita com seu denominador sendo uma poténcia de
10 (10,100,1000,...).

As fragbes, que nao podem ser representadas dessa forma, tem sua

representacdo decimal com infinitas casas decimais.

Dizima periddica

Uma fragdo é considerada dizima periédica quando é efetuada a divisdo do
numerador pelo denominador e em algum momento temos um resto que se repete,
descartando o resto zero por ser um decimal infinito.

Podemos representar uma dizima periddica das seguintes formas:

0,3444... ou 0,34

O periodo, que s&o os algarismos que se repetem, geralmente séo repetidos trés
vezes, seguidos por reticéncias ou aparece com um trago acima dele.

Pode-se demonstrar que a dizima € um numero racional multiplicando-a por dois
numeros e subtraindo um resultado do outro, como no exemplo abaixo:

Exemplo: Considerando o numero 2,333... como x, temos que x = 2,333...

Multiplicando esta igualdade por 10 temos: 10x = 23,333...

Multiplicando por 100 temos: 100x = 233,333...

Subtraindo as duas equacgdes temos: 90x = 210

210 . ’ .
Logo, temos que x = 50 mostrando que 2,333... € um numero racional. Tal

passo a passo pode ser feito com qualquer dizima periddica e pode ser utilizado para
transformar uma dizima periddica em sua fragao geratriz.
Chamamos de dizima periddica simples quando na parte decimal sé existe o

periodo da dizima, que é o algarismo (ou algarismos) que se repete. Ja quando a parte



decimal contém outro algarismo além do periodo, a mesma é chamada de dizima
composta.

2.1.2. Aula 2: Reta numérica e ordenagao

Objetivo da aula: Tais conteudos sao de grande importancia para que o aluno

saiba manipular os niumeros para atividade proposta. Além de entender a ordem dos
numeros, qual numero vem antes ou depois na reta numérica e, saber posiciona-lo para
participagdo na atividade.

Publico: 8° ano.

Tempo de aula: um tempo de 50 minutos.

Conteudos: reta numérica; ordenagcao dos numeros racionais.
Recursos: quadro e caneta de quadro.

Avaliacdo: através de lista de exercicios.

Reta Numérica

Historicamente, podemos pensar nos numeros reais positivos como medidas de
comprimento de segmentos de reta. E com isso, identifica-los como pontos de uma reta
que chamamos de reta real.

Pode-se associar entdo, um ponto dessa reta ao numero real zero (0) e pegando
um ponto a sua direita, ao segmento de reta que representa esta distancia, definiremos
uma unidade de medida u (segmento unitario).

O ponto que ¢é associado ao 0 chamamos de ponto de origem da reta real.

Colocando este segmento u sobre a reta real, sendo um de seus extremos no
zero, no outro extremo determinamos o numero real 1 como ponto.

Esta semirreta com extremo em zero e que contém o numero 1 é chamada de
semirreta positiva. Logo, todo numero real positivo y que pertence a semirreta positiva,
tendo sua origem no zero corresponde a um segmento que mede y unidades de
comprimento.

Continuando, sequencialmente este processo, partindo agora do 1, e assim por
diante, obtendo um numero natural n qualquer.

E, considerando numeros que nao pertencam a esta semirreta (a direita do zero),
obtemos os numeros negativos (que estdo a esquerda do zero). Convencionamos que
a representagdo dos numeros reais negativos se obtém acrescentando a esquerda do
seu numero o sinal " —".

Dividindo um desses segmentos unitarios (do zero ao um, por exemplo) em n

partes iguais, esses pontos encontrados com esta divisao representam fragdes com



denominador n. E, entdo, chamamos estes pontos de niumeros racionais. Fazendo isto

para cada inteiro, teremos todos os niumeros racionais representados na reta numeérica.

Ordenacio dos numeros racionais

Definicdo: Tendo dois numeros reais A e B, dizemos que A é menor que B
(notacdo A < B),se B—A > 0.

B é maior que A quando identificamos que o ponto B esta a direita do ponto A na
reta real.

Dizemos entdo que um numero racional A € menor que B, se temos como
positivo B — A. E temos que, se A € menor que B, temos entre esses numeros, pontos
que s&o maiores que A e menores que B, denominando quaisquer destes pontos como
segmento ou intervalo, representado da forma [A, B].

Outro fato de grande relevancia nos racionais € que eles sao densos na reta
numeérica. Ou seja, dentro de quaisquer intervalos, existem outros niumeros racionais.

Baseado nesses conceitos podemos comparar os numeros racionais da seguinte
maneira, com alguns exemplos.

2,5<3,4p0is34—-25=09>0

4,39 < 4,7 pois 4,7 —4,39=0,31>0

—1,4 < —1pois —1—(=1,4) =0,4 >0

3,74 = 3,740

-10,5 > —11,2 pois —10,5- (—-11,2) = 0,7 >0

14,7 < 15 pois 15—-14,7=0,3>0

Para facilitar o processo, podemos por exemplo igualar a quantidade de casas

decimais da seguinte forma.

25<34 3,740 = 3,740
4,39 < 4,70 -10,5> —-11,2
-1,4<-1,0 14,7 < 15,0

2.2. Aula 3: Desafio dos Intervalos

A primeira atividade € um jogo que aborda o caso do infinito em um intervalo
limitado. Nela, os alunos sdo divididos em dupla, onde um deles desafia o outro a
encontrar um intervalo cada vez ‘menor’ de numeros, do que o outro aluno encontrou.
Um intervalo que esteja contido no intervalo que seu adversario apresentou.

Apesar de serem apresentados aos alunos a regra e o objetivo descritos abaixo,

0 objetivo principal do jogo € que o aluno perceba que este processo nao tera fim, que



tem infinitos niUmeros dentro de um intervalo limitado, ndo havendo vencedores neste
jogo. Logo, que o aluno perceba que entre dois numeros racionais existe uma infinidade
de numeros, ou, que basta aumentar a quantidade de casas decimais para obter um
intervalo que ‘cabe’ no outro. Assim, de uma maneira mais simples e concreta, espera-
se que o aluno tenha a ideia do que é o infinito e comece a ter uma visdo matematica
mais abstrata.

E sugerido ao professor terminar o jogo quando a primeira dupla perceber o
objetivo principal, sendo possivel também que o professor estipule um tempo para que
mais duplas possam perceber tal processo. Se, por acaso, nenhuma das duplas tiver tal
percepgao, o professor encerra o jogo no tempo estipulado e explica o objetivo principal

do jogo e o conceito que se pretendia que os alunos percebessem com a atividade.

2.2.1. Passo a passo para o professor:

Material necessario:

° caneta ou lapis

) folha

Tempo gasto: uma aula de 50 minutos

1° Passo: Apods apresentar os conteudos referentes a atividade proposta, o
professor divide a turma em duplas.

2° Passo: Cada dupla pega uma folha de papel e uma caneta. Fica a critério do
professor se os alunos usardo uma folha em branco ou se ele entregara uma folha como
o0 modelo proposto na figura 1.

3° Passo: O professor explica as regras do Jogo e pede que cada dupla defina
qual jogador ir4 comecgar.

4° Passo: O professor da inicio ao desafio.

Fica a critério do professor se ele definira o primeiro intervalo ou, se cada dupla
o fara.

Regras do Jogo: O primeiro jogador cria um intervalo entre dois numeros

quaisquer e o representa no topo do papel. O segundo jogador tem o desafio de, abaixo
do intervalo que seu colega escreveu, representar outro intervalo que ‘caiba’ no intervalo

representado por seu colega. E assim, sucessivamente, conforme mostrado na figura 2.
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Desafio dos Intervalos

Jogador 1:

Jogador 2:

Jogador 1: |

Jogador 2: | i

Jogador 1:

Jogador2: |} i

Jogador 1:

Jogador 2: |} 4
Jogador 1: | i
Jogador 2: | i
Jogador 1: | i
Jogador 2: | i

Jogador 1: |

Jogador 2: |}

Pontuacio:

Jogador1: [ | | | | | | | | | | | |
Jogadore: | | | | | | [ | [ | | | |

Figura 1: Modelo para parte 1 da atividade
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Jogador 1: | i

2 3

Jogador 2: | !
2.3 2,9

Jogador 1 } !
2.4 2,5

Jogador 2: | i
2,45 2,48

Jogador 1: |} !
2,46 2,47

Jogador 2: | i
2,462 2,468

Figura 2: Demonstragéo da parte 1 da atividade

Objetivo: Para o jogador o objetivo € que encontre dois nimeros que fagam com
que seu adversario ndao encontre mais nenhum intervalo que esteja entre esses
numeros, vencendo o jogo quem encontrar um intervalo que fagca com que seu

adversario ndo consiga encontrar nenhum outro.

2.3. Aula4: Tecnologia
Em um outro momento (outra aula), quando o professor for fazer a conclusao da
atividade, se a escola possuir ferramentas como tablets ou um laboratério de
informatica, por exemplo, ele pode fazer com os alunos a parte 2 da atividade, que é
uma continuidade da parte 1. Mostrando aos alunos, com o auxilio de algum aplicativo
ou programa Matematico, o infinito na reta numérica, de uma maneira simples, utilizando

a ferramenta de zoom no plano cartesiano.

2.3.1. Passo a passo para o professor:

Material utilizado:

° tablets ou computadores

° internet

Tempo gasto: uma aula de 50 minutos

1° Passo: Ao chegar ao laboratério ou entregar as ferramentas aos alunos, o
professor os separa nas mesmas duplas da atividade anterior. Nao tendo problema se

as duplas mudarem caso algum aluno falte a esta aula, por exemplo.
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2° Passo: O professor apresenta o aplicativo ou programa para os alunos.

3° Passo: O professor pede que o aluno manipule a parte do eixo ou da reta no
local que se encontra o intervalo que ele sugeriu na outra atividade. E que assim ele
faga com os seguintes intervalos, usando a ferramenta de zoom quando nao for possivel
visualiza-lo.

As figuras 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 mostram, no Geogebra', como o aluno pode
representar os intervalos que criou com sua dupla na primeira parte da atividade. E
possivel perceber como o aluno pode visualizar e ter uma melhor ideia de que um
intervalo esta dentro do outro, usando a ferramenta de zoom.

Na figura 9 pode-se perceber a dificuldade de visualizagao do aluno sem utilizar
a ferramenta de zoom, para perceber que um intervalo se encontra dentro do outro.
Comparando com as outras figuras (3, 4, 5, 6, 7 e 8) pode-se perceber a importancia da
complementacgao da atividade com o uso da tecnologia.

Ao final da atividade, espera-se que o aluno tenha entendido que apesar de nao
serem sempre visiveis, existem infinitos nUmeros dentro de um intervalo €, que assim,

reforce a aprendizagem que teve na primeira parte da atividade.

INT ¢
wQ

-4

Figura 3: intervalo de 2 a 3

! Geogebra: software de Matematica utilizado no Ensino.
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A C D B
18 18 g 211 22 2?’5 24 25 28 217 28 2.9 g 34 3:2
Figura 4: intervalo de 2,3 a 2,9
A C E F D B
. ; o, O
18 19 % 2.1 22 2’3 é'# 2‘5 2.6 27 248 29 3 31
Figura 5: intervalo 2,4 a 2,5
0.03
0.02
0.01
E H F
O Q e O
238 239 24 241 242 243 244 245 246 247 248 249 25 251
—0.01
—0.02
—0.03

Figura 6: intervalo 2,45 a 2,48



0.02

0.01

-0.01

245 246 247 248 249

Figura 7: intervalo 2,46 a 2,47

L J

2.458

0.2

01

2.454 2.466 2468 247 2472 2474 2476 2478

Figura 8: intervalo 2,462 a 2,468

@

@

Figura 9: todos os intervalos

P
i
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3. Consideracgoes finais

A aprendizagem sobre o conceito do infinito, além de colaborar com diversos
outros conceitos matematicos que inclusive estdo presentes na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), também colabora para o melhor entendimento abstrato que a
Matematica possui.

Este senso de abstracdo é de grande importdncia para diversos outros
conteudos que o aluno ainda estudara, inclusive conteudos que precisam do
conhecimento do que é o infinito, como o estudo dos multiplos, do plano cartesiano, da
reta numérica, da dizima periddica, dos numeros irracionais. A BNCC reforca essa
importancia que a abstracao tem, além de ressaltar a importancia do desenvolvimento
do raciocinio, representacdo, comunicagdo e argumentacdo matematica do aluno.
Sendo esperado também que ele relacione a Matematica com o mundo e perceba sua
importancia no desenvolvimento do raciocinio logico e senso critico.

A atividade proposta a ser desenvolvida com os alunos, tem o intuito de Ihes
trazer um senso mais critico e um raciocinio abstrato, além de ser possivel observar o
engajamento e comprometimento dos alunos com a proposta apresentada.

Exposto o conceito de infinito desta maneira, espera-se obter uma aprendizagem
mais concreta do que é abstrato. Pode-se sanar duvidas que surgem no momento da
atividade de acordo com os questionamentos e observacgoes feitos pelos alunos.

Espera-se que em algum momento da atividade os alunos observem e percebam
que nunca acabam os intervalos, que ‘nao para nunca’, que nao tem fim.

Sendo assim, a referida atividade tem relevancia tanto para fixagao do conteudo,
como para interacao e autonomia dos alunos, além de criar um senso critico e
observador nos mesmos, que através da pratica com atividades mais concretas podem

desenvolver uma aprendizagem abstrata e mais significativa.
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