POI\TlFi'cm UNWLHEHJAL}L CATC’;UC:\

DO RIO DE JANEIRO

Alexandre de Araujo Franca

Célculo de areas de figuras
poligonais usando o Teorema
de Pick

Dissertacdo de Mestrado

Dissertacéo apresentada como
requisito parcial para a obtencédo de
grau de Mestre em Matematica pelo

programa de Pés-graduacédo
PROFMAT, ministrado pelo
Departamento de Matematica da
PUC-RIO.

Orientador: Prof. Dr°. Marcos Craizer

Rio de Janeiro
Abril de 2025



P NTIFICIA

UNI /ERSIDADE (/'\Tfll"a“

DO RIO DE JANEIRO

rC‘J_uu- ‘Bu

Alexandre de Araujo Franca

Calculo de areas de figuras
poligonais usando o Teorema
de Pick

Dissertacao apresentada como
requisito parcial para a obtencéo
do grau de Mestre em
Matematica pelo programa de
Pos-graduacéo PROFMAT,
ministrado pelo Departamento
de Matematica da PUC-RIO.

Prof. Dr. Marcos Craizer
Orientador
Departamento de Matematica - PUC-Rio

Prof2 Dr2 Christine Serta Costa
Departamento MPPEB-CPII - Colégio Pedro Il

Prof.2 Dr2 Dania Gonzéales Morales
Departamento de Matematica - PUC-Rio

Rio de Janeiro, 15 de Abril de 2025.



Todos os direitos reservados. A reproducéo,
total ou parcial, do trabalho é proibida sem
autorizacdo da universidade, do autor e do
orientador.

Alexandre de Araujo Franca

Graduou-se em Licenciatura plena em
Matematica na  Universidade  Federal
Fluminense em 2020. Cursou pds-graduacéao
em Gestdo/ Coordenacdo/ Orientacdo
PedagOgica na Faculdade Internacional
Siginorelli em 2022 e pds-graduagdo em
Metodologia do Ensino da Matematica na
Faculdade Internacional Signorelli em 2023 e
atualmente cursa Pedagogia na mesma
instituicio.  Atuou como Professor da
Educacdo Béasica na rede privada desde 2010
até 2024, no municipio de Sdo Gongalo de
2022 até 2024, no municipio de Japeri de
2024 ate 2025 e atualmente desde 2022 atua
no municipio de Paty do Alferes.

Ficha catalogréafica

Franca, Alexandre de Araujo

Célculo de areas de figuras poligonais usando o Teorema de
Pick / Alexandre de Araljo Franca; orientador: Prof® Dr® Marcos
Craizer — 2025
43 f.: 1l. Color. ; 30 cm

Dissertacdo (mestrado) — Pontificia Universidade Catolica do
Rio de Janeiro, Departamento de Matematica, 2025.
Inclui bibliografia

1. Matematica — Teses. 2. Histéria. 3. Teorema de Pick. 4.
Produto Educacional

CDD: 510



Agradecimentos

“O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Codigo de

Financiamento 001.”

Ao meu Orientador Professor doutor Marcos Craizer por toda dedicacdo

incansavel e confianca.

A CNPq e a PUC-RIO pelo apoio concedido, pois, sem essas instituicdes, o

trabalho teria sido impossivel.

A Deus por me dar salde necessaria para realizar este sonho.

A Igreja a qual fago parte que tdo carinhosamente velava meus estudos e me

ajudou até aqui.

A todos os meus queridos colegas de trabalho da Escola Municipal Manoel
Rodrigues em especial as minhas diretoras pela compreensdo pelas licencgas
tiradas para estudar para o mestrado.

A todos os professores que, de alguma forma, fizeram parte desta empreitada.

A todos que fazem parte do Departamento de Matematica da PUC-Rio por toda

disposicao concedida a mim.

Aos professores que participaram da Comissdo Organizadora.

A todos meus amigos que torceram e oraram por mim.

A minha esposa e filho pela compreensdo pela auséncia nos sdbados de curso e as

semanas de estudo para as provas.



Resumo

Franca, Alexandre de Araujo; Craizer, Marcos. Célculo de areas de figuras
poligonais usando o teorema de Pick. Rio de Janeiro, Abril 2025. 43p.
Dissertacdo de Mestrado, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

O tema de calculo de areas de figuras planas como paralelogramos,
retangulos, losangos, trapézios, quadrilateros em geral, inclusive aqueles que suas
areas sdo calculadas em decomposicdes, é ministrado desde o 6° ano do Ensino
fundamental Il até o 9° ano e, por conseguinte, no Ensino Médio.

O proposito dessa dissertacdo é apresentar através do Teorema de Pick,
gue ndo é tdo disseminado nos ambientes escolares, uma maneira de encontrar o
valor das &reas dessas figuras tornando o tema mais atrativo para os alunos,
desviando de uma pratica de simples decoreba de formulas.
Soma-se a isso que a aplicacdo do tema foi feita com os alunos da escola rural
Manoel Rodrigues no municipio de Paty do Alferes no estado do Rio de Janeiro,
onde os alunos tem uma forte vivéncia no campo nas plantacdes de tomates no
contra turno escolar. Foi realizada uma aula de campo onde foram coletadas
medidas das estufas e também dos terrenos onde sdo cultivadas as lavouras.

Um fator de altissima relevancia dessa dissertacdo é que o Teorema de
Pick abordado contribui de forma significativa para o aprendizado do aluno, fato
esse que foi observado ndo s6 na aula de campo, como também nas atividades
desempenhados em sala, na questdo aplicada tanto no simulado e na prova do 4°
bimestre onde os indices de acertos excederam as expectativas o0 que comprova o
éxito no objetivo da assimilacdo da proposta ndo s tedrica mas também prética

por parte dos alunos.

Palavras chaves

Poligonos em malhas reticuladas, areas de plantagdes e areas de estufas.



Abstract

Franca, Alexandre de Araujo; Craizer, Marcos. Calculation of areas of
polygonal figures using Pick's theorem. Rio de Janeiro, 15 de April de
2025. 43p. Master's Dissertation, Pontifical Catholic University of Rio de
Janeiro.

The topic of Calculating the areas of plane figures such as parallelograms,
rectangles, rhombuses, trapezoids, and quadrilaterals in general, including those
whose areas are calculated by decomposition, is taught from the 6th grade of
elementary school through the 9th grade and, consequently, in high school.

The purpose of this dissertation is to present, through Pick's Theorem,
which is not widely used in schools, a way to find the area values of these figures,
making the topic more engaging for students, moving away from the practice of
simply memorizing formulas. In addition, the topic was applied to students at the
Manoel Rodrigues Rural School in the municipality of Paty do Alferes, Rio de
Janeiro state, where students have extensive field experience in tomato fields
outside of school hours. A field trip was held, where measurements were taken
from the greenhouses and the land where the crops are grown. A highly relevant
factor of this dissertation is that Pick's Theorem contributes significantly to
student learning, a fact that was observed not only in the field class, but also in the
activities carried out in the classroom, in the question applied both in the
simulation and in the 4th semester test where the correct answer rates exceeded
expectations, which proves the success in the objective of assimilating the
proposal not only theoretically but also practically by the students.

Keywords

Polygons in reticulated meshes, plantation areas and greenhouse areas.
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Para o0 sonho existe a possibilidade e
Para a beleza, a humanidade.
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Canisio Mayer



1.

Introducao

A presente dissertacdo tem por finalidade abordar o tema calculo de areas
poligonais, cujos poligonos quando regulares possuem uma férmula para
determinacdo de suas medidas ou quando se refere a um poligono irregular
recorre-se a decomposicao do mesmo em poligonos regulares. No entanto se essas
figuras estiverem contidas em uma malha reticulada, contando os pontos de
interseccdo das retas da malha é possivel determinar a sua area pelo Teorema de
Pick.

Esse tema é abordado na sala de aula desde o sexto ano do Ensino
Fundamental 11 inclusive por meio de malhas quadriculadas até chegar no 8° e 9°
anos com a aplicacdo de férmulas e decomposicdo de figuras conforme
mencionado anteriormente

O Teorema de Pick ndo é de maneira geral a forma mais difundida do
calculo de areas poligonais. No entanto, o que foi suscitado para o referido projeto
foi uma tentativa de tornar mais atrativa o ensino da disciplina de Matematica
mais especificamente da Geometria, transformando o problema numa “simples”
contagem de pontos, divergindo do que muitas das vezes concentra-se
exclusivamente na memorizagdo de férmulas abstratas o que acaba por ndo
despertar o interesse dos educandos pelo conteido, culminando, em alguns casos,
em evasdo ou repeténcia. Isso dito foi realizada uma aula de campo para
ministracdo do conteudo trazendo para o concreto onde eles precisaram colocar
um pouco mais a mao na massa para calcular a area, e ndo somente aplicar uma
férmula sem saber o que aquilo representa. Importante resaltar que os alunos que
foram participantes ativos desse projeto estudam na Escola Municipal Manoel
Rodrigues situada no municipio de Paty do Alferes no Rio de Janeiro a qual é uma
escola rural e muitos deles trabalham na lavoura de plantacdo de tomates no
contra turno sendo essa a principal fonte da economia da regido, e nessa pratica o
calculo de areas de terreno e das estufas onde serdo realizados os plantios se faz
presente. Isso seria capaz de trazer para oS jovens um novo significado para o
ensino de Geometria, baseado na experimentacdo e no manuseio das formas e

fazendo uso na aplicacdo do seu dia a dia e de suas familias.



2.
Historia

Georg Alexander Pick nasceu em 1859 em Viena, na Austria, oriundo de uma
familia judia. Sua mae era Josefa Schleisinger e seu pai foi Adolf Josef Pick, diretor
de uma instituicdo privada. Foi educado em casa pelo seu pai até a idade de 11 anos

sendo logo ap6s matriculado na quarta classe do Leopoldstaedter Commun

Gymsasium, uma escola local até 1875.

Figura 1 — Georg Alexander Pick (1859-1942). Fonte: Imagem extraida de Wikipédia

Nesse mesmo ano, agora com 16 anos, apds prestar os exames para faculdade,
ingressou na Universidade de Viena e ja aos 17 anos escreveu seu primeiro artigo
matematico. Graduou-se em Matem@tica e Fisica no ano de 1879, qualificacdo essa
que lhe permitia lecionar ambas as disciplinas.

No ano seguinte 1880, apos defender sua tese de doutorado foi contratado
como assistente de Ernest Mach considerado uma dos maiores cientistas da
Europa em sua época em uma Universidade em Praga.

Foi em Praga que ele passou toda a sua carreira académica. Em 1888, se
tornou Professor Adjunto de Matematica e em 1892 promovido para Professor
Titular pela Universidade Alema de Praga, onde se tornou também reitor em
1901, orientando cerca de 20 alunos no doutorado. Aos 68 anos se aposentou e foi
nomeado como Professor Emérito. Georg Alexander Pick ainda foi eleito como
membro da Academia das Ciéncias e das Artes da Republica Tcheca, mas foi

excluido pelos nazistas. Em 13 de Julho de 1942, ele foi enviado para o campo de
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concentracdo de Theresienstadt onde faleceu duas semanas depois aos 82 anos.

Figura 2 — Campo de concentracdo em Theresienstadt alojamento masculino

Figura 3 — Campo de concentragdo em Theresienstadt alojamento feminino

Em sua vida académica, Pick relacionou-se com duas personalidades bem
conhecidas. Em 1884, estudou por dois anos com Felix Klein na Universidade de
Leipzig, na Alemanha. E também se tornou amigo de Einstein entre 1911 e 1913.
Pick fazia parte de uma comissdo que nomeou Einstein para a cadeira de Fisica da
Universidade de Praga. E nesses anos Pick apresentou Einstein também para a
sociedade musical de Praga, ja que os dois tinham os mesmos interesses musicais.

Ao longo de sua vida Pick escreveu 67 artigos matematicos em diversas
areas, como Algebra Linear, Analise Funcional, Calculos de Integrais e
Geometria. O mais famoso foi aquele que fala sobre um teorema que leva o seu
proprio nome, o Teorema de Pick, que foi publicado em 1899/1900 sob o nome de
Geometrisches Zur Zahlenlehre (Resultados Geométricos em Teoria dos
Numeros), Pick [20], em Praga. O artigo apresentava um teorema bem simples

para calcular &reas de uma figura geométrica plana
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No entanto, a formula ficou obscura por varios anos, pois Pick acreditava
que ndo era uma grande descoberta e a publicou em uma secdo de matematica
pouco conceituada. Em 1969, o matematico polonés Hugo Dyonizy Steinhaus
incluiu o teorema em um de seus livros, Mathematical Snapshots, [23],
popularizando-o.

Leametrisckes mur Zahlemishre Bis

vrgeben, dass die Punktzabhl eclpes aus zwet Hestand-
theilen zuasammengesetzten Polygons gleich ist der
Summe der Ponkzzablen dey Bestandetheile., Winder-
holte Anwendung dieses Resultats zeigt e Richtighetr des-
selben anech flir belishir viele Bestundtheile

Fir eine cinzelne Masche ist

. =494

al=a die Poukizakl gleich Zwei, and gibt daber direct den
Flicheninhalt dor Masche an. Fiir jede nus soleben Maschen
zusammensetzhare Polysontigar, das heisst fiir jode ansschiiesslicn
vom Hauptgitterstranhlen begrenzte Figar, ist daber nach dewm
obigen Zusammesnsotzuopssatz=  die  Punkizabl gleich  dem
Flicheuinkalt., Insbesondere gilt dies von den Parallelograommen
nums Hanptgitterstrahlen. Zerlegl mun vin solches Parallelogramm
dureh vine Diagonale, %0 entsteben zxwel Dreiecke, welche in
Folge der Sitze 1 und IT sammt den za ihoen gebicigen Gitter.
punkten congruent siml. Also ist die Panktzahl eines jeden von
ilinem halb so gross als jene des Parallelogramms, aml daher
wivder gleich ibhrem Inhalt,

Ela beliehiges Gitterpolygon nan Eann man dadurch zu einer
ansschliesSlich von Hanptigitterstrahlen begreaxten Figar er-
gianzen, duss mau Gber allen Seiten derselben, die nicht schon
selbst Hanptgitterstrahlen sind, Dreiecke ervichiet, deren beide

=

Fiy. 2

anderen Seiten Hamptgitterstrahlen s=ind, (Fig. 2 A8 M) Fir
dices erginzenden Dretecke ebensowohl als fur die entstandems

Figura 4 - Pagina do livro Geometrisches zur Zahlenlehre



3.

Conceitos basicos
Antes de discorrermos sobre o Teorema de Pick algumas defini¢bes se

fazem importantes para estabelecimento e aplicacdo do referido Teorema.

3.1.

Poligonos e definicbes

Defini¢do 1.1. Uma poligonal é uma figura formada por uma sequéncia de pontos
A, Ay, ..., An e pelos segmentos A1A2,AAs, ...,An-1An.

Definicdo 1.2. Consideremos a sequéncia finita de pontos A;, Ay, ..., A, cOm n
natural e n>2. Chamamos de poligono A;A...A, 0 conjunto de todos o0s
segmentos formados por dois pontos consecutivos, a saber, A1A2,AAz, ...AnA1
onde dois desses segmentos ndo possuem interseccdo além dos vértices e, se
consecutivos, ndo pertencem a mesma reta. Ver figura 5.

Definicdo 1.3. Um poligono é simples quando cada um de seus vértices €
extremidade de apenas dois lados. Um poligono que ndo é simples é dito
complexo.

Definicdo 1.4. Um poligono é convexo se esta sempre contido em um dos

semiplanos determinados pelas retas que contém os seus lados.

Ai

B, 1 Cs

Cs

(02

Cy
Az

-4

Figura 5 — Poligono convexo (a esquerda), ndo convexo (centro) e ndo simples (a
direita). Fonte: Extraida de (SILVA, 2021).

Definicdo 1.5. Uma rede de pontos no plano € um conjunto de pontos dispostos
regularmente ao longo de retas horizontais e verticais, de modo que a distancia de
cada um deles aos pontos mais préximos na horizontal ou na vertical é igual a

uma unidade de medida padrdo adotada.
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Figura 6 — Rede de pontos. Fonte: Extraida de (SENTO-SE, 2016).
Um poligono reticulado é aquele cujos vértices sdo pontos da malha

quadriculada.
Definicdo 1.6. Um triangulo chama-se fundamental quando possui os trés vértices
e mais nenhum outro ponto (do bordo ou do interior) sobre a rede de pontos na

malha.

3.2.
O Teorema de Pick

De forma primaz enunciaremos os conceitos de malha quadriculada e de
poligono simples, pois tais conceitos sdo basilares para o tema abordado no
contexto desse trabalho.

“Uma rede no plano é um conjunto infinito de pontos
dispostos regularmente ao longo de retas horizontais e
verticais, de modo que a distéancia de cada um deles aos
pontos mais proximos na horizontal ou na vertical é igual
a um. Tomando um sistema de coordenadas cartesianas,
com origem num ponto da rede, um eixo na direcédo
horizontal e outro na vertical, a rede pode ser descrita
como 0 conjunto de todos os pontos do plano cujas
coordenadas (m, n) sd0 ndmeros inteiros.”

(https://periodicos.ufsm.br/cienciaenatura/article/download/14606/pdf/
88169)

“Poligono simples é uma figura geométrica plana
formada por segmentos de reta que ndo se cruzam, ou
seja, ndo ha intersec¢do entre dois lados ndo consecutivos
e somente convergindo nos extremos. ”
(http://clubes.obmep.org.br/blog/um-pouco-sobre-poligonos
poligonos-uma-primeira-definicao-2/)


https://periodicos.ufsm.br/cienciaenatura/article/download/14606/pdf/88169
https://periodicos.ufsm.br/cienciaenatura/article/download/14606/pdf/88169
http://clubes.obmep.org.br/blog/um-pouco-sobre-poligonos-poligonos-uma-primeira-definicao-2/
http://clubes.obmep.org.br/blog/um-pouco-sobre-poligonos-poligonos-uma-primeira-definicao-2/
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3.2.1.
Exemplos
Antes de discorremos sobre o Teorema vamos apresentar o calculo do

poligono da figura 7 onde seus vértices encontram-se sobre pontos da malha.

Exemplo 1: Dado o poligono expresso na figura abaixo cujos vértices sao

pontos de uma malha, como podemos efetuar o célculo da area desse poligono.

Figura 7 - Heptagono ABCDEFG néo regular
Repare que a area da figura 7 pode ser calculada completando o retangulo
como indicado na figura 8. Essa area pode ser obtida calculando-se a soma das
areas dos triangulos AGH, ABC e CDI e do heptagono ABCDEFG.

Figura 8 — Retangulo EFHI

Aerri = AacH + Aasc + Acpil + AABCDEFG

1x2 3x2 1x2
+ +
2 2 2

4x5= + AABCDEFG

20=1+ 3+ 1+ Aascperc
Angcoers = 15 U°

O resultado foi encontrado, com a resalva de que esse ndo seria 0 método
mais ludico.

No entanto, o Teorema de Pick é uma formula que permite calcular a area
de poligonos simples, contidos em uma malha reticulada, contando os pontos de

intersecgéo das retas da malha. O referido teorema afirma que:
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“Considerando certo poligono P com vértices cujas coordenadas na malha

sd0 nameros inteiros, sua area pode ser definida pela formula:
; . b
Area(P) =i +E -1,

sendo que i representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras interiores
ao poligono e b representa a quantidade de pontos de coordenadas inteiras
pertencentes as arestas do poligono.”

VVamos aplicar o Teorema de Pick para o célculo da area da figura 9, onde

acrescentamos o ponto H que é um ponto de interseccdo da malha quadriculada:

Figura 9 — Heptagono ABCDEFG néo regular
Observando a figura temos que i = 9 e b = 14 e inserindo na férmula

temos:
14
A=9+—-1
2

A=9+7-1=151°
Concluimos entdo que o resultado confere com o obtido no exemplo 1.

Mais alguns exemplos de aplica¢do do Teorema de Pick:

Exemplo 2: (OBMEP, 2011) Na figura, o lado de cada quadradinho mede 1 cm.

Qual é a area da regido cinza?

a) 10 cm?

b) 12, 5 cm? L\i
¢) 14.5 cm? ~

d) 16 cm? /

e) 18 cm?
Figura 10 — Poligono. Fonte — PROVA OBMEP 2011



Solucédo sem utilizar o Teorema de Pick:

19

Figura 11 — Poligono complexo decomposto em poligono simples. Fonte — Constru¢éo

no Geogebra

Desenvolvendo o calculo de cada area destacada tem-se:

1.

2.

Retangulo vermelho: A=b.h > A=3.1=3cm?

A b.h 1.1 1
Triangulo verde: A = ~ > A= - = A= 2 cm?
A b.h 2.1
Triangulo amarelo: A = ~ S>SA==—=1cm’
A b.h 1.2
Triangulo roxo: A = - 2> A= - 1cm?
A b.h 51 _5
Triangulo azul: A= — > A==—==cm?
2 2 2
A . b.h 31 _3
Triangulo lilas: A = ~ >A=—= 2 cm?
- . B+b).h 2+1).2
Trapézio laranja: A = % >A=EDZ a0y

Somando-se todas as areas temos:
5

5
A=3+i+1+1+2+3433A=2=125¢cm?
2 2 2 2

Solucéo utilizando o Teorema de Pick:

Figura 12 — Poligono decomposto em dois poligonos simples. Fonte — Construgéo

Nesse procedimento dividiremos a figura em dois poligonos simples | e I1:

Geogebra
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» Poligonol:i=2eb=9
. b i 9 . 11 )
Area(Pl):|+E -1 9Area(P1):2+E-19Area(P1):?:5,5cm
» Poligono ll:i=4eb=8
] . b ] 8 ] )
Area(Pz):|+E —1éArea(Pg):4+E-19Area(P2):7cm

Somando as duas areas tém a area da regido cinza:
Area (Py) + Area (P,) =5,5+ 7 = 12,5 cm?

Exemplo 3: Calculando a area de poligonos com lados sobrepostos.

Denilson que é agricultor no municipio de Paty do Alferes no estado do
Rio de Janeiro fez o arrendamento de dois terrenos para a plantacdo de tomates
que estdo representados na figura abaixo na malha quadriculada cuja distancia
entre 0os pontos da malha representa a medida de 1 km. Ele espera conseguir
plantar 200 mil pés de tomates nesses dois terrenos e para isso ele precisa calcular
a area dos mesmos. Utilizando o Teorema de Pick, para calcular a area dos
terrenos arrendados por Denilson qual o valor encontrado em km?®?
a) 90 km?
b) 91 km?
¢) 92 km?
d) 93 km?
e) 94 km?

(=]
@
(=]
- o o @ @
a o @ o
@
L J

Figura 13- Justaposigédo de poligonos. Fonte: https://cmup.fc.up.pt/cmup/pick/pick2.html
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Solucdo: Analisando a figura observa-se que ha um lado em comum entre os
poligonos P1 e P2. O valor da area da figura pode ser encontrado separando as
duas figuras, calculando suas areas e depois somando os resultados, no entanto,
abordaremos um desenvolvimento diferente. Os pontos do lado comum exceto 0s
seus dois pontos extremos serdo contados como pontos do interior do poligono
maior formado pela juncdo de P1 e P2. Sendo assim os valores de i = 72 e b = 44,

logo utilizando a formula do teorema de Pick temos que:

. b
Area(P) =i+ > 1

o 44
Area(P) =72 + BN 1

Area(P) =72 +22 -1
Area(P) = 93 km? (Resposta letra D)

Exemplo 4: Nesse exemplo temos uma interdisciplinaridade entre Matematica e
Geografia

(Adaptada de Souza (2010)) Considere a rede construida sobre o mapa do estado
da Paraiba, cuja menor distancia entre dois pontos seja 1 cm e considere a escala
indicada na figura seguinte. Usando a formula de Pick e a de escala linear entre
areas, calcule a area aproximada da Paraiba. (Segundo o IBGE, o estado possui
56.439 km? de area).

Figura 14 — Mapa da Paraiba. Fonte: Imagem extraida de (SOUZA, 2010)

Solucdo: Para calcular a area aproximada, definimos a area da figura 14 do
desenho do mapa de A e de S, a area real. Analisando a figura 14 temos que b =

28 pontos de borda e i = 25 pontos internos. Entéo, pelo Teorema de Pick, tem-se:
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Azi+= —1
2

28
A=25+—-1
2

A=25+14-1
A=38u.a

< . . . . A
A relacéo entre escala linear E e éreas de figuras planas é dada por E? = 5

Dessa maneira, temos que:

E2=2> (i)2=§ > S = 54872 km?
s 38 s
Logo, o estado da Paraiba apresenta uma area de aproximadamente 54.872

km?.

3.2.2.
Demonstracédo do Teorema de Pick

A demonstracdo do Teorema de Pick ndo é singular, de tal maneira que o
leitor interessado em outras estratégias pode pesquisar nas seguintes fontes:

1. https://rpm.org.br/cdrpm/78/11.html (Demonstracdo por inducgéo);

2. https://www.repositorio.ufop.br/server/api/core/bitstreams/23c3d831-
22ca-4ccd-ad24-bda0357ac8cl/content (Demonstracdo pela soma dos
angulos internos);

3. https://cmup.fc.up.pt/cmup/pick/pick6é.html (Utilizando o Teorema de
Euler).

Entretanto nessa dissertacdo a proposta sera realiza-la seguindo 0s
seguintes procedimentos:
1°) Demonstrar que se vale para dois poligonos entdo vale também para a
composicao deles;
2°) Provar que todo poligono simples pode ser decomposto em triangulos;
3% Verificar que o Teorema de Pick vale para triangulos retangulos (possui
angulo reto) e como todo triangulo pode ser dividido em triangulos retangulos

tem-se assim o fim da demonstragéo.


https://rpm.org.br/cdrpm/78/11.html
https://www.repositorio.ufop.br/server/api/core/bitstreams/23c3d831-22ca-4ccd-ad24-bda0357ac8c1/content
https://www.repositorio.ufop.br/server/api/core/bitstreams/23c3d831-22ca-4ccd-ad24-bda0357ac8c1/content
https://cmup.fc.up.pt/cmup/pick/pick6.html
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Consideremos um poligono simples P onde seus vértices s&o numeros
inteiros na malha formados por outros dois poligonos simples P; e P, que

contenham apenas um lado em comum, como a figura abaixo:

Figura 15 - Poligono P

Convencionamos que B; e I; sdo as quantidades de pontos nas bordas e no
interior do poligono P; respectivamente, e definiremos B, e I, as quantidades de
pontos nas bordas e no interior do poligono P, respectivamente. Usando o teorema

de Pick temos que:
B

> Ap=1+ = -1
2

B1
» Ap1= |1+? -1

B2
» Apy= |2+7 -1

Chamando de a 0 nimero de pontos da malha que P1 e P2 possuem em
comum, entdo, teremos que I = I, + I, + (o —2) € B = B1+B; —2a + 2. Portanto a

area de P, ficaria desta forma:

B (B1+B2—-2a+2)
Ap:E'i'I—l: > +(11+12+(O(—2))—1
B1+B2 B1+B2

—a+l+L+L+a-2-1= +[1+1,-2

Reorganizando passamos a ter:

AP:? + |1—1+7 +1,-1, ou seja, Ap = Aps + Apz.

Concluindo entdo que o Teorema de Pick vale para composicdo de

poligonos simples com veértices na malha. Demonstraremos agora que todo
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poligono simples pode ser decomposto em triangulos tragcando diagonais internas
as quais ndo ocorrem ponto de cruzamento.

Por absurdo vamos supor a possibilidade um poligono P, com L lados, o
qual ndo pode ser decomposto em triangulos. Escolhnemos P de modo que o
numero L seja 0 menor possivel. Seja B um dos Vvértices de P e que A e C sejam 0S
seus vertices adjacentes, ou seja, vértices que pertencem aos mesmos lados que o
ponto B se encontra, segmentos AB e BC. Podemos ter dois casos possiveis:

1° Caso: Sejam A, B e C séo 0s Unicos vértices de P contidos no triangulo

ABC, como na figura abaixo:

m

Figura 16 — Construgao prépria do poligono P’

Substituindo os lados AB e BC por AC, temos L—1 lados obtendo assim o
poligono P’, 0 que nos permite fazer sua decomposi¢cdo, uma vez gue assumimos
anteriormente que n seria 0 menor nimero para o qual o poligono nao poderia ser
decomposto. Sendo L o menor nimero de lados para o qual o teorema ndo €
valido, observamos que P’ pode ser decomposto em triangulos na forma como
queriamos. Assim unindo o triangulo ABC ao poligono P’, obtemos uma
decomposicdo de P, o que se torna uma contradicdo findando assim a
demonstracéo desse caso.

2° Caso: Na outra possibilidade temos o caso no qual o tridngulo BDG

possui outros vértices do poligono P, além de B, D e G, como mostra a Figura 17.

Figura 17 — Poligono P2
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Nesse caso 0 ponto A gue esta na regido triangular do triangulo BDG é o
ponto mais distante do lado DG do triangulo, de maneira que quando tracarmos a
diagonal BA essa ndo intercepte o nenhum dos lados do poligono P,. Quando
tracamos a diagonal BA o poligono P, se divide em dois poligonos P’ e P” os
quais ambos possuem numeros de lados menores do que o poligono P, e dessa
forma como se estabeleceu anteriormente que L seria 0 menor nimero possivel
para o qual P, ndo poderia ser decomposto, conclui-se que P’ e P” podem ser
decompostos. Unindo entdo P’ e P” encontramos a decomposicdo de P,, 0 que €
um absurdo, ja que assumimos que P, ndo poderia ser decomposto. Logo, isso
demonstra o segundo caso. Podendo concluir, entdo, que todo poligono pode ser
decomposto em triangulos.

Partindo da premissa que todo tridngulo pode ser decomposto em
triangulos retangulos, basta comprovar entdo que o Teorema de Pick vale para
triangulos retangulos.

Seja o tridangulo RST, retdngulo no vértice S com o angulo o = 90° como
na figura 18, onde os lados r e t sdo os catetos e o lado s € a hipotenusa. Entéo
temos a seguinte relacdo entre a medida dos lados s, t, r e a quantidade de pontos

da malha sobre eles:

Figura 18 — tridngulo RST

v" O lado t possui tamanho t unidades de comprimento e (t+1) pontos da malha.

A distancia entre os pontos da malha ¢é definida pela unidade de comprimento;

v" O lado r tem tamanho r unidades de comprimento e (r+1) pontos da malha;

v Lado s tem tamanho de s unidades de comprimento e a quantidade de pontos
ndo é possivel definir, caso o triangulo fosse pitagorico, ai sim, essa definigcdo

seria possivel.
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v" Definiremos somente, de forma geral, a quantidade d de pontos da malha que
estdo sobre a hipotenusa, excluindo a contabilidade dos vértices.
Na borda do triangulo RST da figura 7 temos (t+r+d+1) /2 pontos e na regido

. -1)(t-1)-d - . —
interna % pontos, esta Ultima sendo a quantidade de pontos no interior

do retangulo cujas dimensdes seriam r e t, retirando os pontos da hipotenusa d.

Utilizando o Teorema de Pick, tem-se que:

A = E + 1 -1 > A = trr+d+1 + (r-1)(t=1)-d -1 > A =
2 2 2
t+r+d+1+rt—-r—t+1-d 1
2
A= 15a=Ci 25 a8
2 2 2 0

Portanto como r e t sdo as medidas dos catetos do triangulo retangulo RST
nota-se que corrobora com a formula da area de um tridngulo, base vezes altura
dividido por dois e também com a férmula da area de triangulos retangulos,
produto dos catetos dividido por dois provando que o Teorema de Pick vale
também para triangulos retangulos, como desejava. Concluimos, entdo, que o

Teorema de Pick vale para todos 0s poligonos simples com vértices na malha.



4.
Registro da aula de campo relacionada a coleta dos dados

para a aplicacao do Teorema de Pick em sala de aula.

No 4° Bimestre do ano letivo de 2024 as turmas 801 e 802 da Escola
Municipal Manoel Rodrigues (escola rural) no municipio de Paty do Alferes no
Estado do Rio de Janeiro tiveram uma aula de campo que relacionou o Teorema
de Pick com a matéria de areas de figuras planas a qual estava discriminada no
planejamento pedagogico para ser ministrada naquele bimestre.

No cotidiano de boa parte desses alunos o laborar na lavoura faz parte da
sua rotina, afinal muitos ajudam a familia nas plantacfes de estufa principalmente
de tomate, no contra turno escolar.

As metodologias da aplicacdo desenvolvidas na aula de campo foram as
seguintes:

1. Apresentar aos alunos como a matematica estd presente na rotina das
atividades fora da escola e como também pode ser uma grande ferramenta
facilitadora no desenvolvimento das atividades durante a rotina de trabalho.

2. Inicialmente identificar algumas figuras poligonais nas estruturas usadas
na regido das plantaces.

3. Os alunos foram divididos em grupos e com o0 uso de uma trena e de um
bloco de anotacGes coletaram na parte externa da estufa as suas medidas de
comprimento, largura e também altura. Essas medidas foram utilizadas por
ocasido do uso da formula do Teorema de Pick em sala de aula pra o calcula da
area da estufa.

Observacao:

Cabe resaltar um fato ocorrido na aula de campo, os alunos estavam com
dificuldade de tirar a medida da altura da estufa com a trena, por essa ser flexivel
e por isso quando esticava ela dobrava. Eles tiveram, sem nenhuma interferéncia
do professor, a ideia de pegar um pedaco de madeira, tirar a sua medida, e partir
dai, ao esticar a madeira até o topo da estufa, a partir da sua base tirar medida até
0 ch&o e somar com o comprimento da madeira conforme se pode comprovar pela

foto oito.
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4, Na regido interna da estufa foram registradas as medidas do
distanciamento entre o plantio dos pés de tomate para obter o célculo da
quantidade de pés que poderiam ser plantados na regido delimitada pela estufa.
Ao término todos foram reunidos para conferéncia das medidas anotadas
de cada grupo e também para compartilharem as suas opinides sobre a atividade
desenvolvida em um ambiente fora da sala de aula.
Temos a seguir algumas fotos que registraram esse momento de

aprendizado pratico dos alunos na aula de campo:

Foto 1 - Chegada dos alunos na plantacdo de estufa

Regido interna da estufa:

Foto 2 - Instrucdes para os alunos que atuaram na area interna
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Foto 3 — Coletas de dados Foto 4 — Coletas de dados

Foto 5 — Coletas de dados Foto 6 — Registro das Coletas de dados
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Regido externa da estufa:

Foto 7 — Preparaco para tracado das Foto 8 — Preparacao para tracado das medidas da estufa

medidas da estufa

Foto 10 — Registro das medidas frontais externas
da estufa

Foto 9 — Registro das medidas externas laterais
da estufa
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Foto 11 — Registrsdas medidas frontais externas da estufa



5.
Aplicacido do Teorema de Pick no Simulado Bimestral e registro

do desempenho dos alunos

Além da atividade realizada em sala, no Simulado aplicado para as turmas
do Ensino Fundamental 11 no 4° Bimestre, foi colocado uma questdo da Olimpiada
Brasileira de Matematica (OBM) que envolvia justamente o conteddo do referido

Teorema. Segue a questdo abaixo

Questdo 24: No reticulado a seguir, pontos vizinhos na vertical ou na
horizontal estdo a 1 cm de distancia. Qual é a &rea da regido sombreada?
2
a) 7cm 1cm
1cm

b) 8cm?

c) 9cm?

-

d) 9,5cm? Figura 19 — Questdo OBM

Solucdo: Aplicando a férmula do Teorema de Pick considerando pela figura 19

temos que i =3 e b = 12. Sendo assim:
A:|+E—19Az3+7—19A:3+6-19A:80m

O indice de acerto na questdo foi extremamente satisfatorio como se pode
perceber pelo grafico de setores abaixo, o que nos leva a concluir que boa parte

dos alunos assimilou o contetdo ministrado.

Questao do
Teorema de Pick
11%

Acertaram
" M Erraram
\/89%

Figura 20 — Grafico de desempenho na questdo do Simulado
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Aplicacao do Teorema de Pick na Prova Bimestral e

registro do desempenho dos alunos.
Alem do Simulado aplicado para as turmas do Ensino Fundamental Il no
4° Bimestre, foram elaboradas as duas questdes que se seguem abaixo, para serem

inseridas na prova de Matematica do 4° bimestre do ano letivo de 2024.

Questdo 1) Utilizando a Férmula de Pick, é correto afirmar que a area da figura é:
(7 pontos).

a) 20 u?

b) 22 u?

C) 24 u?

d) 26 u2

Figura 21 — Questao da prova do 4° Bimestre

Solucéo: Aplicando a férmula do Teorema de Pick considerando pela figura 19

temos que i =17 e b = 12. Sendo assim:
. b
A:|+5—19A:17+12—2—19A:17+6-1 >A =22 u® (Resposta letra B)

Nessa questdo cabe uma observacdo, pois diferentemente em relacdo a
questdo numero 2, nem todos os pontos foram demarcados na figura como se pode

observar na figura 22 abaixo:

Figura 22 — Desenvolvimento da 22 questédo da prova

Muitos alunos ndo consideraram para os pontos em vermelho, errando no

total de pontos na borda da figura, e, dessa forma errando o calculo da é&rea e
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refletindo na estatistica de acertos e erros do referido exercicio como nota-se no

gréfico de setor a sequir:

Rendimento dos alunos na questéo 1 do
Simulado do 4° Bimestre de 2024

Acertos

63%

M Erros

Figura 13 — Grafico de Setor do rendimento da questéo

Questdo 2: Jodo comprou um terreno conforme a figura abaixo, para construir nele
estufas para plantacdo de tomate conforme vimos na nossa aula de campo do dia 5 de
Novembro desse ano. Para isso ele precisa descobrir a area do terreno utilizando a

Férmula de Pick, a area da figura abaixo é: (7 pontos)

a) 16 u?
b) 18 u2
d) 20 u2
d) 22 u?

Figura 24 — 22 questéo da prova do 4° Bimestre

Solucdo: Aplicando a férmula do Teorema de Pick considerando pela figura 19
temos que i =13 e b = 12. Sendo assim:

. b
A:|+E—19A213+%—19A213+6-19A:18u2(RespostaIetraB)

Ja na segunda questdo o desempenho dos alunos foi mais satisfatério como

se pode comprovar pelo gréfico de setor a seguir:



Rendimento dos alunos na questéo 2
do Simulado do 4° Bimestre de 2024

Acertos
‘ M Erros

86%

Figura 25 — Gréfico de Setor do rendimento da questéo
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Produto Educacional

Atividade desenvolvida em sala de aula

A proposta da atividade em sala de aula foi baseada no registro das
medidas da estufa coletadas na aula de campo onde os alunos fariam a
planificacdo da regido da estufa numa folha em malha quadriculada e apos
inserirem as medidas coletadas calculariam a area da estufa usando o Teorema de
Pick como também através das formulas.

Ap0bs os registros das medidas coletadas na estufa os alunos em sala
separados em duplas calcularam a area usando o Teorema de Pick. Primeiramente
foi esbogada pelo professor a figura da estufa com as medidas coletadas pelos

alunos como se pode verificar na foto 12:

Foto 12 - Esbogo da estufa para projetar as medidas coletadas pelos alunos

Foi dado a cada aluno uma folha com a malha quadriculada onde eles deveriam
desenhar a planificacdo da lateral e da frente da estufa e calcularem as suas areas
assim como a area de plantio da estufa.
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Foto 13 — Registro dos alunos desenvolvendo a atividade em sala.

Segue-se nas figuras abaixo a resolugdo do aluno Leonardo da turma 801 e
do aluno Rodolfo da 802:
Resolucéo do aluno Leonardo da turma 801:

Foto 14 — Trabalho do aluno Leonardo turma 801
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Valor encontrado
usando o Teorema
de Pick

Valor encontrado
usando a formula
A=b.h

Valor encontrado
usando o Teorema
de Pick

Valor encontrado
usando a formula
A=b.h

Foto 15 — Resolugdo da area da estufa aluno Leonardo turma 801

Resolucdo do aluno Rodolfo da turma 802:

Foto 16 — Trabalho do aluno Rodolfo turma 802
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Valor encontrado
usando o Teorema
de Pick

Valor encontrado
usando a formula
A=Db.h

Valor encontrado
usando o Teorema
de Pick

Valor encontrado
usando a formula
A=b.h

Foto 17 — Resolugédo da area da estufa aluno Rodolfo turma 802

Foi solicitado aos alunos que calculassem a area das figuras planas usando
tanto o Teorema de Pick como a férmula de certa forma “tradicional” a fim de que
verificasse a igualdade dos resultados, o que foi comprovado como podemos ver
pela foto 13, foto 14, foto 15 e foto 16.

Solucéo:
Na malha foram desenhados dois retangulos, sendo o primeiro com 45
pontos interno (i=45) e 40 pontos nas bordas (b=40). Dessa forma usando a

formula do Teorema de Pick temos para o retangulo 1:
. b
A=i+—1

2

A=45+2 1
2

A=45+20-1

A =64 m?
Calculando usando a férmula da area do retangulo temos:

A = base x altura > A = 16 x 4 = 64m?, onde fica comprovada a igualdade nas

duas solugdes.
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8.

Conclusao

A presente dissertacdo teve por objetivo apresentar uma maneira ndo téo
usual para o célculo de area de regides poligonais através da aplicacdo do
Teorema de Pick, tornado o processo de aprendizagem mais prazeroso e
possibilitando ao professor uma abordagem diferente a fim de capturar a atencao
do aluno e despertar o interesse pelo aprendizado.

Foram explanados um pouco da historicidade do matematico Georg
Alexander Pick e os conceitos basicos, a fim de subsidiar o entendimento do
teorema. Alguns exemplos foram apresentados, como a questdo da Olimpiada
Brasileira de Matemaética, a questdo da interdisciplinaridade com a Geografia com
o0 célculo da area do Estado da Paraiba, ambas resolvidas com a aplicacdo do
referido Teorema. Além disso, a demonstracdo do Teorema procurou-se ater ao
campo da Geometria.

Para minha surpresa, no decorrer do desenvolvimento, pesquisa e trabalho
de campo para essa dissertacdo foi perceptivel que ainda hoje, o0 mesmo que
aconteceu com o Teorema de Pick que ficou na obscuridade por cerca de 70 anos
ainda hoje acontece, poucos colegas professores de Matematica tinham
conhecimento do mesmo. No entanto, ao serem apresentados ao Teorema
praticamente por unanimidade, ndo s6 se agradaram do Teorema como se
comprometeram a usa-lo na ministracdo de suas aulas sobre areas de figuras
planas.

Alguns frutos desse trabalho romperam as margens da sala de aula e os
muros das escolas, houve relatos de alunos que aplicaram nas plantacfes de suas
familias, sendo esse um dos objetivos basilares a serem alcangados. Além disso, a
coordenagdo de matematica do municipio de Paty do Alferes ao tomar
conhecimento do tema e ser apresentado ao mesmo, nos fez o convite para
ministrar uma palestra para a equipe de professores de Matematica do municipio
sobre 0 Teorema de Pick, trazendo dessa forma maior relevancia ao tornar

conhecido esse Teorema.
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Resalto também o maneira receptiva com a qual os alunos receberam o
aprendizado, o comprometimento na aula de campo, nas atividades propostas em
sala e também ao bom desempenho nas questfes nas avaliagGes.

O produto Educacional foi formulado de maneira que possa contribuir para
que o professor em sala tenha éxito na aplicacdo da atividade, sendo essa
aplicacdo de maneira simples e objetiva onde o aluno possa ndo soO realizar a
tarefa, mas entender o que esta sendo feito.

Dessa forma, espera-se que este trabalho possa ser utilizado por
professores de Matematica do Ensino Fundamental 11 e Médio, com as devidas
adaptacdes de acordo com o alunado que serd ministrado, viabilizando, portanto,
gue o objetivo principal que é melhorar a qualidade do ensino publico seja
alcancado.
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