UNIVERSIDADE DO ESTADO DE SANTA CATARINA - UDESC
CENTRO DE CIENCIAS TECNOLOGICAS - CCT
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL -
PROFMAT

SUSANA WILLEMANN STIMAMIGLIO

ISOMETRIAS E LADRILHAMENTOS: A ARTE COMO CONTEXTO PARA O
ENSINO DE MATRIZES E TRANSFORMACOES NO ENSINO MEDIO

JOINVILLE
2025



SUSANA WILLEMANN STIMAMIGLIO

ISOMETRIAS E LADRILHAMENTOS: A ARTE COMO CONTEXTO PARA O
ENSINO DE MATRIZES E TRANSFORMACOES NO ENSINO MEDIO

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pos—
Graduacao Profissional em Matematica do Cen-
tro de Ciéncias Tecnoldgicas da Universidade do
Estado de Santa Catarina, como requisito parcial
para a obtencdo do grau de Mestre Profissional
em Matemadtica.

Orientador: Viviane Maria Beuter

JOINVILLE
2025



Ficha catalogréfica elaborada pelo programa de geracdo automatica da
Biblioteca Universitaria Udesc,

com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

Stimamiglio, Susana Willemann

ISOMETRIAS E LADRILHAMENTOS : A ARTE COMO
CONTEXTO PARA O ENSINO DE MATRIZES E
TRANSFORMACOES NO ENSINO MEDIO / Susana
Willemann Stimamiglio. -- 2025.

101 p.

Orientadora: Viviane Maria Beuter

Dissertacao (mestrado) -- Universidade do Estado de
Santa Catarina, Centro de Ciéncias Tecnologicas, Programa
de Pés-Graduacao Profissional em Matematica em Rede
Nacional, Joinville, 2025.

1. Grupos. 2. Matrizes. 3. Escher. 4. Geogebra. |. Beuter,
Viviane Maria . Il. Universidade do Estado de Santa Catarina,
Centro de Ciéncias Tecnolégicas, Programa de
P6s-Graduacao Profissional em Matematica em Rede
Nacional. Ill. Titulo.




SUSANA WILLEMANN STIMAMIGLIO

ISOMETRIAS E LADRILHAMENTOS: A ARTE COMO CONTEXTO PARA O
ENSINO DE MATRIZES E TRANSFORMACOES NO ENSINO MEDIO

Dissertacao apresentada ao Programa de Pds—
Graduacao Profissional em Matematica do Cen-
tro de Ciéncias Tecnoldgicas da Universidade do
Estado de Santa Catarina, como requisito parcial
para a obtencdo do grau de Mestre Profissional
em Matematica.

Orientador: Viviane Maria Beuter

BANCA EXAMINADORA:

Prof.a Dr.a Viviane Maria Beuter
UDESC/CCT

Membros:

Prof.a Dr.a Graciela Moro
UDESC/CCT

Prof.a Dr.a Kelly Roberta Mazzutti Liibeck
UNIOSTE

Joinville, 27 de agosto de 2025



AGRADECIMENTOS

Primeiramente, agradeco a Deus pelo dom da vida e pela perseveranga que me guiou ao
longo da caminhada académica, permitindo que eu persistisse e progredisse mesmo diante dos
desafios.

Agradeco a minha orientadora Professora Viviane por aceitar conduzir o meu trabalho de
pesquisa e pela paciéncia nos momentos em que a vida me fez deixar a dissertagdo de lado.

A todos os professores do PROFMAT que, com dedicacao e entusiasmo, ndo apenas me
incentivaram a ingressar no curso, mas também proporcionaram reflexdes profundas sobre o
ensino e a matemadtica.

Ao meu marido, Gustavo, meus agradecimentos pelo suporte incondicional, pela ajuda
nos momentos dificeis e, sobretudo, pela compreensao diante da minha auséncia nos finais de
semana.

Sou imensamente grata aos meus pais, que sempre valorizaram a educagdo e me oferece-
ram apoio emocional e financeiro fundamentais para enfrentar os muitos desafios do mestrado.
Ao meu irmao, agradeco por despertar em mim o espirito de superagdo, incentivando minha
competitividade de forma positiva.

Aos colegas e amigos do PROFMAT e da matemadtica, agradeco pela parceria nos estudos,
pela troca de conhecimentos e pelo apoio mutuo para superar os desafios do programa.

Por fim, agradego a UDESC, institui¢do que me acolheu desde a graduacdo e que, durante
o mestrado, me ofereceu a bolsa PROMOP, um recurso importante para meu desenvolvimento

académico e profissional.



Adoramos o caos porque amamos produZzir
ordem. (M.C. Escher)



RESUMO

Uma das tarefas do professor de matemadtica € incentivar os alunos a se dedicarem a disciplina,
j& que muitos nao simpatizam com os calculos e defini¢des envolvidos. O papel do professor vai
além de dominar o contetudo: € preciso compreender a melhor forma de explicd-lo e antecipar as
dificuldades que podem surgir. Nesse sentido, a contextualizacdo da matemadtica constitui uma
estratégia didatica relevante. Neste trabalho, exploramos conceitos de dlgebra, como grupos,
grupos de matrizes e grupos de isometrias: reflexdes; translagdes e rotagdes, com o objetivo
de caracterizar essas isometrias e utilizd-las no ensino de matrizes no ensino médio. Para
contextualizar e despertar o interesse dos alunos, realizamos também uma pesquisa sobre Escher
e suas obras, que desempenham papel cativante ao exemplificar os conceitos e acrescentar um
fator histdrico e artistico as aulas. Com base nessas ideias, elaboramos uma sequéncia didética
que busca oferecer ao professor do ensino bdsico uma abordagem para o ensino de matrizes
articulada as nog¢des de isometria, ilustradas pelas obras de Escher. Para avaliar esse material,
realizamos uma andlise bibliografica comparativa de livros do ensino bésico e de trabalhos
académicos relacionados ao tema, que auxiliaram a destacar temdticas pouco abordadas que
posteriormente foram desenvolvidas no produto educacional criado. O objetivo final € integrar
1sometrias € matrizes ao ensino de matematica no ensino médio, utilizando a arte como recurso

para promover a contextualiza¢io e a motivacdo dos estudantes.

Palavras-chave: Grupos. Matrizes. Escher. Geogebra.



ABSTRACT

One of the tasks of the mathematics teacher is to encourage students to dedicate themselves
to the subject, since many do not sympathize with the calculations and definitions involved.
The teacher’s role goes beyond mastering the content: it is necessary to understand the best
way to explain it and to anticipate the difficulties that may arise. In this sense, contextualizing
mathematics constitutes a relevant didactic strategy. In this work, we explore algebraic concepts
such as groups, matrix groups, and groups of isometries: reflections; translations and rotations,
with the aim of characterizing these isometries and applying them to the teaching of matrices in
high school. To contextualize and spark students’ interest, we also carried out research on Escher
and his works, which play an appealing role in exemplifying the concepts and adding a historical
and artistic dimension to the lessons. Based on these ideas, we designed a didactic sequence that
seeks to provide high school teachers with an approach to teaching matrices articulated with
the notions of isometry, illustrated by Escher’s works. To evaluate this material, we conducted
a comparative bibliographic analysis of school textbooks and academic studies related to the
theme, which helped highlight topics that are rarely addressed and were later developed in the
educational product created. The ultimate goal is to integrate isometries and matrices into the
teaching of mathematics in high school, using art as a resource to promote contextualization and

student motivation.

Keywords: Groups. Matrices. Escher. Geogebra.
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1 INTRODUCAO

Para introduzir esse trabalho, gostaria de deixar claras as motivagdes que me levaram
a produzi-lo. Quando entrei na graduacdo em Licenciatura em Matemética na UDESC o meu
pensamento era unicamente dar aulas no Ensino Bésico. A matemdtica, a principio ndo era tao
importante. Porém, ao longo do curso, as aulas de matemética pura foram tornando-se prioridade
e desenvolvendo em mim uma vontade de aprofundar certos conceitos. Ao terminar o curso, me
vi procurando por mestrados nessa drea de pesquisa e iniciei um curso de mestrado no Programa
de P6s-Graduagdo em Matematica Pura e Aplicada da Universidade Federal de Santa Catarina
(UFSO).

Por outro lado, disciplinas que até entdo eram de facil compreensdo na graduagdo
revelaram uma matemadtica que eu nem imaginava existir, trazendo desafios muito maiores do
que o esperado. Diante disso, 0 PROFMAT surgiu como uma segunda op¢ao, por ser o curso
mais proximo da drea que eu desejava dentro das opc¢des disponiveis na cidade onde morava.

Dessa maneira, com o passar das semanas 0 PROFMAT foi fazendo cada vez mais sentido
no meu cotidiano e trazendo melhoras significativas na minha didédtica em sala de aula, até entdo
como professora temporaria em escolas estaduais de Santa Catarina. No ano de 2023, me tornei
efetiva como professora de matematica no municipio de Joinville, onde resido. A partir disso,
muitas experiéncias vivenciadas nesse ano trouxeram reflexdes e ponderamentos que antes nao
existiam. O dia a dia cansativo, com as cobrangas por notas melhores por parte dos alunos, a
exaustdo ao precisar trabalhar nos finais de semana e uma segunda op¢ao ao meu alcance me
fizeram desistir, pelo menos temporariamente, da docéncia.

Essas experiéncias me levaram a perceber, de forma amarga, que ensinar o conteiido da
disciplina € apenas uma das muitas tarefas de um professor. Se essa fosse a tinica atribui¢do da
profissdo, provavelmente haveria muito mais docentes no mundo.

O professor, além de ser responsdvel pelo processo de ensino em uma escola, atua
como mediador de problemas em sala e como “psic6logo” de seus alunos, acumulando tarefas
que muitas vezes o sobrecarregam. Percebe-se isso ao entrar em uma sala dos professores,
principalmente em escolas publicas, onde se ouvem reclamagdes quanto ao desinteresse dos
alunos nas aulas. Dessa forma, o professor busca sempre inovar em sua prética para que a
aprendizagem do aluno seja facilitada, além de tornar mais leve o seu dia a dia em sala.

A matematica, por si propria, pode ser algo muito abstrato para os alunos do ensino
bésico, afinal, nenhum aluno viu um sinal de adi¢do pela rua. Logo, essa falta de contextualiza¢ao
dos conteudos pode se tornar um problema para o ensino dessa disciplina de tanta importancia,
como afirma Ferreira et al. (2020, p. 3), “E preciso reconhecer que o cardter disciplinar do ensino
pode prejudicar a aprendizagem do sujeito, por dificultar o estabelecimento de conexdes dos
conceitos tedricos com as situacdes concretas do mundo da vida”.

A fim de atenuar esse problema e despertar maior interesse dos alunos as aulas de

matemadtica, os professores buscam novos métodos para indicar que ela estd presente em lugares
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que nem se imagina, de modo a despertar a curiosidade do aluno para que ele se torne protagonista
de sua aprendizagem. Afinal, é “necessario um processo de interiorizacdo dos significados para
que se desenvolva a aprendizagem” (Reis e Nehring, 2017, p. 3). Com isso, esta dissertacao
busca apresentar uma maneira de motivar o ensino de isometrias no plano e matrizes aos
alunos do ensino médio, especialmente do segundo ao terceiro ano, de forma lidica, pratica e
contextualizada, colocando o aluno como protagonista.

No desenvolvimento deste trabalho, serdo estudadas teorias matemadticas mais especificas,
que ndo fazem parte do curriculo do ensino bdsico, mas que o professor que ministrar as aulas
precisa conhecer, a fim de desenvolver melhor as atividades propostas nesta dissertacao e no
produto educacional a ela atrelado.

Dentre os topicos que serdo abordados, o foco principal sdo as isometrias no plano cartesi-
ano. Isometrias sdo transformacdes geométricas (funcdes bijetoras) que preservam distancias, ou
seja, figuras submetidas a essas transformacdes mantém sua forma e tamanho. Entre as principais
isometrias estudadas estdo as translagdes, rotagcdes e reflexdes.

E por meio das obras de Maurits Cornelis Escher e das isometrias no plano que estabele-
cemos uma relacdo entre arte e matematica. Embora Escher ndo tenha utilizado formalmente
conceitos matematicos ao criar suas obras, suas gravuras e construcdes geométricas oferecem
uma motivacao para o ensino de isometrias e de matrizes para alunos do ensino médio. Dessa
forma, esta dissertacao busca explorar ndo apenas a interdisciplinaridade entre matematica e artes,
mas também as conexdes entre diferentes campos da matemadtica, como geometria e dlgebra.

Para o estudo das isometrias, utilizaremos a teoria de grupos, que permite compreender as
propriedades e a composi¢do dessas transformagdes. Ao desenvolver esta pesquisa, encontramos
uma intersecdo entre as isometrias e as transformagdes lineares, o que possibilita caracterizar as
isometrias por meio de operacdes de determinadas matrizes. Com essa abordagem, podemos
fornecer aos alunos a percepc¢ao da unidade da matemética, compreendendo que conceitos apa-
rentemente distintos, como transformagdes geométricas e operagdes matriciais, estdo conectados.

Esse trabalho estd organizado em quatro partes principais. Apds a apresentacdo da
metodologia, o foco recai sobre o artista grafico M. C. Escher. Suas cria¢cdes com diversos
padrdes desafiam a mente e revelam muita matematica por trds de suas obras. A maneira como o
artista misturou a arte com a matematica foi inovadora para a sua época e os padrdes servem
como exemplo do que desejamos estudar, destacando os conceitos de ladrilhamento e suas
caracteristicas.

A segunda parte apresenta os conteidos necessarios para compreender as isometrias e a
matemadtica por trds dos ladrilhamentos. Serdo abordados grupos, subgrupos, homomorfismo de
grupos e exemplos de grupos, principalmente os formados por matrizes. Definiremos isometrias,
aprofundando os conceitos de rotagdes, translacdes e reflexdes. Além de revisar brevemente
transformacdes lineares, apresentando e demonstrando propriedades e teoremas pertinentes ao
tema.

A terceira parte desse trabalho apresenta algumas motivacdes que auxiliaram na elabo-
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racdo do produto educacional, assim segue uma breve revisdo bibliografica, com a andlise de
algumas dissertacdes do banco do PROFMAT, trazendo experiéncias, especialmente na aplicagdo
de produtos educacionais, para complementar e justificar o que desejamos desenvolver. Além
das dissertacdes, foram analisados os livros didaticos utilizados nas escolas publicas brasileiras.

A ultima parte traz uma proposta de atividade de ensino de matrizes no ensino bésico,
anexada a esse trabalho como produto educacional. A sequéncia, contextualizada e interdiscipli-
nar, foi pensada principalmente para alunos do segundo ano do ensino médio, buscando motivar
a aprendizagem e alinhar o conteddo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e o Curriculo
Base do Ensino Médio do Territ6rio Catarinense.

Por fim, o objetivo principal deste trabalho é buscar estratégias, metodologias e aborda-
gens didaticas que possam contribuir para a questdo: “Como integrar isometrias e matrizes ao
ensino de matematica no ensino médio, a partir da arte, de modo a promover a contextualiza¢do
e a motivacao dos alunos?”. Para isso, os objetivos especificos incluem: apresentar os problemas
que a aprendizagem de uma matematica descontextualizada pode trazer; destacar os beneficios
da interdisciplinaridade no ambito escolar; evidenciar a matematica nas obras de Escher e funda-
mentar tais conceitos. Além disso, busca apresentar uma proposta de aula contextualizada sobre

matrizes, embasada nas tematicas analisadas nos livros didaticos e trabalhos académicos.
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2 METODOLOGIA

Como mencionado na Introdug¢do, o objetivo deste trabalho € buscar estratégias, metodo-
logias e abordagens didéticas que possam contribuir para a questdo: “Como integrar isometrias
e matrizes ao ensino de matematica no ensino médio, a partir da arte, de modo a promover a
contextualizagcdo e a motivacdo dos alunos?”’. Em busca do alcance do nosso objetivo, alguns
métodos foram adotados.

Definir a metodologia e os passos que a pesquisa seguiu foi importante para seu anda-
mento. De fato, como enuncia Matias-Pereira (2016, p. 42), “métodos constituem os instrumentos
basicos que ordenam de inicio o pensamento em sistemas, tragam de modo ordenado a forma de
proceder do cientista ao longo de um percurso para alcancar um objetivo preestabelecido”.

Este trabalho adota uma abordagem qualitativa, voltada a compreensio do fendmeno
investigado por meio da interpretacao de conteddos tedricos. Nesse contexto, a pesquisa € de
natureza bibliografica, fundamentando-se na andlise de livros, artigos cientificos, dissertagdes
e outros documentos académicos relevantes ao tema. De fato, uma pesquisa € considerada
bibliografica quando ‘“‘elaborada a partir de material j& publicado, constituido principalmente
de livros, artigos de periddicos e atualmente com material disponibilizado na Internet” (Matias-
Pereira, 2016, p. 91). Este tipo de pesquisa, baseia-se, essencialmente, em definir um conjunto de
trabalhos, artigos e outros materiais relacionados ao assunto investigado, para embasar o trabalho
como um todo e também para orientar o rumo a ser seguido.

A pesquisa bibliogréfica é uma 6tima maneira de reunir informagdes de diversas fontes,
como afirma Gil (2022, p. 44): “A principal vantagem da pesquisa bibliografica esta no fato de
permitir ao investigador a cobertura de uma gama de fendmenos muito mais ampla do que aquela
que poderia pesquisar diretamente”.

Nesse sentido, consideramos que

o pesquisador qualitativo utiliza técnicas para coletar dados, como a
observacdo ndo estruturada, entrevistas abertas, revisao de documentos,
discussdo em grupo, avaliacdo de experi€ncias pessoais, registro de his-
torias de vida, e interagdo e introspec¢do com grupos ou comunidades.

(Sampieri, Collado e Lucio, 2013, p. 34)

Além disso, Sampieri, Collado e Lucio (2013, p. 35) destacam que “o enfoque qualitativo
busca principalmente a “dispersao ou expansao” dos dados e da informag¢do”. Assim, o caminho
trilhado para a realizacdo deste trabalho consiste em uma pesquisa bibliogréfica, baseada na
revisdo de documentos como livros, dissertacdes e videos relacionados ao tema, com o objetivo
de ampliar as informacdes ja existentes sobre o uso das simetrias de Escher no ensino de
matematica.

Nos trabalhos analisados, sejam dissertagdes e livros didéticos, as sequéncias didaticas
encontradas utilizam a contextualiza¢do por meio das obras de Escher apenas para o ensino de

geometria. Ja na sequéncia diddtica proposta neste trabalho, de maneira diferenciada, mostramos
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como ¢ possivel explorar as translagdes, rotacdes e reflexdes presentes nas obras de Escher
também para o ensino de matrizes e transformacdes lineares.

Como o método utilizado para o desenvolvimento do produto educacional foi por meio de
uma sequéncia didatica, destacamos a definicdo em que tratamos de “um conjunto de atividades
ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizagc@o de certos objetivos educacionais, que t€ém
um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos.” (Zabala, 1998, p.
24).

Assim, € importante que a sequéncia possua tema bem definido, data, duragdo, ano
ou publico-alvo. Além disso, Cardoso (2024, p. 15) indica que ““é necessario compreender os
objetivos propostos, o conteido em jogo, a metodologia a ser executada, os recursos utilizados
e a avaliacdo dos alunos da sequéncia”. Para assim estruturar a sequéncia didatica da melhor
maneira e trazer mais sucesso ao processo de ensino e aprendizagem.

Ainda, tanto no produto educacional, quanto nesta dissertacdo seguiremos a linha de

pensamento de Creswell (2014, p. 50):

Os pesquisadores qualitativos reinem multiplas formas de dados, como
entrevistas observacdes e documentos, em vez de se basearem em uma
Unica fonte de dados. A seguir examinam todos os dados e procuram
entender o seu significado, organizando-os em categorias ou temas que

perpassam todas as fontes de dados.

Tendo em vista isso, para fazer a selecdo e leitura das dissertacdes e livros didéticos, utili-
zamos o que indica Marconi e Lakatos (2017) como fases da leitura informativa: reconhecimento;
exploratdria; seletiva; reflexiva; critica; interpretativa e explicativa.

As autoras enunciam que o processo inicia-se com o reconhecimento ou leitura prévia
do material, realizada de forma rdpida, a fim de identificar o tema ou assunto de interesse. Em
seguida, passa-se a pré-leitura ou leitura exploratdria, caracterizada por uma sondagem para
localizar informagdes pertinentes. Posteriormente, ocorre a fase seletiva, na qual se realiza uma
leitura mais atenta do material previamente selecionado.

As etapas seguintes demandam maior andlise: a leitura reflexiva avalia o sentido e a
intencdo do autor, como destaca Marconi e Lakatos (2017, p. 34): “mais profunda do que
as anteriores, refere-se ao reconhecimento e avaliagdo das informagdes, das intengdes e dos
propésitos do autor. Procede-se a identificac@o das frases-chave para saber o que o autor arma e
por que o faz”.

Em oposicao a isso, a leitura critica distingue e hierarquiza as ideias principais e se-
cunddrias. J4 a leitura interpretativa relaciona os argumentos do autor com os objetivos do
pesquisador, permitindo selecionar apenas o que € relevante para a resolu¢ao do problema. Por
fim, a leitura explicativa busca verificar a consisténcia e a validade dos argumentos apresentados,
sendo especialmente importante em trabalhos académicos mais complexos.

Dessa maneira, este trabalho serd constituido a partir de uma pesquisa bibliogréfica, com

o objetivo de definir todos os conceitos de dlgebra necessarios para uma melhor compreensao
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do conteddo proposto, tornando o produto educacional aplicdvel da melhor forma possivel,
ainda que ele, por si s0, seja suficiente para que o professor o utilize em sala de aula. De modo
complementar, serdo apresentados o contexto historico e as caracteristicas das obras de Escher,
elementos que podem instigar o interesse dos alunos na aula. Por ultimo, realizaremos uma
andlise qualitativa de livros didaticos e dissertacdes, buscando interpretd-los e, com este trabalho,

ampliar os estudos ja existentes sobre o tema.
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3 MAURITS CORNELIS ESCHER

Ao observar as obras de M. C. Escher, naturalmente, algumas sensacdes vém a tona. O
desconforto pode ser uma delas, pois o artista desafia o real e cria cendrios ludicos, brincando
com perspectiva e profundidade. De fato, como afirma Tjabbes (2010, p. 9), “Escher era um
génio da imaginagdo lidica e um artesdo habilidoso nas artes graficas, mas a chave para muitos

dos seus efeitos surpreendentes € a matematica”.

3.1 A VIDAE AS OBRAS DE ESCHER

M. C. Escher nasceu em 17 de junho de 1898, na Holanda, em uma familia da alta
burguesia. Desde cedo, ele e os irmdos aprenderam a trabalhar com madeira e a tocar instrumentos
musicais; no caso de Maurits, o escolhido foi o violoncelo. (Tjabbes, 2010). Ao decidir seguir
a carreira de artista ndo obteve apoio de seus familiares, pois os mesmos achavam que Escher
ndo teria seguranga econdmica. Foi seu professor Samuel Jesserun de Mesquita que incentivou o
jovem artista e convenceu sua familia pelo talento contido em Escher.

Escher produzia suas obras a partir de entalhos em madeira e pedra, ditas técnicas de

Xilogravuras e Litografias, explicadas a seguir.

Xilogravuras sdo feitas mediante o corte de um desenho num bloco
de madeira; nas litografias, faz-se um desenho sobre uma pedra plana
especialmente tratada. A xilogravura é uma forma de impressdo em
relevo: uma goiva € usada para esculpir um bloco de madeira, formando
sulcos e produzindo uma imagem no primeiro plano. A tinta € aplicada
a essas partes e, em seguida, uma folha de papel € pressionada sobre o
bloco de madeira com a tinta. A litografia € uma forma de impressao
plana: a tinta € aplicada a pedra lisa e o papel €, em seguida, colocado
em cima. Todas as copias de uma série sdo idénticas: embora a cor possa
variar, a imagem ou a representagdo ¢ sempre a mesma. (Tjabbes, 2010, p.
43)

A partir das técnicas que aprendeu, Escher tentava traduzir suas sensacdes nas diversas
fases de producdo que passou a longo da sua vida. Iniciou seus estudos na Escola de Arquitetura
e Artes Decorativas em Haarlem, porém logo, por instru¢dao do professor Samuel, passou a
estudar na Escola de Arte de Haarlem, na Holanda, formando-se em 1921.

A partir de entdo, em 1922, Escher partiu para uma viagem pela Europa, passou pela
Franca, Itdlia, Espanha, entre outros paises. Em 1924, casou-se com Jetta Umiker com quem
teve trés filhos: Georges, Arthur e Jan. Para cuidar da saude de Arthur e fugir da Italia fascista de
Benito Mussolini, mudaram-se para Suica em 1935, logo apds para a Bélgica e por fim, em 1941

em meio a Segunda Guerra Mundial, voltaram a Holanda, morando em Baarn.
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3.1.1 A fase da realidade visivel

As diferentes regides em que Escher e sua familia moraram contribuiram muito para as
suas criacdes. Podemos identificar ao longo da vida do artista que suas obras foram marcadas
por duas fases. “A primeira, até 1937, correspondeu a realidade visivel, ao mundo fisico, e
seus trabalhos foram influenciados por lugares e culturas que conhecera, expressando uma
preocupacdo com a estrutura espacial e demonstrando muito talento no uso de perspectiva, sem
negar sua formacdo.” (Fainguelernt e Nunes, 2015, p. 29)

Em decorréncia das visitas a cidades italianas e espanholas, aconteceu a inclusdao em seus
trabalhos dos diversos angulos, paisagens e elementos da natureza diferentes, antagdnicos ao
que conhecia das planicies da Holanda. Notamos essas caracteristicas em muitas de suas obras

dessa época, como mostra a Figura 1.

Figura 1 — Obra de Escher: "Fara San Maritino"(1928)

Fonte: ESCHER, M. C. (2025)

3.1.2 A fase das Simetrias

Na segunda fase da sua vida como artista, Escher mudou seu estilo, “usando a imaginagao
e a visdo detalhista, afastando-se do mundo fisico e buscando uma certa regularidade”, e assim
“produziu composi¢des utilizando vdrias geometrias.” (Fainguelernt e Nunes, 2015, p. 29).

Por exemplo, os mosaicos do castelo de Alhambra em Granada na Espanha, uma das
cidades que visitou e que muito o cativou, foram uma grande inspiracdo para que o artista
explorasse as tesselacdes, compondo obras a partir de translagdes e rota¢des de figuras, de modo
a justapO-las sem espagos em branco e sem sobreposi¢do. Os azulejos drabes que revestiam os

muros do castelo foram essenciais para suas proximas criagdes. (FATHAUER, 2021).
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O ladrilhamento, na matematica, “estd associado ao recobrimento do plano utilizando
determinadas composigdes de poligonos” (Bonjorno, Giovanni e Camara, 2020b, p. 31). Quando
estamos criando um ladrilhamento cuidamos para que os poligonos nao se sobreponham um ao
outro e que nao tenham espacos em branco entre cada figura. Percebemos semelhancas dessa

padronagem na Figura 2 abaixo, que traz um dos mosaicos do Castelo de Alhambra.

Figura 2 — Mosaico do Castelo de Alhambra
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Fonte: Dreamstime (2025)

Tjabbes (2010) comenta que Escher diferenciava seus trabalhos feitos de ladrilhamento
dos ja criados por ndo utilizar apenas formas geométricas simples, mas sim imagens realisticas.
Sendo que as mais utilizadas eram figuras de animais, principalmente lagartos, peixes e passaros.

Escher criava os ladrilhos utilizados em suas obras a partir de formas geométricas, como
quadrados, triangulos e hexdgonos. Ele escolhia uma figura geométrica e, partir dessa base,
criava diferentes ilustracdes. Essa técnica € comumente chamada de “Técnica da Dentada”, pois
ao tomar uma figura geométrica, retira-se um pedaco de um lado para acopla-lo em outro. Por
exemplo, ao tomar um hexdgono, como mostra na Figura 3, retiramos qualquer pedaco de um
dos lados e acoplamos esse pedagco em outro lado. Repetindo essa tarefa mais vezes, criamos

uma imagem totalmente diferente da primeira utilizada.
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Figura 3 — Constru¢cdo de uma imagem a partir da técnica da dentada

i ) GOk
B o o ake

Fonte: Alves (2014, p. 31)

Essa imagem criada se encaixa perfeitamente com ela mesma, formando um ladrilha-
mento sem espacos em branco, como vemos na Figura 4.

Figura 4 — Ladrilhamento

Fonte: Alves (2014, p. 31)

Utilizando essa técnica, construimos uma figura que apelidamos de “Camelo Mauricio”
e que serd empregada posteriormente no estudo das isometrias. Como ilustrado na Figura 5
partimos de um quadrado e retiramos dele triangulos; cada tridngulo extraido de um lado foi

anexado (concatenado) a outro lado do quadrado. Por fim, acrescentamos o detalhe do olho para
caracterizar o animal.

Figura 5 — Ladrilhamento - Camelo Mauricio

BEERAX

Fonte: Produgdo da Autora (2025)
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Aqui, fica a sugestdo de trabalhar a imaginacdo e criar algo similar a partir de um
quadrado, de um tridngulo equildtero ou de um hexdgono regular. Veremos mais adiante por que
escolhemos apenas esses tipos de figuras geométricas e nao outros poligonos regulares.

Depois de construida a sua figura base para as tesselagdes, Escher produzia suas obras.
Na sua visdo, o ladrilhamento era uma maneira de expressar a sua fascinacao pela eternidade e
pelo infinito de diferentes maneiras. Com essa técnica de construcdo visual, o artista conseguia
também trabalhar com a metamorfose, transformando figuras em pédssaros estaticos para passaros
voando, criando uma sensa¢do de transformacao, como podemos perceber na obra “Libertacdao”
criada em 1955 em litografia. Nela os passaros sdo criados a partir de tridngulos, se tornam mais
realistas e se libertam no papel, saindo voando. Notamos esse padrao na obra representada na
Figura 6.

Figura 6 — Obra de Escher: "Libertacao"(1955)

Fonte: ESCHER, M. C. (2025)

Além disso, o artista explorou também o conceito abstrato de limite. Nao o limite que
definimos a partir de derivadas, mas a interpretacao intuitiva desse objeto matemadtico. Para isso,
ele usava ladrilhamentos com progressdes, tornando as figuras criadas cada vez menores ou

maiores, dependendo da sensacdo que desejava transmitir.
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A obra na Figura 7, denominada de “Limite Circular IV” criada em 1960 em xilogravura,
€ composta por anjos e demodnios, dando o contraste e criando um padrdo. Escher explicou que
“os componentes se reduzem de dentro para fora. Os seis maiores, trés anjos brancos e trés
demonios pretos, estdo ordenados radialmente em volta do centro” de forma que “céu e inferno

aparecem alternadamente seis vezes”. (Tjabbes, 2010, p. 116).

Figura 7 — Obra de Escher: "Limite Circular IV"(1960)

Fonte: ESCHER, M. C. (2025)

Ao analisar uma obra como essa, notamos o nivel de excentricidade e talento que o
Escher possuia. Hoje, facilmente conseguimos construir algo parecido por meio de softwares e
imagens digitais. Porém, na época, o artista ndo poderia imaginar que esses meios existiriam. Ele
elaborava detalhadamente seu rascunho, talhava manualmente a madeira e, em seguida, imprimia
sua obra final em uma folha.

Nos seus relatos, Escher, ao construir a obra “Cada vez menor” em 1958 em xilogravura,

conta que

adotei uma reducao continua e quase maniaca até alcancar o limite da exe-
cuc¢do na pratica. Eu dependia de quatro fatores: a qualidade da madeira
usada na matriz, o gume bem amolado de minha ferramenta, a firmeza de
minha mio e, especialmente, a acuidade de minha visdo, que contou com

a ajuda de uma lente com aumento de 12 vezes. (Tjabbes, 2010, p. 114)

Assim, podemos perceber o cuidado do artista com cada detalhe, veja a obra na Figura 8.
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Figura 8 — Obra de Escher: "Cada vez menor"(1958)

Fonte: ESCHER, M. C. (2025)

Ainda, Escher ndo estava totalmente satisfeito com seus feitos, comentava que a “redu-
¢do centripeta mais uma vez demonstrou-se insatisfatoria, por causa de seus limites externos
arbitrdrios” (Tjabbes, 2010, p. 114). Realmente a realidade palpavel ndo consegue transmitir
todas as no¢des que Escher gostaria, muitas dessas s6 conseguimos representar efetivamente a
partir da linguagem matematica.

Temas como eternidade e infinito sdo presentes em muitas obras de Escher, principalmente
nos trabalhos executados mais no final da sua carreira. Combinando dessa forma “disciplinas
artisticas tradicionais e conhecimentos matematicos especificos, caracteristica incomum para a
época” (Tjabbes, 2010, p. 121).

Em vista disso, Escher gostava de trabalhar com o irreal, trazer em suas obras situagdes e
espacos impossiveis. Ele afirmava que “a realidade a nossa volta, o mundo tridimensional que
nos rodeia, € muito comum, muito sem graca, muito banal para nés. Nos buscamos o nio natural
ou o sobrenatural, aquilo que ndo existe, um milagre” (Tjabbes, 2010, p. 129). Um exemplo

disso, € a sua representacao da Fita de Mobius na obra “Fita de Mobius II”” de 1963.
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Figura 9 — Obra de Escher: "Fita de Mobius I1"(1963)

Fonte: ESCHER, M. C. (2025)

Podemos concluir que Escher € uma grande inspira¢do, mostrando que podemos criar
muito mais do que apenas aquilo que os nossos olhos veem. O mundo das ideais e da imaginacao
pode ser muito maior que o ambiente que temos ao nosso entorno. Parte dessa imaginagao e
desse raciocinio pode ser utilizado para estimular o entendimento de conceitos mateméticos mais
abstratos, especialmente a algebra, que nao € palpavel.

Como j4 dizia Einstein,

a imaginacdo é mais importante do que o conhecimento, pois o co-
nhecimento € limitado, enquanto a imaginacdo pode abranger tudo o
que existe no mundo, incentiva o progresso, ¢ fonte de evolucao e, no
sentindo estrito, é fator real de investigacao cientifica. (Fainguelernt e

Nunes, 2015, p. 16)

Assim, podemos perceber que a matematica pode ser uma aliada no ensino de arte,
enquanto a arte se revela uma ferramenta valiosa para o ensino da matemaética.

No préximo capitulo, veremos os modelos de ladrilhamentos que podemos encontrar e
entender melhor como Escher as utilizava em suas obras com tanto sucesso, de modo a aplica-las

a0 nosso contexto com o objetivo de ensino da matematica.
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4 LADRILHAMENTOS

Um ladrilhamento € um conjunto de formas geométricas (ladrilhos) que se encaixam
preenchendo uma superficie sem deixar nenhum espaco em branco e sem se sobreporem. O
ladrilhamento € um tipo de padronagem, que pode ser definido como um design bidimensional
que normalmente possui um tipo de simetria (Fathauer, 2021).

Essa definicdo € a mesma utilizada nos livros do ensino basico, como podemos notar
na Figura 10, que mostra um recorte do livro da colecao Didlogo no tema Geometria Plana de

Moderna (2020b), no qual € definido a convenc¢do de ladrilhamento.

Figura 10 — Ladrilhamentos

Ladrilhamento do plano

As formas das pecas dos ladrilhamentos podem ser infinitamente variadas. Po-
rém, vamos explorar os ladrilhamentos formados por regides poligonais.

Um ladrilhamento do plano (ou simplesmente ladrilhamento) € a unido das regides
poligonais (pegas) de um conjunto {P1,P2, }, de modo que os conjuntos inte-
riores dessas regides ndo possuam pontos em comum e ndo existam lacunas
entre elas.

Fonte: Moderna (2020b, p. 107)

Os ladrilhamentos, ou as tesselacdes, sao utilizados desde o inicio das civilizagdes, como
em cestos indigenas, mosaicos em paldcios, vitrais em igreja e nas vestimentas. Os exemplos de
Escher, vistos anteriormente, sdo mais atuais e exemplificam bem o que queremos mostrar.

Os ladrilhamentos sdo classificados como Ladrilhamentos Regulares, Semirregulares e

Demirregulares. Para entender melhor esses termos, vamos definir alguns itens auxiliares.

Definicao 4.0.1. Um 76 (ou vertex) é ponto de encontro entre trés ou mais figuras.

Figura 11 — Exemplos de N6 (Vertex)
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Fonte: Fathauer (2021, p. 19)

Observamos que, no ponto de encontro dos poligonos, a soma de seus angulos internos

deve ser igual a 360°. Além disso, podemos classificd-los de diferentes maneiras. Por exemplo, o
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encontro de vértices de quatro quadrados forma um tipo de n6 distinto daquele obtido pela jungdo
de um tridngulo, um quadrado e um pentdgono. Para representar essa classificacdo, utilizamos o
nimero de lados de cada poligono e a sequéncia em que aparecem no encontro. A Figura 12

ilustra alguns exemplos desses nos.

Figura 12 — Tipos de N6

4.4.4.4 33434

Fonte: Fathauer (2021, p. 22)

Quando hé o encontro de quatro quadrados, chamamos o n6 de 4.4.4.4. Ja no caso do
encontro de trés tridngulos e dois quadrados, no formato mostrado na Figura 12, classificamos o
n6 como 3.3.4.3.4.

Relembramos que poligonos regulares sdo aqueles cujos lados t€ém todos o mesmo
comprimento e cujos angulos internos possuem medidas iguais. A Figura 13 ilustra essa defini¢dao

em um recorte de um livro de matematica utilizado em aulas do 8° ano do Ensino Fundamental.

Figura 13 — Definicao de Poligono Regular

Poligono regular

Os poligonos que apresentam todos os lados de mesma medida
de comprimento e todos os angulos de mesma medida de abertura
sdo poligonos regulares. O quadrado ABCD a seguir, por exemplo,
¢ um poligono regular.
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Fonte: Gay (2022b, p. 139)

A seguir, vamos apresentar as definicdes de diferentes ladrilhamentos.

Definicao 4.0.2. Ladrilhamento Regular: aquele que utiliza apenas poligonos regulares congru-

entes entre si como ladrilhos, de modo que se forma apenas um tipo de no.

Podemos observar o exemplo apresentado na Figura 14, em que temos um ladrilhamento
composto por tridngulo equildteros, no qual o n6é é composto pelo ponto de encontro de seis
triangulos (3.3.3.3.3.3).
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Figura 14 — Ladrilhamento Regular

Fonte: Producdo da autora (2025)

Notamos que apenas tridngulos equilateros, quadrados e hexdgonos regulares permitem
a formagao de ladrilhamentos regulares. Isso ocorre porque, nesses casos, a soma dos angulos
internos dos poligonos que se encontram em um vértice € exatamente 360°, permitindo que o
padrdo se repita sem lacunas. Por outro lado, outros poligonos, como o pentdgono regular, nao
permitem esse arranjo, pois a juncao de trés pentdgonos em um vértice resulta em um angulo total
menor que 360°, e ndo € possivel adicionar um quarto pentdgono para completar o ladrilhamento

sem deixar espacos vazios, como ilustrado na Figura 15.

Figura 15 — Ladrilhamento de Pentagonos

Fonte: Fathauer (2021, p. 21)

Notamos que um poligono regular tem todos os seus angulos internos congruentes. Pela
(n—2)180°

~——, podemos demonstrar que, para n > 6, temos que

féormula do angulo interno 6, =

6 > 120°, pois
(n—2)180°

n
180(n—2) > 120n,

> 120°,

180n — 120n > 360,

60n > 360
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n>o0.

Dessa maneira, concluimos que qualquer poligono regular com mais de seis lados possui
angulos internos maiores que 120°. Assim, ao tentar formar um ladrilhamento, basta que trés
desses poligonos se encontrem em um né para que a soma dos angulos exceda 360°, tornando
impossivel a formacdo de um padrao regular sem lacunas.

Segue a defini¢do de um ladrilhamento semirregular :

Definicao 4.0.3. Ladrilhamento Semirregular: aquele formado por dois ou mais tipos de poligo-

nos regulares, mantendo apenas uma configuracdo de n6 ao longo do padrao.

Observamos na Figura 16, que o n6 é formado pelo encontro de dois octégonos e um

quadrado, sendo classificado como 8.8.4.

Figura 16 — Ladrilhamento Semirregular

Fonte: Producdo da autora (2025)

Por fim, o Ladrilhamento Demirregular tem a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.0.4. Ladrilhamento Demirregular: aquele formado por dois ou mais tipos de

poligonos regulares, apresentando diferentes tipos de nds ao longo do padrao.

A Figura 17 exemplifica um ladrilhamento utilizando tridngulos e quadrados. Observamos
que os nds presentes nesse padrdo sdo formados, de um lado, pelo encontro de seis tridngulos
(3.3.3.3.3.3) e, de outro, pelo encontro de dois quadrados e trés triangulos (3.4.3.4.3). Esse
exemplo ilustra um ladrilhamento demirregular, no qual dois ou mais tipos de poligonos regulares

sao combinados e aparecem diferentes tipos de nds ao longo do padrao.
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Figura 17 — Ladrilhamento Demirregular

Fonte: Producao da autora (2025)

Além desses, podemos observar muitos outros tipos de ladrilhamentos que ndo seguem
defini¢des especificas, como aqueles formados lado a lado ou que utilizam poligonos nao

regulares. Alguns exemplos sdo ilustrados nas Figuras 18 e 19.

Figura 18 — Ladrilhamento com quadrados lado a lado

Fonte: Producdo da autora (2025)

Figura 19 — Ladrilhamento com poligonos irregulares

Fonte: Fathauer (2021, p. 40)
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Dentre todos esses padrdes, observamos a presencga de isometrias, simetrias e transforma-
coes lineares. Para compreender a matematica por trds de um ladrilhamento, estudaremos esses
conceitos nas secoes seguintes.

E possivel provar que existem 17 sistemas distintos de ladrilhamentos, algo que os
matemdticos comprovaram teoricamente, apds Escher ter chegado empiricamente ao mesmo
resultado. Para classificd-los formalmente e provar os resultados com argumentos matemaéticos,
sao utilizados conceitos da teoria de grupos e seria necessario ir além do que abordaremos no
Capitulo 6, aprofundando-se no estudo dos “grupos de papel de parede” (wallpaper groups), o
conjunto de isometrias que gera padrdes repetidos em duas direcdes especificas.

Cada um desses grupos descreve um tipo de repeticdo e combinacao de simetrias que
podem ocorrer: translacdo, rotacao, reflexao e reflexdao deslizante. Na sequéncia apresentamos
exemplos de pinturas de Escher que caracterizam esses grupos, destacando algumas transforma-
¢oes que podem ser observadas de forma intuitiva.

Na Figura 20 sdo apresentados seis exemplos dos 17 grupos de papel de parede. A notagdo
abordada segue a seguinte convenc¢ao: inicia-se com p para indicar uma célula primitiva, que
€ a menor regido repetitiva capaz de gerar todo o padrao por translacdes, ou ¢ para uma célula
centrada, que é uma regido maior que contém repeti¢des internas e também gera o padrao por
translacdes. Em seguida, um digito n indica a simetria de rotacdo, se houver; e os simbolos
seguintes representam isometrias de translacio e reflexdo: m para reflexdo, g para reflexdo

deslizante, ou 1 caso ndo haja nenhuma dessas simetrias.



p2:

pm:

pg:

cm:

29

Figura 20 — Grupos de Papel de Parede

Fonte: Fathauer (2021, p. 61)

Observando a Figura 20, nos primeiros seis grupos de papel de parede temos:

: uma célula primitiva com translacdo; o nimero 1 indica que ndo h4 rotacdo nem reflexdo;

uma célula primitiva com translacido e rotacdo em apenas um sentido, indicada pelo
ndmero 2;

uma célula primitiva com reflexdo e translagdo da célula original combinada com a célula

espelhada, com eixos de reflexao paralelos;
semelhante ao pm, mas a célula primitiva apresenta reflexao deslizante;

uma célula centrada, formada pela unido de duas células primitivas, com reflexdo em

eixos paralelos;



30

pmm: uma célula primitiva com reflexdes em duas dire¢des perpendiculares, formando um

padrdo mais simétrico.

Na Figura 21, podemos ver outros seis exemplos diferentes de grupos de papel de parede.

Figura 21 — Grupos de Papel de Parede
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Fonte: Fathauer (2021, p. 62)

A seguir descrevemos as simetrias que ocorrem nos exemplos da Figura 21.

pmg: a célula primitiva apresenta reflexdes em eixos paralelos, além de uma reflexdo deslizante
cujo eixo € perpendicular aos eixos das reflexoes;

pgg: a célula primitiva € submetida a duas reflexdes deslizantes com eixos perpendiculares
entre si;

cmm: uma célula centrada com duas reflexdes em dire¢des distintas;
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p3 e p4: introduzem simetrias rotacionais; no p3, cada né possui trés células associadas a rotacdes

de 120°, enquanto no p4, cada né apresenta quatro vértices com rotagdes de 90°;

p4m: além da rotacdo quadrada, a célula primitiva apresenta reflexdes em quatro dire¢cdes

distintas, conferindo uma simetria mais complexa ao padrao.

Na Figura 22 sdo apresentados os dltimos exemplos de grupos de papel de parede:
Figura 22 — Grupos de Papel de Parede

.'.-‘-‘"!}I"l,“' 'ﬂ'{f‘ﬁ s E‘.—;‘.'i@ oY
-\ <3
o : = . 5 , .& 7.8

= o

r —
" ,‘.
a

\

==
N 0
=

==
2
ﬂt

=

s
AR

-.r"

B

T
‘:‘ —
=,

W=
(INZ =

44|

AR

A

[

Fonte: Fathauer (2021, p. 63)

As simetrias que ocorrem nos exemplos da Figura 22 sdo:

p4g: acélula quadrada apresenta rotagoes de 90° e reflexdes deslizantes;

p3ml: cada célula triangular possui rotagdo de 120°, acompanhada de reflexdes nos trés lados
do tridngulo equilétero; lembrando que o hexdgono pode ser formado pela unido de seis

tridngulos desse tipo;
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p31m: a célula primitiva realiza rotagdes de ordem trés (120°) em trés centros distintos, com

reflexdes em trés direcdes diferentes;

p6: a célula triangular apresenta rotacdo de 60° ao redor de um ponto central, evidenciada

pelo encontro de seis vértices em um mesmo no;

p6ém: mantém a rotacio do grupo p6, acrescentando reflexdes, formando um padrao de simetria

ainda mais complexo.

Essa sequéncia completa a apresentacao dos 17 grupos de papel de parede, mostrando
como combinacdes de translacdes, rotacoes e reflexdes definem a variedade de padrdes periddicos
possiveis.

Para auxiliar na compreensao dos grupos de papel de parede que podem ser formados, a

Figura 23 apresenta os diagramas correspondentes aos grupos p3 e p31m.

Figura 23 — Diagramas de Grupos de Papel de Parede

vo

C
:0

-

AL I
:0?,
oof‘
Jo_do_-

5'0

Fonte: Gagern e Richter-Gebert (2009, p. 6)

No diagrama do grupo p3, observa-se uma rotacio de 120° que contribui para a formagao
da imagem como um todo. Em cada tridngulo colorido, € possivel identificar essa rotagao
ocorrendo entre pares. J4 no grupo p31m, além da rotagdo semelhante, nota-se também a
presenca de reflexdes dos tridngulos, o que confere maior simetria a composic¢ao.

Como o objetivo deste trabalho ndo € aprofundar os conceitos relacionados aos Grupos
de Papel de Parede, recomenda-se a leitura do livro “Tessellations: Mathematics, Art, and
Recreation” de Fathauer (2021), em que o autor apresenta uma abordagem detalhada sobre o
tema e explora aspectos que ndo foram abordados neste material por ndo serem essenciais ao
escopo proposto. Se a curiosidade e interesse matemdtico for maior, ao ponto de ver a estrutura
desses grupos e as demonstragdes a cerca da classificacio, sugerimos o livro Finston e Morandi
(2014).
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5 GRUPOS

Durante a primeira metade do século XIX, matemédticos como Galois (1811-1832), no
contexto do desenvolvimento da dlgebra, trabalharam em novos conceitos enquanto adaptavam
métodos ja existentes para solucionar problemas até entdo ndo resolvidos (Boyer e Merz-
bach, 2011). Assim, uma das ferramentas criadas, inserida no que hoje chamamos de dlgebra
abstrata ou moderna, € a teoria dos grupos. Desde entdo, o conceito de grupo auxiliou muitos
matemadticos a entender e trabalhar melhor com a aritmética, a dlgebra e a geometria. Além
disso, a partir dessa estrutura, foram formalizadas outras, como anéis, médulos, corpos e espacos
vetoriais.

Neste capitulo, introduziremos conceitos fundamentais de teoria de grupos que servirdo

de base para o estudo, no capitulo seguinte, das isometrias e de sua caracterizacao.

5.1 CONCEITOS INICIAIS

Um grupo € uma estrutura algébrica na qual hd um conjunto de elementos associados a
uma opera¢do que combina dois elementos quaisquer para formar um terceiro, que também deve
pertencer a esse conjunto. Isso significa que essa operacdo deve ser fechada. Além disso, para se
qualificar como grupo, o conjunto e a operacdo devem satisfazer algumas condi¢des, chamadas
axiomas de grupo: associatividade, existéncia de elemento neutro e existéncia de elementos
inversos.

Os conhecimentos sobre os conceitos iniciais da teoria dos grupos, que serdo estudados e
explorados neste capitulo, ttm como fundamento cientifico a bibliografia composta pelas obras
(Martin, 2010), (Domingues e Iezzi, 2003), (Janesch, 2008) e (Garcia e Lequain, 2018).

Defini¢ao 5.1.1. Um conjunto ndo vazio G munido de uma operagao bindria

:GxG — G
(a,b) — a-b

€ um grupo se as seguintes condicdes sao satisfeitas:

(1) A operagdo é associativa:
a-(b-c)=(a-b)-c, para quaisquer a,b,c € G;
(i1) Existéncia de elemento neutro:
existe um elemento e € G tal que e-a = a-e = a, para todo a € G;
(i11) Todo elemento possui um elemento inverso:

paracadaa € G,existea ' € Gtalquea-a ' =a'-a=e.
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Muitas vezes deixaremos de indicar a operagdo do grupo, escrevendo apenas G para
denotar um grupo (G, -). Quando ndo existir ambiguidade, escreveremos ab no lugar de a - b.

A seguir, veremos, por meio da Proposicdo 5.1.2, propriedades satisfeitas por elementos
de um grupo, em especial que o elemento neutro e o inverso de cada elemento de um grupo (G, -)

sd0 Unicos.
Proposicao 5.1.2. Seja (G,-) um grupo. Entdo,
(a) o elemento neutro € tinico,
(b) para cada a € G, o elemento inverso de a é inico;
(c) (a=")~' =aq, para todo a € G.
(d) (a-b)~' =b"1-a"!, para quaisquer a,b € G.
Demonstragdo.

(a) Suponhamos que e e ¢’ sejam elementos neutros de G. Como e é elemento neutro, entao

e-¢e' = ¢ . Por outro lado, como ¢’ também € elemento neutro, entio e- e’ = e. Logo,
€ =e-¢€ =e,
ou seja, existe apenas um elemento neutro em G.
(b) Suponhamos que b e ¢ sejam elementos inversos de a. Assim, a-b = e e c-a = e. Entao,
c=c-e=c-(a-b)=(c-a)-b=e-b=b,
0 que mostra a unicidade do inverso.

(c) Pela definicdo de a—!, temos que

Notamos que essa igualdade também mostra que a é inverso de a~! e, pela unicidade do

inverso, (a= 1)1 = a.
(d) Seja e o elemento neutro de G. Observamos que
e=a-a'=aeal=abBbYal=@b)- -b'al).
Portanto,

(a-b) '=(@b)te=(ab) - (ab)- b a=bp"al O
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Observamos que, mesmo nao sendo mencionada explicitamente nas demonstragdes acima,
a associatividade foi utilizada (e €é necessdria) nos itens (b) e (c). Sem essa propriedade, torna-se
muito dificil desenvolver uma teoria em algebra.

As propriedades exigidas em um grupo sdo frequentemente utilizadas no ensino bdsico.
Na Figura 24, observamos a propriedade da associatividade da adi¢do dos nimeros naturais,

ensinada aos alunos no sexto ano do ensino fundamental.

Figura 24 — Associatividade no Ensino Basico

Propriedade associativa

Em uma adicao de trés ou mais numeros naturais, podemos associar as
parcelas de modos diferentes; a soma serd a mesma. Assim, considerando os
nlmeros naturais a, b e ¢, temos:

(a+b)+c=a+(b+c)

Essa é a propriedade associativa da adi¢do. Aplicando-a, podemos
adicionar trés ou mais niimeros da forma que for mais conveniente.

Porexemplo: (124 8)+5= e 124+ (84 5)=
plo: (12 + 8) (E+5)
=20+5= =12413=
Portanto: (12+8)+5 = 12+(8+5)

Fonte: Gay (2022a, p. 39)

Para cada exemplo de grupo, é preciso analisar qual € a operacao utilizada e se essa
cumpre com os requisitos da defini¢do de grupo. Por exemplo, o elemento neutro e o inverso
de cada elemento variam de acordo com o conjunto e a operacdo em que estamos trabalhando.
Como vemos no recorte de um livro didético do sexto ano, na Figura 25, o nimero 1 € o elemento
neutro da multiplicacdo dos nimeros naturais, mas ndo €é o elemento neutro se considerarmos a

operacdo da adicao.

Figura 25 — Elemento Neutro da Multiplicac¢do

Propriedade do elemento neutro

Se a é um nUmero natural, entao:
a-1=1-a=a

Essa é a propriedade da existéncia do elemento neutro da
multiplica¢do. O nimero 1 € o elemento neutro da multiplicacio.

Fonte: Gay (2022a, p. 56)

A seguir, veremos alguns exemplos para compreender melhor as nocdes inciais de grupos.

Exemplo 5.1.3. Os primeiros exemplos de grupos sdo os conjuntos numéricos com relacao a
operagdo de adi¢do: (Z,+), (Q,+), (R,+) e (C,+). Em todos esses casos, o elemento neutro é

0 e o inverso de cada niimero x é o oposto aditivo de x, ou seja, —x.
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Observamos que o conjunto dos nimeros naturais, N = {1,2,3,---}, ndo tem estrutura
de grupo com relagdo a operacdo de adicdo, pois nao contém o elemento neutro. Mesmo se
considerarmos que 0 € N, ainda assim (N, +) ndo é um grupo, uma vez que qualquer natural

nao nulo ndo possui inverso (oposto) em N.

Observacao 5.1.4. Lembramos que uma operac¢do bindria em um conjunto G, denotada por -, é
uma fun¢do de G X G em G. Assim, dada uma igualdade de elementos ou expressdes, podemos
operar em ambos os lados por um mesmo elemento. Por exemplo, se a,b € G e a = b, entdo
(a,c) = (b,c) € G x G e, portanto,

a-c=b-c,
uma vez que funcao - associa a cada par do dominio um tnico elemento do contradominio.

Um grupo € uma das estruturas algébricas mais “simples”, e sua defini¢do, como vimos
acima, pode estar relacionada a resolu¢do de uma equacao linear elementar. No Exemplo 5.1.5,
de maneira diferenciada, analisamos a resolucao de uma equagdo utilizando a estrutura do grupo

aditivo dos ndmeros inteiros.

Exemplo 5.1.5. Considere a equagcao de nimeros inteiros:
x+2=5. (1)

Para resolvé-la, devemos de alguma forma isolar a incégnita x. Para isso, a ideia € adicionar o
inverso (oposto) do elemento 2 em ambos os lados da igualdade. Para que essa operacdo seja
possivel, € necessdrio um axioma que contemple a existéncia de elementos inversos (0postos) no
conjunto. Além disso, notamos que tal operacdo deve ser fechada dentro do seu préprio conjunto,
caso contrario, nem todas as equacdes nesse conjunto teriam solucdo. Assim, a equagao (1) é
equivalente a:

(x+2)+(=2)=5+(-2). (2)

Ao somarmos o inverso (oposto) de 2 em ambos os lados, torna-se necessario a propriedade
associativa, outro dos axiomas de grupo:

X+ (2+(=2)) =3. 3)

Por fim, € necessdrio a existéncia de elemento neutro, pois a soma de um nimero com seu inverso
(oposto) resulta em 0O:
x+0=3. 4

Portanto,
x=3. )

Ao resolver a equagao proposta, vimos a necessidade de todos os axiomas que definem

um grupo, o que reforga a importancia de considerar essas propriedades. Afinal, ndo queremos
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estruturas tao bdsicas que ndo possam ser utilizadas em tépicos mais gerais da matematica, mas
também ndo podemos tornar os axiomas tdo especificos a ponto de s6 poderem ser aplicados a

conceitos particulares de certos contetidos.

Exemplo 5.1.6. Ainda utilizando os conjuntos numéricos, temos que (Q*,-), (R*,-) e (C*,-)
sdo grupos. Nesses casos, a operacao € a multiplicacdo e, como todo elemento deve ter inverso, é
necessario excluir o nimero 0. Em todos esses casos, o elemento neutro € 1 e o inverso de cada

numero x € dado por —.
X

Dentre os diversos exemplos de Grupos, existem os grupos finitos, ou seja, formados por
conjuntos finitos. Nesses casos, dizemos que a quantidade de elementos do grupo é a ordem do
grupo. Por exemplo, podemos ter um grupo de ordem um, em que o unico elemento do grupo €
o elemento neutro e, consequentemente, o inverso € o proprio elemento, e a associatividade é

satisfeita trivialmente.

Exemplo 5.1.7. Seja G = {-1,1}. Temos que (G, ) € um grupo finito de ordem 2 cuja tabela de

operacdes € dada por:

Tabela 1 — Tabela de operacdo do grupo G.

Segue da tabela que a operacdo - € fechada em G. Além disso, com essas escolhas os

axiomas sao satisfeitos:

(i) observamos que a operagao - coincide com a multiplicagdo dos nimeros reais, na qual a

associatividade € valida;
(ii) nesse exemplo, o elemento neutro é o ndmero 1, umavezque 1-1=1e(—1)-1=—1;

(ii1)) notamos que o inversode 1 é 1 o inverso de —1 é —1.

Portanto, podemos concluir que (G, -) é de fato um grupo.

Uma classe importante de exemplos de grupos € a dos chamados grupos de permutagoes,
formados pela fun¢des bijetoras de um conjunto ndo vazio X em si mesmo, com a operagao de

composi¢do de fungdes.

Observacao 5.1.8. Ao longo do texto, consideramos que o leitor tenha conhecimento e dominio
sobre nogdes de funcdes bijetoras, bem como sobre as defini¢des e propriedades de funcoes
injetoras e sobrejetoras. Entre essas propriedades, destacamos que a composi¢do de fungdes

bijetoras resulta numa funcao bijetora e que uma func¢ao € bijetora se, e somente se, for inversivel.
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Exemplo 5.1.9. Sejam X um conjunto ndo vazio e S(X) o conjunto formado pelas bijecdes de X
em X, isto €,
S(X)={f:X — X | f ébijetora}.

O grupo é formado pelo conjunto S(X) e a operacdo é composicao de fungdes, denotada por o.

(i) Dados f, g, h € S(X), para todo x € X, temos:

[fo(goh)l(x) = f((goh)(x)) = f(g(h(x)) = (fog)(h(x)) = [(fog) o h](x).
Logo, fo(goh) = (fog)oh,e aassociatividade é valida.

(i) O elemento neutro desse conjunto € a funcdo identidade, denotada por idy : X — X e
definida por idy(x) = x. De fato, idx é bijetora, ou seja, idxy € S(X) e, para qualquer
f € 8(X) e para todo x € X, temos:

(ido f)(x) =id(f(x)) = f(x) e (foid)(x)=flidx(x)) = f(x).
Portanto, id o f = foidx = f, o que mostra que a identidade € o elemento neutro.

(iii) Por fim, toda funcdo bijetora é inversivel. Assim, para cada f € S(X), existe f~! € §(X)
tal que

fof t=idy=f"of.
Com isso, provamos que (S(X),o) é um grupo.

Ao definir uma operacdo em um conjunto de modo que ele forme um grupo, essa operagao

ndo precisa, necessariamente, ser comutativa.
Definicao 5.1.10. Um grupo (G, -) é chamado abeliano (ou comutativo) se
a-b=b-a, para quaisquer a,b € G.

Os grupos dos Exemplos 5.1.3 e 5.1.6 sdo grupos abelianos. No entanto, em grupos de
permutacdes, a composi¢cdo de fungdes ndo €, em geral, comutativa. Mais precisamente, se X
contém trés ou mais elementos, (S(X), o) ndo é um grupo abeliano. Vejamos os contraexemplos
a seguir:

Consideramos X = {1,2,3} e as fungdes f,g : X — X definidas por:

f1)=2,f2)=3,f3)=1 e g(1)=2,8(2)=1,g(3)=3.

E ficil ver que f e g sdo bijecdes de X em X. Calculando as composi¢des, obtemos:

(fog)(1) =f(g(1)) =f(2) =3, enquanto (gof)(1)=g(f(1))=¢g(2)=1.

Portanto, f o g # go f, 0 que mostra que a operagdo ndo é comutativa.
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Outro contraexemplo pode ser obtido tomando X = R e as funcdes f,g : R — R dadas
por f(x) =x+1e g(x) = 2x. Ambas fun¢des sdo bijetoras, logo f, g € S(R). Ao calcularmos

f og, obtemos:
(fog)x) = f(g(x)) =2x+1.

Por outro lado, ao calcularmos g o f, obtemos:

(gof)(x) =g(f(x) =2(x+1) =2x+2.

Como as funcdes resultantes sdo diferentes, concluimos, novamente, que a composi¢do nao é
comutativa em S(R).

No Exemplo 5.1.6, vimos que (Q*,-) e (R*,-) sdo grupos. Como Q* é um subconjunto
de R*, podemos considerar (Q*, -) como um grupo “contido” no grupo (R*,-). Essa observacido
nos leva ao conceito de subgrupo, isto é, um grupo cujos elementos pertencem a outro grupo e

cuja operacao € a operacao original.

Definicio 5.1.11. Seja (G,-) um grupo. Um subconjunto ndo vazio H de G é um subgrupo de G
quando, com a operagdo de G, o conjunto H é um grupo, isto €, quando as condi¢des seguintes

sdo satisfeitas:
(i) paratodoa,be H,tem-sea-b € H.
(ii) paratodo a,b,c € H,tem-se a(b-c) = (a-b)c.
(111) existe e € H, paratodoa € H,talquea-e =e-a=a.
1 —1

(iv) paracadaa € H,existea ' € Htalquea-a~ ' =a ' -a=e.

Para ndo precisarmos verificar todos os axiomas de grupo ao analisarmos se um subcon-

junto de um grupo € um subgrupo, podemos utilizar a seguinte proposicao:

Proposicao 5.1.12. Sejam (G,-) um grupo e H um subconjunto ndo vazio do grupo G. Sdo

equivalentes:
1. H é subgrupo de G;
2. a-b~' € H, para quaisquer a,b € H.

Demonstragdo.

(1) = (2): Por hipétese, H é grupo. Ento, se a,b € H, segue que b~ € H e, portanto,
a-b-'eH.

(2) = (1): Como H nio é vazio, existe ¢ € H e, portanto, ¢ € G. Pela hipétese de (2),
temos que

e=c-c! €H.
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Agora, se b € H, entdo b,e € H e, por (2), obtemos
b l=eb'cH.

Provamos que o elemento neutro e pertence a H, assim como o inverso de cada elemento.
Por fim, sejam a,b € H. Como b~ € H, entdo a,b~! € H e, pela hipétese (2),

ab=a- (b 'ecH.

Logo, a operacdo é fechada em H. Como a associatividade é herdada do grupo G, concluimos

que H € subgrupo de G. [

Observamos que o elemento neutro de H coincide com o elemento de G. Além disso, se

a~! é o inverso de a no grupo H, entdo a~! é também o inverso de a em G.

Exemplo 5.1.13. Temos que (Z,+) é subgrupo de (Q,+), que por sua vez é subgrupo de (R, +).
Um grupo infinito pode ter um subgrupo finito, por exemplo, ({1,—1},-) é um subgrupo de
(R*,-).

5.1.1 Grupos de Matrizes

Nesta secdo, estudaremos os grupos de matrizes, que serdo importantes para o estudo
de isometrias e transformacdes lineares que veremos mais adiante. Esses grupos permitem
representar as transformacgdes de forma algébrica e precisa. Por meio das matrizes, é possivel
descrever rotagdes, reflexdes, translagdes e outras transformacdes que preservam distancias e
angulos, caracteristicas das isometrias.

Apresentaremos recortes de livros didaticos sobre matrizes, aproximando elementos da
teoria de grupos ao ensino bdsico. Na Figura 26 temos a defini¢do de uma matriz e exemplos de

matrizes.

Figura 26 — Defini¢do e exemplo de matrizes.

Uma matriz de ordem (ou do tipo) m * n é toda tabela numérica com m + n elementos
dispostos em m linhas e n colunas, sendo m e n numeros naturais e diferentes de zero.

—

Exemplos
. ( 0
v

14
;'I-l ); matriz de ordem 2 % 2 . (—5)3 matriz de ordem 3 X 1
(Ié-se: dois por dois)

31
(1&-se: trés por um)

. [2 _73 g]: matriz de ordem 2 X 3 *(1 —6 3 48 ) matrizdeordem1x 4
(I&-se: um por quatro)
(lé-se: dois por trés)

—

Fonte: Andrade (2020, p. 13)



41

Para as consideracdes que faremos a seguir, utilizaremos a notagdo K para representar,
indistintamente, um dos conjuntos Z,Q, R ou C, e denotaremos por M,,,»,(K), comm,n € N, o

conjunto das matrizes com entradas em K e com m linhas e n colunas. Dessa forma consideramos,

an a2 - dAip
ayy azp - A

Miyxn(K) = . . C | laij €K
Aml Am2 - Amn

De maneira abreviada, podemos denotar uma matriz

aip aiz2 - dip

ay; daz -+ dyp
A=

aml Am2 - Amn

por A = [x;;], onde fica subentendido que 1 <i<mel < j<n.

Definicdo 5.1.14. Duas matrizes A = [a;;] € B = [b;j|] em M,,»,(K) sdo iguais se possuem

entradas correspondentes iguais, ou seja, a;; = b;; para quaisquer i, j.

Mostraremos que M,,»,(K) é um grupo aditivo. Para isso, lembremos como a adi¢go de

matrizes € definida.

Definicdo 5.1.15. Dadas A = [q;j] e B = [b;j| em M,,«,(K), definimos a soma de A e B do
seguinte modo:
A+ B = [aij] + [bij] = laij +bij].

Escrevendo de modo ndo compacto, temos que se

all a2 ... dip b11 b12 bln

ary adxp ... Ay b21 bzz . bzn
A= . . . e B= . . . )

aml Q2 ... Qun bui by ... bun

entdo a soma dessas matrizes € dada por:

ain+byy an+biy ... ap+biy
A+B— azlﬂ'Lbzl azz{rbzz a2n"f’b2n
Aml +bm1 a2 +bp2 ... Qun+bun

Como cada entrada da matriz resultante da soma € da forma a;; + b;;, € a adi¢do € uma
operacdo em K, temos que A + B € M,,,(K). Ou seja, a adigdo é, de fato, uma operacdo em
My (K).
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Na Figura 27, ilustramos um exemplo de soma de duas matrizes A, B € M;3(7Z).

Figura 27 — Soma de duas matrizes.

Exemplo

{ f
SejamasmatrizesAeB,talqueA=\ 2 3 4 eB=| - .
01 4 l—1 35

,

Para obter a matriz C = A + B, basta adicionar os elementos correspondentes de
_I’z 3 1 ‘+[ 01 2) 240 3+1 142
[ 0 1 4 -1 3 5

AeB:
1 2 4 3)
C=A+B=| = =[ |
) 0+(-1 1+3 4+5 . -1 4 9]

% A

Mote que as matrizes A, B e C sao do mesmo tipo.

Fonte: Leonardo (2020b, p. 22)

Proposicao 5.1.16. (M,,«,(K),+) é um grupo abeliano.
Demonstragdo. Sejam A = [a;j|, B = [b;j], C = [ij] € Mpyxn(K).

(1) Associatividade:

(A4 B) +C = ([aij] + [bij]) + [cij] = [aij + bij] + [cij] 0 [aij +bij+cij]

= [aij + (bij+cij)] = [aij] + [bij + cij] = [aij] + ([bij] + [cij])
—A+(B+O).

Na igualdade (1), utilizamos a associatividade da adicao de K.

(i1) Existéncia de elemento neutro: o elemento neutro € a matriz de ordem m X n cuja entradas

sdo iguais a 0, conhecida como matriz nula de ordem m X n:
o= |: ¢ .. =[0].

De fato,
A+ 0 = [a;j] +[0] = [aij + 0] = [a;j] = A.

Analogamente, O +A = A.

(iii) Todo elemento possui um elemento inverso: Para cada matriz A = [a;;] € My, x,(K) temos

que a matriz —A = [—aq;;] € a inversa aditiva de A. De fato,
A+(=A) = laij] + [~aij] = [aij + (—aij)] = [0] = O.

Similarmente, (—A) +A = O.
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(iv) Comutatividade:
2
A+ B= [aij) + [bij) = aij +bi) 2 [bij +aij) = [bij] + [aij] = B+ A,
Em (2), utilizamos a propriedade comutativa da adi¢do de K.

Portanto, M,,»,(K) é um grupo aditivo abeliano quando K = Z, Q, R ou C. [l

Essas propriedades podem ser tteis quando estamos resolvendo equacgdes com as matrizes,
como mostra o exemplo da Figura 28.

Figura 28 — Exemplo de uso das propriedades.

R4. Considere as matrizes A, B e C. Sabendo que A = (; _53) eB+(-C)= ( _2] [1)) calcule
[a+(-c) +8. ' '
Resolucao

Pelas propriedades associativa e comutativa, temos:
[A+(—c|+B=A+[(-C)+8]=A+ [+ (~0)

Segue que:

A+[B+{—C}]=(2 _;'.]+(_21 ;}=(? _52.

Fonte: Andrade (2020, p. 23)

Observamos que

Pela Definigdo 5.1.11, temos que (M, x,(Z),+) é subgrupo de (M, x,(Q), ), que (Mynxn(Q),+)

€ subgrupo de (M,,«,(R),+) e, assim por diante.
Agora, vamos analisar a estrutura de grupo das matrizes utilizando a multiplicacdo de
matrizes. Primeiro, precisamos lembrar que o produto de duas matrizes A e B s6 estd definido se

o nimero de colunas de A coincide com o nimero de linhas de B. Veja os exemplos da Figura 29.

Figura 29 — Multiplicag@o de duas matrizes.

ApvnBryy,=Chu

N

Exemplos
a) [-2 5]-[_:}=[(—2)-(—2)+5-5]= [40]
b)(1 5]-[; ;]:(1-1+5-2 1-2+5-3)=(11 1?]

Fonte: Leonardo (2020b, p. 26)
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Observamos que, ao considerarmos a multiplicagdo em vez da adi¢do para obter uma
estrutura de grupo, precisamos tomar conjuntos de matrizes quadradas, de modo que a multipli-
cagdo seja, de fato, uma operagdo fechada nesse conjunto. Quando m = n denotamos M, (K)

apenas por M, (K).
Definicdo 5.1.17. Dadas A = [q;j| e B = [b;j| em M, (K), definimos o produto de A e B do
seguinte modo:

n
AB = [Cij], €m que Cij = Z aikbkj.
k=1

Exemplo 5.1.18. Consideramos as matrizes A e B quadradas de ordem 2 em que
1 2 56
3 4] C T [7 8] '

O produto C = A - B é dado por:

A.B— 120 (5 6] [(1-5)+(2:7) (1-6)+(2-8)| [19 22
(3 4| |7 8| |(B-5)+(4-7) (B-6)+(4-8)| |43 50|
Observamos que a matriz C =

A=

19 22 . . ’
45350 foi obtida tomando ¢;; = Y, aix - ay; :

C11:(1 5)+(2 7):5+14:19,
C12:(1 6)—|—(2 8)—6+16:22,
21 :(3 5)—|—(4 7)—15+28:43,

2 =1(3:6)+(4-8)=18+32=50.

Para formar um grupo de matrizes com a operagdao de multiplicacio, precisaremos impor
mais restricdes do que apenas matrizes quadradas, uma vez que nem toda matriz possui inverso
multiplicativo. Para isso, restringimo-nos aos corpos Q, R e C.

Lembramos que uma matriz A € M, (Q) ¢ inversivel, se existe uma matriz B € M,(Q)
tal que AB = I, = BA, em que I, é¢ a matriz identidade de ordem n. Como podemos perceber no

exemplo que consta na Figura 30.

Figura 30 — Exemplo de matriz inversa.

Exemplos
) 3 1
1. ;ﬂ.r‘ma’[rizfi\:(f‘1 ;)éinvertivel,esuainversaéA 1:(7 7),pois:
) ' -2 1
3 1
i_(2 1\ [= —=\_(1 0\_
AA _(4 3,)(7- 7—)_(0 1) "
-2 1
3 1 . .
vatloal = —=1).(2 l)z T 0\_
A A (_22 12) (2 3)=(o 1)

Fonte: Andrade (2020, p. 33)
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Além disso, uma matriz A € M, (Q) é inversivel se, e somente se, detA # 0. (BOLDRINI
etal., 1984, p. 76). Logo, essa condicdo deve ser satisfeita.
Denotamos o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem n, com entradas racionais

e inversiveis por GL,(Q), isto é,

GLA(Q) = {A € My(Q) | detA #0}.

Antes de verificar os axiomas de grupos, precisamos garantir que o produto GL,(Q) é
fechado. De fato, para quaisquer matrizes A, B € GL,(Q), temos que o produto AB € GL,(Q)
pois

detA#0e detB#0 = det(AB) =detA-detB # 0.

Isso mostra a multiplica¢do é uma operagdo bem definida em GL,(Q).
Proposicao 5.1.19. (GL,(Q),-) € um grupo.

Demonstragdo. Sejam A = [a;j], B = [b;j], C = [ij] € GL,(Q.
(i) Associatividade: Devemos provar que [a;;] ([bij[cij]) = ([aijl[bij]) [cij]-
Escrevendo,

n
[bijllcij] = [dij), em que dij =} bucyj,

t=1

WWFMWWWUZ%%

[mw=mewJZWw

n
[uij)[cij] = [vij], em que vij = Y uircy,
=1

devemos provar que ¢;; = v;;. De fato,

n

n n n n n n
ejj = Z ajpdyj = Z ai Y bucij=Y. Y aw(bucij) =Y, Y (aibi)cij
k= k=1 =1 k=17=1 k=17=1
n n n
:ZZ ajkbi Cl‘]_Zulch]_vl]7
t=1k=1

t=1

como desejado.

(i1) Existéncia do elemento neutro: o elemento neutro € a matriz identidade de ordem n:
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Temos que det(l,) = 1 # 0 e é facil verificar que Al, = I,A = A, para toda matriz A €

GL,(Q).

(iii) Todo elemento possui um elemento inverso: de fato, para qualquer A € GL,(Q) temos

detA # 0, o que garante que A é inversivel. Além disso, A~! € GL,(Q), pois
det(A~!) = (detd) ! £0. O
O grupo (GL,(Q,-) é chamado de grupo linear. Observamos que, da mesma forma,

(GL,(R),-) e (GL,(C),-) também sdo grupos lineares.

Para todo n > 2, esses grupos ndo sdo abelianos. Por exemplo, para

A:<1 1> . B:<1 0)7
01 11
21 11
o) (1)om

A fim de restringir os grupos de matrizes, com o objetivo de trabalhar as isometrias

temos que

representadas em equacgdes matriciais mais a frente, lembremos a definicdo de matriz transposta,

definida a seguir.

Definicao 5.1.20. Dada a matriz

al alpp ... dip

anq ay ... Ay
A= ,

Aml Awm2 ... Amn

a transposta de A, denotada por AT, é a matriz n x m obtida trocando-se as linhas de A por suas

colunas:
al ayr ... dmil
AT _ ayp ayp ... apgp
aonl A2n --- Amn

Na Figura 31, apresentamos um exemplo de um livro didético da transposta de uma

matriz:
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Figura 31 — Exemplo de matriz transposta.

Exemplo

\I/
| | 4] 8
_ (a6 1 f_
A= (g 9)2“:”"_ Eg

Fonte: Andrade (2020, p. 19)

Definicso 5.1.21. Uma matriz quadrada A € M, (R) é chamada ortogonal quando
AAT =1, = AT A,
em que /, € a matriz identidade de ordem n.

Segue imediatamente da Definicdo 5.1.21 que uma matriz ortogonal € inversivel, e seu
inverso coincide com a transposta:
Al =AT

Além disso, toda matriz ortogonal satisfaz
detA = +1.
De fato, aplicando o determinante em ambos os lados de AAT =1,, obtemos
det(AAT) =det(I,) = det(A) det(AT) =1.

Como det(A”) = det(A), segue que (detA)? = 1, o que implica detA = +1.
Por fim, vamos mostrar que o conjunto formado pelas matrizes ortogonais é um grupo.

Denotamos,
0,(R) ={A € GL,(R) | A é ortogonal}.

Proposicéo 5.1.22. (0,(R),-) é um subgrupo de (GL,(R),-).
Demonstragdo. Paratodo A,B € O,(R), temos que
(AB"HYAB N =AB (B~ HTAT
=AB Y (BT)TAT | pois B! =BT
= AB'BAT | pois (BT)T =B
=ALAT, pois B 'B=1,
—AAT
=1,.

Analogamente, (AB~1)T (AB~!). Isso mostra que AB~! € 0,,(R). Pela Proposi¢io 5.1.12, 0,(R)
¢ um subgrupo de GL,(R). O
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Denominamos o grupo (O, (R), -) por grupo ortogonal. Similarmente, temos que (0, (Q),-)
e (0,(C,-) sdo grupos ortogonais.
Destacamos aqui o grupo (O2(R),-), que é composto pelas matrizes ortogonais de ordem

2 com entradas reais, tal grupo serd utilizado quando aprofundarmos os conceitos de isometria.

5.1.2 Homomorfismos de Grupos

Vamos finalizar este capitulo estudando homomorfismos de grupos, o qual se caracteriza

como uma func¢do entre grupos da seguinte maneira:

Definic¢do 5.1.23. Sejam (G, *) e (J,-) grupos. Um homomorfismos de G em J é uma fungio

f: G — J tal que, quaisquer que sejam x,y € G temos que

flxxy) = f(x)- f(y)

Com essa defini¢dao, observamos as seguintes fun¢des dadas como exemplos de homo-

morfismos.

Exemplo 5.1.24. A fungido f : Z — C* definida por f(n) =" ¢ um homomorfismo do grupo de
(Z,+) em (C*,-). De fato,

para todo n,m € 7Z.

Exemplo 5.1.25. Seja (G,-) um grupo e e¢ € G o elemento neutro. A fungio f : G — G definida

por f(x) = e, para todo x € G, é um homomorfismo, chamado de homomorfismo nulo.
Observacao 5.1.26. Um homomorfismo bijetor € chamado de isomorfismo.
Exemplo 5.1.27. A fungéo f: (R,+) — (R*,-) dada por

x—=e*

define um homomorfismo de (R, +) em (R*,-). De fato,
flatb)=e""P =et-e" = f(a)- f(b),

para todo a,b € R.
Como f ¢ uma fung@o bijetora (a funcdo g : (R%,-) — (R,+) definida por x — In(x) é

sua inversa), temos que f € isomorfismo de grupos.

Definicdo 5.1.28. Seja f: (G,-) — (J, *) um homomorfismo de grupos. O niicleo de f, denotado
por Ker(f), é subconjunto de G dado por

Ker(f) ={xe G| f(x) =es}.



49

Proposicao 5.1.29. Seja f : (G,-) — (J,*) um homomorfismo de grupos. Entdo,
(a) f(eg) = ey, em que eg, ey sdo os elementos neutros de G e J, respectivamente.
(b) fx™1) = (f(x) 7"
(c) (Ker(f),-) é um subgrupo de (G,)

Demonstracdo.  (a) Temos que
fleg) * flec) = flecea) = fleg) = es* f(eg) = fle) = es.
(b) Pelo item anterior, segue que
R = foo) = fleg) =er = f)* (f(0) = () = (F(x) "
(c) Pelo item (a), e € Ker(f) e, assim, Ker(f) # @. Para quaisquer x,y € G, temos que:

Foy N =f@)«fo ) = @)= (f3) " =esxe;! =ey,

o que mostra que xy~ ! € Ker(f). Pela Proposi¢do 5.1.12, (Ker(f),-) é um subgrupo de

Definicao 5.1.30. Seja (G,-) um grupo. Dizemos que f : G — G é um automorfismo de grupos,

se f € um isomorfismo de grupos.

Observamos que um automorfismo de um grupo (G, -) é um homomorfismo bijetor de
dominio e contradominio G. Claramente, a funcdo identidade de G, idg, € um automorfismo de
G.

Denotamos por Aut(G) o conjunto de todos os automorfismo de G. Sejam f,g € Aut(G)
e x,y € G. Temos que:

(fog)lx-y)=flglx-y) =flgx)-g(y) = f(gx)) f(g(y)) = (fog(x))o(fogy)),

pois f e g sdio homomorfismos. Isso mostra que f o g também € um homomorfismo de G em G.
Como a composi¢ao de fungdes bijetoras resulta numa funcao bijetora, podemos concluir que se

f,g € Aut(G), entdo f o g € Aut(G). Portanto, a composi¢do de fungdes,

o:Aut(G) x Aut(G) — Aut(G)
(&) = gof,

¢ uma operagdo bindria de Aut(G).
Proposicao 5.1.31. (Aut(G),0) é um grupo.

Demonstragdo.
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(i) Ja mostramos que a composi¢ao de fungdes € associativa.
(ii) O elemento neutro de (Aut(G),o) é a fungdo identidade de G.

(iii) Se f € Aut(G), entdo f : G — G é bijetora. Logo, f é inversivel. A inversa f ! : G — G
também ¢é inversivel (cuja inversa é a funcdo f). Precisamos, apenas mostrar que f~! é

um homomorfismo. Sejam y;,y, € G. Pela bijetividade de f, existem x1,x; € G tais que
yi=flx1) e f Y1) =x1, () =x e y2 = f(x2). Com isso,

o) =1 ) f) = (fax) =xx = £ () f ().

Portanto, (Aut(G), o) é um grupo.
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6 ISOMETRIAS NO PLANO

Neste capitulo, exploraremos uma conexao entre dlgebra e geometria: o estudo das
isometrias no plano. De forma geral, dizemos que duas figuras geométricas sao congruentes
quando uma pode ser movida de modo a coincidir exatamente com a outra. A andlise dessa no¢ao
nos leva a considerar transformacdes que preservam distancias e formas, as chamadas isometrias,
cujo nome vem do grego e significa “igualdade de medida”. O estudo dessas transformacdes nos
fornecerd, além disso, novos exemplos de grupos.

Na matemadtica, usamos o termo “métrica” para designar uma func¢ao que mede a distancia
entre dois pontos de um plano (ou espaco). Assim, uma isometria € uma transformacao que
mantém essas distancias, conservando o tamanho e a forma dos objetos, ainda que altere sua

posicao e/ou orientagao.

6.1 ISOMETRIAS

Estudaremos, ao longo do capitulo, as principais isometrias do plano cartesiano (con-
sideremos um sistema de coordenadas em R? cuja origem ¢é representada por O): translagdes,
rotacoes e reflexdes. Para isso, comecamos definindo a métrica que utilizaremos, conhecida
como norma euclidiana. Essa norma, também chamada de comprimento de um vetor, representa

a distancia entre a origem e o ponto final de um vetor no plano.

Definicdo 6.1.1. Seja v = (vi,v;) € R? um vetor. A norma euclidiana de v, denotada por ||v||, é

_ |22
V|| = /v + V5.

Figura 32 — Norma de um vetor

dada por

V1

Fonte: Producao pela autora (2025)

Na Figura 33, observamos que ||v|| também representa a distancia do ponto V, de coorde-
nadas (vy,v;), a origem O = (0,0). Desse modo, podemos fornecer a férmula algébrica para a

distancia entre vetores (ou pontos) do plano.
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Figura 33 — Distancia entre vetores

y
U
T lv—v|
ngl'g} i
vl [/ Tl
? ! v
I |
| |
|
| |
| I
3 S
ui Vi

‘Ll] — V]

Fonte: Producdo pela autora (2025)

A distancia entre dois pontos V = (v{,v2) e U = (u1,uz) de R?, obtida por meio do

Teorema de Pitdgoras, é dada pela férmula:

10 =V =/ =2+ (w2 = v2)2.

Na Figura 34, podemos ver que a férmula da distancia € utilizada para determinar se um

triangulo formado por trés pontos dados € retangulo.

Figura 34 — Exemplo do uso da férmula da distancia

R2. Verifique seospontos A —2, —2),B(12,6)e €[4, —6) sao vértices de um triangulo retangulo.
Resolugdo

Inicialmente, calculamos o comprimento de cada um dos lados do triangulo.

d(A,B) = V{hz— (-2)) +[6 - (-2) = V14> + 8= 4B = V260

d(A,C) = 1,’{[4— (—2) + [-6-(-2)| = V&' + (~a = ac= V52

d(B,C)= Via—12)"+ (—=6— 6= V(—8)} + (—12) = BC = V208

Paraque o triangulo seja retangulo, o quadrado do comprimento do lado maior deve serigual a soma
dos quadrados dos comprimentos dos outros dois lados, isto é, deve satisfazer o teorema de Pitagoras.

2 2 )
(ABY = (Ac)’ + (BC) = (v260) =(v52) + (v208) = 260 = 52 + 208 = 260 = 260
Portanto, o tridngulo ABC é retangulo.

Fonte: Andrade (2020, p. 107)

Para fixar a notacdo utilizada neste capitulo, a cada ponto V € R? associamos o vetor
V= O—\} , cuja origem € O e extremidade é V. Em coordenadas, se V = (a,b), identificamos
este ponto com o vetor v = 0—>V = (a,b), e reciprocamente, todo vetor com origem em O e
extremidade em V corresponde ao ponto V.

A partir das nocdes de funcdes bijetoras, norma e distincia de pontos (ou vetores),

apresentamos a defini¢do formal de uma isometria no plano.
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Definicdo 6.1.2. Uma isometria de R? é uma bijecio f : R — R? que preserva distancia, ou
seja,

1f () = fFO) = [l =],

para quaisquer u,v € R2.

Como ja mencionamos, o conceito de isometria aparece em diversos contextos da geome-
tria. Por exemplo, dois tridngulos sdo congruentes quando a distancia entre os vértices de um é
sempre igual a distancia entre os vértices correspondentes do outro (veja a Figura 35). Em outras
palavras, dois tridngulos sdo congruentes se existe uma isometria que leva um deles exatamente

sobre o outro.

Figura 35 — Congruéncia de tridngulos

32caso de congruéncia: LLL (Lado-Lado-Lado)

Diis tridngulos sao congruentes quando os trés lados sdo, respectivamente, congruentes.
Verifique os tridngulos ABC e ABT".
A A Temos:
AB= AF'
AC2AT o AABCc2AABC
| | BC= BT

Fonte: Silveira (2022, p. 144)

A fim de obter a estrutura algébrica de grupo associada as isometrias, observamos que a
composicao de duas isometrias do plano € novamente uma isometria. De fato, sejam f, g duas

isometrias do R? e u,v € R%. Temos que:

1(fog)(u) = (fog)W)Il = IIf(g(u)) — f (gl = [Ig(u) = gW)|| = llu—vI|,

pois tanto f quanto g sdo isometrias. Como a composicdo de duas bije¢des € uma bijecdoe fog
preserva distancia, concluimos que f o g também € uma isometria.

Dessa maneira, considerando o conjunto E(2), formado por todas as isometrias de R?, e
a operacdo de composi¢do entre fungdes (o), provaremos, na Proposi¢io 6.1.3, que (E(2),0) é

um grupo.
Proposicéo 6.1.3. (E(2),0) é um grupo.

Demonstragdo. Ja discutimos acima que a composi¢ao de duas isometrias continua sendo uma
isometria, logo, a operagdo de composigdo é fechada no conjunto E(2). Além disso, a composi¢io
de fungdes € associativa.

Observamos que o elemento neutro do grupo é a fungio identidade de R?, denotada por

Idg2, que € uma isometria, pois

[Mdg2 () = Idg2 (V)| = [|ue —v]].
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Por fim, para cada f € E(2), existe uma fungo inversa f~! tal que

(fof ") (u) =Tdga(u) = (f "o f)(u),

uma vez que f é uma fungio bijetora de R? em R?. Além disso, f~! também pertence a E(2),

pois, sendo f uma isometria, temos:

L~ @) = W = 1A @) = £ )
=[lfof " u) = forf )l
= | Idga (u) — Idga(v) ||
= [lu—vl,
para todo u,v € R%. Podemos, entdo, concluir que, para cada f € E(2), sua inversa f~! € E(2).

Portanto, (E(2),0) é um grupo, como desejado. N

Observacio 6.1.4. Como E(2) é um subconjunto do grupo de permutacio de R?, S(R?), temos

que E(2) é um subgrupo de S(R?) em relagdo i operagio de composigio.

Observamos que se os pontos U,V,W € R? nio sdo colineares, entdo eles formam os
vértices de um triangulos. Como a soma das medidas de dois lados de um triangulo é sempre

maior que a medida do terceiro lado, nesse caso, temos a desigualdade
W =V[+[v-Ul=[w-Ul.
Concluimos que, se
W =V][+|v-U|=[w-Ul
entdo os pontos U,V,W € R? sio colineares.

Proposicdo 6.1.5. Seja f uma isometria de R*> e U,V e W pontos colineares. Entdo, f(U), f(V)

e f(W) sdo colineares.

Demonstracdo. Sejam U,V,W € R? pontos colineares, dispostos nessa ordem, de modo que
W =V[+]v-Ul =|w-UJ.

Como f € uma isometria, temos:

LFW) = fFWI+ V) =) = llfF W) = fU)]]

A igualdade acima mostra que f(U), f(V) e f(W) sdo pontos colineares, preservando-se a

ordem. O]

Nas préximas secoes, passaremos a representar isometrias por meio de operagdes com
matrizes. Isso se justifica porque — como serd mostrado na Se¢do 6.2 — as isometrias que fixam a
origem correspondem a transformacdes lineares do plano. Essa observagdo abre caminho para
utilizarmos ferramentas da dlgebra linear na anélise dos grupos de isometrias. Os grupos de
matrizes, vistos no Capitulo 5, terdo um papel importante nas nossas discussoes.

A seguir, estudaremos os tipos de isometrias. Iniciaremos com as translagdes.
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6.1.1 Translacao

Definicdo 6.1.6. Dado um vetor qualquer b € R?, a translacio pelo vetor b, denotada por 13, é a
funcdo 1, : R — R? definida por

tp(u) = u+ b, para todo u € R2.

E facil ver que a translagdo _,(u) = u — b para todo u € R?, é a inversa da translacio 7,

e, com isso, #;, ¢ uma bije¢io. Além do mais, tomando u,v € R? temos
ltp() —t,(V)|| = [[u+D— (v+D)|| = [[u—v|.

Portanto, #;, ¢ uma isometria do plano.
Podemos também expressar as translagdes utilizando vetores coluna (matrizes). Tomando

u=(x,y)eb=(b1,by), a fungio t, pode ser representada por:

IR

Observacao 6.1.7. O conjunto formado por todas as translagcdes no plano € um subgrupo de
E(2). De fato, para todo a,b € R? e para todo u € R?, temos:

x+bq
y+b2

(tgot_p)(u) =ts(u+(=b)) = (u+(=b))+a=u+(a—b) =t,_p(u).
Pela Proposi¢do 5.1.12, o conjunto das transla¢des no plano é um subgrupo de E(2).

Para representar as isometrias geometricamente, utilizaremos a imagem criada a partir da
técnica da dentada, mostrada na Figura 5, a qual nomeamos de Camelo Mauricio. A operacao
serd realizada ponto a ponto, transladando a figura como um todo, como pode ser observado na

Figura 36.

Figura 36 — Translacdo no plano

Fonte: Producdo da autora (2025)
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Na Figura 36, observarmos que no primeiro plano cartesiano o vértice A do Camelo
Mauricio estd em (2,2). Apés a translac@o, o vértice A passa a ficar no ponto (3,2), ou seja, foi
transladado uma unidade para a direita ao longo do eixo x.

Destacamos essa mesma transformacio na obra criada por Escher em 1959, denominada
"Pegasus". O ladrilhamento € criado a partir de sucessivas translacdes do animal, como podemos

notar na Figura 37.

Figura 37 — Transla¢gdes na imagem criada por Escher (1959)

&>

Fonte: Adaptado de ESCHER, M. C. (2025)

Na Figura 38, exemplo retirado de um livro diddtico do ensino médio, a translacdo ocorre

ao longo do eixo y.

Figura 38 — Exemplo de translacdo

—
Exemplo
Naimagem ao lado, o poligono K'L'M’N’ é imagem do poligono Y
KLMN obtido por meio da transformacao de translacao, deslo- [
cando-o 3 unidades para baixo, na direcdo vertical. p "y
Nesse caso, as figuras sio congruentes e a distancia entre N 3 ynidade
cada ponto dafigura original e seu correspondente é sempre a L
mesma. K Vi
f Observagao 0 N X

Note que apenas as ordenadas dos pontos do
poligono KLMN foram alteradas, mas ndo as abscissas.

Fonte: Andrade (2020, p. 87)

Por fim, destacamos o seguinte exemplo, utilizado também no produto educacional, em

que podemos denotar a translagdao por meio de uma equacao matricial.

Exemplo 6.1.8. Na Figura 39 temos a representacdo no plano da translacido de um triangulo.
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Figura 39 — Translagao do tridngulo no plano

|

X

] 1 2

3 45 &6 7T

8 9 10 11

12 13

Fonte: Dante e Viana (2020b, p. 97)

Podemos destacar que os pontos que representam os vértices do tridangulos, tinham os
valores (0,2), (3,6) e (4,2), com a translagdo as coordenadas passam a ser (8,0), (11,4) e
(12,0), respectivamente. Portanto, hd uma translagdo de 8 unidades ao eixo x e 2 unidades ao

longo do eixo y, com isso denotamos a equacao como:
I 0 |x 8
= T[]+
0 1| |y 2

Seja 8 um angulo fixo. Consideramos rg como a rotacdo de um angulo 6 no sentido

6.1.2 Rotacao

anti-horario, centrado na origem do plano.

Para facilitar a compreensdo, observamos as figuras a seguir. Na Figura 40, o vetor com
origem em O e extremidade no ponto A, um dos vértice do Camelo Mauricio, forma um angulo
B em relagdo ao eixo x. Denotamos também um circulo de centro na origem que passa pelo

ponto auxiliar A, de coordenadas (x,y).
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Figura 40 — Rotacdo

Fonte: Produc¢do da autora (2025)

. ~ A T .
Para ilustrar a rotacao, escolhemos o dngulo 6 = 1 radianos.

Figura 41 — Rotagdo 2

Fonte: Producdo da autora (2025)

. ~ T . . p .
Na Figura 42, completamos a rota¢do de 6 = 1 radianos, na qual a imagem € rotacionada
ponto a ponto. Destacamos o ponto de referéncia A do Camelo Mauricio, que apds a rotacgao,

passa a ocupar a posi¢ao do ponto A’.
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Figura 42 — Rotagao 3

Fonte: Producdo da autora (2025)

Ap6s compreendermos a rotacao do ponto de vista geométrico, podemos agora defini-la
de forma algébrica, utilizando as fungdes seno e cosseno. Denotemos o ponto A = (x,y) e sua

imagem pela rota¢do de 6 por A’ = (x',y’). Temos:
x=rcos(B) e y=rsen(f), (6)
em que r € o raio do circulo considerado. Além disso, observamos que
X' =rcos(0+B) e y =rsen(60+p).

Utilizando as identidades trigonométricas da soma de angulos e as equagdes de (6), obtemos

x' =rcos(@+B) =rcosBcos® —rsenBsend = xcos & — ysen 0,
e, da mesma forma, para a coordenada y':

y =rsen(0+ ) = rsenfBcos® — rcosfsen @ = ycos O +xsen .
Concluimos, portanto, que a rotacao angulo 0 no sentido anti-horario é dada por

re(x,y) = (xcos @ —ysen 8, ycos 0 +xsen 6).

Definicao 6.1.9. Seja 6 € R um angulo. A rotacdo no sentido anti-horario por 6 em torno da

origem do plano, denotada por rg, é a funcio rg : R> — R? definida por
re(x,y) = (xcos® —ysen 0, ycos 6 +xsen ),

para todo u = (x,y) € R?.
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Podemos reescrever a rotagdo rg na forma matricial:

X = xcos@ —ysenf| |cos€ —senf| |x
y ycos 8 +xsen 0 sen® cos@ | |y|
Agora, vamos provar que, de fato, a rotagdo rg é uma isometria. Primeiro, mostramos
que, para qualquer rotacio rg, existe uma inversa, que é a rotacdo r_g. Para todo u = (x,y) € R?,
temos:
(rgor_g)(u) =rg (xcos(—0) —ysin(—0), ycos(—0)+xsin(—0))

rg (xcos @ +ysin@, ycos 6 —xsin6)

((xcos@—l—ysin@)cos@— (ycos @ —xsinH)sin O

ycosG—xsin@)cos@—f—(xcos@+ysin9)sin9>

= <x00520+ysin90056—ycos@sinO +xsin’ @
y00529—xsin@cos@+xcos@sin0+ysin29>

= (x(0052 6 +sin” ), y(cos’ 6 + sin’ 9))

= (x,y) =u.

Portanto, rg o r_g = Idg2. Analogamente, r_g o rg = Idp2. Isso mostra que rg € inversivel
(bijetora), e sua inversa é r_g(x,y) = (xcos 0 +ysin 0, —xsin6 +ycos ) .
Para concluir que rg € uma isometria, falta provar que a rota¢io preserva distancias.

Dados u = (x,y) e v = (x',y) € R?, temos:

I I?

= ||r9(x,y)—r9(x',y')
= ||(xcos® — ysen 8, ycos O +xsen @) — (x'cos O —y'sen O, y' cos O +x'sen H)

Ire () —ro(v)
I”?
= ||(x—x")cos 8 + (y—y)sen 8, —(x —x")sen 8 + (y —y') cos O ||*
= ((x—x’)cos@—i—(y—y')sen9)2—|— (—(x—x')sen9+(y—y')cos@)2
= (x—x')*(c0s0)> +2(x—x')(y —y) cos Bsen 8 + (y —y')*(sen 6)?
+ (x—x")*(sen0)? —2(x —x')(y —y') cos Osen 6 + (y —y') cos” 6
= (x—x')(cos? @ +sen?0) + (y —y')*(cos? 6 + sen?6)
= (@—x)+(-y)?
= | (x,y) = ()7

= flu—v]>.

Portanto,

lro(u) —re()[| = llu—v|.
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Até o momento, tratamos da rotacao em torno da origem. No entanto, também podemos
considerar rotacoes em torno de pontos fora da origem. Para isso, ao realizar uma rotacao de
angulo 6 em torno de um ponto qualquer P, utilizamos a composi¢cao de duas isometrias: uma
translacdo que leva o ponto P para a origem, seguida da rotacdo de angulo 6 em torno da origem,
e, por fim, a translagdo inversa que devolve o ponto P a sua posi¢do original.

Visualizamos essas etapas nas Figuras 43 e 44. Primeiro, consideramos o ponto P
qualquer, identificamos o ponto auxiliar A do Camelo Mauricio e transladamos o plano de forma
que P passe a coincidir com a origem. Em seguida, aplicamos a rotacdo de angulo 0 e, por fim,

realizamos a translacao inversa para retornarmos a posi¢ao original de P.

Figura 43 — Rotacdo fora da origem 1

Fonte: Producdo da autora (2025)

Figura 44 — Rotacgao fora da origem 2

Fonte: Producio da autora (2025)

Para esse estudo, consideramos a rotacao de angulo 8 em torno da origem, representada

pela funcdo f. Definimos também a func¢do 4 como a translag¢do pelo ponto P. Assim, a opera¢ao
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ilustrada nas figuras corresponde, algebricamente, 2 composicio de fungdes ho foh~!. Como ji
demonstramos que a composi¢do de isometrias €, ela propria, uma isometria, concluimos que
essa operacdo € de fato vélida.

A isometria de rotacgdo foi utilizada em algumas obras de Escher, como por exemplo na
obra “Peixe Voador”. Na Figura 45, podemos observar que um peixe branco coincide com a
rotagdo 60° no sentido hordrio de um peixe vermelho acoplado nele, e cada né do ladrilhamento

€ formado por 6 figuras.

Figura 45 — Rotacdes na criacdo de Escher (1954)

Fonte: Adaptado de ESCHER, M. C. (2025)

Essa composicao de isometrias € muito usada para criar padrdes, como podemos também
perceber na Figura 46, em que temos um exemplo retirado do livro Conexdes: Matematica e suas
Tecnologias - Matrizes e Geometria Analitica. A figura é composta a partir de trés rotagdes em
sequéncia de 90° cada.

Figura 46 — Exemplo de rotagdes

A figura a seguir foi composta por trés rotagées do losango ABDC em torno do
ponto C. Observe:

Fonte: Leonardo (2020b, p. 128)

Por fim, destacamos na Figura 47, um exemplo retirado do livro de Dante e Viana (2020b),
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em que podemos destacar a rota¢do e denotar tal isometria por meio de sua equagdo matricial.

Figura 47 — Rotagdo de um poligono no plano

3Jl:rr
24 r ]
A
14
5 -4 -3 -2 —1 x
3}_ i 2 3 4 5
\Ar t’fﬂﬂ — P
L3 |

Fonte: Dante e Viana (2020b, p. 100)

Os pontos iniciais, vértices do poligono, eram (1,1), (5,1), (4,2) e (4,3), com a rotagdo
obtivemos, respectivamente, as seguintes coordenadas (1,—1), (—=5,—1), (—4,-2) e (—4,—3).

Portanto, hd uma rotacdo de 180°, a qual pode ser representada da seguinte forma:
cos180° —senl80°| |x -1 0 X
fw =0 SHNE 1
sen180° cos 180 y 0 -1 y

Inicialmente, analisaremos alguns casos mais simples, como a reflexdo em relagdo ao

6.1.3 Reflexao

eixo x e a reflexdo em relacdo a origem. Esses casos estdo ilustrados nas Figuras 48 e 49.

Figura 48 — Reflexdo pelo eixo x

A

T
4

Fonte: Producdo da autora (2025)



64

Figura 49 — Reflexdo pela origem

X

o

Fonte: Producdo da autora (2025)

Observamos que a reflexdo em relagdo ao eixo x transforma um ponto A = (x,y) do
Camelo Mauricio em A’ = (x, —y). Essa transformagdo vale para qualquer ponto do plano e pode

ser representada utilizando matrizes coluna. Assim, temos:

RS RN AN

No caso da reflexdo pela origem, o ponto A = (x,y) € levado ao ponto A" = (—x, —y),
isto €, ambas as coordenadas sao invertidas. Essa transformagao também pode ser representada

por matrizes da seguinte forma:

RS N 1|

Na Figura 50, podemos observar o exemplo do livro diddtico Matematica Interligada que
apresenta uma reflexdo em relacdo ao eixo y. Nesse caso, os pontos que tinham coordenadas

(x,y) passam a ter coordenadas (—x,y) e podemos denotar da seguinte forma

=0 = -0
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Figura 50 — Reflexao pelo eixo y

i L L
m| m/ N\
/ \
K N | N K’
0 X

Fonte: Andrade (2020, p. 85)

Entretanto, nem sempre as reflexdes ocorrem apenas nesses casos especificos. Para
generalizar as reflexdes, consideremos uma reta arbitréria ¢ no plano R?. Nosso objetivo é definir

a reflexdo em relacdo a essa reta #, de modo que o Camelo Mauricio seja refletido conforme

ilustrado na Figura 51.

Figura 51 — Reflexdo em uma reta qualquer

> o

i

Fonte: Producdo da autora (2025)

Para isso, introduzimos alguns elementos que nos ajudardo a generalizar essa isometria.

Observe a Figura 52.
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Figura 52 — Reflexdo em uma reta qualquer

fiu)

=

Fonte: Produc¢do da autora (2025)

Dado o ponto A = (x,y), consideramos o vetor u com origem na origem 0 e extremidade
em A, ou seja, u tem as mesma coordenadas de A. De forma andloga, identificamos a reflexao de
A, que é o ponto A’ = (x,y"), com o vetor f(u), que é a reflexdo de u em relagdo a reta ¢.

Definimos a reflexdo f sobre a reta r como uma aplicagdo que satisfaz as seguintes
propriedades: para todo vetor u € R?, o vetor f(u) é tal que

1. u— f(u) é perpendicular a t;
2. adistancia de f(u) ar é igual a distAnciade u at.

De fato, observamos que u — f(u) é perpendicular a . Para facilitar a andlise, considera-
mos um vetor auxiliar v que define a direcdo da reta ¢, ou seja, ¢ € a reta que passa pela origem

na direcdo de v. Veja a Figura 53.

Figura 53 — Reflexdo em uma reta qualquer

flu)

Fonte: Produc¢do da autora (2025)



67

Na Figura 54, o vetor w representa a projecdo ortogonal de u sobre v. Como w tem a

mesma dire¢do de v, podemos escrever w = oy, para algum o € R.

Figura 54 — Reflexdo em uma reta qualquer

<

flw)

>4

Fonte: Produc¢do da autora (2025)

Assim, podemos considerar as diferencas u —w e w — u, que aparecem ilustradas na

Figura 55.

Figura 55 — Reflexdo em uma reta qualquer

A
u
w
v
|

\

L
A

Fonte: Produc¢do da autora (2025)

Como as norma dos vetores u —w e w — u sao iguais, concluimos que a distancia do vetor
u até a reta ¢ € igual a distdncia entre o vetor f(u) até a reta ¢, confirmando a propriedade (2) da

reflexdo f.
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A fim de encontrar a relacio que generaliza a reflexdo, consideramos w = v e a condi¢@o

(u—w)-v =0, que é verdadeira pois esses vetores sdo perpendiculares. A partir disso, temos:

u.v
(u—w)v=0=uv—wv=0=uv=av-v=0=—.
vy

Assim, obtemos a expressao para w:

u-v
w=|—1w,
vy

que corresponde a projecdo ortogonal do vetor u sobre v.

Por fim, definimos a reflexdo como a soma dos vetores
flu) =w+(w—u)
que pode ser reescrita como
fu) =2w—u.

Substituindo w, obtemos a férmula geral da reflexdo em relacdo a reta com dire¢do v:
u-v
flu)= 2(—) V—1u.
vy
Agora, vamos provar que f € uma isometria. Como nos casos anteriores, iniciaremos
mostrando que a reflexdo € bijetora. Pela visualizacdo geométrica € facil perceber que a inversa

de f é ela mesma. De fato, para qualquer vetor u € R?, temos

(Fo ) = £(Fw) =228 .
Calculando, obtemos
flu)-v= <2%v—u> -v=2%(v-v)—u-v:2(u-v)—u-v=u-v.

Com 1isso,

f(f(u) = 24 (2uv—u> =u

V-v
e, portanto, fo f = Idp> ef =1

Para finalizar, provaremos que f preserva distancias. Primeiro, mostraremos que

flutw) = f(u)+ f(w),

para todo u,w € R2. De fato,
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Agora, calculando a norma de f(u), obtemos:

2— v—u

()l =|
(P (i)
1/2
= (4(%)2(v-v)+u-u—4(%> (uv))

_ (u‘u)l/Z

= [ull-

u-v
V-V

Portanto, a reflexdo preserva norma e, consequentemente, distancias, pois para quaisquer

u,w € R? temos

1F () = f W)l = 11 (@) + (=f W) = [1f (4 (=w)) | = llu+ (=w)[| = [lu—wl].

Assim, concluimos a generalizacao da reflexdo em relacido a uma reta arbitraria, garantindo que
essa transformacao € de fato uma isometria.

Tomando o vetor v com ||v|| = 1, a reflexdo de u em relacdo a reta com diregdo v é
simplificada para

flu)=2(u-v)v—u.

Defini¢do 6.1.10. Seja u € R? e seja v € R? com ||v|| = 1. A reflexdo de u em relacio a reta que

passa pela origem na direcdo de v €

fw)=2(u-v)v—u.
Vamos deduzir a forma matricial de uma reflexdo. Consideramos u = (x,y) € R? e
v =(a,b) € R?\ {0} com ||v|| = 1. Temos que f(u) = 2(u-v)v — u é a reflexio de u em relaciio
a reta que passa pela origem na dire¢do de v.
Substituindo u = (x,y) € R? e v = (a,b) € R?\ {0} na fungio f(u) =2(u-v)v —u,

obtemos:

f(u) =2(ax+by)(a,b) — (x,y).
= (2a(ax+by) — x, 2b(ax+ by) —y)
= ((2a® — 1)x+ 2aby, 2abx + (2b* — 1)y).

Entdo a reflexdo em relacdo a reta na dire¢do de v é representada por
2> -1  2ab X
flxy) = 5 :
2ab  2b°—1] |y
0

Considerando v = (a,b) = (cos(75), sin(%)) e usando as identidades trigonométricas

0 6 .0 0
200525—1 =cos0, 2cos§sin§:sin6, ZSinzi—l = —cos0,
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obtemos imediatamente
2a> — 1 = cos 8, 2ab =sin @, 2b*> —1=—cos#.
Portanto a matriz da reflexdo assume a forma familiar

cosO sin@
R(0) =
sin@ —cosO

ou seja, para todo u = (x,y),

Ainda, para finalizar esse topico, trazemos o seguinte exemplo.
Exemplo 6.1.11. Na Figura 56, temos uma reflexdo de um poligono em relacio ao eixo x.

Figura 56 — Reflexdo de um poligono no plano

L ¥

(==
i

Fonte: Dante e Viana (2020b, p. 99)

Notamos os vértices do poligono A sdo: (—3,2), (—4,4), (—2,7) e (—8,4). Enquanto,
os vértices do poligono A’ sdo: (—3,-2), (—4,—4), (—2,—7) e (—8,—4). Observamos que a
ordenada de cada vértice de A’ € o oposto dos de A das respectivas coordenadas. Dessa forma,

podemos representar matricialmente essa reflexdo por:

1 O X
ol 2
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Ainda, se utilizarmos como referéncia o angulo da reta de reflexdo, conforme o que
definimos anteriormente, temos o angulo nulo e a seguinte representa¢do matricial:
cos0°  sin0° X 1 0 X

_x’ — . frd
fxy) sin0° —cos0°| |y 0 —1| |y

6.1.4 Reflexao Deslizante

Ainda, de forma semelhante ao que fizemos ao tratar da rotacdo em um ponto fora da
origem, podemos compor isometrias de reflexdo e translacdo para obter a isometria conhecida
como reflex@o deslizante (do inglés, glide reflection). Essa composicao consiste em refletir uma
figura em relagdo a uma reta e, em seguida, aplicar uma translacio ao longo dessa mesma reta. O
resultado € uma transformagdo que combina simetria e deslocamento, como ilustrado na figura a

seguir.

Figura 57 — Reflexdo deslizante em uma reta qualquer

> g

¢ =

Fonte: Producdo da autora (2025)

Podemos observar esse mesmo padrao na composicdao de Escher na Figura 58, em
que temos uma reflexdo verticalmente e depois a translacdo de cada imagem formando o

ladrilhamento.



72

Figura 58 — Reflexdo deslizante por Escher (1955)

g /lll /Ill
N 2N\

)
- - -

Fonte: Adaptado de ESCHER, M. C. (2025)

A composicdo de isometrias, como esta, ¢ comum e nos permite criar ladrilhamentos mais
elaborados em relacdo a aqueles que somente uma isometria € utilizada. Vejamos na seguinte

Figura 59 outro exemplo de composi¢des de isometrias em um recorte do livro Matemética

Interligada.
Figura 59 — Exemplo de composi¢do de isometrias
Exemplo Y
O poligono A”B"C’D"E” é ima- B A 3"

gem do poligono ABCDE, obtido
por meio de uma transformacao

m

de reflexao em relacao ao eixo x, A Ol a
seguida de uma transformacao A p® X
de rotacaode 90° no sentido ho- £

rario em relacao a origem do

plano cartesiano. B C

Fonte: Andrade (2020, p. 87)

Assim como essas, podemos compor translagcdes com rotacdes e/ou reflexdes para che-

garmos nas combinagdes desejadas ao formar uma tesselacao.
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6.2 RELACOES ENTRE ISOMETRIAS E TRANSFORMACOES LINEARES

No ensino superior, estudamos transformacdes lineares entre espacos vetoriais. As trans-
formacdes entre espacos de dimensao finita podem ser descritas por matrizes ou visualizadas
geometricamente (quando lidamos com dimensdes 2 ou 3). Elas nos permitem compreender
como vetores e figuras mudam de posicdo, tamanho ou orientacdo de forma controlada. Entre as
muitas transformacdes possiveis, destacam-se as isometrias. Contudo, nem toda isometria € uma
transformacao linear.

Embora apresentem pontos em comum, transformagdes lineares e isometrias possuem
caracteristicas proprias. Nesta se¢c@o, analisaremos as condi¢cdes sob as quais uma isometria pode
ser considerada também uma transformacao linear. Além disso, veremos como caracterizar uma
isometria por meio de matrizes. Para isso, retomaremos algumas defini¢cdes e resultados sobre
vetores no plano e transformagdes lineares. Apesar de relembrarmos alguns conceitos de dlgebra
linear ao longo da se¢do, para compreensdo do contetdo € necessario ja& dominar nocdes basicas
dessa drea.

Para a elaboracdo deste capitulo, as principais referéncias bibliograficas utilizadas para
desenvolver a teoria matematica das isometrias foram Finston e Morandi (2014) e Morandi, P. J.
(s.d.). Para os conceitos de dlgebra linear, consultamos Boldrini et al. (1984) e Lima (2020), que

também recomendamos para aprofundamento ou revisdo desses tépicos.

Definicao 6.2.1. Sejam U e V espacos vetoriais sobre o corpo R. Uma aplicagdo 7 : U — V é

denominada transformagcdo linear de U em V se, e somente se, satisfaz:
(i) T(uy+up) =T (uy)+T(up), para todo uy,up € U;
(i) T(o-u)=a-T(u), paratodou € U.

Alguns exemplos de transformagdes incluem a expansdo ou contragdo uniforme, a

reflexdo, a rotagdo e o cisalhamento. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 6.2.2. Ao refletirmos uma figura em torno do eixo x, estamos considerando a seguinte

transformacao linear.

F:R?2 5 R?2
(Xay) = ()C, _y)

Podemos representar essa reflexdo geometricamente conforme a Figura 60.
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Figura 60 — Reflex@ao em torno do eixo x

Fonte: Producdo da autora (2025)

Ao identificarmos os pares ordenados da figura como matrizes coluna, podemos generali-
zar a operagdo realizada para a transformacao linear de reflexdo em relacio ao eixo x da seguinte

forma:

X X X 1 O X
— ou

—
y -y y 0 —1j |y

De maneira geral, sejam A uma matriz com entrada reais e 7 uma transformacao linear,

aplicamos essa transformagio em x € R? e obtemos a relagio T(x) = Ax. Para as préximas

etapas, também precisaremos relembrar produto escalar de vetores no plano e alguns resultados

relacionados.

Definicdo 6.2.3. O produto escalar (ou produto interno) de dois vetores u = (uy,up),v =
(vi,v2) € R2, é definido por:

U-v=uvi+usxvy.
Ou seja, somamos o produto das componentes correspondentes dos vetores.
Lembre que, se u e v sdo vetores plano, entdo existe um dnico angulo 8, com 0 < 0 < 7,

tal que
et = v]I* = [ael® + [[vl* = 2l [[]| cos 6. )

Uma consequéncia da Lei dos Cossenos € que o produto escalar pode ser dado por
w-v = |[ul[[[v]|cos 6,

em que cos 8 € o cosseno do angulo entre os vetores u € v.

A seguir, vamos apresentar algumas propriedades das isometrias.

Observacio 6.2.4. Seja g uma isometria do plano que fixa a origem, isto é, g(0) = 0. Observamos
que
18@u) || = [lg(u) = Ol = l[g(u) — g(O)[| = [[u—O[| = [[u]].
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Podemos concluir que, se g fixa a origem, entdo g também preserva o comprimento do vetor.

Lema 6.2.5. Se g é uma isometria do plano que fixa a origem, entdo g preserva o dngulo. Ou

seja, o dngulo entre g(u) e g(v) é o mesmo dngulo entre u e v, para todo u,v € R2.

Demonstragcdo. Seja 6 o dngulo entre os vetores u € v, com 0 < 6 < 7. Pela Lei dos Cossenos,
2 2 2
([ = v[|7 = [lu]|* + [|V]|” = 2|l ||| cos . ®)
Seja 6’ o angulo entre os vetores g(u) e g(v). Entdo,

lg(u) = gW)I> = g @)II* +lgW)II> = 2llg () l[lg(v)l| cos 6"

Como g & uma isometria ¢ g(0) = 0, segue que [lg(u) — (V)| = lu—v]l, [lg(w)] = [lu] e

1)1l = [[V[]. Assim,
e —vII? = llg(u) = g1 = l|ael® + [[v]|* 2|l [[V]| cos 6. 9

Comparando as equacdes (8) e (9), obtemos cos@’ = cosf. Como 0 < 0’ <mwe0< 0 <,
concluimos que 6’ = 6. O

Lema 6.2.6. Seja g uma isometria do plano que fixa a origem. Entdo, g preserva o produto

escalar; ou seja, g(u)-g(v) = u-v, para todo u,v em R,

Demonstragdo. Seja 0 o angulo entre os vetores u € v, com 0 < 8 < 7. Pela Proposicao 6.2.5,
0 é também o angulo entre g(u) e g(v). Além disso, por consequéncia da hipétese, temos

lg@)|| = [lull e llgW)[| = [Iv]]. Assim,

w-v=|lul[[[v[][cos 6 = [|g(u)]|[lg(v)[|cos 6 = g(u)-g(v).
Portanto, u-v = g(u)-g(v). O

Ja definimos o que € uma Transformac¢do Linear e o que € uma Isometria, e percebemos
que nem sempre as duas funcionam juntas. Porém, muitas vezes elas coincidem, como podemos

ver na Proposicdo 6.2.7.

Proposicdo 6.2.7. Seja g uma isometria de R* que fixa a origem. Entdo, g é também uma

transformacdo linear.

Demonstragdo. Seja {vi,v,} uma base ortonormal de R?, isto é, {v{,v2} é um conjunto linear-
mente independente, com ||vi|| = ||v2|| = 1 e v; e v, ortogonais (o ngulo entre os vetores € 7 /2

e, consequentemente, v; - v; = 0 se i # ).

will = llg(vi)ll = [[vill = 1, pois g
preserva o comprimento. Ainda, como g preserva também o angulo, o angulo entre wi e wp é 0

Para cada para i = 1,2, definimos w; = g(v;). Assim,

mesmo do que o dngulo entre v e v;. Isso prova que o conjunto {w,w;} é também uma base

ortonormal de RZ.
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Por defini¢do de base, para cada u € R2, existem o, i € R tais que u = Qvy + V3.

Pela ortonormalidade da base, temos que
u-vi = (v +opvy)-vi =oq(vi-vy)+0(va-vy) = oy|vy H2 =0y.
Logo, a1 = u-v; e, analogamente, 0 = u - v2. Como g preserva o produto escalar, temos
ap =u-vi=g(u)-gvi) =gu)-wi e op=u-vy=gu) g(va) =gu)-wa.

Utilizando a base {w,w»}, existem B, B € R tais que g(u) = w1 + B2w>. Entdo, pelo

fato de {w,w;} ser base ortonormal, obtemos
au=guwr=p e o=guw =p.

Logo, g(u) = ow1 + aawa, ou seja, g(u) = (g(u) - wi)wi + (g(u) - wa)wy.
Agora, provaremos que g é uma transformacao linear. Para quaisquer u,7 € R?, temos

glutt) = ((u+t)-wi)wy+ ((u+1)-wa)ws
= (u-wp)wi+(t-w))wi+ (u-wa)wr + (- wa)wp
= g(u)+g(1).

Assim, g(u+1) = g(u) + g(t), para quaisquer u,t € R2.
Por fim, para quaisquer u,t € R? e para qualquer k € R, temos

g(ku) = ((ku)wi)wi + ((ku)wa)wa
= (

k(u-wy))wi + (k(u-wy))ws
= k((u-wi)wi) +k((u-w2)ws)
=k((u-w)wi + (u-wa)w)

= kg(u).

Logo, g(ku) = kg(u), para quaisquer u € R? e qualquer k € R.

Portanto, mostramos que g € também uma transformacao linear. [

Observacao 6.2.8. Pela Proposi¢do 6.2.7, se g € uma isometria que fixa a origem, entdo existe

uma matriz A quadrada 2 x 2 com entradas reais tal que, para todo u € R?,
g(u) =Au.

Proposicio 6.2.9. Toda isometria de R* é determinada pelas imagens de quaisquer trés pontos

ndo colineares.

Demonstracdo. Sejam P,Q e R trés pontos nio colineares em R? e f uma isometria. Sem perda

de generalidade, escolha um sistema de coordenadas tal que a origem coincida com P, ou seja,
—

O = P.DefinaV = f(0) e o vetor v= OV.
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Considere a transformacdo g =7_yo f, onde 7_y € a translacdo que leva V para a origem.
Assim, g € uma isometria que fixa a origem O.

Como g é uma isometria que fixa a origem, g € uma transformacao linear. Além disso,
0s vetores @ e (7? sao linearmente independentes, pois P, Q, R ndo sdo colineares. Portanto, a

transformacao linear g é determinada unicamente pelas imagens desses dois vetores, ou seja, por

8(Q) e g(R).
Como f =tyot_yo f =tyog,aisometria f € determinada pelas imagens dos trés pontos
P,QeR,istoé, por f(P), f(Q)e f(R). O

Observamos que a matriz A, relacionada a uma isometria que fixa a origem, nao é

arbitrdria e deve seguir certas caracteristicas, a saber, a matriz A dever ser ortogonal.

Lema 6.2.10. Seja g uma isometria de R? entdo, g(u) = Au para alguma matriz Ay ortogonal,

istoé, ATA=1, em que I, é a matriz identidade 2 X 2.
Demonstracdo. Para quaisquer u,v € R?, temos:
g(u)-g(v) = (Au) - (Av) = (Au)T (Av) = ul AT Av.

Como g é uma isometria, vale g(u) - g(v) = u-v. Assim,

Wl ATAv=ulv = ulev,
para todos u,v € R?, o que equivale a

u" (ATA—bL)v=0,
para quaisquer u,v € R?. Dessa igualdade, concluimos que
ATA=D,. O

Vimos que o conjunto de todas as matrizes A que satisfazem ATA = I, é chamado grupo

ortogonal e é denotado por O, (R).

Proposicio 6.2.11. Seja G o conjunto formado por todas as isometrias de R? que preserva a

origem. Entdo, (G,0) é um grupo e G é isomorfo ao grupo O(R) das matrizes ortogonais.

Demonstragdo. Inciaremos mostrando que G é um subgrupo de E(2). Para quaisquer f,h € G

temos:

(foh)(0) = f(h(0)) = f(0) =0 e (hof)(0)=h(f(0)) = h(0)=0.

Logo, a operacdo de composicao é fechada em G. Além disso, para qualquer f € G temos que

f~! também pertence a G, pois

0=1dg,(0) = (f "o £)(0) = £~ (£(0)) = ' (0).

Para provarmos o isomorfismo entre G e O,(R) definimos a seguinte fung@o:
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c:0,(R)—=G
A+ Oy,
tal que o4 : R? — R? é definida por u — Au.
Iniciaremos mostrando que ¢ estd bem definida, ou seja, que para cada A € 0>(R), o4 é
uma isometria.
Observamos que 64 € uma bijecdo, pois detA = +£1 e, portanto, A € inversivel, o que
implica que o4 também € inversivel.

Para quaisquer u,v € R?, temos:

loa () = oa()[I*> = [|A(u—v)|?
=A(u—v)-Au—v)
= A=) (A@—v))
=(u—v)TATA(u—v)
= (w—v)"I(u—v)
= (u—v)" (u—v)
=(u—

u—v)-(u—v)
2
= [l = vl
Portanto, ||c4(u) — 64(v)|| = ||u— v||, ou seja, o4 preserva distincias e, consequente-

mente, € uma isometria.
Agora, provaremos que ¢ é um isomorfismo. Para todo A, B € O,(R) e para todo u € R?,

temos que:
G (AB) () = 6ap(u) = (AB) (1) = A(Bu) = 04(Bu) = 64(05(u)) = (64 0 05) () = 6(A) 0 0p().

Ou seja,
6(AB) =0(A)oo(B)

e, portanto, ¢ € um homomorfismo de grupos.

Verificaremos que o ¢ injetora. Dados A,B temos que se 6(A)(u) = o(B)(u), entdo
Au = Bu para todo u € R?. Segue que (A — B)u = 0 para todo u € R? e, portanto, A — B = 0, ou
seja, A =B.

Para finalizar, falta mostrar que o € sobrejetora. Seja g um isometria que fixa a origem.
Pelo Lema 6.2.10, existe uma matriz ortogonal A; . tal que g(u) = Au. Segue que g =04 ¢ 0 é
sobrejetora.

Portanto, como ¢ é um isomorfismo de grupos e, assim, G = O, (R). ]

Ao considerarmos uma isometria f que ndo preserva a origem, por exemplo uma transla-
¢do, temos que essa isometria nao é uma transformacao linear, pois toda transformacao linear
preserva origem. Mesmo assim, podemos também utilizar as matrizes para representar uma

isometria.
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Proposiciio 6.2.12. Seja f uma isometria em R?, entdo f(x) = Ax+ b, para algum b € R? e
alguma matriz Ayxp com ATA =D,

Demonstracdo. Sejam b = f(0) e g(u) = f(u) — b. Observamos que g é a composicdo de f com

a translagdo r_p, em que 7_p(u) = u — b. Logo, g é isometria. Como
g(0)=f0)—b=b—-b=0,

segue que g fixa a origem e, pela Proposicdo 6.2.7, g € uma transformacao linear. Pelo Lema
6.2.10, existe uma matriz A quadrada 2 x 2 ortogonal tal que g(u) = Au, para todo u € R? e,

consequentemente,
f(u) =g(u)+b=Au+b,

como desejado. [

A partir disso, podemos notar que qualquer isometria € resultado da composi¢do entre a
translagdo com um elemento do grupo ortogonal O, (R).
Para finalizar este capitulo, observamos que toda matriz ortogonal € uma matriz de

rotacdo ou de reflexdo.
Lema 6.2.13. Se A € O,(R), entdo

cosO senf

sen@ —cosO

A cosO —senf
" |sen® cos@

] (rotacdo) ou A= [ ] (reflexdo)
Demonstragdo. Vamos mostrar que se detA = 1, entdo A é uma matriz de rotacdo. Para provar

que se detA = —1, entdo A € uma matriz de reflexdo € analogo.

SejaA = .

] uma matriz ortogonal. Ento,
c

I R R

Realizando os produtos e comparando com a matriz identidade, obtemos:

A+ = 1, (10)
P+d>=1, e (11)
ab+cd =0. (12)
a+b =1, (13)
A+d>=1, (14)
ac+bd =0, (15)

Pela equag@o (10), o ponto (a,c) estd no circulo trigonométrico, logo, existe um angulo 6 tal
que (a,c) = (cos(0),sen(0)).
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Das equacdes (10) e (13), obtemos
A+t =1=d*+b=b> =%

Similarmente, a? = d2.

Vamos considerar o caso em que det(A) = 1. Entdo,
ad—cb=1. (16)

a*b+acd =0
adc—bc* =c¢
Segue que (a* + c?)b = —c. Utilizando a equacio (10), obtemos b = —c e, portanto,
b= —sen(0).

Das equacgdes (12) e (16), obtemos

o abc+b*d =0 .
Similarmente, e, assim, d = a = cos(0).
a*d —abc = a,

cos® —sen 6]

Concluimos que se det(A) = 1, entdo A =
sen® cos@

]

. cosf® sen6

Analogamente, prova-se que se det(A) = —1, entdo A = .
sen® —cosO

Portanto, todo isometria de R? é uma translacdo, reflexdo, rotacao ou resulta da composi-

¢do de uma translagdo e uma reflexdes ou de uma translacdo e uma rotacao.
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7 PRODUTO EDUCACIONAL
7.1 MOTIVACOES A CRIACAO DO PRODUTO

Atualmente percebemos que o ensino da matemética vem trazendo algumas dificuldades.
Grande parte desses obstaculos estdo atrelados a falta de interesse dos alunos pela disciplina,
ainda, notamos que a abstracdo necessaria para a aprendizagem de defini¢des matematicas pode
ser um empecilho.

Outro fator que afeta diretamente no processo de ensino e aprendizagem € em relagdo
a compreensdo de contetidos que exigem uma base sélida de conhecimentos prévios. Muitas
vezes, os alunos chegam ao ensino médio com lacunas significativas na aprendizagem, resultado
de deficiéncias acumuladas ao longo dos anos, desde os anos iniciais da educagdo bésica. Esse
cendrio tem tornado cada vez mais dificil a compreensio de disciplinas que, como a matemadtica,
dependem de uma sequéncia de aprendizado estruturada. Com isso, a tradicional abordagem de
ensino, que se foca na transmissdo de contetidos de forma linear e descontextualizada, tem se
mostrado insuficiente para motivar e engajar os alunos, além de dificultar o desenvolvimento de
suas competéncias matematicas.

A fim de enfrentar esses obsticulos e tornar o aprendizado mais efetivo, é necessario
repensar as metodologias de ensino, adotando praticas que estimulem o interesse dos alunos e
facam a conexdo entre a matematica e seu cotidiano. Tendo em vista esses problemas e com o
objetivo de tornar a aula de matematica mais atrativa, os professores buscam novas metodologias
para diversificar e desenvolver sua pratico de ensino.

Para Fiorentini e Lorenzato (2009, p. 5), a educacdo matematica

caracteriza-se como uma prixis que envolve o dominio do conteido
especifico (a matematica) e o dominio de ideias e processos pedagdgicos
relativos a transmissdo/assimilacio e/ou a apropriagdo/construcdo do

saber matematico escolar.

Ou seja, € importante o professor estar atento ndo somente no conteido em que ensina,
mas a maneira como o processo de ensino € feito em sala. Nesse mesmo sentido, o professor
busca a internalizac¢do do conteudo pelo aluno e o desenvolvimento do pensamento matemaético.
Como afirma Tiesen e Araujo (2020, p. 3), “A constru¢do do pensamento matemético se inicia
quando o estudante € capaz de identificar um significado para o que € proposto pelo professor”.

Para isso, um dos métodos encontrados € a contextualizagdo da disciplina, ou seja, trazer
o conceito até entdo abstrato para o concreto. Assim, fazendo a conexdo da teoria com a pratica.
De fato, a contextualizacdo é importante pois traz significado ao contetido e possibilita que o

aluno estabeleca relacdes da matematica com seu cotidiano. Notamos que
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¢ possivel destacar que contextualizacdo como movimento desencadeado
em uma proposta de ensino tem por objetivo fundamentar o processo
de aprendizagem, pois possibilita estabelecer sentidos do aluno para os
significados dos conceitos matemadticos. No processo de aprendizagem,
a significacio consiste na internalizacdo do conceito, precisando ser
mediada pela producao de signos e sentidos, essenciais para o desenvol-

vimento de fun¢des mentais superiores. (Reis e Nehring, 2017, p. 34)

Logo, dentro dessas problemadticas e a fim de efetivar essa internalizacdo do conteido
pelo aluno, um dos objetivos desse trabalho € apresentar ao professor de matemadtica do ensino
médio uma maneira de mobilizar o conteudo de matrizes e outros conceitos da dlgebra linear
utilizando a contextualizagdo pela arte, ou seja, por meio da interdisciplinaridade, e embasando
esse assunto com defini¢des da dlgebra moderna.

Observamos que a matematica por si so traz dificuldades de contextualiza¢ao, assim
outras disciplinas podem auxiliar e contribuir com o ensino de conteidos mais abstratos. O
trabalho interdisciplinar apresenta beneficios para o aluno e também aos professores que o
utilizam, pois contribui no planejamento e o andamento das aulas contextualizadas, como

reafirmam os seguintes autores:

Nota-se que os professores acreditam no potencial da interdisciplinari-
dade para tornar o ensino mais relevante e significativo para os alunos, de
modo que os contetidos trabalhados em sala de aula possam ter relacio e
ser aplicados em diferentes situacdes do cotidiano. (Ocampo, Santos e

Folmer, 2016, p. 1022)

Por fim, buscamos também o uso de tecnologias como ferramenta para o ensino de
matematica. Com o mundo tdo globalizado e o acesso facilitado a recursos tecnoldgicos, manter
a internet fora de sala € desafiador, logo inclui-la de forma inteligente e em momentos que ela
realmente contribua é fundamental.

Notamos que os beneficios dessa metodologia sdao muitos, como afirmam Lima e Rocha
(2022, p. 731):

Utilizar novas tecnologias e metodologias, tais como jogos digitais edu-
cacionais no ensino de matematica, pode trazer beneficios tanto para o
educador quanto o educando, ao apresentar aulas mais atraentes, insti-
gantes e, dessa maneira, ter a atencio do aluno pelo aprendizado. Para o
educador, pode auxiliar no processo de construcdo de conceitos matema-
ticos, tais como a constru¢io de um gréfico em aplicativos de geometria
dindmica, bem como poder comparar resultados e suas mudangas por

meio de trocas de variaveis.

Portanto, destacamos a relevancia da utilizag@o tanto da contextualiza¢ao por meio da

interdisciplinaridade quanto do uso de tecnologias em sala de aula. Justificando as escolhas que
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fizemos para a producdo da sequéncia de aula do produto educacional. Porém, houve também a
preocupagdo seguir o que a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) indica como habilidades
e conteudos a serem desenvolvidos com os alunos.

A BNCC ¢ o documento diretor da educacao brasileira, tem cardter normativo e norteia
os curriculos dos sistemas de ensino tanto de escolas publicas, quanto privadas. Assim a base
estabelece conhecimentos, competéncias e habilidades que todo estudante deve acalgar ao longo
dos anos de ensino. Dessa maneira, a BNCC foi uma ferramenta importante para a definicao do
produto e como utilizar tal proposta para trabalhar as competéncias necessdrias com o tema de
isometrias € matrizes.

Em todos os niveis de ensino, do Ensino Fundamental Anos Iniciais ao Ensino Médio,
a geometria se faz presente nos assuntos de conhecimento basico da disciplina de matemética.
Notamos que o que altera em cada nivel € o aprofundamento e a maneira como sdo apresentados
os topicos de cada contetdo. No Ensino Fundamental II, ou Anos Finais, os objetivos de ensino

s30 0s seguintes:

O ensino de Geometria precisa ser visto como consolidagdo e ampliaciao
das aprendizagens realizadas. Nessa etapa, devem ser enfatizadas tam-
bém as tarefas que analisam e produzem transformagdes e ampliacdes/
redugdes de figuras geométricas planas, identificando seus elementos va-
riantes e invariantes, de modo a desenvolver os conceitos de congruéncia

e semelhanca. (BRASIL, Ministério da Educacao, 2017, p. 272)

Dessa forma, nos objetos de conhecimento do oitavo ano o que se destaca dentro do
que desejamos sdo as “Transformacdes geométricas: simetrias de translacao, reflexio e rotagao”
(BRASIL, Ministério da Educacdo, 2017, p. 314). Ainda, uma das habilidades que compde esse

objeto ¢ a EFOSMA18:

Reconhecer e construir figuras obtidas por composi¢des de transforma-
¢cOes geométricas (translacdo, reflexdo e rotagdo), com o uso de instru-
mentos de desenho ou de softwares de geometria dindmica. (BRASIL,

Ministério da Educacdo, 2017, p. 315)

Podemos, assim, perceber a importancia de atividades dinamicas e interativas, para que os
alunos consigam entender os conceitos de geometria, ndo apenas decorando férmulas e fazendo
classificagdes de figuras geométricas.

Na BNCC do Ensino Médio, o pensamento geométrico que deve ser desenvolvido fica
similar ao que temos no Ensino Fundamental. Entretanto, além dos objetivos anteriores, nessa
fase mais avancada do ensino se deseja “interpretar e representar a localizac@o e o deslocamento
de uma figura no plano cartesiano, identificar transformacdes isométricas e produzir ampliacdes
e reducdes de figuras”. (BRASIL, Ministério da Educacgdo, 2018, p. 517).

Assim, a habilidade que se destaca para esse objetivo ¢ a EM13MAT105:
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Utilizar as nogdes de transformacdes isométricas (translacao, reflexdo, ro-
tacdo e composicdes destas) e transformacdes homotéticas para construir
figuras e analisar elementos da natureza e diferentes producdes humanas
(fractais, construgdes civis, obras de arte, entre outras). (BRASIL, Minis-
tério da Educacdo, 2018, p. 533)

Ainda, um dos métodos utilizados e recomendados pela BNCC para o ensino da geometria
€ a utilizacao de aplicativos e softwares, como por exemplo o Geogebra. Como notamos na
habilidade EM13MATS505:

Resolver problemas sobre ladrilhamentos do plano, com ou sem apoio de
aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos
ou composi¢ao de poligonos que podem ser utilizados, generalizando
padrdes observados. (BRASIL, Ministério da Educagdo, 2018, p. 533)

Com isso, destacamos que o ensino de Geometria pode ser bem trabalhado a partir de
isometrias e tesselagdes ou ladrilhamentos no plano, com ou sem uso da tecnologias digitais.

No estado de Santa Catarina, além da BNCC, € utilizado o Curriculo Base do Territorio
Catarinense como suporte para as aulas de matematica e demais disciplinas. Um topico que ndo
consta, explicitamente, na BNCC, mas que aparece no Curriculo Base de Santa Catarina € o
contetido de Matrizes, no qual temos a habilidade de “Resolver e elaborar problemas envolvendo
matrizes e sistemas lineares” (Secretaria de Estado de Educagdo de Santa Catarina, 2020, p. 26).
Dessa maneira, como essa dissertac@o e o produto estao inseridos no contexto de ensino de Santa
Catarina, um dos enfoques é também no ensino de matrizes.

Tendo em vista essas necessidades e habilidades que precisam ser trabalhadas com os
alunos do ensino basico, o produto educacional atrelado a essa dissertacdo foi criado para
contextualizar o ensino de matrizes a partir dos ladrilhamentos de Escher, convidando os alunos
por meio do Geogebra a utilizarem a criatividade e os conteiudos matematicos para fazer as
transformacoes no plano.

O Produto Educacional (um caderno pedagdgico) anexado a este trabalho, em sua
integralidade tem mesmo tema que esta dissertacdo e pode ser utilizado para aplicacdo em
sala de aula, com pequenas adaptagdes, se necessario, porém nele ja se encontram diversos
cendrios de aplicagdo, a fim de contemplar as diferentes realidades escolares.

Pode-se observar que, neste trabalho, nao foram comentados nem analisados os resultados
da aplicacao do produto, uma vez que ele ainda nao foi implementado. Devido a alta demanda
exigida pelas disciplinas do PROFMAT, a limitac¢ao de tempo no calendario do mestrado para
o preparo tanto do produto quanto da dissertac@o e ao fato de eu nao estar mais atuando como
professora, a aplicacio ndo podde ser realizada. No entanto, por meio das dissertacdes e dos livros
didéticos analisados e apresentados a seguir, foi possivel realizar uma investiga¢dao dos conceitos
ja propostos para serem trabalhados, bem como identificar o que poderia complementar uma
aula sobre o tema de matrizes. Além disso, nas dissertacdes foram examinados os resultados das

aplicacdes do produto feitas por cada autor.
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7.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

7.2.1 Anadlise das dissertacoes do PROFMAT

Faremos uma breve andlise de algumas dissertacdes disponiveis no banco do PROFMAT.
Para encontrar esses trabalhos, foram feitas trés pesquisas diferentes. Na primeira, utilizando o

termo “ladrilhamento”, encontramos sete dissertacoes, sdo essas:

* Silva (2013): Simetrias planas e alguns problemas de ladrilhamento;

* Ribeiro (2013): As fracdes que o ladrilhamento revela;

* Santos (2014): Ladrilhamento no plano: Uma Proposta de Atividade para o Ensino
Médio;

* Ferreira (2019): O desafio geométrico e seus ladrilhamentos: uma ferramenta de ensino

de Geometria Plana na 1* série do Ensino Médio em Sao Gongalo do Gurguéia / PI;

e Campos (2020): Ladrilhamentos no plano e pentaminds: uma proposta para o ensino da

Geometria no Ensino Médio;
e Santos (2020): Mosaicos e Ladrilhamentos com o uso do GeoGebra;

* Farias (2024): O Ladrilhamento do plano euclidiano no Ensino Médio: criando padrdes

por meio da resolucdo de problemas.

Na segunda, utilizamos o termo “tesselacdes”, filtramos e encontrando apenas trés

trabalhos, os quais sdo:

 Torres (2017): TesselagOes planas: apresentar as tesselacdes do plano e algumas aplica-

¢oes nas obras de Maurits Cornelis Escher;
* Leitao (2015): Tesselacdes no ensino de geometria euclidiana;

* Modesto (2015): Matemidtica e arte: explorando a geometria dos fractais e as tesselacoes
de Escher.

Observamos que todos os trabalhos que tratam de tesselagdes também abordam o contexto
de Escher e utilizam de suas obras para o ensino de matematica.

Por fim, ao utilizarmos o termo “Escher”, encontramos treze dissertacdes, sendo que duas
delas ja foram contabilizadas anteriormente na busca pelo termo “tesselacdes”. Além disso, trés
trabalhos foram descartados por ndo tratarem diretamente do tema de ladrilhamentos no contexto
das obras de Escher e, nesse momento, ndo agregam aos objetivos desta andlise.

As oito dissertacdes resultantes da procura com o termo “Escher” sdo as seguintes:

* Alves (2014): O estudo da simetria através da arte de Maurits Cornelis Escher;
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* Andrade (2015): Construcdo de mosaicos insipirados nas obras de Maurits Cornelis
Escher;

* Mendes (2015): O uso da arte de Maurits Cornelis Escher para ensinar geometria;

* Esquerdo (2018): Transformacdes Geométricas no plano: uma abordagem inspirada em
Escher;

e Carinha (2018): A obra de M.C. Escher como subsidio ao ensino das isometrias;
* Silva (2020): Papéis de parede e as obras de Escher;
* Tacoronte (2021): Escher e a divisao regular do plano;

* Silva (2024): Geometria, arte & Escher: uma experiéncia na educacio bdsica.

Dentre todas as dissertacdes encontradas, vamos apresentar a andlise de apenas trés, para
ndo estender esse capitulo. Serdo analisadas as dissertacdes de Alves (2014), Modesto (2015) e
Silva (2024).

Na dissertacao de Alves (2014), intitulada “O Estudo da simetria através da arte de
Maurits Cornelis Escher” nota-se o enfoque da autora no conteido de geometria com o produto
educacional baseado na constru¢do de obras similares a de Escher no plano e na planificacao de
poliedros. O trabalho apresenta seu produto educacional voltado aos alunos do 1° e 2° ano do
ensino médio, publico que também € nosso foco, destacando o conceito de simetrias: translacdes,
rotacdes e reflexoes.

O objetivo do trabalho € definido no resumo em que a autora propde “O objetivo desta
dissertacdo € facilitar o processo de ensino e aprendizado de simetria tendo como inspira¢ao
as obras do artista holandés Maurits Cornelis Escher” (2014, p. 7). Ainda, na introdugdo, ela
também destaca novamente que o foco do trabalho € apresentar atividades que abordem os
conceitos de geometria de forma prazerosa com o auxilio das obras de Escher.

Assim, para cumprir seus objetivos, na dissertacdo a autora inicia com a apresentagdo do
contexto historico de Escher, a sua vida e suas referéncias. Em seguida, no préximo capitulo, ela
desenvolve os conceitos das tesselacoes, classificando as regular, semiregular e as demiregular.
Destaca-se a presenca de cores e das simetrias. Por fim, antes da apresentacdo do produto
educacional, mostra a constru¢do das tesselacdes e das figuras a partir da Técnica da Dentada.

Na proposta de aula sugerida pela autora é apresentada a sequéncia de cinco aulas desde
pesquisa sobre o artista Maurits Cornelis Escher até a constru¢do do material pelos alunos.
Nota-se que a aplicac@o do plano de aula foi feita ndo apenas pela autora, mas também com
colegas de outras dreas, desenvolvendo também a interdisciplinaridade.

As duas primeiras aulas foram separadas para os alunos pesquisarem no laboratério de
informatica a vida e as obras de Escher e posteriormente trocarem informagdes com os colegas

de classe, com a professora destacando algumas caracteristicas importantes.
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Na terceira aula a professora expds os conceitos de simetria com o auxilio de um material
de apresentacdo projetado. Ja nas duas proximas aulas os alunos, separados em grupos, criaram
suas figuras e tesselacdes, utilizando apenas uma simetria por grupo, a qual foi sorteada. Por fim,
apenas os alunos do segundo ano montaram as planificacdes que construiram obtendo poliedros.

Ao fim da dissertacdo, notamos que os objetivos propostos foram alcangados, de fato,
a autora destaca a proatividade dos alunos e o grande interesse destes pela atividade. Ainda,
poucos trabalhos foram entregues com alguns erros, esses apenas por erros técnicos € manuais,
mas ndo por conta do ndo entendimento da matemadtica.

De maneira similar, a dissertacdo de Modesto (2015), intitulada “MATEMATICA E
ARTE: Explorando a Geometria dos Fractais e as Tesselagdes de Escher” tem como objetivo
de pesquisa “proporcionar aos estudantes maior significado a sua aprendizagem, buscando
apresentar aos estudantes aplicabilidade da matemadtica a outras dreas do conhecimento” (2015,
p. 69).

A autora propds em sua dissertacdo, um produto educacional que consiste em uma
sequéncia diddtica utilizando os softwares GeoGebra e SketchUp! para a criagio de fractais
e tesselacdes semelhantes as de Escher. A abordagem oferece aos alunos um passo a passo,
permitindo que eles utilizem sua criatividade e conceitos mateméticos vistos em sala para
elaboracdo de suas proprias composi¢des. ApOs essa atividade, os alunos responderam uma série
de questdes relacionadas ao tema, promovendo uma reflexao mais profunda sobre o conteudo
trabalhado.

Modesto (2015) discorre sobre o padrio fractal e suas classes, nas quais criamos padrdes
repetindo figuras em certo modelo. Um exemplo utilizado pela autora sdo as obras de Pollock,
que embora nao sdo tao conhecidas, mas que ja apresentavam padrdes de fractais mesmo antes
da definicdo matemadtica. Por fim, Escher e suas criagdes s@o utilizados para exemplificar as
possibilidades de incluir o contexto de artes nas aulas de matematica.

Para a aplicacdo da sequéncia didatica proposta, a autora levou os alunos a um laboratério
de informética em que cada aluno tinha seu computador. No primeiro momento, utilizaram a
internet para uma pesquisa sobre fractais e tesselacdes, a fim de contextualizar o assunto.

Na aulao seguinte, os alunos receberam uma breve explicagdo, a partir de um exemplo,
sobre os softwares e como fazer a constru¢do dos objetos desejados. Com isso, na primeira
aula de construc¢do, os alunos criaram os fractais no aplicativo GeoGebra ou as tesselacdes no
aplicativo SketchUp. Para cada turma foi sugerido uma constru¢do diferente.

Além da construgao dos objetos nos softwares, Modesto (2015) propds questiondrios a
fim de avaliar quais conteidos foram melhor desenvolvidos pelos alunos. Dessa maneira, foi
possivel a andlise quantitativa dos resultados.

De acordo com a autora, a aplicacdo da sequéncia trouxe resultados positivos quanto ao

' SketchUp é um software de modelagem usado para criar modelos tridimensionais de objetos, edificios, interiores

e paisagens. E uma ferramenta popular em dreas como arquitetura, design de interiores, paisagismo e constru¢cao
civil.
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interesse dos alunos no assunto. Além disso, a anélise das respostas dos estudantes as questdes
propostas revelou que 43,75% deles alcangaram um indice de acertos superior a 83,33%. Destaca-
se que atividades como essas, as quais os alunos conseguem visualizar os conceitos matematicos
de forma concreta, facilita os processos de ensino e aprendizagem. Essa abordagem contribui
para uma melhor assimilagcdo dos contetdos e fortalece a conexdo entre teoria e pratica. Por fim,
concluimos que atividades semelhantes podem ser desenvolvidas a fim de explorar ainda mais
objetos matemaéticos.

Finalmente, discorreremos sobre a dissertacdo de Silva (2024) intitulada “Geometria,
arte & Escher: uma experiéncia na Educagdo Basica” com o objetivo de “analisar a interdisci-
plinaridade entre matematica e arte através da aplicacdao de uma sequéncia didatica™ (2024, p.
8).

O autor desenvolve em seu trabalho sobre as definicdes de mosaicos, pavimentagoes,
poligonos e tesselagdes. Destacando as propriedades necessdrias para a construcdo de um
ladrilhamento e demonstrando uma maneira de construi-lo com o software GeoGebra. Ainda, os
conceitos de simetria sdo apresentados, porém sem visualizagdes algébricas, pois o foco do autor
€ a aplicacdo para alunos do 9° ano do Ensino Fundamental com o foco em geometria.

Em seguida, apresenta-se o contexto histdorico de Escher e suas contribui¢des a matematica
e a arte. Assim, a interdisciplinaridade surge como cendrio para uma aula de matemaética
contextualizada. Silva (2024, p. 41) define “A interdisciplinaridade € uma abordagem que se
caracteriza pela integracdo de diferentes disciplinas ou dreas do conhecimento visando promover
uma compreensao mais ampla e profunda de fendmenos ou problemas complexos” e argumenta
sobre a importancia de metodologias que utilizam dessa abordagem.

Por fim, o autor apresenta uma sequéncia didatica desenvolvida para aplicagdo em uma
turma do 9° ano do ensino fundamental de uma escola puiblica de rede municipal de Recife, cujo
objetivo geral € “Usar a pavimentagdo do plano através da constru¢cdo de mosaicos utilizando
poligonos regulares confeccionados com material emborrachado, ladrilhar utilizando o software
GeoGebra com a pretensdo de melhorar os resultados na aprendizagem de geometria plana” (2024,
p. 48).

Ao longo de 12 atividades, o autor abordou o ensino de poligonos, angulos, retas, pontos,
mosaicos e ladrilhamentos, oportunizando aos alunos momentos para desenvolver a criatividade
e o pensamento critico. No primeiro encontro, ja na primeira atividade foram entregues aos
alunos poligonos recortados em um EVA e solicitado que montassem mosaicos. Posteriormente,
calculou-se os angulos desses poligonos sem o uso de férmulas e, entdo, inseriram-se outros
tipos de poligonos no mosaico. Ao final, algumas questdes foram respondidas a fim de avaliar e
gerar reflexdes sobre o que foi feito em sala.

No segundo encontro, com auxilio de Chromebooks? o GeoGebra foi apresentado como

recurso para a construciao de mosaicos.

2 Chromebook é um notebook com sistema ChromeOS desenvolvido pelo Google muito utilizado por escolas

pelo baixo custo e facil gerenciamento
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No terceiro encontro, a histéria de Escher e suas contribuicdes foram desenvolvidas com
pesquisas na internet, chegando nas isometrias de rotacdo, translacio e reflexdo. Uma atividade
criada pelo Clube de Matematica da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas
Publicas) foi utilizada para finalizar a aula. Por fim, nos tltimos dois encontros os alunos tiveram
oportunidade de construir seus mosaicos e utilizar da criatividade para montar uma exposi¢ao
com as obras de pavimentacao.

Ao concluir os comentdrios sobre a aplicacdo do produto educacional, Silva (2024)
destaca que a sequéncia ocorreu sem muitas intervencdes e que os alunos gostaram da experiéncia,

tornando seu trabalho também gratificante.

7.2.2 Analise de Livros Didaticos

Os livros analisados foram disponibilizados aos professores de matemadtica da rede
publica de ensino de Santa Catarina para auxiliar na escolha do material didético no ano de 2020.
Essas obras foram fornecidas pelas editoras na versao Manual do Professor e distribuidas as
escolas como material de divulgagdo. Os livros do ensino médio foram organizados por temas,
e ndo mais por ano escolar. Dessa forma, selecionaram-se os titulos que abordam matrizes,
trigonometria, geometria e transformacdes, provenientes das editoras FTD, Moderna e Atica.

A colecdo Conexdes e a colecao Didlogo sao distribuidas pela Editora Moderna, enquanto
a coleciio Contextos é publicada pela Editora Atica. J4 a Editora FTD é responsével pela colecio
de livros Prisma.

Muitos livros didéticos ja introduzem o tema do ladrilhamento para contextualizar o
ensino de geometria. Logo apds o trabalho com poligonos planos, o ladrilhamento surge como
uma abordagem visual e prética que facilita a compreensao do conteudo, superando o ensino
puramente tedrico. No livro Conexoes: Matemdtica e suas tecnologias com o contevido de
geometria de Leonardo (2020a), a se¢do 1.4 € inteiramente dedicada ao ladrilhamento, explicando
o conceito bésico por meio do exemplo do piso de uma casa a ser revestida com ceramica.

Ja no livro Matemadtica em Contextos com o tema de Geometria Plana e Geometria
espacial, de Dante e Viana (2020a), o ladrilhamento é tratado em um capitulo préprio, sub-
sequente ao contetido de geometria plana, refor¢cando a contextualizacdo do tema. Os autores
apresentam diversos tipos de ladrilhamentos, incluindo os artisticos de Escher, como forma
de exemplificacdo. Inicialmente, apresentam o ladrilhamento do revestimento ceramico para
paredes, seguindo para exemplos artisticos, como a obra Peixes (1955) de Escher, e por fim,
mostram os hexdgonos das colmeias das abelhas, também caracterizados como ladrilhamentos.

Além disso, os autores fazem uso de tecnologias digitais, como o Geogebra, propondo
uma sequéncia de atividades em que o aluno pode compor ladrilhamentos com poligonos bésicos
no software. Ao final, apresentam a nocao de ladrilhamentos regulares e justificam a exclusao de
poligonos além dos tridngulos equildteros, quadrados e hexdgonos regulares. Contudo, o tema
nao é abordado em conexao com matrizes e transformacdes, limitando-se as propriedades das

figuras planas.
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No livro Matemdtica em Contextos com o tema Trigonometria e Sistemas Lineares
podemos notar novamente o contetido de ladrilhamento sendo abordado, porém agora no contexto
de transformagdes lineares, mais proximo do produto educacional que construimos.

No mesmo livro, em temas relacionados a trigonometria e sistemas lineares, o ladrilha-
mento volta a ser abordado, desta vez no contexto das transformagdes lineares, aproximando-se
do enfoque do produto educacional desenvolvido. No Capitulo 2, sobre Matrizes e Sistemas
Lineares, os autores Dante e Viana (2020b) finalizam a discussdo sobre matrizes introduzindo
transformacdes lineares como aplicagdo pratica, além do uso em bancos de dados. Exemplificam
o tema com a composi¢ao de pixels em telas digitais, recurso que atrai a atencao dos alunos.

Sao apresentados conceitos de isometrias: translacdes; reflexdes e rotagdes, e transfor-
macoes homotéticas, que alteram distancias entre pontos, diferentemente das isometrias, que
as preservam. O Geogebra é novamente sugerido para facilitar a visualizagdo. No entanto, os
autores nao aprofundam o tema a ponto de integrar as equacdes das transformacdes com as
matrizes.

No livro Conexées: Matemadtica e suas Tecnologias, no tema Matrizes e Geometria Ana-
litica, o autor Leonardo (2020b) dedica um capitulo as transformagdes geométricas, abrangendo
isometrias e homotetias. Apds a exposi¢ao das defini¢cdes bésicas, hd uma contextualizacio
histérica com o artista Escher, focando mais em sua obra e interpretagdo do que nos aspectos
matemadticos. Ladrilhamentos surgem como exemplos praticos, embora ndo sejam explicitamente
nomeados como tal.

No livro Didlogo: Matemdtica e suas Tecnologias, no tema Geometria Plana, ha um
capitulo de sete paginas que apresenta o conceito de ladrilhamento, diferencia ladrilhamentos
regulares dos irregulares, e aborda os poligonos que garantem o preenchimento sem espagos ou
sobreposi¢coes. Um exemplo utilizado € a Escadaria de Selar6n, no Rio de Janeiro.

Ainda na mesma colecao, no livro Didlogo com foco em Geometria Analitica, Sistemas e
Transformacoes Geométricas, sao abordadas matrizes e transformacdes lineares, com menc¢ao
superficial as isometrias, porém sem tratar explicitamente dos ladrilhamentos. Um exercicio
relacionado a obra de Escher aparece na Figura 61, propondo ao aluno a criacdo de uma imagem
usando transformacdes geométricas em software, mas com pouca orientagdo. Cabe ao professor

complementar o conteddo com informagdes adicionais.
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Figura 61 — Exercicio de ladrilhamento proposto pelo livro Didlogo

2] Maurits Cornelis Escher (1898-1972), mais conha-
cido comeo M. C. Escher, foi um dos mais famo-
sos artistas graficos do mundo. Em algumas de
suas obras, & possivel identificar transformacbes
geométricas.

ESCHER, Maurits Comells. Desenho smétrico (E58).

1842. AQuarsia. CoieqS0 parficular. 237 mm x 234 mm.

a) Escreva que transformagdes (reflexdo, rotagio
ou translagdo) ou composigies dessas trans-
formagdes podem ser identificadas na obra
da arte de Escher acima.

b) Com o auxilio de um software de Geometria

dindmica, construa uma imagem utilizando

transformagdes geométricas.

=] I

Fonte: Moderna (2020a, p. 146)

Podemos notar uma tentativa de contextualizar o assunto com as obras de Escher, porém
como o livro ndo traz nenhuma informacao sobre o artista além do que enuncia o exercicio, nao
¢ efetivo. Ainda, deseja que o aluno utilize um software de Geometria para criar uma imagem
utilizando as transformagdes geométricas, porém ndo apresenta muitas instrucdes. O professor,
caso deseje, precisaria investigar e trazer mais informagdes aos alunos.

De forma similar, o livro da colecdo Prisma com o tema de Geometria mostra o ladrilha-
mento posteriormente as defini¢des de poligonos planos. Sem dar muitos detalhes e explicando o
conceito basico de ndo deixar espagos em branco e sobrepor. Além disso, os autores Bonjorno,
Giovanni e Camara (2020b) destacam a utilizag@o de apenas tridngulos equildteros, quadrados e
hexdgonos, por conta dos angulos que formam o né.

Por fim, no livro da colecdo Prisma com o tema de Geometria e Trigonometria, podemos
notar que os autores Bonjorno, Giovanni e Camara (2020a) apresentam um breve contexto
histérico de Escher para introduzir os conceitos de transformagdes isométricas, disponibilizando
aos alunos a obra Limite Quadrado produzida em 1954, porém sem muitos aprofundamentos
quanto ao artista e a matematica dos ladrilhamentos. Nesse mesmo livro os autores utilizam a
obra Repteis (1937) para introduzir os conceitos de Proporcionalidade e Semelhanca.

Conclui-se que nenhum dos livros analisados apresenta a narrativa integrada que deseja-
mos para o produto educacional, embora Escher e o ladrilhamento sejam temas recorrentes, a
conexao com matrizes e transformacdes ndo € explorada. Dessa forma, nosso produto visa com-
plementar as sequéncias didaticas existentes, oferecendo uma abordagem diferenciada, porém

fundamentada em praticas que ja demonstraram eficicia.
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7.3 CONSTRUCAO DO PRODUTO E A SUGESTAO DE APLICACAO

Ap6s a andlise dos livros didéticos e a breve pesquisa entre as dissertagdes ja produzidas
dentro do programa do PROFMAT, notamos a falta de contextualizacdo no ensino de matrizes.
Observamos também que, embora o ladrilhamento seja amplamente utilizado no ensino de
geometria, raramente € explorado como contexto para matrizes.

Diante disso, elaboramos uma sequéncia didética voltada aos alunos do ensino médio
para trabalhar o tema “matrizes” nas aulas de Matematica. O material foi concebido para que o
professor encontre, em um tnico documento, todos 0s recursos necessarios, sem precisar buscar
informacdes adicionais.

A sequéncia “Aprendendo matrizes com Escher” ttem por objetivo motivar o estudo de
matrizes, suas operacoes, isometrias e transformagdes lineares. A proposta concretiza-se em
uma atividade contextualizada e interdisciplinar envolvendo ladrilhamentos, poligonos, plano
cartesiano e fungdes.

Como conhecemos a realidade no ensino brasileiro, as escolas de ensino médio apre-
sentam estruturas diferentes umas das outras. Sabemos que escolas privadas, normalmente,
apresentam condi¢des mais favordveis ao ensino, enquanto escolas publicas dependem de recur-
sos mais ultrapassados. Os autores Garcia, Rios-Neto e Miranda-Ribeiro (2021, p. 25) em sua
pesquisa, identificaram que, de fato, “evidenciou-se que, no geral, as escolas de ensino médio
regular da rede publica sofrem efeitos de seus indicadores de infraestrutura”. Ou seja, uma
atividade proposta em um ambiente de escola publica necessita de intervengdes diferentes do
que uma escola particular.

Os professores, em geral, sdo os agentes que tentam diminuir essa discrepancia entre
escolas publicas e privadas, pois como Garcia, Rios-Neto e Miranda-Ribeiro (2021, p. 2) afirmam
“Os perfis extremos de escolas mostram a forte associagdo entre infraestrutura e eficiéncia
escolar: escolas com melhor infraestrutura apresentam menores taxas de distor¢ao idade-série, de
reprovagdo e de abandono, bem como maiores taxas de aprovacao, e vice-versa”. Logo, enquanto
0s extremos estao mais distantes, e a infraestrutura ndo € a ideal, adaptamos as atividades.

Desse modo, a fim de minimizar esse problema, o produto educacional apresenta dois
cendrios de aplicagdo. O primeiro, denotado de Cendrio Ideal, disponibiliza um link de um
livro dentro do software GeoGebra para que o aluno abra-o e encontre ali todas as atividades
necessdrias para a aprendizagem, com apenas poucas interferéncias necessarias pelo professor.
Assim, para a aplicacdo serd necessario um laboratério com computadores ou uma quantidade
suficiente de notebooks para que os alunos utilizem individualmente ou em pares.

Ja o segundo cendrio, dito Cenario Realista, disponibiliza ao professor todo material
que estd também no livro do GeoGebra em arquivos adaptados para proje¢do no quadro na
propria sala de aula ou para impressao em papel. Ambos os cendrios trabalham com as mesmas
atividades, porém de maneiras diferentes.

Iniciamos com uma apresentacdo de quem foi Maurits Cornelis Escher e como suas
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obras podem ser interessantes no estudo de matematica. Para despertar a atencdo e estimular a
curiosidade dos alunos, sdo apresentadas algumas obras do artista, entre elas: Torre de Babel
(1928), Répteis (1943), Cada Vez Menor (1958), Libertacao (1955), Vinculo de Unido (1956)
e Fita de Mobius II (1963). Além das obras, também sdo abordadas as técnicas utilizadas
pelo artista, como a Técnica da Dentada, empregada na criagdo das figuras que compdem os
ladrilhamentos, e os processos de impressao em xilogravura e litografia.

Ap6s essa introdugdo, desenvolvem-se alguns conceitos relacionados aos ladrilhamentos
e as isometrias. Sao retomadas defini¢des e nocdes ja presentes nos livros do ensino basico, com-
plementadas por exemplos de ladrilhamentos regulares, representacdes com nds e as isometrias
de translacdo, rotacdo e reflexao. Nesse momento, inicia-se também a introdugdo das matrizes,
demonstrando aos alunos como € possivel representar essas isometrias matricialmente.

Em seguida, é proposta uma atividade mais prética, na qual os alunos devem construir
uma figura com a Técnica da Dentada, ja apresentada anteriormente. Podendo ser utilizado
os aplicativos Paint ou Canva, no Cendrio Ideal, ou realizando a atividade com papel, tesoura,
caneta e fita adesiva, no Cendrio Realista. Com a figura pronta, os alunos sdo orientados a
realizar o ladrilhamento. Nesse momento, devem observar que ndo ha espacos em branco, nem
sobreposic¢oes, e que apenas determinados poligonos permitem um encaixe perfeito, evidenciando
as propriedades geométricas envolvidas.

Nesta ocasido, o professor deve incentivar os alunos a investigar, por meio de testes
e experimentacdes, quais poligonos regulares permitem o encaixe perfeito no ladrilhamento.
A atividade deve conduzi-los a descoberta de que apenas tridngulos equiléteros, quadrados e
hexdgonos regulares possibilitam esse preenchimento sem sobreposicao ou espacos em branco.
Além disso, espera-se que os alunos identifiquem, ao repetir a figura e realizar os encaixes, a
presenca das isometrias, como translacdes, rotacdes e reflexdes envolvidas nos movimentos
necessdrios para compor o ladrilhamento.

Embora o produto educacional tenha como foco principal o ensino de matrizes no ensino
médio, as atividades iniciais apresentadas até aqui podem ser adaptadas para o ensino de poligo-
nos no ensino fundamental. Nessa etapa, € possivel realizar a construgdo de poligonos, aplicar
a Técnica da Dentada e criar ladrilhamentos, promovendo o desenvolvimento do pensamento
geométrico. Observa-se que as isometrias, quando trabalhadas apenas por meio dos movimentos,
sem o uso da linguagem algébrica, sao de facil compreensao.

Dando continuidade ao desenvolvimento do produto, é apresentada uma revisdo de
conteudos sobre matrizes, acompanhada de exercicios que retomam topicos essenciais para a
aplicacdo das atividades seguintes. Essa etapa tem o objetivo de reforcar conceitos que serao
fundamentais para a compreensdo do uso de matrizes na representagdo de isometrias. Caso o
professor considere que os alunos ja dominam esses contetidos, € possivel pular essa etapa da
sequéncia didética.

Para tornar os exercicios mais atrativos, foi elaborado um quiz em formato de jogo,

utilizando o aplicativo Kahoot. O professor pode projetar a atividade em sala, enquanto os alunos
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respondem individualmente pelo computador ou Chromebook. Ao final, o préprio site apresenta
um podio com os estudantes que obtiveram melhor desempenho. O professor pode, se desejar,
oferecer uma recompensa simbdlica ao aluno que alcangar a melhor colocagdo, incentivando o
engajamento e a participacao ativa da turma.

Na tdltima parte da sequéncia didética, temos as isometrias como foco em trés atividades.
A primeira tem como objetivo fazer o aluno identificar em exemplos no plano qual isometria
estd ocorrendo. Na segunda atividade, sdo disponibilizados exemplos de isometrias no plano e é
solicitado que a equacdo algébrica seja desenvolvida, relembrando as matrizes e observando os
valores dos pontos inicias e os valores depois da transformacao.

Ja na terceira e ultima atividade, os alunos tem a figura e a equagao algébrica matricial
e precisam encontrar no plano a figura correspondente depois da isometria ou composicoes de
isometrias. O ideal € a que a atividade ocorra no GeoGebra, porém € possivel fazer com os
exemplos projetados no quadro ou em impressoes.

Para finalizar a sequéncia didatica, como todo professor gosta, € disponibilizado uma
tarefa para os alunos criarem o préprio exemplo de isometria no plano com a representacao

matricial. Essa tarefa pode ser realizada em sala ou em sua casa.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Por fim, concluimos esta dissertacdo relembrando do nosso objetivo, que definimos no
inicio do trabalho: "Como integrar isometrias € matrizes ao ensino de matemaética no ensino
médio, a partir da arte, de modo a promover a contextualizacao e a motivacdo dos alunos?".
Notamos que por meio do aprofundamento tedrico da dlgebra e pelo desenvolvimento do produto
educacional foi possivel alcangar tal meta.

Por meio do desenvolvimento dessa dissertacdo conseguimos destacar conceitos impor-
tantes tanto na algebra, com as defini¢des e exemplos de grupos, quanto no contexto historico
que utilizamos com a vida e a obras de Escher. Ja o produto educacional criado trouxe uma
proposta de sequéncia didatica que apresentou o ensino de matrizes com contextualizagdo e
interdisciplinaridade, utilizando o GeoGebra e incentivando a criatividade.

Com a revisdo bibliografica apresentada neste trabalho, foi possivel estabelecer relagdes
entre as sequéncias ja produzidas e aquelas que se pretendia desenvolver, evitando possiveis
falhas e orientando o estudo por caminhos ja validados. Além disso, os dois cendrios de aplicagdo
apresentados no produto ampliam seu alcance e oferecem maior facilidade ao professor que
desejar utiliza-lo.

Ainda, por meio do estudo que embasou este trabalho podemos notar que hd matemética
em muitos momentos no nosso cotidiano e muitos dos temas que ensinamos na escola sao
possiveis de contextualizagdo. Com isso, essa prética deve ocorrer com frequéncia, pois €
importante o aluno entender o por qué ele deve aprender. Deixar de lado um pouco a motivagao
de estudar para passar em provas e vestibular, e mais para entender que se estuda algo porque é
util para a humanidade de alguma forma.

O produto atrelado a esta dissertacao foi construido de tal forma que o professor utilize o
material pronto, sem precisar de muitos ajustes e adaptacdes, e de fato auxiliar seu planejamento,
pois sabemos que o professor ja possui muitos percal¢os que lhe atrapalham e tomam tempo.

Enfim, deixamos como sugestdo o avango no estudo dos conteiidos presentes neste
trabalho, hd muito mais a ser visto sobre as isometrias, atreladas a simetrias, grupos de matrizes,
de permutacdes e os grupos de papel de parede (wallpaper groups). Nota-se que os trabalhos
produzidos no Brasil sobre os grupos de papel de parede ainda sdo escassos. E mesmo que o
conteudo ndo seja trivial, pode ser muito bem trabalhado em niveis de ensino mais basicos, com

alunos de diferentes idades, contemplando o ensino de geometria, dlgebra e geometria analitca.
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