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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo oferecer uma experiéncia Pedagogica dentro das normas
da BNCC - Base Nacional Comum Curricular, utilizando Conceitos de Geometria Analitica
com Abordagem Vetorial para o Ensino Médio. Iniciamos explorando uma fundamentacéo
tedrica, com conceitos, propriedades e operacdes envolvendo vetores. Compreender essas
operacdes é crucial para estabelecer uma relacéo posterior na analise vetorial de Geomeétrica
Analitica. As atividades foram propostas abordando vetores e sua valiosa aplicacdo dentro do
estudo da Geometria Analitica, tendo como base o plano cartesiano e sdo delineadas através de
figuras e gréaficos. Além disso, sdo apresentadas considera¢Ges abrangentes sobre a resolucéo

de questdes desse referido tema.

Palavras-chave: Abordagem Vetorial. Vetores. Geometria Analitica.



ABSTRACT

This work aims to offer a pedagogical experience within the standards of the BNCC - National
Common Curricular Base, using Concepts of Analytical Geometry with a Vectorial Approach
for High School. We begin by exploring a theoretical foundation, with concepts, properties and
operations involving vectors. Understanding these operations is crucial to establish a later
relationship in the vector analysis of Analytical Geometry. The activities were proposed
addressing vectors and their valuable application within the study of Analytical Geometry,
based on the Cartesian plane and are outlined through figures and graphs. In addition,

comprehensive considerations are presented on the resolution of questions on this topic.

Keywords: Vectorial Approach. Vectors. Analytical Geometry.
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SIMBOLOS E NOTACOES GERAIS

: existe

: qualquer que seja ou para todo(s)
: implica

: se, e somente se

: portanto

: definicéo

(o termo a esquerda de : = é definido pelo termo ou expressao a direita)

: id est (em portugués, isto €)

> indica o final de uma demonstragéo

: reta passando pelos pontos A e B

: segmento de reta ligando os pontos A e B

: segmento orientado de reta ligando os pontos A e B
: vetor v

: comprimento do segmento AB

: comprimento do vetor v

: Produto escalar ou Produto interno de w’ e v’

: Triangulo
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1. INTRODUCAO

A educacdo béasica no Brasil enfrenta desafios persistentes, especialmente na
aprendizagem de Matematica. Os altos indices de déficits e dificuldades, frequentemente
apontados em avaliac6es como o SAEB (Sistema de Avaliacdo da Educacédo Basica), revelam
lacunas profundas. Pesquisas como as citadas por Furlani (1993) e Tokarnia (2016) indicam
que o desempenho dos estudantes em matematica tem se mantido em niveis preocupantes, um
quadro que pode ser atribuido a diversos fatores: desde a falta de uma base solida e problemas
de concentracédo até a caréncia de metodologias de ensino inovadoras que consigam despertar
0 interesse dos alunos.

A Geometria Analitica, em particular, destaca-se como um dos temas mais complexos
no ensino medio, pois exige a integracdo de conceitos geométricos e algebricos.
Tradicionalmente, o ensino dessa disciplina, conforme apontado por Dante (2005), pode
parecer "arido e desconectado da intui¢do espacial™, deixando os estudantes com a sensagao de
que estdo diante de um conjunto isolado de férmulas. Pavanello (1993) e Lorenzato (1995)
reforcam essa percepcdo, argumentando que a gradual perda de espaco da Geometria nos
curriculos comprometeu o raciocinio l6gico e a capacidade de abstracdo dos alunos.

Nesse contexto, esta dissertacdo propde uma abordagem alternativa: o tratamento
vetorial para os conceitos da Geometria Analitica. O objetivo central € elaborar um material
didatico que possa ser utilizado diretamente por professores e estudantes, preenchendo a lacuna
observada em muitos livros didaticos do ensino médio, que ndo oferecem uma visao unificada
e vetorial do tema. Essa abordagem encontra precedentes em pesquisas anteriores, como a
dissertacao de Rodrigues [13], que também explora a Geometria Analitica com enfoque vetorial
no ensino médio, demonstrando a viabilidade e a relevancia dessa metodologia. Ao integrar a
algebra linear desde o inicio, buscamos uma conexao mais natural entre os diferentes ramos da
Matematica.

A pesquisa adota uma metodologia de natureza qualitativa, fundamentada em uma
pesquisa bibliografica e analise documental. A proposta didatica foi construida a partir da
revisao de literatura e de livros didaticos, e é exemplificada por meio de exercicios resolvidos.
O trabalho analisa a viabilidade de aplicagdo dessa metodologia em sala de aula, com a
conviccao de que o estudo de vetores pode ndo apenas simplificar a compreensao de conceitos

complexos, mas também fortalecer a base matematica dos estudantes.
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1.2. FUNDAMENTOS HISTORICOS E TEORICOS
1.1.1. O NASCIMENTO DA GEOMETRIA ANALITICA

O século XVII foi um periodo de grandes transformagfes no pensamento cientifico,
marcado pela transicdo do saber empirico para métodos mais rigorosos. Nomes como Francis
Bacon, com sua abordagem indutiva "de baixo para cima", e René Descartes, com seu
racionalismo e método dedutivo "de cima para baixo", foram fundamentais para a consolidacdo
da ciéncia moderna. Foi nesse ambiente intelectual que a Geometria Analitica emergiu,
desenvolvida de forma independente por Pierre de Fermat e René Descartes. Na figura 1,
apresentamos o retrato do filésofo René Descartes (1596-1650), da Cole¢do do Museu do
Louvre em Paris, e retrato do matematico francés Pierre de Fermat (1607-1665), de Rolland

Lefebvre do século XIX.

Figura 1: René Descartes, a esquerda, e Pierre de Fermat, a direita.

Fonte: El Pais: El juego de la Ciéncia - 12 de abril de 2024 - Descartes vs Fermat el combate del siglo XVII

A grande inovacdo da Geometria Analitica foi a criacdo de uma ponte entre a geometria
classica e a algebra simbdlica. 1sso permitiu que problemas geométricos fossem resolvidos por
meio de equagdes e que curvas e superficies fossem representadas no plano cartesiano. Essa
conexdo entre algebra e geometria, ao introduzir a representacdo algébrica de objetos,
pavimentou o caminho para a criagdo de conceitos como ponto, reta, plano e, posteriormente,

0s vetores.
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1.1.2. A EVOLUQAO DO CONCEITO DE VETOR

O conceito de vetor, tal como o conhecemos hoje, € uma construgdo relativamente
recente, mas suas raizes remontam a antiguidade. Nogdes intuitivas de grandezas com direcéo
e sentido ja eram utilizadas na fisica por pensadores como Aristoteles e Isaac Newton para
descrever forgas e movimentos.

A formalizagdo do conceito teve inicio no século XIX com matematicos como Caspar
Wessel, Jean-Robert Argand e Carl Friedrich Gauss, que comegaram a representar niUmeros
complexos como pontos em um plano, com segmentos direcionados. Em 1827, August
Ferdinand M0bius introduziu os "segmentos orientados"”, e Giusto Bellavitis formalizou a
"equipoléncia", tratando como equivalentes segmentos que possuiam a mesma direcéo, sentido
e moédulo.

No entanto, a formalizacdo matematica completa do vetor é atribuida a Hermann
Grassmann, que em sua obra Ausdehnungslehre (1844), introduziu nogdes de combinacao
linear, produto interno e produto vetorial, além de propor o conceito de espaco vetorial.
Apresentamos na figura 2, a capa de uma traducdo do Ausdehnungslehre (1844), de Hermann
Grassmann.

Figura 2: Capa de uma traducao do Ausdehnungslehre (1844), de Hermann Grassmann.

A NEW BRANCH OF
MATHEMATICS

sdehnungslehre of 1844, and Other Works

HERMANN GRASSMANN
LLOYD C. KANNENBERG
ALBERT C. LEWIS

Fonte: https://www.amazon.com.br/New-Branch-Mathematics-Ausdehnungslehre-Other/dp/0812692764
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A transicdo dos vetores de um conceito abstrato para uma ferramenta prética foi um
marco na historia da matematica. No final do século XIX, Josiah Willard Gibbs e Oliver
Heaviside simplificaram a linguagem vetorial ao introduzir operagdes-chave como o produto
escalar e o produto vetorial, facilitando enormemente sua aplicacdo na fisica. Edwin Bidwell
Wilson, em sua obra Vector Analysis (1901), Figura 3, consolidou esses avangos, tornando o
formalismo vetorial uma ferramenta padrdo para a comunidade cientifica e educacional. Essa
base permitiu que, no século XX, o conceito se expandisse para estruturas mais abstratas como
0s espacos vetoriais, solidificando seu papel central na matematica e na fisica.

Figura 3: Edwin Bidwell Wilson e sua obra Vector Analysis (1901)

o

VECTOR ANALYSIS:

A TEXT-BOOK FOR THE USE OF STUDENTS
OF MATHEMATICS AND PHYSICS

FOUNDED UPON THE LECTURES OF

J. WILLARD GIBBS, Pu.D),, LL.D.

Formerly Professor of Mathematical Physics in Yaie University

BY

EDWIN BIDWELL WILSON, Pu.D.
Professor of Vital Statirtics in
Harvard Schaok of Public Health

NEW HAVEN
YALE UNIVERSITY PRESS

Fonte: Museu do MIT Fonte: https://archive.org/details/117714283/page/n13/mode/2up
1.2. RELACAO COM A BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR (BNCCO)

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), em sua versdao de 2018, reforca a

importancia de um ensino de matematica que promova a capacidade de resolucdo de problemas
e a modelagem de situagbes do cotidiano. A inclusdo de temas como vetores e Geometria
Analitica na area de Matematica e suas Tecnologias visa aprofundar a compreensdo dos
estudantes sobre a relacéo entre a dlgebra e a geometria, proporcionando ferramentas poderosas
para a resolucdo de problemas em diversas areas do conhecimento.

A Geometria Analitica ja era um tema presente, mas ganha um novo enfoque, sendo
vista ndo apenas como um estudo de equacBes, mas como uma ponte fundamental entre o

raciocinio geométrico e o algébrico. O objetivo é que o estudante consiga transitar com fluidez
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entre o plano cartesiano e as representacdes algébricas de figuras (retas, circunferéncias,
conicas), interseccdes e posicoes relativas. A BNCC defende uma integracéo entre os eixos de
Espaco e Forma e Algebra, de modo que o estudante compreenda a conexdo entre as
representacdes geométricas e algébricas.

Nesse contexto de inovacdo pedagdgica, destacam-se abordagens como a do professor
Chico Nery, que promove um ensino de Geometria Analitica de forma pratica e contextualizada.
Ao utilizar o plano cartesiano para descrever elementos geométricos a partir de exemplos do
cotidiano — como o funcionamento de sistemas de GPS e a computacdo grafica— e ao propor
problemas desafiadores que envolvem reflexdes, simetrias e distancias, essa metodologia
alinha-se a proposta vetorial desta dissertacdo. Ambas as abordagens buscam superar a
percep¢ao da Geometria Analitica como um campo puramente abstrato, integrando teoria e
pratica por meio de exercicios que estimulam o raciocinio logico e a visualizacdo espacial,
conforme defendido em publica¢des como a Revista do Professor de Matematica (RPM).

A BNCC espera que o aluno desenvolva a capacidade de "usar de modo sistematico
sistemas de coordenadas cartesianas para representar pontos, figuras, relacoes, equacdes". Essa
habilidade ¢ essencial, pois o plano cartesiano € a base para a representacdo grafica de fungdes
e a modelagem matematica, indo além da simples memorizaciao de férmulas. Como argumenta
Wagner, o ensino de Geometria Analitica deve transcender a simples aplicacao de férmulas,
promovendo uma compreensao profunda das relagcdes entre representagdes geométricas e
algébricas. No ensino médio, isso se traduz no desenvolvimento de habilidades relacionadas a
grandezas vetoriais, representacdo de movimentos e relagdes métricas no espaco.

Nesse contexto, os vetores surgem como um instrumento unificador e essencial. Embora
historicamente o tema fosse tratado apenas no curriculo de Fisica (para grandezas como
velocidade e forca), a BNCC prop@e sua abordagem também na Matematica, reconhecendo seu
papel como um conceito estruturante. Conforme Cury (2015), a Geometria Analitica deve ser
vista ""como um campo de conexdes, ndo como um conjunto isolado de técnicas".

O estudo de vetores na Mateméatica do Ensino Médio, conforme a BNCC, deve
proporcionar aos alunos a compreensdo do significado de um vetor (médulo, direcdo e sentido),
das operacOes vetoriais (adi¢do, subtracdo e multiplicagdo por escalar) e de sua representacéo
analitica. A abordagem vetorial, ao permitir operacdes como soma, subtracdo e multiplicacao
por escalar, possibilita que o estudante reconheca padrdes e desenvolva o raciocinio dedutivo

para resolver problemas complexos.
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Uma das competéncias gerais da BNCC que se relaciona diretamente a esse tema é a de
"compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de representacdo
matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solugéo e
comunicacao de resultados de problemas" (Competéncia Especifica 4 da Matematica). Vetores
e Geometria Analitica sdo o &pice dessa integracdo, exigindo que o aluno alterne entre a
visualizagcdo geométrica e a manipulacéo algébrica.

As habilidades especificas de (E13MATS501) "Investigar relagoes entre numeros
expressos em tabelas para representd-los no plano cartesiano, identificando padroes e criando
conjecturas para generalizar e expressar algebricamente essa generalizagdo, reconhecendo
quando essa representagdo é de func¢do polinomial de 1° grau.” e (EM13MATS502) “Investigar
relagoes entre numeros expressos em tabelas para representda-los no plano cartesiano,
identificando padroes e criando conjecturas para generalizar e expressar algebricamente essa
generalizagdo, reconhecendo quando essa representacdo é de fungdo polinomial de 2° grau do
tipoy = ax®’. estabelecem uma base para a Geometria Analitica, focando na identificagdo de
padrdes e generalizagdes. Embora ndo mencione vetores diretamente, o pensamento vetorial ¢
um passo natural na generalizacao de relagcdes no plano e no espago.

A BNCC valoriza a resolucéo e a elaboracdo de situac6es-problema (habilidades como
a EM13MAT314, que lida com grandezas), o que exige do estudante a mobilizacdo do
conhecimento de Geometria Analitica e vetores para modelar e solucionar contextos reais. O
estudo de deslocamentos, forcas, trajetdrias e campos elétricos, por exemplo, demonstra a
utilidade pratica da matematica e contribui para uma aprendizagem mais significativa e
duradoura.

Além de alinhar-se aos principios da BNCC, o ensino de vetores permite a
transversalidade com outras areas, como Fisica, Engenharia e Ciéncias da Computagdo. Em
avaliacdes externas, como o ENEM, a linguagem vetorial pode fornecer uma abordagem mais
clara e intuitiva para a resolucdo de problemas envolvendo movimento, dire¢do e posicao.

Portanto, a BNCC sinaliza uma mudanca na énfase pedagdgica: de um estudo puramente
formal e focado em férmulas para uma abordagem que privilegia a conexdo entre diferentes
linguagens matematicas, o raciocinio espacial e a aplicacéo pratica na modelagem da realidade,

desenvolvendo o essencial "pensamento vetorial”.
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1.3. ESTRUTURA DA DISSERTACAO

A estrutura da presente dissertacdo, intitulada "Conceitos de Geometria Analitica com
Abordagem Vetorial para o Ensino Médio", esta organizada de forma a apresentar uma
progressao légica, partindo da fundamentacdo tedrica até a aplicacdo didatica.

O trabalho se inicia com o Capitulo 1: Introducdo, que estabelece o contexto e a
justificativa da pesquisa, abordando os desafios do ensino de Matematica e a complexidade da
Geometria Analitica. A introducdo também se aprofunda nos Fundamentos Historicos e
Tedricos do surgimento da Geometria Analitica e da evolucédo do conceito de vetor, e legitima
a proposta ao detalhar sua Relagdo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
defendendo a integracio do eixo de Espaco e Forma com a Algebra.

O desenvolvimento tedrico tem seu ponto de partida no Capitulo 2: Vetores no Plano,
que visa fornecer a base conceitual necessaria para a abordagem vetorial. Esta secdo
fundamental se dedica a formalizar conceitos primitivos da Geometria, como grandezas
escalares e vetoriais, e a definigdo de segmentos orientados e sua propriedade de equipoléncia.
A partir dessa base, o capitulo 3 avanca em definir o vetor e 0 espago vetorial, para assim
comecar as operacdes com vetores, detalhando a adi¢do de vetores e a multiplicacéo por escalar,
apresentando suas respectivas propriedades, e culmina com o estudo da Combinacdo linear com
vetores, preparando o terreno para a representacao analitica.

A partir do desenvolvimento dos fundamentos vetoriais, a estrutura da dissertacao, em
seus capitulos seguintes, realiza a transicdo para a Geometria Analitica propriamente dita. O
capitulo 4 introduz o sistema de coordenadas no plano cartesiano, estabelecendo a
representacdo analitica dos vetores por meio de coordenadas. Este passo é crucial, pois permite
a traducéo da linguagem geométrica para a linguagem algébrica, unificando os diferentes ramos
da Matematica conforme preconiza o trabalho.

Uma secdo substancial do trabalho é dedicada as aplicacbes métricas e de posicdo,
usando a ferramenta vetorial para redefinir e resolver problemas tradicionais. 1sso inclui a
formalizacdo da norma de um vetor no plano cartesiano, que é fundamental para o calculo do
comprimento e da distancia euclidiana entre pontos. Além disso, a dissertagdo aborda a
condicdo de alinhamento entre trés pontos e a determinacdo do ponto médio de um segmento,
demonstrando a aplicabilidade e a elegancia do formalismo vetorial na resolucdo dessas
questdes geométricas.

Em seguida, o foco da dissertacdo se desloca para o estudo das retas no plano, com o

uso do produto escalar (ou interno) para introduzir a nocdo de ortogonalidade e o célculo do
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angulo entre vetores. Esses conceitos sdo aplicados de maneira sistematica para a obtencao da
equacdo vetorial da reta e suas formas associadas (paramétrica e geral). O pice dessa aplicacdo
reside na resolucdo de problemas de distancia, como o célculo da distancia de um ponto até
uma reta, consolidando a Geometria Analitica com a abordagem vetorial como um instrumento
poderoso de resolucao.

A dissertagdo se encerra com as consideragdes finais, onde sdo discutidos os resultados
alcancados pelo trabalho, a viabilidade de aplicacdo do material didatico e as sugestdes para a
continuidade da pesquisa em temas correlatos, dada a natureza do Programa de Mestrado
Profissional em Matematica (PROFMAT), cumprindo o objetivo central de oferecer uma

experiéncia pedagdgica alinhada a BNCC e simplificada pelo raciocinio vetorial.

2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Antes de adentrarmos o estudo dos vetores e de suas aplicacdes na Geometria Analitica,
é essencial compreender 0s conceitos primitivos e os fundamentos que sustentam todo o edificio
da Geometria. Assim como em qualquer estrutura l6gica, a Matematica se apoia sobre ideias
basicas que ndo sdo definidas, mas aceitas como intuitivas. Termos como ponto, reta e plano
constituem os elementos fundamentais a partir dos quais se constroem defini¢des, axiomas,
propriedades e teoremas.

Esses conceitos, embora simples a primeira vista, possuem um papel profundo na
organizacdo do pensamento geométrico. A nocao de ponto representa uma posi¢ao no espaco,
sem dimensao; a reta expressa a ideia de alinhamento e diregéo; e o plano traduz a extenséo
bidimensional onde ocorrem as principais relacdes da Geometria. Tais elementos, combinados
por meio de axiomas e postulados, formam o conjunto de verdades aceitas que sustentam todo
0 raciocinio geométrico.

Ao longo deste capitulo, revisitaremos essas no¢des fundamentais, articulando-as com
a linguagem da Geometria Analitica, na qual o ponto passa a ser representado por coordenadas,
e as relacBes geométricas podem ser expressas por meio de equacOes e vetores. Essa transicao
entre a Geometria classica e a Geometria Analitica inaugura uma nova forma de pensar o0 espaco
— ndo apenas de modo intuitivo e visual, mas também numerico e simbdlico, unindo o
raciocinio algébrico a intuicdo geométrica.

A compreensao desses principios € indispensavel para o estudo dos vetores, pois € sobre

eles que se apoiam os conceitos de direcdo, sentido, intensidade e posi¢do. Ao dominar esses
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fundamentos, o estudante estard preparado para compreender as operagdes vetoriais e suas
multiplas aplica¢fes na resolugdo de problemas geométricos e fisicos.

2.1. FUNDAMENTOS DA GEOMETRIA CLASSICA (A BASE AXIOMATICA)

A Geometria Analitica é construida sobre os conceitos primitivos e postulados da
geometria euclidiana. Refere-se a estrutura l6gica e conceitual estabelecida principalmente por
Euclides de Alexandria em sua obra monumental, Os Elementos, por volta de 300 a.C. Essa
estrutura € o que define a Geometria Euclidiana, que serviu de base para todo o
desenvolvimento posterior da Geometria, incluindo a Analitica.

A base axiomatica da Geometria Classica é composta por trés tipos de elementos:

2.1.1. CONCEITOS PRIMITIVOS (OU ENTES PRIMITIVOS)

Sd0 os elementos que ndo possuem uma definicdo formal. Eles s&o aceitos e
compreendidos intuitivamente, servindo como blocos de construgdo para todos os outros
conceitos da Geometria. Tentar defini-los levaria a um ciclo vicioso de definigdes.

e Ponto: E adimensional (ndo possui dimensdo: nem comprimento, largura ou altura).
Sua ideia intuitiva é a de localizacdo exata no espaco, sem tamanho ou forma. A
representacio é com letras maitisculas do alfabeto latino (ex: 4, B, P). E a base de toda
a Geometria, e as retas e os planos séo formados por conjuntos de pontos.

e Reta: E unidimensional. Sua ideia intuitiva é de um conjunto infinito e ininterrupto de
pontos, alinhados, que se estende infinitamente em duas direcdes opostas (ndo tem
comeco, nem fim). A representacdo ¢ com letras mindsculas do alfabeto latino (ex:

1,5, t). Podendo ser determinada por dois pontos distintos, como representado na Figura
4, e representada por AB.

Figura 4: Reta ﬁ, determinada por dois pontos.

r
%
A

Fonte: Elaborag8o propria.

OBSERVACAOQ: E fundamental detalhar as entidades geométricas bésicas (reta, semirreta e
segmento). Abaixo, apresento os conceitos, organizando a estrutura dos fundamentos. Partes da

reta recebem nomes especificos:
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Defini¢iio 1 (Semirreta): E uma das duas partes em que uma reta ¢ dividida por um
ponto. E uma por¢io da reta que tem inicio (origem) em um ponto, mas ndo tem fim,
estendendo-se infinitamente em uma unica direcdo. Tem um ponto de inicio bem definido,
chamado de origem. Este ponto pertence a semirreta. Estende-se ao infinito em uma unica

direcdo a partir da origem. E ¢ definida por sua origem e um segundo ponto pelo qual ela passa.

Por exemplo, a semirreta de origem em A que passa pelo ponto B ¢ representada por AB.

Definicédo 2 (Segmento): Dados dois pontos distintos A e B quaisquer, que determinam
uma Unica reta r, chamaremos de segmento AB, ao conjunto formado pelos pontos extremos A
e B e por todos os pontos da reta r entre esses dois pontos.

Figura 5: Representacio grafica do segmento AB.

__—"B
A

Fonte: Elaborag8o propria.

Defini¢do 3 (Segmento nulo): Um segmento nulo AA serd o conjunto unitario formado
apenas pelo ponto A.
e Plano: E Bidimensional (nfo possui altura). Sua ideia intuitiva é de uma superficie
plana (que ndo faz curvas), lisa e ininterrupta, que se estende infinitamente em todas as
diregdes. A representacdo ¢ com letras minusculas do alfabeto grego (ex: a (alfa),

(beta), y (gama)). Pode ser determinado por trés pontos ndo colineares

2.2. AXIOMAS (OU NOCOES COMUNS) E POSTULADOS

Axioma (ou Nocdo Comum) é uma proposicdo que € aceita como verdade evidente e
incontestavel e que se aplica a todas as areas do conhecimento ou da Matematica (algebra,
aritmética, etc.). J& postulado é uma proposi¢cdo que é aceita como verdade evidente e
incontestavel, mas que € especifica de uma area de estudo. Seria uma informacao necessaria
para construir um sistema axiomatico.

Os principais axiomas que iremos descrever sdo:
A. Axiomas de Incidéncia (Existéncia e Determinacéo)

1. Axioma da Reta Unica (Pertinéncia de Pontos & Reta): Dados dois pontos distintos,
existe uma e somente uma reta que os contém. Dois pontos séo suficientes para definir
e fixar uma reta. Se um ponto estd em uma reta, dizemos que ele pertence a reta ou que

a reta passa pelo ponto.
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2. Axioma de Infinitude da Reta: Toda reta possui pelo menos dois pontos distintos.
Além disso, existem pontos que pertencem a reta e pontos que nao pertencem a reta.
Garante a existéncia de uma reta e estabelece que ela € um conjunto com multiplos
pontos e que nem todos 0s pontos do espaco estdo nela.

3. Axioma da Determinacéo do Plano (Pertinéncia de Pontos ao Plano): Trés pontos
ndo colineares determinam um Unico plano. Trés pontos que ndo pertencem a mesma
reta definem a superficie plana.

4. Axioma da Incluséo (Pertinéncia de Reta ao Plano): Se uma reta contém dois pontos
distintos de um plano, entdo todos os pontos dessa reta pertencem ao plano (ou seja, a
reta esté contida no plano). Se dois pontos de uma reta estdo em um plano, a reta inteira
nédo pode "sair" desse plano.

5. Axioma de Infinitude do Plano (Espaco): Existe pelo menos um plano. Nele e fora
dele existem infinitos pontos. Garante a existéncia do plano e que o0 espago geométrico
é tridimensional (pois existem pontos fora do plano).

B. Axiomas de Ordem (O Conceito de "Estar Entre™")
Postulado de Ordem I: Se um ponto C esta entre dois pontos A e B em uma reta:
1. Os trés pontos sdo distintos.
2. Os trés pontos sao colineares.
3. Se C estaentre A e B entdo C estaentre B e A.
Postulado de Ordem Il: Dados dois pontos distintos A e B em uma reta, existe sempre um
terceiro ponto C tal que B estaentre A e C.
Estes axiomas garantem que a reta se comporta como o conjunto dos Numeros Reais (R),
estabelecendo uma correspondéncia biunivoca.
C. Postulado de Paralelismo (O 5° Postulado de Euclides)

Axioma das Paralelas (Axioma de Playfair - forma moderna equivalente): Por um ponto
fora de uma reta, passa uma, e somente uma, reta paralela a reta dada. E o postulado que define
a Geometria Euclidiana. Sua negacdo levou ao desenvolvimento das Geometrias Né&o-
Euclidianas (como a Hiperbdlica e a Eliptica).

Neste momento, a compreensdo aprofundada desses conceitos fundamentais da
Geometria é indispensavel, pois elas formam o alicerce teérico para a analise de interacfes e
movimentos que ocorrem em multiplos eixos do espago. Para construir a estrutura formal que
sustenta a abordagem vetorial, é crucial introduzir explicando grandezas escalares e vetoriais

0s segmentos orientados e a relacio de equipoléncia entre eles. E precisamente essa classe de
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equivaléncia que nos permitira, no passo seguinte, definir o Vetor como a entidade matematica
abstrata, independente da sua posicdo inicial, mas determinada unicamente por suas trés

caracteristicas essenciais.

2.3. GRANDEZAS ESCALARES E VETORIAIS

Neste tdpico, introduziremos o conceito de vetor, adotando uma abordagem baseada em
sua interpretacdo geométrica e nas operagdes associadas. Para compreender o papel que os
vetores desempenham nas diversas areas das ciéncias, é necessario observar que algumas
grandezas fisicas podem ser completamente descritas por um unico namero real, dentro de um
sistema de unidades — como €é o caso do volume, da massa, da temperatura, da carga elétrica
e da energia. Tais grandezas, determinadas unicamente por seu valor numérico, sdo
denominadas grandezas escalares.

Em contrapartida, h4 grandezas fisicas cuja caracterizagdo completa exige, além de um
valor numérico, informacGes relativas a sua orientacdo no espaco. Para evidenciar essa
diferenca, imagine um barco em alto-mar, localizado a 5 km de uma ilha. Se esse barco se
deslocar 4 km, ele chegard mais perto da ilha? A resposta depende de para onde o barco se
desloca. Se seguir na dire¢do da ilha, estara mais préximo dela; porém, se mover-se em sentido
oposto, ficara ainda mais distante. Esse exemplo mostra que, em situagdes como o
deslocamento, ndo basta conhecer apenas o valor da distancia percorrida — € fundamental
também saber em que direcdo e em que sentido o movimento ocorre. Grandezas desse tipo, que
requerem tanto magnitude quanto orientacdo (direcdo e sentido), sdo denominadas grandezas
vetoriais. Elas sdo essenciais em diversos contextos da fisica, como no estudo da velocidade,
da forca, dos campos elétricos, entre outros, justamente por incorporarem caracteristicas que
vao alem do simples valor escalar.

Nota Pedagdgica: A distingao entre grandezas escalares e vetoriais pode ser explorada
de maneira dindmica com o auxilio de softwares livres como o GeoGebra. Conforme
demonstrado por Silva [14], a ferramenta permite a criagdo € manipulagdo interativa de vetores,
possibilitando que os estudantes visualizem em tempo real os efeitos de alteracdes no modulo,

dire¢do e sentido, consolidando a compreensao desses conceitos fundamentais.
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2.4. SEGMENTOS ORIENTADOS
Definicao 4 (Segmento orientado): Um segmento orientado AB ¢ definido por um
segmento AB e uma escolha de um dos seus extremos como ponto inicial A € o outro como

ponto final B, isto é, no segmento AB estabelecemos o sentido do percurso de A para B.

Figura 6: Segmento Orientado AB.

/B

Fonte: Elaborag&o propria.

Observacao 2.1 Em relacdo aos segmentos e segmentos orientados temos:
+ O segmento AB = BA,
* O segmento orientado AB # ﬁ,
* O segmento orientado AA & chamado de segmento orientado nulo. Nao tem dire¢do
nem sentido.
Definicdo 5 (Segmentos equipolentes): Dois segmentos orientados AB e CD sio
equipolentes e denotamos por AB = CD, quando satisfaz as seguintes propriedades:
() ttm 0 mesmo comprimento
(b) sdo paralelos ou colineares
(c) ttm o mesmo sentido

Figura 7: Segmentos orientados AB e CD equipolentes.

C

Fonte: Elaboragdo propria.

Observamos que equipoléncia é uma relacdo de equivaléncia no conjunto dos segmentos

orientados e, portanto, satisfaz as seguintes propriedades:

1. Reflexividade: AB = AB.

2. Simetria: AB = CD se, e somente se, CD = AB.

3. Transitividade: AB = CD e CD = ﬁimplica queﬁ = EF.

Nota Pedagogica: O conceito de equipoléncia, central para a definicao de vetores, pode
ser demonstrado de forma visualmente impactante utilizando o GeoGebra ou o Octave.

Conforme indicado por Silva [14], nesses ambientes € possivel construir diferentes segmentos
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orientados e verificar que, enquanto possuirem o mesmo moddulo, dire¢do e sentido,
representam o mesmo vetor. Essa pratica refor¢a a ideia de que um vetor é uma classe de

equivaléncia de segmentos orientados equipolentes.

EXERCICIO 1: No paralelepipedo definido pelos pontos ABCDEFGH, verifique se existem
64 segmentos orientados?

Figura 8: Representagdo do paralelepipedo ABCDEFGH.
H G

A B

Fonte: Elaborag&o propria.

RESPOSTA: De fato, observe:
AA BB, CC,DD,EE, FF, GG, HH — Vértices (8)

AB,AD,AE,BC,BF,CD,CG, DH,EF.EH,FG,GH

BA DA EA CB,FB,DC GC HD,FE HE, GF, HG
AF,BE,AC,BD,BG,CF,CH DG,AH, DE, EG, HF,
FA,EB,CA.DB,GB,FC,HC,GD,HA ED,GE, FH

— Arestas (24)

— Diagonais das faces (24)

Td, ﬁi, ﬁ, ﬁ, G—A, ﬁ, ﬁ, FD — Diagonais do Paralelepipedo (8)

Por se tratar de segmento orientado, AB # BA.

3. VETORES NO PLANO
Defini¢io 6 (Vetor): Sejam A e B pontos. Chama-se vetor v’ = 4B o conjunto de
todos os segmentos orientados equipolentes a AB. Cada segmento orientado do conjunto €

chamado imagem geométrica ou representante do vetor AB.

29



Figura 9: Representantes de AB.

Fonte: Elaboragdo propria.
O comprimento de um segmento orientado AB sera denotado por ||AB|| ou ainda por
I v’|| e serd denominado também tamanho, intensidade, magnitude ou norma do vetor.

Figura 10: Comprimento de um segmento AB.

AB
»B
A

Fonte: Elaboracéao propria.
OBSERVACAO:
(a) Ovetor AB ndoéo segmento orientado AB como conjunto de pontos, mas um representante

do conjunto formado por todos os segmentos orientados que tem a mesma norma, mesma
. ~ . . =4
direcdo e mesmo sentido do um segmento orientado AB.

(b) Por convecgao, o vetor nulo ¢ o vetor 0 =44 qualquer seja o ponto A.

(c) Vetor unitario ¢ o vetor de modulo igual a 1.

(d) Dado um vetor ¥ e um ponto qualquer C, existe um tnico ponto D tal que v = CD. Isto
¢, qualquer ponto do plano ¢ origem de um tnico segmento orientado representante do
vetor v,

(e) Versor de um vetor ¢ o vetor unitario de mesma dire¢do e sentido de v". O versor de u é
dado por =z

=l

Figura 11: ', o versor de v'.

—
_u
I I I v

Fonte: Elaboracéo propria.
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OBSERVAGCAO: Sob a notacio de Hermann Grassmann, o vetor AB sera escrito como a
diferenca entre suas extremidades, e serd justificado no topico 3.4. Essa relacdo adquire uma

forma mais direta:

AB

B—-A

3.1. ESPACO VETORIAL

Seja V um conjunto, ndo vazio, onde estdo definidas duas operagdes internas soma e
produto por um escalar. Se, além disso, o conjunto V satisfaz oito axiomas, quatro axiomas de
soma e quatro axiomas do produto,

SlLu+(w+w)=(w+v)+w

RU+vV=v+uw

S3. Existe umelementoeem Vtalque uw +e=e

S4. Para todo u’ em V existe um elemento —uw’ em V talque uw + (—w) = e
Pl.a(buw) = (ab)w

P2.(a+bh)uw =au +buw

Pla(wW+7v)=au +av

P41uw ="

Onde u’, v, w’ sdo elementos em V e a, b, ¢, 1 séo elementos em K, K representa um
corpo, entdo dizemos que o conjunto V é um espaco vetorial e neste caso os elementos de V sdo
chamados de vetores. Por exemplo, se V representa N o conjunto dos nimeros naturais com
soma e produto usual em N e K = R é claro que V ndo representa um espago vetorial. Mas se
V representa o conjunto de nimeros reais R e K = R com soma e produto usual definido em R,

entdo pode ser provado que V é um espaco vetorial e cada nimero real é chamado de vetor.
Definicao 7 (Adicao de vetores): Sejam & = AB e & = CD vetores dados e seja E um

ponto no plano, pela observagdo citada acima, existe um Gnico ponto P tal que u = EP

novamente escolhendo o ponto P, pela observacédo citada acima, existe um Gnico ponto Q tal
que v’ = PQ. Definimos o vetor soma de u com ©» como sendo o Unico vetor que tem o

segmento EQ como representante, isto é w + v = EQ ou EP + PQ = EQ.
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Figura 13: Soma de vetores

B —
N p v
u . Q

u
A f{j"
. a X
® E ‘\L
v D

Fonte: Elaboragdo propria.

Definicio 8 (Subtracdo de vetores): A diferenca entre os vetores u e v’ é igual 4 soma
de U com o oposto de V', ouseja: w — vV = u + (V).

Figura 17: Subtragdo dos vetores u e v .

Fonte: Elaboragdo propria.

Definicdo 9 (Multiplicagéo por escalar): Dado um vetor v = AB e um escalar 1. O
produto de A por v é o vetor
A7 = 14B.
« Se o vetor ¥ é nulo ou o escalar A 6 zero entdo A7 = 0.

«Se A > 0, 0 vetor v’ tem a mesma direcdo e sentido que o vetor ¥ e comprimento
ALl

Figura 22: Multiplicacdo por escalar (mesma direcéo e sentido)

AT

| | |

F—t—— (Al V']l
Fonte: Elaboragdo propria.

*Sed < 0,0vetor Av tem a mesma direcdo e sentido oposto ao vetor v’ e comprimento
AL
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Figura 23: Multiplicagdo por escalar (mesma dire¢do e sentido contrarios)
—_—

v
f—t—— [l

Fonte: Elaboragdo propria.

Seja VV o conjunto, de vetores, ndo nulo munido da opera¢do soma de vetores e produto

de um vetor por um escalar, vamos provar que V é um espaco vetorial.

3.1.1. AXIOMAS DA ADICAO DE VETORES
Sejam u’, v’ e W’ vetores do plano. Valem as seguintes propriedades:
e Comutatividade: w + v = v + u;
Prova: Dado o vetor W = AB e o vetor B = BC. Podemos escolher outro representante do
vetor B = AD em forma analoga, dado o vetor u” e ponto D sabemos que existe um tinico ponto
C no plano tal que U = DC. Desta forma completando o paralelogramo, e considerem as
imagens geométricas dos vetores U e v representados na figura a seguir, temos:
W+ TV =AB+BC=AC=AD+DC=7+7u

Figura 14: Soma de vetores (Lei do Paralelogramo)

Fonte: Elaboragdo propria.

Isso também fornece uma outra maneira de construir a soma: se posicionarmos u e v’
de maneira que eles comecem no mesmo ponto, entdo u + v estara ao longo da diagonal do
paralelogramo com u e v como lados. (Lei do Paralelogramo).

e Associatividade: w + (v+w)=(u +7v)+w,
Prova: Sejam W =AB, D=BC ¢ W = CD vetores dados, e¢ considere as imagens
geométricas dos vetores u’, U e w’ representados na figural5, temos:
W+ (V+w)=A4B + (BC +CD) =AB +BD = AD

(w+ )+ W =(4B+BC)+CD =AC +CD = AD
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logo,
v+ @+rw)=(wW+v)+w.

Figura 15: Representantes da propriedade associatividade da soma de vetores

Fonte: Elaboragdo propria.

e Existéncia do elemento neutro aditivo: o vetor zero 0 (ou vetor nulo) é tal que u +
0=0+uw=1u;
Prova: Seja u’ = Zﬁ, e 0 = ﬁ, assim temos:
U+ 0=AB+BBE=4B =70
Pela propriedade comutativa temos % = % + 0 = 0 + .
e Existéncia do inverso aditivo: para cada vetor u existe um unico vetor, o inverso (ou
simétrico) aditivo de W, designado — ', tal que W + (— ) = 0.
Prova: Dado um vetor ', € considere a imagem geométrica do vetor u’ representado na figura:

Figura 16: Representante do vetor u’.

/B
A u

Fonte: Elaboragdo propria.
W+ (-u)=AB+BA=44=0.
3.1.2. AXIOMAS DA MULTIPLICACAO DE ESCALARES POR VETORES:

Sejam u’ e v vetores do planoe A, u € R.

e Associatividade: A(uv) = (AW)v;
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Prova:

Se=0ouAd=00oup=0entio u¥ = 0 e A(u®) =210 = 0. Por outro lado
(AW = (Aw) 0 = 0, portanto,

M) =AW

Suporque ¥ # 0 ed > 0eu > 0, os vetores A( u¥) € (Au) ¥ tem a mesma diregdo
e mesmo sentido e como [|[(Au) V|l = |AullI 7’|l = [AllulIVNl e IACu) = [AluV|| =
Al v’]l, eles tém o mesmo comprimento. Portanto, sdo iguais. Para os outros casos dos
escalares ¢ tratado de forma analoga.

e Existéncia de elemento neutro multiplicativo: o nimero 1 € R é tal que 1v" = v’
Prova:
Se 7 = 0 entdo 17 = 0 logoresulta 17 = .
Se ¥ # 0 entdo os vetores 17 ¢ ¥ tem o mesmo sentido, pois 1 > 0, e como ||17| =
|1]|7’|| = || V||, eles tém mesmo comprimento. Portanto, sdo iguais.
e Distributividade (Escalar sobre Soma de Vetores): A(u + v) = Au + AV

Prova:
Sew = 0 ou = 0 entdo os vetores A(W + V) e AU + AT sdo iguais.
Se wW#0 e U #0 escja AD e DE um representante dos vetores A e AT
respectivamente, assim temos AW + A7 = AD + DE = AE. Por outro lado, se W = AB e
7 =BC temos W + ¥ =AB + BC = AC. Note que os tridngulos ADE e ABC sdo
semelhantes e que |[1| é a razdo de semelhanga, resulta que AE = A(W + ), portanto
Aw+v)=Au+17v.
e Distributividade (Soma de Escalares sobre Vetor): (1 + p)uw = Au + puu.
Prova:
SewW=0tmos(A+WwW=0eAW+uuw =10 +u0 =0 logo A+« =17 +
wu.
Se W # 0 e considere 0 caso A > 0 eu>0.
Os vetores (A + p)u e Au’ + pu tem o mesmo sentido e direcao.
Como [(A+wWw Il = 1A+ ulllwl e
AN+ el = 1A+ [elllZ@l] = (AL + DIl = 12+ pllldll, os  vetores (A +
WU eAuw + pu tem o mesmo comprimento. Portanto sdo iguais.

Para os outros casos dos escalares ¢ tratado de forma anéloga.
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Assim, o conjunto de vetores munido das operagdes soma e produto, definidos acima, é

um espaco vetorial. Isto nos permite realizar diferentes operagdes algébricas, vejamos alguns

exemplos.

EXERCICIO 3: Desenhe a soma dos vetores e ¥ mostrados na figura abaixo.

Figura 18: Representantes dos vetores U e v

—

u

—_—

V

Fonte: Elaboracéo propria.

RESPOSTA: Primeiro transladamos v’ e posicionamos seu ponto inicial no ponto final de u’,
tomando cuidado para desenhar uma cépia de " que tenha 0 mesmo comprimento e direcéo.
A seguir, desenhamos o vetor u’ + v comegando no ponto inicial de u” e terminando no ponto
final da copia de v (figura 19 (a)). Alternativamente, podemos posicionar v tal que ele
comece onde u’ comeca e construir u’ + v pela Lei do Paralelogramo (figura 19 (b)).

Figura 19: Soma de Vetores Lei do Triangulo (a) e pela Lei do Paralelogramo (b).

U+

e

(% u

(a) (b)

Fonte: Elaboracéao propria.

EXERCICIO 4: Prove que, se A # B, entdo os vetores orientados AB e BA tém mesmo
comprimento, mesma dire¢ao e sentidos contrarios.
Figura 20: Representante do segmento orientado AB.

Fonte: Elaboragdo propria.
RESPOSTA: Escrevendo em notagdo vetorial:
AB=B—-Ae¢BA=A—-B
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Logo,
BA=A-B=—-(B-A) =-4B
Agora, decorréncias disso:
1. Mesmo comprimento: ||-AB|| = ||-14B|| = |-1l||4B|| = ||4B]||.
2. Mesma direcdo (colinearidade): BAéum multiplo escalar de AB (=1 vezes). Portanto,
sdo colineares, isto €, ttm a mesma linha de direcéo.
3. Sentidos contrarios: O escalar é negativo (—1). Dois vetores ndo nulos colineares

ligados por um escalar negativo tém sentidos opostos.
A hipétese A # B garante que AB # 0 e, portanto, faz sentido falar em direcdo/sentido.

Conclui-se que AB e BA tém mesmo comprimento, mesma dire¢do e sentidos contrarios.

EXERCICIO 5: Na figura abaixo o vetor §'= w0 + ¥ + W + Z ¢ igual a:

Figura 21: Representante do vetor s~

Fonte: Elaboragdo propria.

RESPOSTA: Sejam u’, v, W e z vetores dados, e considere as imagens geométricas dos
vetores w, v, W e z representados na figura: s =+ v + W + Z,
S =AB+BC+CD+DA=0.

Dizemos que dois vetores u e U sdo paralelos se existe um escalar f tal que w = g .

EXERCICIO 6: Seja um triangulo ABC e sejam M e N os pontos médios de AC e BC,
respectivamente. Vamos provar que MN ¢é paralelo a AB e tem comprimento igual a metade do

comprimento de AB.
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Figura 24: Tridngulo ABC, com M e N pontos médios de AC e BC, respectivamente.

C

A B

Fonte: Elaboracéo propria.

RESPOSTA: Devemos provar que:

MN ==-4B

N =

Agora, a partir da figura acima temos que MN = MC + CN

—_—

Como M é ponto médio de AC e N ¢é ponto médio de BC, entdo: MC =

N | =

ACeCN =.CB
Logo,

— 1

MN =2 AC+2CF =1 (AC + CB)==-4B
) 2 -2 -2

Como MN ¢é multiplo escalar de AB, temos que MN é paralelo a AB e MN = % - AB.

Portanto, o segmento que liga os pontos médios de AC e BC € paralelo a AB e tem

comprimento igual & metade de AB.

EXERCICIO 7: Demonstre que o segmento que une os pontos médios dos lados n3o paralelos
de um trapézio é paralelo as bases, e sua medida é a média aritmética das medidas das bases.
Figura 25: Trapézio ABCD, com M e N pontos médios de AD e BC, respectivamente.

D C

A B

Fonte: Elaboragdo propria.

RESPOSTA: Devemos provar que:
—_ 1 — ——
MN=§-M3+DQ
Agora, a partir da figura acima temos que MN = MA + AB + BN
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Como M é ponto médio de AD e N ¢ ponto médio de BC, entdo:

-BC

N =

_— 1 —_— _—
MA=§-DAeBN=

Logo,m=m+ﬁ+ﬁ

MN=§-DA+AB+§-BC

MN:AB+E(DA+mﬂ=AB+E-wC—AD)
Em um quadrilatero fechado vale AB +BC +CD + DA = _()_), logo:
BC + DA =—-AB —CD = BC —AD = DC — AB

Substituindo:

—

NS R (R | .
MN:AB+§1BC—AD)=AB+§pr—AB)=AB+§Jx>--AB

N =

—_—

Mﬁ—1A3+1
2 2

—

1 —_— —_
DC=E-MB+DQ
Como AB e DC sio paralelos, sua soma ¢ paralela a elas, portanto MN é paralelo as bases. Além
disso, sendo colineares € com o mesmo sentido escolhido.
e —d 1 —_— P
MN=§-M3+DQ

isto é, 0 comprimento de MN ¢ a média aritmética das medidas das bases.

EXERCICIO 8: Demonstre que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio.

Figura 26: Paralelogramo ABCD, com diagonais que se cortam ao meio.

D C

A B

Fonte: Elaboragdo propria.

RESPOSTA: Sejam M o ponto médio da diagonal AC valem as igualdades BC=ADeCM =
MA. Para concluir que M também é ponto médio da diagonal DB, basta mostrar que BM =

MD:
BM = BC + CM = AD + MA = MA + AD = MD.
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EXERCICIO 9: Mostre que os pontos médios dos lados de um quadrilatero sdo os vértices
de um paralelogramo.

Figura 27: Pontos medios de um lado do quadrilatero

Fonte: Elaborag8o propria.

RESPOSTA: Seja ABDC um quadrilatero qualquer e sejam X, Y, W e Z os pontos médios dos

lados AC, CD, DB e BA, respectivamente. Devemos mostrar que XYWZ é um paralelogramo.

Como,
W—X_’C+W—R+TD—1(TC+TD)—1E
- 22 2 2
—— — — AB BD 1, _— 1,
ZW=ZB+BW=7+7=E(AB+BD)=§AD

Logo, XY = %ﬁ = ZW. Portanto XYZW é um paralelogramo.

3.2. COMBINACAO LINEAR COM VETORES

Conforme discutido anteriormente, as operacdes de soma entre vetores, bem como a
multiplicacdo de um vetor por um ndmero real, possibilitam a construcdo de novos vetores a
partir de outros ja& conhecidos. Esses vetores resultantes recebem o nome de combinacgdes
lineares dos vetores originais.
Definicdo 10 (combinacdo linear): Diremos que um vetor v é combinacdo linear dos vetores

{v1,V3,..., 1, } Se existem escalares {A;,1,,...,4,} tal que

n
T = M+ T+ AT = ) A
i=1

Nesse caso diremos também que o vetor v é gerado pelos vetores vy, vy, ..., vy, OU
ainda, que o vetor v’ pode ser representado em funcéo dos vetores vy, v,, ..., v,. Os escalares

A1, 45,..., 1, s80 chamados coeficientes da combinagdo linear. Um exemplo € o vetor nulo, que

é gerado por quaisquer vetores vy, vy, ..., v, umavez que 0 = 0v; + 0v, + - + 0v,.

40



e Um vetor v ¢ dito linearmente dependente (LD) se v" = 0 e linearmente independente
(LI)se & # 0.

e Um par de vetores U e ¥ € LD se i e U sdo paralelos. Caso contrario # € ¥ sdo LI.

e Os vetores Uy, Vy,...,U, (n = 2) sdo ditos LD se existeum i € {1,2,...,n}tal que

o0 vetor v, seja combinagio linear dos demais vetores, ou seja:

Onde {14, 4;,..., 4, ER.

EXERCICIO 10: Dados quatro pontos 4, B, C e X tais que AX = A AB, vamos escrever CX
como combinacéo linear de CA e CB, isto é, como uma soma de mdltiplos escalares de CA e
CB.

RESPOSTA: Como AX = 1 AB, entio os vetores AX e AB si0 paralelos e portanto o ponto
X sb pode estar na reta definida por A e B. Vamos desenha-lo entre A e B, mas isto ndo vai
representar nenhuma restricao.

O vetor que vai de C para X, pode ser escrito como uma soma de um vetor que vai de C para

A com um vetor que vai de A para X,
CX =CA+AX
Figura 27: Quatro pontos 4, B, C ¢ X tais que AX = 14B.
B

A

Fonte: Elaboragao propria.
Agora, por hipotese AX = A4B, o0 que implica que CX = CA + 14B.
Mas 4B = CB — CA4, portanto CX =CA+ A(C—B) - C_A)). Logo,
CX = (1—1)CA + ACB.

Assim, CX como combinagéo linear de CAe CB.
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EXERCICIO 11: Considere um triangulo ABC qualquer, e 0s pontos M e N como pontos
médios dos segmentos AB e BC respectivamente e @ = AB, @ = BC e W = AC, como
exibido no tridngulo abaixo, logo verifique:

a) MN é uma combinacéo linear dos vetores w e .

b) w’ é uma combinac&o linear dos vetores w e V.

c) ‘w’ é uma combinacéo linear do vetor MN.

Figura 28: Triangulo ABC qualquer, come & = AB, 7' = BC e W = AC.

B
u
M N
v
A C

Fonte: Elaboragio propria.

RESPOSTA:
a)Dados W =AB, v =BCew = AC.

e Como M é ponto médio do segmento AB, temos:

MB = 248 = =

2 2

e Como N é ponto médio do segmento BC, temos:
BN =-BC =27

2 2

Além disso,

MN = MB + BN
MN =27 + 27
B

Entdo, MN é uma combinacio linear dos vetores u e 7.
b) Pela formagéo do tridngulo ABC, AC = 4B + BC, logo:
w=1u+17v.
Entdo, w’ é uma combinacdo linear dos vetores u e v’

c) Do item a) temos:

N[ -~
g
+
N =
<

MN =
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Portanto, W = 2MN

Entdo, W’ é uma combinagio linear do vetor MN. (na verdade, multiplo escalar)

EXERCICIO 12: Sejam M, N e Q os pontos médios dos segmentos AB, BC e CA, lados do
tridngulo ABC. Prove que as trés medianas do triangulo ABC tém um Gnico ponto comum, G,
que divide as trés medianas AM, BN e CQ na razéo 2 para 1.

G ¢ conhecido como baricentro do triangulo.

Figura 29: Ponto G, baricentro do triangulo

A

C M B

Fonte: Elaborag&o propria.
RESPOSTA: Sejam AB = u e AC = v, observe que, como os vetores a, b ndo sdo paralelos,
sao linearmente independentes. E expressaremos todos os demais vetores da figura em fungao

desses vetores. Fixada a notagdo, passemos a cada uma das etapas:

Observamos inicialmente que pela defini¢do de subtracdo que CB = -7 eassim:

AM=AC+§CB=7+E(U, —7)=z(7+ 17)

BN =BA+-AC=-u +-=7v
2 2

1 1

CQ=CA+§AB=—U +5uU

Como os pontos A, G e M sdo colineares temos:

—_—

AG = KAM =

Analogamente:
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l

ABN = AW +=7

oy
Q
Il

— — ,u

CG =puCQ = —,117+ETF

Observamos que, nesse estagio, ndo sabemos ainda que G divide os segmentos AM e
BN e CQ na mesma proporcao. Assim sendo, usamos letras diferentes (x, A e u) para os

escalares das equacdes acima.
A equagio envolvendo os vetores 4G e BG é:
BG = BA+ 4G
v +-v=-u+=-(u+v
2 2
Isolando os vetores U e v, na equagio, temos entdo:

7(—A+1—5)+7(&—E) =0
2 2 2) 7
Como u e v sdo linearmente independentes segue entdo que:

A+1-—S=0
‘-

Desse sistema obtemos entdo:

Ou seja, G divide tanto o segmento AM quanto o segmento BN na razio 2 para 1.
Agora a equacéo envolvendo os vetores AG e CG é:
CG =CA+ 4G
—uv+-u=—-v+=-(u+v
WY+ 5 ( )
Isolando os vetores U e v, na equagdo, temos entdo:

7(E_E)+7(_M+1_g):0

2 2
Como u e v sdo linearmente independentes segue entdo que:
U K
———=0
2 2
—-u+1- £ 0
# 2

Desse sistema obtemos entio:



Portanto a solugdo comum é

2
K:){:H:§

Conclusao: As trés medianas do tridngulo ABC t€m um unico ponto comum, G, que divide as

A : 7 BN . TA ~ a2 . .
trés medianas AM, BN e CQ na razdo 2 para 1, estando a distancia 3 da origem da mediana

(vértice) e é do ponto médio do lado oposto.

A seguir trataremos vetores no sistema cartesiano para isto ¢ necessario definir o que ¢
sistema cartesiano. Este novo enfoque de vetores no plano nos permite trabalhar vetores em

funcdo de suas coordenadas.

4. VETORES NO PLANO CARTESIANO

O estudo de vetores no plano cartesiano constitui uma das bases fundamentais da
Matematica moderna, com aplicagdes que se estendem desde a Geometria e a Algebra até areas
como a Fisica, a Engenharia e a Computacdo. A noc¢édo de vetor, inicialmente concebida como
um segmento orientado capaz de representar deslocamentos, forcas ou dire¢cdes, ganhou
formalidade matemética ao ser inserida no contexto do espago vetorial, permitindo
generalizagGes para dimens@es superiores e para diferentes campos do conhecimento.

No ambiente do plano cartesiano, a representacdo de vetores torna-se especialmente
didatica, pois associa elementos geométricos a pares ordenados de numeros reais, estabelecendo
uma ponte direta entre a Geometria e a Algebra. Essa dualidade entre o geométrico e o algébrico
ndo apenas facilita o processo de ensino-aprendizagem, como também fornece ferramentas
poderosas para a resolucdo de problemas, sejam eles de natureza puramente matematica ou
aplicados a situagdes do cotidiano.

Além disso, o0 estudo dos vetores no plano cartesiano possibilita a introdugdo de
conceitos estruturantes, para operacfes entre vetores, produto interno, norma, angulos e
projecdes, 0s quais se revelam essenciais para a compreensao de topicos mais avangcados, como
a Geometria Analitica, a Algebra Linear e o Célculo Vetorial. Dessa forma, o aprofundamento
neste tema ndo se restringe apenas a um contetdo curricular, mas representa uma etapa
indispensavel para a formagdo matematica sélida, tanto no ambito académico quanto no

profissional.
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4.1. PLANO CARTESIANO

A concepcdo desse sistema remonta as contribuicbes de René Descartes, que, em sua
obra La Geomeétrie (1637), estabeleceu os fundamentos daquilo que viria a ser conhecido como
Geometria Analitica. A inovacao cartesiana consistiu em articular os métodos algébricos com
as construcGes geométricas, criando uma linguagem matematica unificadora que possibilitou
descrever curvas e figuras planas por meio de equagdes. Assim, 0 plano cartesiano ndo apenas
se consolidou como uma ferramenta de representacdo espacial, mas também se tornou um
instrumento epistemologico de relevancia central para o desenvolvimento da Matematica
moderna.

Nesse contexto, a utilizacdo do sistema cartesiano ultrapassa a simples organizagéo
grafica de pontos, possibilitando o estudo das relagbes metricas, a analise de fungbes e a
investigacdo de propriedades geométricas. Do ponto de vista pedagogico, sua introducdo no
ensino médio representa um marco importante, pois permite aos estudantes visualizar a
correspondéncia entre expressdes algébricas e formas geométricas, desenvolvendo uma
compreensdo integrada e aplicada da Matematica.

O sistema cartesiano ortogonal constitui-se por dois eixos perpendiculares entre si,
denominados eixo Ox e eixo Oy, 0s quais se interceptam em um ponto comum chamado de
origem do sistema. Essa intersecdo estabelece a estrutura do denominado plano cartesiano,
recurso fundamental para a representacdo de pontos, segmentos e relacdes geométricas em duas
dimensdes. O eixo horizontal, identificado como eixo das abscissas, e 0 eixo vertical,
denominado eixo das ordenadas, organizam a disposicdo dos elementos no plano. A presenga
desses eixos promove a divisdo do espaco bidimensional em quatro quadrantes, que, por
convencdo, sdo numerados no sentido anti-horario, iniciando-se no quadrante situado a direita
e acima da origem.

Figura 30: Sistema Cartesiano Ortogonal

3=
2°quadrante 1°quadrante

Il ] ]

I }
X
o _|3 _|2 -

T =
4

3

—_
<

[y
N

3°quadrante s 4°quadrante

Fonte: Elaborag&o propria.
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Ao se fixar um sistema de eixos ortogonais no plano cartesiano, estabelece-se uma
correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano e 0s pares ordenados de niUmeros reais
(a,b) € R? = {(a,b) € R? a,b € R}. Essa correspondéncia assegura que, para cada ponto
P € m, existe um Unico par ordenado (a,b), e, reciprocamente, cada par ordenado (a,b)
determina de forma Unica um ponto P do plano. Os nimeros a, b € R do par ordenado (a, b)
associado ao ponto P sd@o as coordenadas cartesianas do ponto P, a € a abscissa ou primeira
coordenada de P e b é a ordenada ou segunda coordenada de P.

O processo de localizacdo de um ponto no plano cartesiano segue um procedimento
sistematico:

e 0 primeiro numero do par ordenado, denominado abscissa, deve ser marcado no eixo
horizontal (Ox);

e 0 segundo numero, chamado ordenada, deve ser assinalado no eixo vertical (0y);

e a partir dessas posigdes, tracam-se retas paralelas aos eixos, e a intersecdo dessas retas
indica a localizacéo precisa do ponto.

OBSERVAGCAO: Usaremos a seguinte notacdo, seja P um ponto no plano m entfo para este

ponto corresponde um par ordenado (a, b) em R?, e escrevemos P = (a, b).

Observe que os pontos do eixo OX tém coordenadas (x,0) e os pontos do eixo OY tem

coordenadas (0, y).

EXERCICIO 12: Representar no plano cartesiano, os pontos A(3,2),B(0,1),C(-2,—1) e

D(]‘I _3).
RESPOSTA:
Figura 31: Representagao de pontos no plano
y
1
T LAB,2)
14B(0, 1) ‘
| | : | 1 i = X
I 1 2 3 4
C(_Z'_l)a.. R i
—24
st ".D(l.—3)

Fonte: Elaborag&o propria.
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Nosso seguinte objetivo é representar vetores no plano cartesiano. Vetor é definido
como segmentos dirigidos equipolentes motivo pelo qual vamos caracterizar a equipoléncia de
segmentos em termos de coordenadas. Para isso, consideremos um sistema de eixos ortogonais
OXY noplano,esejam A = (x1,¥1); B = (x3,¥2); C = (x3,y3) € D = (x4,y,) pontos no plano
expressos em coordenadas com relagdo ao sistema ortogonal fixado.

PROPOSICAO 1: 4B = CD < ponto médio de AD = ponto médio de BC.
A prova pode ser vista em [4].
A proposicdo 1 fornece um critério para verificar quando dois segmentos s&o equipolentes.

Assim mesmo, da proposicao 1, resulta que, se 4, B, C e D sdo pontos no plano, entéo:

AB = CD < AC = BD.

PROPOSICAO 2: Dados os pontos 4, B, C e D, existe um tnico ponto D tal que AB = CD.
Prova: Como os pontos dados podem ou ser colineares, temos entdo que considerar dois
casos.
1. Os pontos A4, B e C sdo colineares.

Considerar r a reta soporte dos pontos colineares A, B ¢ C. A circunferéncia de centro C e

raio |AB| intercepta  em dois pontos, mas apenas um deles que designamos por D, é tal que
AB ¢ CD tém o mesmo sentido e comprimento, ver figura 32.

Figura 32: AB = CD com 4, B ¢ C colineares

Fonte: Elaboragdo propria.

2. Os pontos A4, B e C nao sao colineares.
Por dois pontos passa uma reta, seja r a reta que passa pelos pontos A e B. Como C € r
entdo sabemos que existe uma reta g paralela a r que passa pelo ponto C. O circulo de centro
C e raio |AB| intersecta a reta g em exatamente dois pontos, mas s6 um, que designamos por

D, ¢ tal que ABCD ¢ um paralelogramo. Ou seja, AB = CD, ver figura 33
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Figura 33: AB = CD com A, B ¢ C nio colineares

Fonte: Elaboragao propria.
PROPOSICAO3:AB=CD © X, — X1 =X4—X3 € Yo—Y1 =Y4s—Va
Prova:
Pela proposicéo 1 temos, AB=(D & ponto médio de AD = ponto médio de BC.
o <x1 +XxX4 01 +3’4) (xz +Xx3 Yo F Y3)

2 2 2 2
X1+ Xy Xp+X3 Y1+ Va Vot Y3
(=4 = e =
2 2 2 2

S Xp— X=Xy —X3 € Yo—=YV1=YV4s Y3
Uma forma préatica de usar a proposicao 3 é supor que:
A = (x1,¥1); B = (x2,¥2); C = (x3,¥3) € D = (x4, ¥4), €ntd0
AB=(DoB-A=D-C& (x2,y2) = (x1, y1) = (x4, ¥a) — (x3,¥3) ©

S X=X,y Y1) = (X4 —X3,Y4—Y3) © X=Xy =Xy — X3 € Y= Y1 = Ya — Y3.

EXERCICIO 13 Dado os pontos A = (2,3),B = (3,—1) e C = (—4,0) determine as
coordenadas do ponto D = (x,y) de modo que 4B = CD.
RESPOSTA:
Sabemosque AB=CD ©@B—A=D—C
© B,-D-(23) =xy) - (-40)
©B3-2-1-3)=x+4y)ox=-3ey=—4
Na prética, os vetores sdo manipulados através das suas representacdes em relacdo a um

sistema de eixos ortogonais fixado.
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4.2. PONTOS E VETORES
DEFINICAO: Dados A = (x1,y;) € B = (x3,y,) 05 NUMEros x, — x; € y, — y; S40
as coordenadas do vetor & = AB e escrevemos v = (Xy — X1, Y2 — V7).
Dados 0s pontos A = (xq,y1); B = (x2,¥,);C = (x3,y3) € D = (x4,V,) € S€ 08
segmentos AB e CD sio equipolentes entéo pela proposicao 3, temos:
AB = (X2 = x1,¥2 = Y1) = (x4 —X3,Y4 —¥3) = CD.
E dizer as coordenadas de um vetor sio calculadas usando qualquer segmento orientado

gue o represente.

EXERCICIO 14. Sejam A = (2,—3),B = (—3,—1) e C = (—4,2). Determine as coordenadas

do vetor 7" = AB e as coordenadas do ponto D tal que v = CD.

RESPOSTA:
Temos 7 =AB =B — A = (-3,-1) — (2,-3) = (-3 — 2,—1 + 3) = (=5,2), Além disso,
se D = (x,y), entdo devemos ter

T =AB=CD©AB=(DoB-A=D-Ce& (-52) = (x,y) — (—4,2)

©-5=x+4 e 2=y-2
©-9=x e 4=y

LogoD = (—9,4) e =CD =D —C = (-9,4) — (—4,2) = (-5,2).

A seguinte proposi¢do nos permite relacionar um ponto do plano com um vetor é dizer
para cada ponto do plano corresponde um vetor e assim mesmo para cada vetor corresponde

um ponto no plano.

PROPOSICAO 4: Sejam 0XY um sistema fixo de eixos ortogonais no plano. Para todo vetor

v’ existe um Unico ponto P tal que v° = OP. Além disso, as coordenadas do ponto P coincidem
com as coordenadas do vetor v’
Prova: Dado um vetor v’ e seja AB um de seus representantes, entdo existe um Unico ponto P
tal que v = OP = 4B.

Assim,se A = (x4,v4), B = (x5,v5) € P = (xp,yp) pontos no plano, entdo

V' =AB=0P & ITB)EWD)‘::}(?CB_)CA:}’B_}]A):(xP_O»YP_O):(xP'yP)

v = (xp,Yp).
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A proposicdo 4 permite associar a cada ponto A de coordenadas (a,b) um vetor u = 04
chamado vetor posicdo do ponto A como mostra a figura 34,

Figura 34: Ponto A = (a, b) a esquerda e vetor u = (a, b) a direita.

y y
' 4
i IS P(ab) i I (@b)
w
£ .
0 | ’x 0 | ’x

Fonte: Elaboragdo propria.

4.3. OPERACOES COM VETORES

4.3.1. ADICAO DE VETORES

PROPOSICAO 5: Sejam w = (x,,y,) € v = (x,,¥,), dois vetores no plano expressos

em termos de coordenadas em relagéo a um sistema de eixos ortogonais fixo 0XY, entdo:
W4TV = (o +xy, Yyt V).

Figura 35: llustracdo dos vetores u e v e do vetor soma w + v no plano cartesiano.

y
4

Yutv-
Y

Fonte: Elaborag8o propria.

Prova: Sejam u = (x,,y) e v = (x,¥,) existem e sdo Gnicos os pontos P e Q tal que

u = 0P e v = 0Q, além disso as coordenadas desses pontos coincidem com as coordenadas

do vetor correspondente. Sendo assim, temos P = (x,, ) € Q = (xy,, V) -
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Dado ¥ e um ponto existe um Gnico ponto S = (w,, w,) tal que ¥ = PS é dizer
T =PSe©00=PSeo00=PS=Q-0=S—-P & (x,y,) = (W, — Xy, Ws — V)
SXy =W =Xy € Y =W =Y SW =X, +X, e w, =y, .
Logo,
S = (wy,wy) = (ty + %, Yu + W)

W+ 7T =0P+0Q=0P+PS =08 = (x, + Xy, + W).
Na pratica a operacdo de multiplicar um vetor por um escalar é efetuada usando
coordenadas. Vejamos que as coordenadas do vetor ku’ é obtido das coordenadas de u

multiplicada pelo escalar k.

4.3.2. MULTIPLICACAO DE NUMERO REAL POR VETOR
PROPOSICAO 6: Sejam A = (x4,y;) e B = (x,,y,) pontos no plano e k € R, ent&o
kAB = AC
Onde C = (xl + k(x, —x1), v, + k(y, — yl)).
A prova desta proposi¢do pode ser encontrada em [4].
Da proposicio 6 temos que se A = (xy,v,) ,B = (x,,y,) € W = AB e k € R entio,
kw = kAB = (k(x; — x1),y1 + k(v — y1)).
Logo, para multiplicarmos um ndmero real k por um vetor u’, multiplicamos cada

componente de &’ por este nimero.

EXERCICIO 13 :Dados os vetores w’ = (—1,2)e v = (3,-5) de R?, determine:
AU +7v
by w — v
c)3u
)1/,
RESPOSTA:
AU+ v
Sejam ' = (—1,2)e v = (3,-5), temos:

W+Tv=(-1,2)+3B,-5 =(-1+3,2+(-5) =(2,-3)
b) w —v
Sejam ' = (—1,2)e v = (3,-5), temos:
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U-T=uw+7)=(-1L2)+(-3,5 =(-1+(-3),2+5) = (-4,7)
c)3u
Sejam w’ = (-1, 2), temos:
3% =3(-1,2) = (-3,6)
d) 1/,
Sejam v’ = (3,-5), temos:

Y7 =169 = (3. =5)

EXERCICIO 14: Determinar o vetor x na igualdade 3x + 2w = ¥ + x, sendo dados
= (-1,3)e T = (4,-2).
RESPOSTA:
3x—-x =7v-2uw
2x = v -=-2uw
2% = (4,-2)—2(-1,3)
2x = (4,-2)+ (2,-6)

2% = (6,-8)
. (6,-8)
T

¥ = (3,—4)

PROPOSICAO 7: Um ponto P pertence a reta r que passa pelos pontos A e B se, e

somente se, para algum k € R:
A prova pode ver vista em [4].

EXERCICIO 15: Sejam A = (—1,0),B = (0,1),C = (1,2),D = (—%,%). Verifique
que 0s quatro pontos pertencem a uma reta r.

RESPOSTA: Basta determinar se existem p e q escalares tal que AC = pﬁ e AD =
qAB. Escrevendo os vetores em suas respectivas coordenadas temos:

AC=pABe C-A=p(B-4)e (22)=p(11)ep=2
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. 11 1
AD = qAB & D—A=q(B—A)@(E,E):q(l,n@qzi

Portanto os quatro pontos pertencem a uma reta r.

4.4. VETOR DEFINIDO POR DOIS PONTOS

Inimeras vezes um vetor é representado por um segmento orientado que ndo parte da
origem de um sistema cartesiano. Consideremos o vetor AB de origem no ponto A(x,,y,) €
extremidade em B(xg, ¥g).

Diante do exposto, é possivel adotar, de maneira natural, a notacdo proposta pelo
matematico Hermann Grassmann, a qual simplifica a representagdo de vetores. Nessa
convengéo, o vetor 04 pode ser indicado apenas pela letra A, e o vetor OB simplesmente por
B.

Aplicando a Regra do Paralelogramo para a soma de vetores, tem-se:
0A + AB = 0B
Sob a notagéo de Grassmann, essa relagdo adquire uma forma mais direta:
A+AB =B
0 que permite concluir que AB=B-A
Assim, as coordenadas do vetor AB podem ser determinadas por meio da diferenca entre as

coordenadas de seus extremos, isto €, pela operacdo B — A.

4.4.1. NORMA DE UM VETOR NO PLANO CARTESIANO
Na Matematica, a definicdo de Norma é um conceito fundamental, especialmente em
Algebra Linear e Analise Funcional, que generaliza a nog&o de "comprimento" de um vetor (ou
de um elemento mais abstrato).
Defini¢éo 11 (Norma): Dado um espaco vetorial V sobre um corpo K (considere, K = R), uma
funcéo
I-1:V - R

é chamada de norma em V' se satisfaz,

1. |7 =0

2. [TN=07 =10
3. la@ll = |elllV]l
4

W+ < Il + 17

54



para quaisquer vetores u, u € V e qualquer escalar « € K. O par (V, ||.||) é chamado espaco

normado. O nimero ||2’|| denomina-se norma de .

Se consideramos o espaco vetorial V = R e K = R, a funcéo ||x|| = Vx2 define uma
norma em V pois esta funcdo satisfaz as quatro propriedades acima todas elas derivadas das
propriedades do modulo em R.

SeV =R?={w = (x,y)/x7y€R}eK =R. Defina-se em V a fungéo || || = \/x2 + y?
pode ser provado que esta funcao define uma norma, chamada norma euclidiana ela representa
a nocdo usual de distancia a origem.

A definicdo correta e mais abrangente de distancia em matematica é dada pelo conceito
de Métrica. Enquanto a nog&o intuitiva de distancia, como a distancia euclidiana, é familiar, a
Meétrica generaliza essa ideia para qualquer conjunto ndo vazio, permitindo definir "distancia™
mesmo em espacos que ndo séo o R™, como por exemplo: conjuntos de fungbes e matrizes.
Definicao 12 (Métrica): Seja M um conjunto ndo vazio. Uma métrica (ou funcgao distdncia) em
M ¢ uma funcgao:

d-MxM - R
que associa um numero real d(x, y) (distancia entre x e y) a cada par de pontos x,y € M, e
que satisfaz as seguintes propriedades, para quaisquer x,y,z € M:
1. Positividade e Ndo-Degeneracgao
d(x,y) =0
dlx,y) =0 x=y
2. Simetria
d(x,y) = d(y,x)
3. Desigualdade Triangular
d(x,z) <d(x,y) +d(y, z).
O par (d, M) é chamado espaco métrico.

Se consideramos M = R e a fungdo d(x,y) = |y — x|, representa uma métrica em M.
A verificacdo das propriedades da métrica sdo dadas pelas propriedades da funcdo modulo em
R.

Se consideramos M = R? = {(x,y)/ x,y € R} no qual esta definida a norma euclidiana. E

sejam A = (x1,v1), B = (x,,y,) em R?, entdo a funcdo

d(A,B) =||B—A|l = \/(xz —x1)% + (y2 — y1)?
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define uma métrica em R?, neste caso dizemos que a métrica foi induzida pela norma. De

fato, 0 < \/(xz —x1)?*+ (2, —y1)? = |IB — Al = d(4,B).

Xp=x1y;,—y1 = A=B=0 =\/(x2 —x1)*+ (y2 —y1)?> =B — Al = d(4, B).
Verificando a simetria, d(4,B) = ||B — A|| = |-1]|||A — B|| = d(B, A)
Verificando a desigualdade triangular,
d(4,B)=|B-A|l=|B-A+C—-C| <||C—-A|+||B-C| =d(4,C)+d(C,B).
Dado um vetor u’ e seja AB um representante desse vetor, onde A = (x4, y4), B =
(xg, yg) pertencem ao espaco normado (considere a norma euclidiana) R?. Como w =

(xg — X4, Y5 — V4) €Ntdo a norma de u’ expresso em fungdo de suas coordenadas é dada por
@Il = [[4B| = V/(xz = x)? + (v2 = y1)? = d(4, B).

Figura 35: Norma do vetor AB no plano cartesiano.

y
'\

b4:

IAB]|
Yg — Ya

Ya

Xp —Xa

»X

Fonte: Elaboragdo propria.

OBSERVACOES:

a) A norma ou modulo de um vetor ndo depende da escolha do segmento orientado
representante. Assim, se W = AB = CD < AB = CD & d(4,B) = d(C,D) = || |l.

b) Se P = (x,y) é o ponto tal que & = OP, entdo || || = d(0, P) = \/x2 + y2.

EXERCICIO 15: Sejam A = (1,-2), B = (2,1) e W = (—4, 3), determine:
a) Il

b) [|4B|

RESPOSTA:

2 @l = /87 T = VI6F9 = VZ5 = 5

b) || 4B|| = V(2 - 12+ (1 - (-2))2=vI+9 =10
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4.4.2. CONDICAO DE ALINHAMENTO ENTRE TRES PONTOS
Verificamos também que A, B e C estdo alinhados se, e somente se, 0s vetores AB e AC
sdo paralelos. O que € equivalente a dizer que se 3 k € R tal que:
AB = kAC
o (xg — x4) = k(xc — x4)

* (s = ya) = k(Vc — ya)
(xg — Xa) _ Vs — Ya)
(xX¢ = xa) e — Ya)

S XpYe — XpYa — XaYe —XcYp + XcYa + Xayp = 0.

S k=

4.4.3. PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO
Sejam A e B extremos de um segmento e M seu ponto médio. Podemos, entdo, afirmar

que:
_— —— A+ B
AMEMB=>M—A=B—M:>M:T
(x4,y4) + (x5,¥5)
(Xp M) = 5
Xat+ Xp Ya+YB

Figura 36: Ponto médio de um segmento

y

'
¥Ys B
M M

A
Ya
»X
0 x4 Xy Xp

Fonte: Elaborag&o propria.

EXERCICIO 16: Sejam os pontos A(1,2), B(4,6) e C(7,2) no plano cartesiano.

a) Verifique se os pontos A, B e C sdo ndo colineares, isto &, se eles de fato determinam um

triangulo.

b) Caso formem um triangulo, calcule o comprimento dos lados e classifique-o quanto aos lados
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RESPOSTA:

a) Verificar nao-colinearidade (existéncia do triangulo)
Calculemos os vetores AF e AC:
AB=B-A=({4-16-2)=3,4)e AC=C—-A=(7-1, 2—2) = (6,0).
Se AB e AC fossem paralelos, existiria k € R tal que AB = kAC. Para isso 0s componentes
deveriam satisfazer simultaneamente

3=k-6e4=k-0
Da segunda equacdo segue 4 = 0 - k = 0, o que é impossivel. Logo AB e AC ndo sio maultiplos
um do outro, portanto os pontos A, B e C ndo sao colineares e determinam um triangulo.
b) Comprimentos dos lados (normas dos vetores)
Usamos a norma euclidiana:

Il = /x? +y?

o LadoAB:AB = (3,4) = ||[AB|| =V32+42 =V + 16 =25 =5

o Lado4C: AC = (6,0) = ||AC|| = V6 + 02 =36 + 0 = V36 = 6
 LadoBC:BC = (3,—4) > ||BC|| =32+ (-9)? =9+ 16 =V25 =5
Portanto os comprimentos sdo: AB = 5,AC = 6e BC = 5.
Classificacdo quanto aos lados
Como dois lados sdo iguais (AB = BC = 5) e o terceiro é diferente (AC = 6), o triangulo é
isosceles.
Observacao adicional: os lados iguais AB e BC se encontram no vértice B; logo o tridngulo é

isésceles de vértice em B.

EXERCICIO 17: Demonstre que as diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio.

Figura 37: Paralelogramo ABCD, no Plano Cartesiano.

-

» X

A B
a a

Fonte: Elaboragdo propria.
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RESPOSTA: A escolha conveniente de coordenadas facilita os célculos. Coloque o triangulo
de modo que o ponto A seja a origem do Plano Cartesiano, o segmento AB esteja paralelo ao
eixo Ox.

Escolhemos coordenadas para os vértices:

SejaA = (0,0),B = (x5,0),C = (xg +a,b)eD = (a,b)

O ponto médio M de AC é

(0,0) + (xg +a,b) (xg+a,b)
2 B 2

M = (xp,ym) =

O ponto médio N de BD ¢

(xg,0) + (a,b) (xp+a,b)
2 2

N = (xy,yn) =

Logo coincidem.

5. PRODUTO INTERNO E EQUACAO VETORIAL DA RETA

Realizaremos o estudo sobre o produto interno e as equagOes vetoriais da reta, dois
conceitos fundamentais na Geometria Analitica. O produto interno sera abordado tanto em seu
aspecto algébrico quanto em sua interpretacdo geométrica, destacando sua relevancia na
determinacdo de angulos entre vetores, projecdes e ortogonalidade. Em seguida, a atencédo se
voltara para a equacdo vetorial da reta, ressaltando sua formulacéo, propriedades e aplicacdes,
bem como sua relagdo com outras formas de representacdo da reta, como a equagdo paramétrica.
A integracdo entre esses dois temas permitird compreender como as operacdes vetoriais se
articulam na construcdo e no estudo de equacGes de retas, oferecendo uma base solida para a
resolucdo de problemas geométricos e para o desenvolvimento de aplicacfes em diferentes
areas da matematica.
5.1 PRODUTO ESCALAR OU PRODUTO INTERNO

Além do tipo de multiplicacdo de um vetor por um ndmero real que chamamos de
multiplicacdo por escalar, podemos também definir multiplica¢fes ou produto de vetores entre
si. Apresentaremos uma nova modalidade de multiplicacdo entre vetores, cujo resultado é
definido como Produto escalar ou Produto interno entre dois vetores.

O produto interno entre dois vetores u e v, denotado por (U, v’ ) ou U .7V, € que
nos fornece como resultado um ntimero real, possui grande aplicabilidade nas diversas areas
afins. Na matematica, por exemplo, entre outras aplicacdes, o produto interno pode ser usado

para resolver muitos problemas de natureza geométrica.
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Defini¢céo 13 (Produto Interno): Dado um espaco vetorial IV sobre um corpo de escalares K
(K = R) um Produto Interno é uma funcéo:

2 VxV >R
que associa um par ordenado de vetores u e v aumescalar w . v € R, e que satisfaz as

seguintes propriedades:

—

. v.uv=20ev.u=0uw=0

2
3. av.v=a(w.vV)=u.av
4. (W+V)w=v.w+7v.w
para quaisquer u, ve w € Vea €R.
Sejam u’ = (a,b) , v = (c,d) e W = (e, f) vetoresem R? e a € R. A funcdo (.),
w.v =ac+bd
Define um produto interno entre os vetores u’ e v'.

De fato,

—

w.uw=aa+bb=a*+b*>0 eseu=000cuw.u=0.

E,
wW.v =ac+bd=ca+db="Tv.uw
Veja que
aw.v = (aa,ab).(c,d) = (aa)c + (ab)d = a(ac + bd) = a(w. V)
auw. v = (aa,ab).(c,d) = (aa)c + (ab)d = a(ac) + b(ad) = . (a?)
Por altimo
(wW+7v).w=[(ab)+(cd)](e,f) =(a+c)e+ (b+d)f =ae+ bf +ce+df
=U.WwW+T. W
O produto interno definido acima permite definir anorma || %’|| = V@. & norma inducida pelo

produto interno, de onde resulta w”. w = || u’||%.

EXERCICIO 18: Vale aigualdade |7’ + 7’|l = || @] + || 7|| para quaisquer vetores

u e v’? Justifique sua resposta. E quanto a || — w’|| = ||u|| — [[wW’]|?
RESPOSTA:
1 ||+ 7| = ||]] + || V]| para quaisquer vetores u e v?

Nao. Em geral vale apenas a desigualdade triangular || 2 + 77| < ||[20]] + || V]l
e [WH+TP=F+D).(W+V) =+ |VI*+2u -V
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o W+ <IWI?+17? +2[w- V|
o [+ <+ +2- 10 - 17
I+ 7112 < (I + 171D?
Pois |u - v’| < |||l - [|7'l| (Cauchy-Schwarz)
Tirando a raiz:
W+ 72l < Wl + IVl

A igualdade ocorre somente quando u e v’ sdo colineares e apontam no mesmo sentido
(v =Au com A = 0).
2) I = wil = Il = IwlI?

Nao. O que vale é a desigualdade triangular reversa || w — w’|| = [| ]| = ||[W]|.

e [w-wWIF=|VIF+IWI*—-2-u W
o (IN—=1WID*= N>+ W2 =27 - Wl
o — w2 = (Il — [[w)?
A igualdade || — w'|| = ||w]| — ||w’]| s6 ocorre quando || w]| = ||[w']|e u e W séo

colineares no mesmo sentido (w" = Au’,0 <1< 1).

5.2. ANGULO FORMADO ENTRE DOIS VETORES
Por convengdo matematica, define-se o &ngulo entre dois vetores como sendo 0 menor
angulo formado entre eles, isto €, aquele cuja medida esta compreendida no intervalo 0° < 6 <
180°. Essa escolha é justificada pela propria simetria da situacdo: uma vez que 0s vetores se
estendem indefinidamente em ambas as diregdes, considerar o maior angulo ndo acrescenta
nova informacdo geométrica, pois ele é sempre o suplemento do menor.
PROPOSICAO: Sejam U = (a,b) e v = (c,d), dois vetores do plano. Entdo:
(w,v) =ac+bd = ||| || V|| cosd
Prova:
a) Se um dos vetores U ou v ¢é nulo, temos que (u, v') = 0, também que ac + bd =
0c|[w]|Iv’|lcos® = 0 Logo a proposi¢io ¢ satisfeita.
b) Sejam u = OP ¢ ¥ = 0Q vetores nio nulos, com P = (a,b) e Q = (c,d). Entio,

como mostra a figura a seguir,

_— ——  —

QP=0Q—-0P=7v —u =(c—a,d—Db).
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Figura 38: Angulo formado entre dois vetores " e ¥ no plano cartesiano

y
r 3
bl P
v-u w
Q dl
~_ o
I v I
» X
: 0 :
Fonte: Elaboragdo propria.
Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo OPQ, obtemos:
17" =2 = I + 1712 = 212l cosé )

onde 6 é 0 Anguo entre U € V.
Partimos de:
(W, ) = Il V]l cos
Substituindo em (I), temos:
17" =2 =1 + 1711? — 2(w, V)
20w, 7)) = wI? + [7)1 = v — |7
2(w, V) = (a®? + b?) + (c* +d*») — [(c — a)* + (d — b)?]
2(w, V) =a?+b%+c?+d?—[c¢? — 2ac + a® + d? — 2db + b?]
2(0,v)Y=a?+b?+c?>+d?—c?+2ac—a?—d?+ 2db — b?
2(u, V) = 2ac + 2db
2(u, v’y = 2(ac + db)
(w,v) = (ac + db)
Portanto,
(w,v) =ac+bd = ||| || V|| cosd
Assim, a definicdo adotada garante unicidade e consisténcia, além de facilitar os
célculos algébricos. Portanto, o angulo 8 formado pelos vetores u e v’ é dado por
(W, 7)) =N IV]l cost
(W, v)
=1l

OBSERVAGCAO: da expressdo (w, 7 ) = || o]l |7l cosé, temos que

cosf =

O sinal de (w’, v’) € 0 mesmo de cos 6, assim temos:
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. (W, 7)>0 e cosf >0 < 0° < 0 < 90° (4angulo agudo)
2. (W, 7)< 0 & cosh <0 o 90° < 6 < 180° (4ngulo obtuso)
3. (U, v) =0 & cosf =0 o 0 = 90° (4dngulo reto)
Com isso, dois vetores u e v’ sdo ortogonais se, e somente se, (u’, v) = 0, ou seja, 0 angulo

entre eles é 90°

EXERCICIO 19: Sejam os vetores
w=(1,0e7 =(-11)
a) Calcule o produto interno (u’, 7).
b) Determine o angulo 8 formado entre os vetores u e v’
c) Classifique o angulo obtido como agudo, reto ou obtuso.
RESPOSTA:
a) Calculando o produto interno:
(w,v) =ac+bd
(w,v) =1-(-1)+0-1=-1.
b) Descobrindo o angulo 8 formado entre ' e v

Devemos calcular as normas
o ||W|=v12+0%2=1
o |P=y(-1)2+12=+2

Calculo do cos 6

cosf = (u, v)
Il 1)l
V2 V2 2

Logo,
—V2
60 = arccos (T\/_) = 135°

c) Como 8 = 135° > 90°, concluimos que o angulo formado é obtuso.

Se 8 = 90° entdo (u’, v ) = 0 neste caso dizemos que 0s vetores sdo ortogonais.
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5.2.1. PROJEQAO ORTOGONAL DE v SOBRE uw

A projecdo ortogonal de um vetor v’ sobre outro vetor ndo nulo w’ é a componente de v’ que
esta na mesma direcdo de w’. Em outras palavras, é o vetor obtido quando projetamos " sobre
a reta que contém . Observe a Figura 39, que representa a projecao ortogonal de v’ sobre .

Figura 39: Projecdo ortogonal de v’ sobre .

Fonte: Elaborag&o propria.

Definicédo 14 (projecdo ortogonal): Sejam u e v vetores no plano cartesiano com ' # 0 .

Definimos a projecéo ortogonal de v sobre u’ como o vetor proj-(7v") , tal que:

projw (V) = =
“ Iwl|?
Os vetores w’ e u’ sdo paralelos, logo existe um nimero real k tal que w’ = ku’ . Além disso
CB, é ortogonal a W', ou seja, (w, CB) = 0,ecomo CB = ¥ — W', temos:
(V- w),u)=0=2v-ku,u)=0=k=—-——= w =

—_— e —
[ ]|

EXERCICIO 18: Calculo da area de um triangulo ABC utilizando vetores. Seja o vetor AD

projecéo ortogonal do vetor AB sobre o vetor AC, logo o vetor DB ¢ perpendicular ao vetor AC,
de modo que a norma || DB|| é a altura do triangulo ABC relativa ao lado AC.

Figura 40: llustracdo dos vetores AB,AC,AD e DB no plano cartesiano para o célculo da

area do triangulo ABC.

y
5
Yo - 4
Y+ A
Y+ %
Yot 4
l =t — 4
N Xp Xp X

Fonte: Elaboragdo propria.

RESPOSTA: Sejam A, B e C os Vvértices do tridngulo e usemos vetores posi¢cdo ou vetores de

lado relativos a A:
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AB=B—-AeAC=C—-A4A
Onde A = (x4,¥4) . B = (x5, ¥8) € C = (x¢,¥¢)
Se chamarmos AD a projecao ortogonal de AB sobre AC, entdo a componente ortogonal de
AB (que na figura aparece como ﬁf) é
DB = AB — AD
Para obter DB em termos dos vetores dados use a projecdo ortogonal:

Segue que a area A do triangulo ABC pode ser determinada por:

_ [[AC|[ IpB]| _ ||AC]|[|4D — 4B]|
2 2
Sendo 4D a projecédo ortogonal de AB sobre AC, ou seja:
(AC, 4By —,

rac?

AD = projﬁ(ﬁ) =

Assim

. . . _, (AC,AB)—,
DB = AB — AD = AB — ———
[ AC]?
Portanto a altura vale
‘_> (AC, AB) —,

= [|DB|| = =
lac?

Chegamos a férmula que nos permite calcular a area A do tridngulo ABC por meio de
vetores:

S | - (AC AB)
|AC||HAB H
IIA |I”

EXERCICIO 20: Consideremos o paralelogramo ABCD da figura a seguir.

Figura 41: Area do paralelogramo ABCD usando vetores e produto interno

C

»

D

Fonte: Elaborag&o propria.

Obteremos a area do paralelogramo ABCD usando vetores e produto interno, consideremos

—

W = AC, v = AB e 6 0 angulo entre os vetores w’ e ¥’
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RESPOSTA: Segue que a area A do paralelogramo ABCD pode ser determinada por:
A= |[aD] ||EB|
Se & = BAC, entdo:

sen0=:

|[EB|| = [[4B]|sen 6

E portanto,
4 = 4D [AB |sen o
Logo
senf = 4 = 4
1aD|[ 48] Twiiel
Bem como, temos que:
(T, T)
oS0 = =

Assim, pela Identidade Fundamental da Trigonometria, temos:
(sen 6)? + (cos 0)* =1

A 2 @, 7) \°
(ﬁ) +|—) =1
2| (17| || (127l

( A )2 s ( (W, 7) ) _ <||7|| IWII)Z
=1l =1l =1

(A +(w,7)? = (I I7ID?

(A2 +(w,v) = 1wI? V|2
Seuw = (a,b) e v =(c,d), emrelagdo a um sistema de eixos ortogonais de centro 0, entao
Iw)? =a?+ b2 || V> =c?+d*e{u,v) =ac + bd.
e portanto,

(A2 +(w, ) = 1w? I VI?

(A)?2 + (ac + bd)? = (a® + b?)(c? + d?)
(A)? = a?c? + a%d? + b%c? + b%d? — a** — 2achd — b*d?
(A)? = a?d? — 2achd + b?c?
(4)? = (ad — bd)?
A = (ad — bd)
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Assim, a area do paralelogramo ABCD, cujos lados adjacentes sdo representados por u’ =
(a,b) eV = (c,d).

5.3. EQUACAO DA RETA

O estudo da reta no plano cartesiano constitui um dos pilares da Geometria Analitica,
fornecendo instrumentos fundamentais para a compreensao de diversas relacfes espaciais e
algébricas. Neste capitulo, serd desenvolvida uma andlise sistematica das diferentes formas de
representacdo da reta, com énfase na equacao vetorial e na equagdo paramétrica, bem como nas
propriedades e consequéncias que emergem dessas formulagfes. A abordagem adotada
permitira ndo apenas compreender a estrutura algébrica que descreve a reta, mas tambem
visualizar sua interpretacdo geomeétrica, estabelecendo pontes entre os conceitos abstratos e sua
aplicacdo em problemas matematicos. Dessa maneira, busca-se consolidar uma visao unificada
entre a algebra e a geometria, evidenciando as potencialidades da linguagem vetorial no estudo
das retas e em suas multiplas aplicaces.
5.3.1. EQUACAO VETORIAL DA RETA

Considere r uma reta que contém o ponto P;(x;,y;) € possui a dire¢do do vetor ndo

nulo w = (a,b) e seja 0 ponto P(x,y), um ponto distinto qualquer da reta r. Utilizando a

equacao vetorial PTP = ku’,comk € R*. esubstituindo as coordenadas nesta equacdo, temos

Figura 42: Equacéo vetorial da reta no Plano Cartesiano

y
r'y
p.T
e ”
P
o !
pl
L .
1 1 1 » X
0 x a x

Fonte: Elaboragdo propria.

Vamos determinar uma formula para a equacao da reta usando a equacéo vetorial. Como
P, P é paralelo a u’, isso implica que
Plp = k?

67



o P — P = k(a,b)
P =P+ k(a,b)
e (x,¥) = (x1, 1) + k(a, b)
O vetor u’ é chamado vetor diretor da reta r e k é denominado parametro.

5.3.2. EQUAQ@ES PARAMETRICAS DA RETA
Seja r uma reta que contém o ponto P, (x4, y;) € possui a direcdo do vetor ndo nulo
u = (a,b) e sejao ponto P(x,y), um ponto qualquer da reta r.
Temos que a equacéo vetorial da reta é dada por 131—15 =ku,comk € R*
(x,y) = (x1, 1) + k(a, b)
Segue que,

{x=x1+ka
y=y, +kb

Que representam as equagdes paramétricas no plano. Salientamos que com a variacéo de k, a
reta r é percorrida a partir de P, na direcdo de u’. Observe que quando k = 0, obtemos o ponto
P;.

EXERCICIO 21: Considere o ponto P(1,2) e o vetor diretor ' = (3, —1).
a) Determine a equacdo vetorial da reta que passa por P e tem u como vetor diretor.
b) Escreva também a equacdo paramétrica da reta correspondente
c) Verifique se o ponto A(3,1) pertence a essa reta.
RESPOSTA:
a) Equacao vetorial da reta que passa por P com vetor diretor '

(x,¥) — (x1,¥1) = k(a,b)

(x,y) = (x1,31) + k(a,b)

r: (k) =(1,2) + k(3,—1),comk € R.

b) Equacdo paramétrica correspondente

{x —1=3k
y—2=—k
: {xy=:32k_+k1' comk € R.

c) Verificacdo se A(3, 1) pertence a reta.

68



Se A pertence, existe ktalque3 =3k +1el1 =2 -k,

Da primeira, segue:
2
3:3k+1:>3k:3—1:>k:§

Da segunda
1=2-k=>k=1
Né&o compativel

Logo P(3,1) ndo pertence a reta

5.3.3. RETAS PERPENDICULARES
Dadas duas retas r e t, com vetores direcdo uw = (a,b) e “v = (aq, b;). Dizemos

que r é perpendicularat se (u,v’) = 0.

5.3.4. VETOR NORMAL A RETA
Considere r uma reta do R? e que passa pelo ponto P; (x4, y;) € é normal ao vetor u’ =
(a,b). Seja P(x,y) um ponto qualquer de r, conforme figura abaixo.
Figura 43: Vetor normal & reta

—

u

P,

Fonte: Elaboragao propria.
O vetor u é ortogonal a PTP com cos (90°) = 0, portanto o produto interno entre
eles é nulo. Sendo
(PP, W) =0ePP=(x—x,y—y1) © (@b)(x—x,y—y)) =0
ou seja, ax + by — ax; — by, = 0 e, considerando ¢ = —ax; — by;, obtemos ax +
by + ¢ = 0, que é a equacéo geral da reta r e os coeficientes de x e y, (a, b), nesta equacéo

representam as coordenadas do vetor normal a reta r.
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5.3.5. RETAS PARALELAS

Duas retas séo paralelas se os seus vetores normais sdo paralelos.

Dadasduasretasr: ax + by + ¢ = Oet: ayx+ by +¢; = 0,ser éparalelaa
t entdo seus respectivos vetores normais w’ = (a,b) € v = (a;,b;) formam entre si um

angulo nulo ou de 180- e teremos:

cosf = m
I
com cos (0°) = 1ecos (180°) = —1, teremos:
(w, ) = I,
ou (w,v)=—llI¥I

ou w =kv, paraalgumk € R.

EXERCICIO 22: Dadas as retas r e s, com equagdes paramétricas:

x =1+ 2k x=3+t
r.{y=_1+k,comkER.Es.{yzz_l_Zt,comtER.

a) Escreva a equacéo vetorial de cada reta.
b) Verifique se as retas r e s s&o concorrentes ou paralelas.

¢) Caso sejam concorrentes, determine o ponto de intersecao, e se sao perpendiculares.

RESPOSTA:
a) Equac0es vetoriais
(x,¥) = (x1,y1) + k(a,b)
r:rT(k)=00,-1)+k(2,1)es:s(k)=(3,2)+k(1,2)
b) Paralelas ou concorrentes?
Vetores diretores: v', = (2,1) e v'g = (1,2)
Verificamos se sdo maltiplos: ndo existe k tal que (2,1) = k(1,2) (porque 2 =k -1 =k =2
eentdo 1 # 2 - 2). Logo néo sdo paralelas. Como néo sdo paralelas, ou sdo concorrentes ou séo
“complementares” (no plano qualquer par de retas ndo paralelas se intersecta). Portanto
buscaremos a intersecao.
c) Ponto de intersecdo
Igualamos coordenadas:
1+2k=3+te-1+k=2+72t

Sistema linear para t, s:
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{2k—t=2

k—2t=3
Resolvendo o sistema encontramos:
1 4
k = 7€ t= —3
Coordenadas do ponto de intersecdo (usar a reta r, com o0 k):
1 5
) x=1+ 2.§ . X = 3
1 2
y=-l+3 |y=-3

Portanto as retas sdo concorrentes e o ponto de intersecéo é

p— (E _E>
3" 3

Verificando Perpendicularidade:
Vetores diretores: v, = (2,1) e v’ = (1,2)
Duas retas no plano sao perpendiculares se o produto interno (escalar) dos seus vetores
diretores for zero:

(v, vs)=0
Célculo do produto interno:

2D-12)=2-14+1-2=2+2=4
(v, V) =4#0

As retas r e s ndo sdo perpendiculares.

5.4. DISTANCIA DE UM PONTO ATE UMA RETA

Seja M (x,y) a projecéo ortogonal de P(xp,yp) SObrearetar : ax + by +c =0.
Entdo d(P,r) = |[PM||. Observe que PM & normal a reta r. Portanto existe k € R". tal que
PM = k(a,b),ouseja,se M = (x,y),entdo (x — xp,y — yp) = k(a,b).

Escrevendo como um sistema linear

{xzxp+ka
y =yp+kb

Temos que d(P,7) = |[PM|| = llk(a, b)ll = |klll(a, b)Il = |k|+a? + b
ComoM € r: ax + by + ¢ = 0, temos
0 = a(xp + ka) + b(yp + kb) + ¢ = axp + byp + ka® + kb* + ¢

Assim
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—axp —byp— ¢

k =
a? + b?

Deste modo

—axe — bve —
A7) = k| JaZ 1 b7 = =~ by = el

a? + b?
Portando a distancia do ponto P a reta r sera dada por:
laxp + byp + c|

Figura 44: Distancia de um ponto até uma reta

d(P,r) =

Fonte: Elaborag&o propria.

EXERCICIO 23: Calcule a distancia d do ponto P(2, 5) a reta r, cuja equacio geral é 3x —
4y + 2 = 0.

RESPOSTA:
Identificar os paréametros:

e Ponto: (xp,yp) = (2,5)

e Retaiax + by + c =0=>a=3,b=—-4,c=2
Substituir na formula da distancia:

3:2+(—4)-5+ 2|

V32 (=4’
|6 — 20 + 2|
VO¥16

d(P,r) =

d(P,r) =
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12
d(P,T') = ?

d(P,7) = 2,4

A distancia é 2,4 unidades de comprimento.

EXERCICIO 24: Seja o ponto P(2,—1). Calcule a distancia desse ponto P até a reta r que
passa pelos pontos A(1,4) e B(3,0).
RESPOSTA: Para encontrar a equagdo vetorial da reta, que passa pelos pontos A(1,4) e
B(3,0). precisamos de dois elementos fundamentais: Um ponto por onde a reta passa e um
vetor diretor da reta.
A forma geral da equacdo vetorial da reta é:
P-P=ku
P = P, +k(ab)
onde P é um ponto genérico da reta, P, é o ponto conhecido, u’ é o vetor diretor, e k é 0
parametro real (k € R).
1. Escolher um ponto (P;): Podemos escolher qualquer um dos pontos dados, por exemplo, o
ponto A(1,4) ou B = (3,0)
2. Encontrar o vetor diretor (u): O vetor diretor pode ser o vetor AB, que é obtido pela
subtracdo das coordenadas do ponto final pelo ponto inicial:
AB =B —-A=@3B-10-4) = (2,-4)
3. Escrever a Equacéo Vetorial:
Substituindo P; e w’ na férmula geral, e usando P = (x, y), temos:
P = P, +k(ab)
(x,y) =(1,4) + k(2,—4)
Essa € a equacdo vetorial da reta que passa pelos pontos A(1,4) e B = (3,0).

{x =1+ 2k
y=4—4k
Isolando o parametro k, temos:
x—1 y—4
k = S ¢ k = 1

Igualamos as duas equacdes, logo
x—1 y—4

2 4
4. Identificar os parametros:

S4x—4=-2y+8e4x+2y—-12=0nr2x+y—-6=0
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e Ponto: (xp,yp) = (2,—1)
e Retaiax + by +c=0=>a=2b=1c=-6
5. Substituir na formula da distancia:
2:241-(-1) -6
NPT
|4 —1— 6|

A(P,r) =~

d(P,r) =

“+

w

d(P,r) = —l

V5

d(P,r) = ?

U1

A distancia é %E unidades de comprimento.

6. CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho, desenvolvido no &mbito do Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional (PROFMAT), teve como principal objetivo a elaboracgéo e a fundamentacéo
de uma proposta didatica para a introducdo dos conceitos de Geometria Analitica no Ensino
Médio, utilizando uma abordagem essencialmente vetorial. Os capitulos desta dissertacdo
demonstraram a viabilidade e a relevancia de se integrar os conceitos de vetores, historicamente
relegados ao Ensino Superior, como ferramenta unificadora e simplificadora para a exploracéo
do plano cartesiano. A pesquisa confirmou que a abordagem vetorial ndo s6 se alinha com as
orientacdes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que preconiza a interligacdo dos
eixos de Algebra e Geometria, mas também oferece uma estrutura conceitual mais robusta e
intuitiva para o estudante.

A transicdo do estudo dos segmentos orientados para a representacdo analitica dos
vetores no plano foi um dos pontos centrais da dissertacdo. Ao definir as operagdes vetoriais de
forma geométrica e, em sequida, traduzi-las para a linguagem algébrica das coordenadas, foi
possivel construir um caminho coerente para a dedu¢édo das equacdes da reta, da distancia entre
pontos e da condi¢do de alinhamento, de maneira mais elegante e menos dependente de
férmulas prontas. Demonstrou-se que conceitos complexos, como o Produto Escalar e sua
relacdo com o angulo e a ortogonalidade, podem ser introduzidos de forma acessivel,

fornecendo ao aluno um entendimento mais profundo da estrutura métrica do plano.
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No entanto, a implementacdo desta proposta requer um esfor¢o de capacitacdo e uma
mudanca na cultura pedagdgica. A formacdo inicial e continuada de professores deve incorporar
a abordagem vetorial de forma mais explicita e aprofundada, garantindo que o educador se sinta
seguro e apto a fazer essa transposicdo didatica. E necessério superar a inércia do curriculo
tradicional que separa rigidamente a Geometria Analitica dos Vetores, e reconhecer que a
sinergia entre esses temas € o caminho para um ensino de Matematica mais integrado e eficaz,
conforme sugere a literatura da area e as diretrizes educacionais.

Para trabalhos futuros, sugere-se a realizacdo de uma pesquisa de campo para avaliar a
eficdcia do Produto Educacional em salas de aula reais do Ensino Médio. Seria valioso analisar
0 impacto desta abordagem no desempenho e na motivacdo dos alunos, comparando-o0 com o
ensino tradicional. Outra linha de investigacdo promissora seria a extensdo da abordagem
vetorial para outros tépicos da Geometria Analitica, como o estudo das conicas e do espaco
tridimensional, consolidando ainda mais o vetor como o conceito fundamental para a unificagéo
da Algebra e da Geometria.

Em suma, a dissertacdo cumpriu seu papel ao apresentar uma alternativa didatica sélida,
bem fundamentada teoricamente e alinhada as necessidades curriculares atuais, para 0 ensino
da Geometria Analitica. Esperamos que este trabalho possa contribuir efetivamente para o
aprimoramento do ensino da Matematica, estimulando professores e alunos a descobrirem a
beleza e a poténcia da unido entre o0 mundo geométrico e 0 mundo algébrico, mediada pelo

conceito transformador de vetor.
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ANEXO A

APLICAQAO DA ABORDAGEM VETORIAL EM QUESTOES DO ENEM
Introducéo

Neste anexo, apresentamos a resolucao de trés questdes reais do Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM) utilizando a abordagem vetorial proposta nesta dissertacdo. As questdes
foram selecionadas do banco oficial de questdes do ENEM disponivel no Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP) e em plataformas de preparacédo para
0 exame.

O objetivo é demonstrar como o pensamento vetorial oferece um caminho mais intuitivo
e, em muitos casos, mais direto para a solucdo de problemas de Geometria Analitica. A
abordagem vetorial permite que os estudantes visualizem os problemas de forma mais
geométrica, facilitando a compreensdo das relacdes espaciais e tornando a resolu¢do mais
elegante e menos dependente da memorizagdo de formulas.
Questao 1: Relacéo entre Escalas de Temperatura

ENEM PPL 2021, Questéo 155

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP)
Enunciado: A escala de temperatura Delisle (°D), inventada no século XVIII pelo astronomo
francés Joseph-Nicholas Delisle, a partir da construcdo de um termometro, foi utilizada na
Rassia no século XIX. A relacdo entre as temperaturas na escala Celsius (°C) e na escala Delisle

esta representada no grafico pela reta que passa pelos pontos A e B.

N

°D (Delisle)

Qual é a relacdo algébrica entre as temperaturas

A

150
nessas duas escalas?

(A) 2D + C = 100

(B) 2D + 3C = 150
(C) 3D + 2C = 300
(D) 2D + 3C = 300
(E) 3D + 2C = 450

°C (Celsius)

Disponivel em: www.profibus.com.br. Acesso em: 22 mar. 2013,

76



Resolugdo com Abordagem Vetorial
A abordagem vetorial utiliza o conceito de vetor diretor e equagéo vetorial da reta para resolver
0 problema de forma mais geomeétrica.
Passo 1: Identificar os pontos e construir o vetor diretor
Os dois pontos conhecidos sao:

+ A =(0,150), em coordenadas (C, D)

+ B =(100, 0), em coordenadas (C, D)
O vetor diretor da reta é:

AB = B — A = (100,0) — (0,150) = (100, —150)
Simplificando por 100:
d = (1; -1,5)
Passo 2: Escrever a equacdo vetorial da reta
Usando o ponto A como ponto de referéncia e o vetor diretor d:
@) = A+ t.d = (0,150) + t(1; —1,5)
Em componentes:
C=0+¢t.1=t
D = 150 + t.(—1,5) = 150 — 1,5¢

Passo 3: Eliminar o parametro t
Da primeira equagéo: t = C
Substituindo na segunda: D = 150 — 1,5C
Reorganizando: D + 1,5C = 150
Multiplicando ambos os lados por 2: 2D + 3C = 300
Passo 4: Verificagdo

e ParaC = 0:D = 150 v/(Ponto A)

« ParaC = 100:D = 150 — 200 = —50 v/(Ponto B)
Interpretacdo Vetorial: O vetor diretor (1, —2) indica a taxa de variagdo entre as escalas: para
cada aumento de 1°C, h&d uma diminuicdo de 2°D. Essa interpretacdo permite que o estudante
compreenda a relacdo ndo apenas como uma férmula algébrica, mas como uma relacéo
geométrica no plano cartesiano. O vetor diretor fornece informacGes sobre a taxa de variagao
entre as duas grandezas, facilitando a compreensdo do fenémeno fisico representado.
Resposta: (D) 2D + 3C = 300%
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Questdo 2: Distancia entre Pontos (Postos de Saude e Hospital)
ENEM 2024, caderno azul, Questédo 164

Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP)
Enunciado: A prefeitura de uma cidade planeja construir trés postos de salde. Esses postos
devem ser construidos em locais equidistantes entre si e de forma que as distancias desses trés
postos ao hospital dessa cidade sejam iguais. Foram conseguidos trés locais para a construcéo
dos postos de saude que apresentam as caracteristicas desejadas, e que distam 10 km entre si,
conforme o esquema, no qual o ponto H representa o local onde esta construido o hospital; 0s

pontos P1, P2 e P3, os postos de saude; e esses quatro pontos estdo em um mesmo plano.

A distancia, em quilémetro, entre o hospital e cada um
dos postos de saude, € um valor entre:

(A)2e3

(B)4eb

(C)5e6

(D)7e8

(E)8e9

10 km 10 km

3
v

10 km

Resolucdo com Abordagem Vetorial

A abordagem vetorial utiliza propriedades de vetores para encontrar o circuncentro de forma
mais intuitiva.

Passo 1: Posicionar o triangulo no plano cartesiano

Colocamos o triangulo equilatero com:

« P = (55V3)
« P, = (10,0)
« P, =(0,0)

Passo 2: Seja H = (x,y) o ponto do hospital

Como o hospital € equidistante dos trés postos, temos:
1P| = [|PH] = |[PsH]|

IH — Pyl =IH — Pl = |H — P
lx = 5,5 = 5V3)| = lIx = 10,1l = 1, Yl
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Passo 3: Usar a condigéo
IH — Pl =1lH — Psll
1Cx =10, Il = [ICx, Y
Elevando ao quadrado:
IH —PI>=IH — P5l|?
x%—20x + 100 + y? = x2 + y?
x=5
Passo 4: Usar a condigéo
IH — Pl =I|H — Pl
[Gx =5,y =5V3)|| = I, Ml

Elevando ao quadrado:
IH —PI>=1H — Pl

2
(x =52+ (y—5V3) = x%+y?
x? —10x + 25 + y? — 10V3y + 75 = x? + y?
—10x — 10v/3y = —100

x + 3y =10

Substituirx = 5

V3y=5

_5V3

y=3
Passo 5: Calcular a distancia
O hospital esta em

5v3
n= (5%5)

A distancia do hospital ao posto P; = (0, 0) é:
IPSH|| = 11H = Pll = lIGe )

2
’ 5v3 75 10v3
x2+y2=\/52+<T\/_> =\/25+?=T\/_55,77

Interpretacdo Vetorial: Este método utiliza a propriedade fundamental de que o circuncentro

satisfaz a equacdo ||[H — P;||*> = r? paratodos os vértices P;. Ao igualar as distancias (ou seus
quadrados), criamos um sistema de equagdes que define a posicao do circuncentro. Esse método
é mais geral e funciona para qualquer triangulo, ndo apenas equilateros.

Resposta: (C)5e 6
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