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Resumo

Esta dissertacdo, desenvolvida no ambito do Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), tem como objetivo investigar e
propor abordagens pedagdgicas para o ensino de médias e medidas estatisticas
nos ensinos Fundamental e Médio. O estudo enfatiza a importancia desses
conceitos na formacdo de cidaddos criticos e capazes de interpretar e analisar
dados em um mundo cada vez mais orientado por informagdes quantitativas. Para
1sso, foram exploradas estratégias didaticas que incorporam o uso de planilhas
eletronicas, como o Microsoft Excel e o LibreOffice Calc, com o intuito de tornar
o processo de aprendizagem mais dinamico, visual e conectado com a realidade
digital dos estudantes. A proposta busca ndo apenas facilitar a compreensao
dos conteudos estatisticos, mas também desenvolver competéncias tecnoldgicas
e analiticas. O material desenvolvido pode ser utilizado de forma integral ou
adaptada por professores, conforme o nivel e as necessidades de suas turmas,
e também se mostra acessivel a alunos autodidatas. Os resultados apontam
que a utilizacdo de recursos computacionais contribui significativamente para
o engajamento dos estudantes e para uma aprendizagem mais significativa dos

conceitos estatisticos.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica aplicada, Médias, desigualdades cléssicas
das médias, outras medidas Estatisticas; Medidas de dispersao; Planilhas eletrOnicas;

recursos e Tecnologias digitais.



Abstract

This dissertation, developed within the scope of the Professional Master’s Degree
in Mathematics in National Network (PROFMAT), aims to investigate and
propose pedagogical approaches for teaching averages and statistical measures
in middle and high school education. The study highlights the importance of
these concepts in the formation of critical citizens capable of interpreting and
analyzing data in a world increasingly driven by quantitative information. To
this end, didactic strategies incorporating the use of spreadsheet software, such
as Microsoft Excel and LibreOffice Calc, were explored to make the learning
process more dynamic, visual, and aligned with students’ digital realities. The
proposal seeks not only to facilitate the understanding of statistical content but
also to develop technological and analytical skills. The material can be used in
full or adapted by teachers according to the level and needs of their students,
and it is also accessible to self-taught learners. The results indicate that the use
of digital tools significantly contributes to student engagement and promotes a

more meaningful understanding of statistical concepts.

KEYWORDS : Applied Mathematics; Averages; Classical Mean Inequalities;
Other Statistical Measures; Measures of Dispersion; Spreadsheets; Digital Re-

sources and Technologies.
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1 Introducao, motivacoes e preliminares

O ensino da Matematica carrega grandes responsabilidades. Em um mundo
onde a maioria das decisoes € tomada com base em dados quantitativos, é
essencial possuir conhecimentos basicos para fazer escolhas fundamentadas,
independentemente da profissao, seja professor, jardineiro, vendedor, empresario,
médico ou qualquer outra.

A escola, como instrumento de transformagao e preparagao para a vida,
tem o papel fundamental de proporcionar aos estudantes experiéncias ma-
tematicas que os capacitem a tomar decisoes embasadas e conscientes. Isso
se alinha a afirmacgao de [3]]: “No ensino médio, o foco € a construcao de uma
visdo integrada da Matematica, aplicada a realidade, em diferentes contextos.”

Neste trabalho, abordamos um conceito matematico que, frequentemente, €
tratado apenas como uma aplicacao técnica baseada na repeti¢ao, sendo utilizado
principalmente em exercicios de fixacdo. Embora essa abordagem tenha seu
valor, quando nos limitamos a esse aspecto, deixamos de explorar a riqueza e as
potencialidades desse conceito.

O ensino das médias matematicas se justifica de diversas formas, tanto por
sua utilidade na vida cotidiana quanto por seu papel estruturante no ensino da
Matematica. Dentre as habilidades a serem desenvolvidas no Ensino Médio de
acordo com a [3]], destacamos: “resolver e elaborar problemas, em diferentes
contextos, que envolvem calculo e interpretacao das medidas de tendéncia central
(média, moda, mediana) e das medidas de dispersao (amplitude, variancia e
desvio padrao).”

O estudo das médias da suporte a diversas areas do conhecimento cientifico,
como Fisica, Economia, Biologia e Ciéncias Sociais, evidenciando sua relevancia
no ensino interdisciplinar. A média € uma ferramenta essencial na interpretacao

de dados e tomada de decisOes fundamentadas em diferentes contextos, como



Economia, Satde e Educacdo. Muitas dessas decisdes envolvem a andlise
de informacdes estatisticas apresentadas pelos meios de comunicagao, como
televisdo, redes sociais e jornais.

Dessa forma, o estudo das médias esta diretamente relacionado ao desen-
volvimento do pensamento estatistico, sendo um passo inicial para aplicagoes
mais avang¢adas, como o estudo do desvio padrdo, da variancia e da inferéncia
estatistica. Esses conceitos permitem a andlise e compreensdo de fendOmenos
sociais e econdomicos, como desigualdade de renda, inflagao, indicadores de qua-
lidade da educagdo, desemprego e expectativa de vida. Um exemplo recente e
amplamente divulgado € a média mével de casos de COVID-19. A compreensao
desse conceito foi crucial para interpretar a evolu¢ao da pandemia e embasar
medidas preventivas.

Diante do exporto, este trabalho visa promover um estudo aprofundado
sobre o tema, oferecendo suporte aos professores do Ensino Basico, que se
dedicam diuturnamente a consolidacao de uma educacao de qualidade.

O diferencial deste trabalho em relag¢ao ao ensino tradicional das médias
€ que buscamos construir um texto rigoroso do ponto de vista matematico, ao
mesmo tempo em que enriquecemos a abordagem com diversas aplicagdes.
Nosso objetivo € demonstrar como os diferentes tipos de médias e as relacoes
entre elas podem ser ferramentas poderosas para resolver desde problemas

matematicos teoricos até situagoes reais do cotidiano.

Estrutura do Trabalho
Nosso trabalho estd estruturado em seis capitulos:

1. Introducao, motivacoes e preliminares — Apresentamos a motivagdo e a
justificativa do estudo, destacando sua relevancia no ensino da Matematica

e em aplicacdes reais.

2. Médias: o que sao e para que servem? — Exploramos os aspectos concei-
tuais das médias, definindo cada uma delas e finalizando com exercicios e

analises de aplicacoes diretas.



3. Outras Médias e Medidas Importantes — Abordamos médias menos
usuais na educagdo basica, mas de grande relevancia em diversas areas,
como as médias ponderadas, geométricas, harmodnicas e quadraticas. Ainda
neste capitulo evidenciamos a aplicagdo e a utilidade das médias definidas
nos capitulos anteriores, incluindo exemplos concretos retirados do mercado

financeiro, da estatistica aplicada e das ci€ncias naturais.

4. Uma proposta para sala de aula! — Propomos uma abordagem pedagdgica
para o ensino das médias, sugerindo atividades e estratégias didéticas para

professores.

5. Consideracoes Finais - Conclusao — Destacamos as principais conclusoes
do estudo, refletindo sobre sua contribui¢ao para o ensino e o aprendizado

da Matematica.

Este trabalho tem como objetivo promover a compreensao das médias
matemadticas, proporcionando um material rico e aplicavel tanto para estudantes
quanto para professores, permitindo uma visao mais ampla e aprofundada desse

conceito fundamental na Matematica.



2 Meédias, o que sao e para que servem?

Este capitulo apresenta os principais tipos de médias matematicas: aritmética,
geométrica, harmodnica e quadratica. Cada uma € definida de forma simples e
clara, explicando em que situagdes pode ser aplicada e qual propriedade pre-
serva. O objetivo € ajudar o leitor a perceber que existem diferentes médias para
diferentes contextos e que compreender suas caracteristicas € fundamental para
uma boa andlise de dados.

Além das defini¢Oes, o capitulo explora as desigualdades clédssicas entre
as médias, como H < G < A < (), com demonstragdes acessiveis e exemplos
praticos do cotidiano, como situagdes envolvendo areas, volumes e limites
de bagagens. As explicacdes sao fundamentadas em refer€ncias cldssicas da
matematica e em documentos oficiais da educagao basica, como os Parametros
Curriculares Nacionais (PCN), que reforcam a importancia de se trabalhar com
medidas de tendéncia central e dispersao para o desenvolvimento do pensamento

estatistico dos estudantes.

2.1 Introducao

A média € uma das ferramentas mais utilizadas na anélise de dados e to-
mada de decisoes. Presente em diversas areas do conhecimento — da Estatistica
a Economia, da Educagao as Ciéncias Sociais —, ela permite resumir um con-
junto de valores por meio de um tinico nimero representativo. Seja para avaliar o
desempenho de uma turma, calcular indices econdomicos ou compreender padroes
em grandes volumes de informacao, o conceito de média oferece uma maneira
simples e eficaz de interpretar a realidade. No entanto, entender seus diferentes
tipos, como a média aritmética, a ponderada e a geométrica, € fundamental para

aplicar corretamente essa ferramenta e evitar conclusdes equivocadas.



Definicao 2.1.1 (Média). Uma média é um valor representativo de um conjunto
de niimeros. Dizemos que um niimero real M é uma média de uma lista de
elementos x1, xo, . . ., x, numeros reais, se M for capaz de substituir cada um

desses niimeros sem alterar alguma caracteristica da lista dada.

Dependendo da caracteristica da lista de nimeros que seja preservada,
a média recebera uma nomenclatura diferente. A seguir, os quatro tipos mais

usuais de médias.

2.2 Meédia Aritmética

Definicao 2.2.1 (Média artimética). Dados n niimeros reais ri,To, ..., T,, d
média aritmética da lista dos n niimeros v, %o, ...,T, é o nimero real A
capaz de substituir cada termo da lista x1, xo, - - - , x,, Sem alterar a soma dos

elementos dessa lista, isto é,

stz =A+A+---+A=nA
n parcelas

0 que nos leva a conhecida formula para o cdlculo da média aritmética.

$1+$2+"‘+$n
o .

A=

2.3 Meédia Geométrica

De modo completamente andlogo, podemos definir a chamada média

geométrica de uma lista x1, xo, . .., x, € R. Vejamos:

Definicao 2.3.1 (Média geométrica). Dados n niimeros reais xi, T, ..., Xy, a
média geométrica da lista dos n niimeros 1, xs, ..., x, é o nimero real G
capaz de substituir cada termo da lista x1, o, . . . , x,, Sem alterar o produto dos
elementos dessa lista, isto é,

a9ty =G -G--G=G"

n fatores



o que nos leva a conhecida formula para o cdlculo da média Geométrica.

G: {L/xl'xQ"'xn-

Observacao 2.3.1. Note que, ao contrdrio da média aritmética, que sempre
existe para quaisquer nimeros reais, em R, a média geométrica nem sempre
existe em R. Por exemplo, se tomarmos uma lista com apenas dois niimeros
reais xt1 = —1 e x9 = 2, ndo existe um niimero real G tal que (—1) -2 =G - G,

isto é, G* = —2, visto que em R, sempre teremos G2 > 0.

2.4 Meédia Harmonica

Seguindo a mesma linha de raciocinio podemos definir a chamada média

harmonica de uma lista de ndmeros reais.

Definicao 2.4.1 (Média harmoénica). Dada uma lista de n niimeros reais ndo
nulos x1, s, - -+ , Ty, tais que m% + xi? + e+ t # (0, a média harmonica da
lista dos n niimeros x1, s, . .., T, é o numero real H capaz de substituir cada
membro da lista x1, xs, - - - , x,, Sem alterar a soma dos inversos elementos dessa

lista, isto é,

1+1+ +1_1+1+ +1_n
T, X9 r, H H H H’

7

—
n parcelas

0 que nos leva a conhecida formula para o cdlculo da média harmonica

n
1 1 1~

X n

2.5 Média Quadratica

Por fim, vamos definir a chamada média quadratica de uma lista de

numeros reais.

Definicao 2.5.1 (Média quadratica). Dados n niimeros reais x1,s, ..., Ty, d

média quadratica da lista dos n niimeros x1, 2o, ...,xT, é o niimero real ()



capaz de substituir cada membro da lista x4, s, . . . , T, sem alterar a soma dos

quadrados dos elementos dessa lista, isto é,

n parcelas

o que nos leva a conhecida formula para o cdlculo da média quadrdtica

2 2 2
Q_\/ n '

2.6 Desigualdades entre as médias

Nesta secdo, vamos abordar um tema que costuma ser pouco explorado
no ensino das médias, especialmente nos Ensinos Fundamental e Médio: as
chamadas Desigualdades das médias. Apesar de sua relevancia, esse conteudo
¢ frequentemente ignorado nos materiais didaticos e nas aulas de matematica.

Aqui, propomos uma apresentacao cuidadosa e acessivel do assunto.

Nosso objetivo é mostrar, passo a passo, como estabelecer as desigualda-
des classicas entre as médias aritmética, geométrica, harmonica e quadréitica.
Também incluiremos algumas aplicacdes praticas dessas desigualdades. Da-
remos atencao especial aos casos em que ocorre a igualdade entre as médias,
pois, em muitos problemas, esse detalhe € essencial para se encontrar solugoes

elegantes e bem fundamentadas.

Para iniciarmos, comecemos analisando o caso particular em que temos

apenas dois nimeros reais nao negativos a € b. Vejamos:

(\/_—\/1_9)220(:>a—2\/5-\/5—1—b20<:>\/a-b§a;b.

Além disso, note que a igualdade va - b = “T*b ocorre se, € somente se a = b.

Essa é a chamada desigualdade das médias aritmética e geométrica para dois

nimeros reais nao negativos.



Neste ponto, uma pergunta natural €: essa desigualdade pode ser estendida
para uma lista com uma maior quantidade de numeros reais positivos? A resposta
¢ sim! Na verdade mais que isso, ocorrem outras desigualdades conforme des-
creveremos logo a seguir. No caso de uma lista x1, xo, . . . , x;, de nimeros reais

estritamente positivos, as principais médias obedecem as seguintes desigualdades
H<SGLS<ALZQ.
Vamos justificar separadamente cada uma das desigualdades acima.

2.6.1 Desigualdade entre as Médias Aritmética e Geométrica

Teorema 2.6.1 (Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica.). Sejam

x1,To, ..., T, numeros reais positivos e n € N. Tem-se que:

T+ T2+ -+ 2y
\77‘%-1.1*2...$n§ - .

Ocorrendo a igualdade se, e somente se, v1 = x9 = -+ - = Ty,.

Para provar esse fato, estabeleceremos inicialmente um lema que sera a

chave da demonstragao.

Lema 2.6.1. Sejam x1, xo, . . . , x,, niimeros reais e positivos tais que x1-xs . .. T, =
1, entdo 1 + x9 + - -+ + x, > n, valendo a igualdade se, somente se, v1 =

Ty =T, = 1.
Demonstragdo.
Vamos utilizar indugao sobre n.
Para n=1,
Temos x; = 1 e portanto x1 > 1, o que torna o resultado verdadeiro.

Suponhamos que o resultado seja valido para n = k, ou seja,

X1 Toxp=1=>x1+22+ -+ 21 > k.



Agora vamos verificar que o resultado € valido paran = k£ + 1. De fato,
sejam x1, T3, . . . Tk, Tp11 NUMEros reais positivos tais que x1-xo -+ T Tpr1 = 1
Dois casos podem se apresentar:

Todos os nimeros i, To, . .., Tk, Tk SA0 iguais, ou seja, r1 = To -+ =
i = Tk+1. Como estamos supondo que x1 - x9 - - - Ty - T = 1 segue que neste
caso todos eles t€ém de ser iguais a 1, portanto x1 +xo+- - -+ + 511 = k+ 1.

O resultado vale, paran = k + 1.

Analisemos o caso em que nem todos 0s numeros sao iguais, ou seja, ha
entre os nimeros um deles que € menor que 1 e outro maior que 1, pois nao
podemos ter todos 0s nimeros menores que 1 nem todos os nimeros maiores que
1, visto que o produto de todos eles deve serigual a 1. Sem perda de generalidade,

podemos supor que 1 < 1 e que xgy; > 1.
Fazendo 71 - x;11 = b1, segue que:
X1 Xy T Tyl =1 =by - 29 2371, = 1.

Pela hipétese de inducao segue que by + o + - - - + . > k. Assim,

x1+x2+---+xk+xk+1:§1+x2+---+x;3—|—:c1—bl—l—:ck+1

>k

>k+x1 — b1 + T

Para finalizar devemos verificar que 1 — b + x5 > 1

De fato, lembrando que x; - x1 = b1, segue que:

T1— b1+ Tpp1 = T1 — T1 - Tpg1 + Thg1-
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Assim,

Ty — b1+ Ty = T1 — Ty Ty + Tpg
=o1(1 —2p1) + g — 1+ 1
= 21(1 — 2p41) — (1 — 2p41) + 1
— (=) (w1 — 1)+ 1.

Lembrando que
$1<1$(l’1—1)<0

= (1 — ,T]H_l)(ﬁlfl — 1) > 0.
Tpr1 > 1 = (1 — karl) < 0.

Desse modo,
T — b1 + Th+1 = (1 — Zl?k;+1)(£L'1 - 1) +1 Z 1.
Portanto,

x1+x2+"'+xk+xk+1:k+$1—b1+$k+1
= T1+ T+ T+ Thp
>k+1

que € exatamente o que queriamos demonstrar.

Com esse lema fica imediato demonstrar a desigualdade entre as médias

aritmética e geométrica de nimeros reais positivos, vejamos:

Seja G = {/x1 - T3~ Ty, entdo

1_G_c/x1-x2---xn_nx1 o T, T1 T9 xn_l
G G VG G G G G G
Como & - Z - % = 1, segue pelo resultado que demonstramos inicial-

mente que:
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r1 T T X1+ Lo+
—1+—2+"'+—nZn:>$1+$2+"'+$n2nG:>G§ 1 2 b
G G G n
{’/$1~$2'°~$n§x1+x2+-”+xn.
n
A igualdade ocorrendo se, € somente se,

I I9 Xn

_:_:.:_:1:>x =Ly = - = :G:A

G G G 1 2 n

2.6.2 Desigualdade entre as Médias Geométrica e Harmoénica

Teorema 2.6.2 (Desigualdade entre as Médias Geométrica e Harmonica.). Sejam

. . . . . 1 1 1
T1, T2, .. ., Tp NUMETOS Feals posuivos tais que - - + o + -+ o #0en > 1.
Entdo
n
n . o o

i e R A R R

T i) In
, A igualdade ocorrendo se, e somente se, t1 = o = - -+ = x,.
Demonstracdo. Consideremos os nimeros reais positivos xil, 3%2, - wi.Para

essa lista de n numeros reais positivos, aplicando a desigualdade entre as médias

aritmética e geométrica, segue que:

1 1 1 1 1 1
g1 1 1<x—1+x—2+"'+m—":> 1 <I—1+x—2+"'+a
T 9 Ty n /T XXy n
n < 0 H<G
T 1. LT sVarme = LG,
T xI9 In
com igualdade ocorrendo se, € somente se, zil = Iiz = ... = xi, isto €,

T =Ty ="+ =X, =

Observacao 2.6.1. Como jd haviamos demonstrado que G < A, segue que:

n T+ T2+ -+

1 1 1 S{L/xle'an ! 2 il

T n
1 Z2

Tn

= H<G<A.

Para completar as desigualdades entre as principais médias, vamos mos-

trar na proxima se¢do a desigualdade entre as médias aritmética e quadrdtica
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para numeros reais positivos.

2.6.3 Desigualdade entre as Médias Aritmética e Quadratica

Teorema 2.6.3 (Desigualdade entre as médias aritmética e quadratica.). Sejam

1,22, ..., T, nimeros reais positivos e n > 1. Tem-se que

x1+x2+---+xn<\/x%+x%+---+x§‘
n n '

A igualdade ocorrendo se, e somente se, v1 = 19 = -+ - = T,.

Demonstragdo.

Usando a seguinte identidade

Z (2; — n—le —2 Z 2.1

1<i<j<n 1<i<j<n

Concluimos que,

2 Z rix; < (n—1) zn:a:? (2.2)
i=1

1<i<j<n

Dado que o termo da esquerda em (2.1) é ndo negativo. Somando em
ambos os membros de (2.2) a quantidade >, 27 obtemos

2 Z :c:z:JJer <(n-1) Zx +Zx

1<i<j<n
Ou seja
n
2w
i=1
equivalente

n

isto &, (r1 + o + -+ + x,)? < n(x? + 23 + - - + 22). Dividindo essa
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desigualdade por n? e tomando a raiz quadrada, obtemos

x1+x2+---+xn<\/x%+x§+---+x%

n n

Além disso, perceba que a igualdade (2.2) ocorre se, e somente se,
Z (SUZ — l‘j)Q =0.
1<i<j<n

O que € verdade se, somente se, 1 = T9 = -+ = T,.

A seguir apresentamos uma demonstra¢do alternativa da relagdo de ordem

entre as médias aritmética e quadratica.

Demonstracdo. Sabemos que:
(.’L‘Z' — xj)Q > 0& 2.TEZ'$J' < .IZQ + $j2

Além disso,

n2
a]+tal 4 (@i a3) + oo+ (22 + a)

(x1+x2+---+xn)2 23 a4 22 + 2123 4 - A 20 12,
n

Portanto,

<

T+ Tot Ty, \/x%+x%+---+x%:>A§Q.

n n

A igualdade ocorrendo se, e somente se, 27,7, = xf + x?, o que € equiva-
lente a (z; — z;)* = O paratodo 1 < i,j < n.

Portanto a igualdade ocorre se, € somente se 1 = To = -+ = Xj,.
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Em sintese, se x1, x2, - - - , T, sa0 nimeros reais positivos, tem-se que :
H<G<A<Q,
com a igualdade ocorrendo se, € somente se x1 = To = -+ = Xj,. (]

A seguir apresentamos duas consequéncias imediatas da desigualdade
entre as médias aritmética e geométrica que sao de grande utilidade na resolucao

de muitas questoes, inclusive de caréter aplicado.

Proposicao 2.6.1. Sejam v, xo, . . ., x,, niimeros reais positivos tais que a sua
soma é constante, i.e., x1 + o + -+ + x, = S, para algum S € R, fixado.

Entdo o produto x| - x5 - - - x,, serd mdximo quando r1 = r9 = - -+ = Ty,

Demonstragdo.

De fato, usando desigualdade G < A, segue que:

\/1 2 n = n

Y

r1+xo+ -+, §
n

ou seja, T - T - Ty < (ﬁ)n

— \n
k

L. n ., . . L, 4. . L.
Portanto, o valor maximo (ﬁ) ¢ atingido, se e somente se as médias aritmética

e geométrica forem iguais, 0 que ocorre se, € somente se, T = g =+ = Tp,. B

Observacao 2.6.2. De modo completamente andlogo tem-se que a soma de n
nimeros reais positivos T, Ta, . . . , T, cujo produto € fixo, i.e., xt1-To - - - T, = P,
comp € R, é minima quando x1 = o = - - - = x,,.

De fato, pela desigualdade A > G, segue que:

x1+I2+"‘+In
n

> Wy xe - xy = VP =

T+ Ty + 42 > VP,

com a igualdade ocorrendo, se e somente se as médias aritmética e geométrica

forem iguais, o que ocorre se, e somente, se T = Ty = -+ = Ty

Exemplo 2.6.1. Mostre que entre todos os retdngulos de mesmo perimetro, o

que tem a maior drea é um quadrado.
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Solucao.
Sejam z e y a medida dos lados do retangulo, temos 2x + 2y = 2p (onde
2p € o perimetro), ou seja, r + y = p. A média aritmética de x e y é igual a £. A

area do retangulo é A = zy. Temos:

VA= ettt

Portanto, )

p
AL =—.
— 4

E a igualdade so6 € obtida quando x = y. Portanto, o retangulo de maior area € o

quadrado de lado £ que possui de drea %2. u

Exemplo 2.6.2. Mostre que, entre todos os retangulos de mesma drea, aquele

que possui o menor perimetro é um quadrado.

Solucdo. Se os lados do retangulo sdo x e y, temos xy = A (onde A € a medida

da drea do retdngulo). O perimetro do retangulo é 2p = 2(z + y).
210:2(9c+y):4-362ﬂ > 4./1y = 4VA.

Portanto,

2(z +y) > 4VA.

A igualdade ocorrendo se, e somente se, x = y. Portanto, o retingulo de menor

perimetro é o quadrado de perimetro 4v/A. n

Exemplo 2.6.3. Mostre que, entre todos os tridngulos de mesmo perimetro,

aquele que possui a maior drea é o equildtero.

Solucdo. Sejam x, y e z os lados do triangulo. Por Heron, a medida da 4rea do

triangulo € dada por:

S=vpp—z)(p—y)p—2)

Assim, para um triangulo de perimetro constante, a area € maxima quando

produto p(p — x)(p — y)(p — 2) é mdximo. Note que a soma (p —z) + (p —y) +
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(p—z) = 3p—2p = p é sempre constante. Logo, para que (p—z)(p—vy)(p— 2)
seja maximo deve-se ter (p —x) = (p —y) = (p — 2), ou seja, z = y = =z.
Portanto, dentre os tridangulos de mesmo perimetro, o equilatero € o de maior

area. n

Observacao 2.6.3. De modo andlogo ao que ocorreu com o retdngulo, também
pode-se demonstrar que entre todos os triangulos de mesma drea, o de menor

perimetro é o equildtero.

Geralmente, quando estudamos as desigualdades entre as médias (para
numeros reais positivos) nao damos a devida atengao para o fato de que as médias
sdo iguais se, € somente se, os dados sdo iguais. A seguir, mostraremos dois

exemplos onde propriedade € a principal peca para a solu¢ao do problema.

Exemplo 2.6.4. A figura ao lado repre-

senta um paralelepipedo retdngulo cujo

volume é de 216 m? e sua drea super-

ficial mede 216 m%.  Mostre que esse

paralelepipedo é um cubo. b

Solugdo. Sendo a, b, c as medidas das arestas do paralelepipedo, segue que:

abc = 216 abc = 216
=

2(ab + ac + bc) = 216 ab + ac + bc = 108

Calculando as médias aritmética e geométrica dos nimeros positivos ab, ac e bc,

obtemos
ab + ac + be 108

3 3
G =Vab-ac-bec = /(abc)? = ¥/(216)% = 3/(63)2 = V65 = 6> = 36.

Ora, como A = G, segue que
ab=ac=bc=a=0=c,

0 que nos permite concluir que um paralelepipedo de volume 216 m? e 4rea total
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216 m2 é um cubo de aresta 6 m. n

Exemplo 2.6.5. (Mathcounts-94) Numa fazenda hd uma cerca retangular que é
construida a partir de 60 m de tela (sem desperdicios), conforme ilustra a figura

abaixo

Essa cerca é subdividida internamente em trés regioes retangulares de mesma
drea (utilizando a mesma tela) que serdo utilizadas para abrigar os cavalos,
bois e porcos da fazenda. Utilizando toda a tela disponivel, qual é a maior drea

que pode ser cercada?

Solugdo.
Suponhamos que a cerca maior seja subdividida em trés retangulos meno-

res de dimensdes x e y, conforme ilustra a figura abaixo:

Y Y Y

Y Y Y

Nesse caso, 4x + 6y = 60. Por outro lado, a area total cercada é S = 3zy
Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, segue que

4 6 60
G§A:>\/4x-6y§%:7:30:>

900
4z - 6y < 900 = 3zy < = = 5 < 112,5m?

Diante do exposto, a maxima area que pode ser cercada com os 60 m de tela
disponiveis é 112, 5 m?.

Além disso, note que essa area € atingida quando 4z = 6y = y = %x Como
dx + 6y = 60, segue que x = 7,5m e y = Hm sdo as dimensdes de cada um

dos currais. n
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Exemplo 2.6.6. A figura abaixo traz informagoes a respeito das dimensoes
mdximas das bagagens despachadas que os passageiros podem transportar

durante suas viagens aéreas, segundo as regras da ANAC.

\ - Dimensdes e peso permitidos por mala:

PESO PERMITIDO TAMANHO PERMITIDO

é S% g‘/ﬁ 158 cm lineares
kg (Comprimento + largura + altura)

Altura

RS
Comprimento \‘\.:'/L'A
argura

Respeitando-se essas regras, Admitindo-se que a bagagem tem a forma de um
bloco retangular (paralelepipedo retangulo) qual o volume mdximo admitido

para uma bagagem que pode ser despachada?

Solugcdo. Suponhamos que o paralelepipedo retangulo que representa a bagagem

tenha dimensdes a, b e ¢, conforme ilustra a figura a seguir:

a

Nesse caso, a + b+ ¢ = 158 e v = abc é o seu volume. Comoa > 0,b > 0e

¢ > 0 podemos aplicar a desigualdades médias,

a+b+c 1,58

G < A= Vabe < ~0,52m = abc < (0,52)° = v < 0,14 m?,

3 3
o que revela que o volume maximo que poderia ser transportado seguindo as
regras da ANAC seria de 0, 14 m?, o que ocorreria quando @ = b = ¢ = 1;—8 cm.
u

Exemplo 2.6.7.
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Entre todos os cilindros circula-

res retos de volume constante V', verifi- .
que que o de menor drea superficial é N

o cilindro equildtero, ou seja, é aquele h

que cumpre a relacdo h = 2r (a sua

altura é igual ao diadmetro da base) -~

Solucao.
O volume e a area superficial do AT
cilindro circular reto de altura 5 e raio 4 \ﬂ

da base r sao

V =nr?h h=-2L h

mre

=
S = 27rh + 27r? S = 2nrh + 27

Area 2(#r?) Area 2mr)h

Dessa forma,

S =27rh + 27r?

v
=21r—s5 + 271>
r

2V
=277r% 4+ —

r

vV v
=21r% + — + —

r r

Ora, como o produto 2772 - % : % = 27V/? ¢ constante, segue que a soma
S =2mr? + % + % sera minima quando as trés parcelas sao iguais, ou seja,
5/ V

omrt = — =1 =4 —.
r 21
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Mas ocorre que

2 7T<3 V>2 27

21

ou seja, o cilindro reto de menor area que comporta 0 mesmo volume € o cilindro
equilatero, noutras palavras, aquele em que a altura € igual ao didmetro da base.



3 Outras médias e medidas importantes

O terceiro capitulo da dissertagdo amplia o estudo das médias matematicas,
explorando conceitos que vao além das médias classicas. O texto comegca com
a apresentacao da média movel, explicando sua utilidade em séries temporais e
sua aplicacdo em areas como meteorologia, saude e financas. Em seguida, sdo
abordadas outras medidas de tendéncia central como a mediana e a moda, além
de medidas de dispersdao como a amplitude, desvio médio, variancia e desvio
padrdo. A organizacdo segue uma logica clara e didatica, intercalando defini¢Oes
formais, explicacoes acessiveis e exemplos contextualizados, muitos dos quais
extraidos de situagdes reais, como pandemia, mercado de agdes e previsao de

demanda.

O capitulo também traz reflexdes sobre a importancia do ensino desses
conceitos desde as etapas iniciais da formacado escolar, destacando como o
contato precoce com nocoes estatisticas e financeiras pode contribuir para o
desenvolvimento de habilidades uteis na vida pessoal e profissional. As principais
referéncias utilizadas incluem os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e
autores da Educagao Matematica e Estatistica Aplicada. Além disso, o capitulo se
destaca pela preocupacao em conectar teoria e pratica, oferecendo um conteido

acessivel e relevante tanto para professores quanto para estudantes.

3.1 A média movel

Chamamos de série temporal, uma sequéncia de dados coletados ao longo
do tempo, geralmente em intervalos regulares — como dias, meses, anos, segun-

dos, etc. Por exemplo,

* Temperatura registrada diariamente em uma cidade.

21
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* Nimero de vendas mensais de uma loja.
* Cotacdo de uma acao na bolsa a cada minuto.

* Casos diarios de uma doenca.

para ilustrar de modo mais preciso, apresentamos o exemplo a seguir:

Exemplo 3.1.1. Abaixo temos uma série temporal que mostra a variacdo da

temperatura média em uma cidade durante 10 dias consecutivos.

Temperatura Média Didria
35

30 | |

25 :

20 :

Temperatura (°C)

1 5 | | | | | | | | | |

——Temperatura

Como podemos ver, a série apresenta uma tendéncia de aumento até o dia
8, seguida de uma leve queda. Esse tipo de andlise pode ser iitil, por exemplo,

para prever picos de calor ou orientar decisoes relacionadas ao clima.

A média movel € uma técnica estatistica utilizada para mensurar flutuagoes
em sé€ries temporais, facilitando a identificacdo de tendéncias ao longo do tempo.
Ela é chamada de “mo&vel” porque € calculada repetidamente ao longo da série,
utilizando subconjuntos (janelas) de dados consecutivos.

Existem diferentes tipos de médias modveis, como a simples, a ponderada
e a exponencial. A mais comum, a média movel simples, é calculada somando

os valores dentro da janela e dividindo pelo nimero de elementos dessa janela.

Definicao 3.1.1 (Média movel simples). Para uma série de dados x1, xo, . . ., T,

e uma janela de tamanho k, a média movel simples no tempo t é:
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MM, =

S| =

t
> @
i=t—k+1

A média movel € amplamente utilizada em diversas dreas, como finangas,
economia, meteorologia e satde publica. Sua principal funcao € destacar padroes
relevantes em dados que variam com o tempo. A seguir, apresentaremos alguns

exemplos para ilustrar a importancia desse conceito, assim como fixa-lo.

Exemplo 3.1.2 (Andlise de Acoes na Bolsa de Valores). Na andlise técnica do
mercado financeiro, a média movel é usada para prever movimentos de precos de
acoes. Por exemplo, um analista pode comparar a média movel de 20 dias com
a de 50 dias para identificar melhores momentos de compra ou venda. Quando
a média de curto prazo cruza acima da de longo prazo, pode ser um sinal de
alta; o oposto pode indicar queda. Essa técnica ajuda investidores a tomarem
decisoes melhor fundamentadas, reduzindo o impacto de variacoes didrias, que

costumam ser bastante voldteis.

Exemplo 3.1.3 (Monitoramento da Pandemia de COVID-19). Durante a pande-
mia, a média movel de 7 dias foi amplamente utilizada para monitorar o niimero
de casos e mortes por COVID-19. Como os dados didrios frequentemente apre-
sentavam oscilagoes (devido a atrasos de notificacdo ou subnotificacoes nos fins
de semana), a média movel oferecua uma visdo mais clara da tendéncia real da
doenca em determinada regido.

Essa abordagem possibilitou que autoridades de satide a tomarem decisoes
baseadas em dados mais confidveis, como intensificar medidas de isolamento ou

liberar recursos para hospitais.

A média mdvel € uma ferramenta simples, mas poderosa, para analise de
dados temporais. Seu uso permite interpretar informacdes de forma mais precisa,
destacando tendéncias e padroes que seriam dificeis de perceber em dados brutos.
Em tempos de grandes volumes de informag¢@o, como em crises sanitdrias ou no
mercado financeiro, ela se torna essencial para uma boa tomada de decisao.

A seguir, com o intuito de ilustar de maneira mais clara a aplicac¢ao deste

importante conceito, mostramos duas questdes interessantes sobre o tema.
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Exemplo 3.1.4 (IMPARH - 2021 - Prefeitura de Fortaleza - CE). Durante a
pandemia da COVID-19, muito se tem falado sobre o conceito de médias moveis.
Esse conceito também é amplamente utilizado no estudo de grdficos de precos de
ativos no mercado financeiro. O propdosito da média movel é suavizar o grdfico
a fim de melhor visualizar tendéncias de longo prazo, ignorando oscilacoes
de curto prazo, jd que estas sdo, muitas vezes, causadas por instabilidades
momentdneas ou pela irregularidade na coleta dos dados. Hd vdrios tipos de
médias moveis, entre elas a simples, a cumulativa e a exponencial. Para exempli-
ficar, veja o grdfico com valores ficticios de um ativo financeiro e, em seguida, o
grdfico das médias moveis desse ativo com periodo de 04 dias. Veja que a média
movel simples, de um ativo financeiro, com periodo 04 (quatro), é calculada em
cada data, tomando-se a média aritmética dos valores do ativo em quatro dias
consecutivos, sendo o iltimo dia do periodo igual a data desejada. Com base
nos dados das tabelas abaixo referentes ao mesmo ativo ficticio, calcule o valor

da média movel com periodo 04 referente ao dia 24.
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Valores do ativo ao longo de 30 dias 9

Média Mével Simples com periodo de 04 dias

Reais
[+}

Dia 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | I5
Valor (R$) | 11,00 | 9,00 | 10,00 | 7,00 | 8,00 | 8,00 | 7,00 | 6,50 | 5,50 | 6,50 | 5,50 | 4,50 | 4,00 | 3,50 | 2,00

Dia 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
Valor (R$) | 3,50 | 2,00 | 3,50 | 2,00 | 4,50 | 6,00 | 6,50 | 5,50 | 5,00 | 6,00 | 5,00 | 3,50 | 2,50 | 3,50 | 2,50

(a) 5,00

(b) 5,50
(¢) 5,75

(d) 6,00

Solucdo. Inicialmente, perceba que sdo 4 valores referentes ao dia 24. Assim,
vamos localizar os valores correspondentes aos dias 21, 22, 23 e 24, que sdo,
respectivamente, 6; 6,5; 5,5 e 5. Desse modo, vamos calcular a média como

sugere a questao:

MM4 — 6+6,5Z5,5+5 — % — 5’75

0 que nos permite concluir que a resposta correta € a Alternativa (C). u

A seguir mostramos alguns exemplos interessantes para fixar as ideias apresentagao

nesta se¢ao.

Exemplo 3.1.5 (Enade — 2017 — Engenharia de Produ¢ao). Um dos métodos
utilizados para previsdo de demanda é a média moével ponderada; em que se

considera a influéncia da demanda real dos meses anteriores. Considere que uma
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empresa de embalagens pretenda utilizar esse método para definir a previsdo
de demanda para novembro de 2017. Verificou-se que a influéncia dos ultimos
meses, nesse ano, é de 50%; 30% e 20%, do més anterior mais préximo até os
meses mais distantes, e que a correspondente demanda real; em toneladas, foi a

seguinte:
* julho: 75;
* agosto: 125;
e setembro: 175;

e outubro: 225.

Com base nesses dados, qual a previsdo de demanda; em toneladas, para

o0 més de novembro de 2017?
(a) 175
(b) 275
() 190
(d) 160
(e) 150
Solucdo. De acordo com o enunciado, a previsao que queremos determinar € a

do més de novembro. Ressaltamos aqui a importancia de uma leitura atenta do

comando da questao:

“Verificou-se que a influéncia dos ultimos meses, nesse ano, é de
50%; 30% e 20%, do més anterior mais proximo até os meses mais

distantes...”

Desse modo, temos que:
* 50% é correspondente ao més de outubro;

» 30% é correspondente ao més de setembro;
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* 20% é correspondente ao més de agosto.

Vamos chamar de P a previsdao de demanda de novembro, e Dy, Dy e D3
as demandas de outubro, setembro e agosto, respectivamente. Assim, de acordo

com o enunciado do problema, temos que:

P =D, - 50% + D5 - 30% + Ds - 20%
—=225-0,5+ 175 - 0,34 125 - 0,2
—=112,5 + 52,5 + 25
~190.

0 que nos permite concluir que a resposta correta é a Alternativa (D.

Exemplo 3.1.6 (Questao 1 Unicamp 2021 - 2¢ fase - dia 2). Durante a pandemia
de Covid-19, a imprensa tem utilizado a “média movel” para divulgar a evolugdo
do niimero de casos notificados da doenga. Para calcular a média mével do
dia d com respeito aos ultimos k dias, somamos o niimero de casos do dia d
com o numero de casos registrados nos k — 1 dias anteriores e dividimos por
k. Na tabela abaixo, indicamos, para uma dada cidade, a quantidade de casos
notificados em cada dia de um determinado més, e também a média movel de
cada dia com respeito aos tltimos 4 dias. Alguns dados foram perdidos, e ndo

constam na tabela.

Dia do més 112134 |5]6|7|8|9 ‘ 1011121314 \15|16|17 181920 |21
Casos notificados | 16 | 18 | 22 |24 |24 | 26 | 22 32 2813230 3028128126 |22|20|20
Média movel 2012212224 |24 ‘ 2831132 3030|3029 26|24 |22

Analisando a tabela, calcule
(a) a média mével do dia 18;
(b) a quantidade de casos notificados nos dias 8, 10 e 11.
Solugdo. O enunciado nos diz que, para calcular a média mével do dia 18 (com

respeito aos ultimos 4 dias), devemos somar o numero de casos dos dias 15, 16,

17 e 18 e depois dividi-lo por 4:
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30+ 28 +28+26 112
4 4
Logo, a média movel do dia 18 € 28.

= 28

Sejam z, y € z o nimero de casos notificados nos dias 8, 10 e 11, respectivamente.
Note que os valores de média mével conhecidos, envolvendo estes dias,

sao os valores de média movel dos dias:

* 10: cuja média comega a ser contabilizada no dia 7 e € dada por

24+x+32+y

28
4

* 11: cuja média comega a ser contabilizada no dia 8 e € dada por

r+32+y+=z

=31
4

* 12: cuja média comega a ser contabilizada no dia 9 e € dada por

32+y+z+28

32
4

Desta maneira, podemos construir o seguinte sistema linear:

(224+2x+32+y

28
%4 x+y =58
T Z:ryJFZ:Qﬂ < r+y+2z=92
R24y+2+28 y+z=068
\ 4 -

Subtraindo a primeira equagao da segunda, temos:

z2=92—-58 =34

Subtraindo na terceira, temos:

y+34 =68 <<— y=34

Substituindo na primeira, temos:
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r+34 =58 <«—= x=24

Ou seja, quantidade de casos nos dias 8, 10 e 11 sdo, respectivamente: 24,
34 e 34. (]

Exemplo 3.1.7 (FUNDEP (Gestao de Concursos) - 2021 - CBM-MG). A tabela
a seguir mostra os dados relativos ao niimero de mortes por Covid-19, na cidade
de Sdo Paulo, no periodo de 27 de junho a 15 de julho de 2020.

MORTES POR COVID-19
Data Mortes (nas ultimas 24h)
27/06/2020 25
28/06/2020 37
29/06/2020 141
30/06/2020 204
01/07/2020 91
02/07/2020 67
03/07/2020 43
04/07/2020 46
05/07/2020 34
06/07/2020 131
07/07/2020 150
08/07/2020 98
09/07/2020 85
10/07/2020 74
11/07/2020 42
12/07/2020 30
13/07/2020 225
14/07/2020 131
15/07/2020 131

Disponivel em: https://camaraptsp.org.br/prefeitura—\
maquia—-dados—de—-obitos—por—-covid-19/. Acessoem: 21 ago. 2020
(Adaptacado).

A média movel é um indicador que auxilia na observacdo das variacoes do
niimero de mortes causadas pelo novo coronavirus. Para calcular a média mével

em um determinado dia, soma-se o nuimero de mortes desse dia aos niimeros dos


https://camaraptsp.org.br/prefeitura-\ maquia-dados-de-obitos-por-covid-19/
https://camaraptsp.org.br/prefeitura-\ maquia-dados-de-obitos-por-covid-19/
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6 dias anteriores e divide-se o resultado por 7. No dia 03 de julho, por exemplo,
a média movel do niimero de mortes foi, aproximadamente, 87. De acordo com

essa tabela, a média movel do niimero de mortes no dia 06 de julho de 2020 foi
de

(d) 103

Solugdo.  Apés uma boa leitura do problema, percebemos que se trata de
um problema relativamente tranquilo, pois 0 mesmo traz consigo a defini¢ao
bem clara da média mével pedida. Assim, chamando de M Mg a média movel
referente ao dia 06/07/2020, temos:

2044+ 91+67+43+46+ 34+ 131 616
n 7 T

M,,(6) — 88

Assim, de acordo com a tabela dada no problema, a média mével € de 88
mortes causadas pelo coronavirus.
Alternativa (B)

3.2 Medidas de Tendéncia Central

Nesta secdo, apresentaremos a Média, mediana e moda como medidas
de tendéncia central que constituem instrumentos fundamentais da estatistica
descritiva. Elas permitem sintetizar um conjunto de dados por meio de valores
representativos.

Embora a média aritmética costume receber maior €nfase nos estudos intro-
dutdrios, a mediana e a moda assumem fungdes analiticas igualmente relevantes,
especialmente quando se busca uma interpretagao mais critica e contextualizada

das informacdes. De acordo com [6]
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“E importante ressaltar que, em algumas situacdes, a presenca de um
valor muito maior ou muito menor do que os demais fazem com que a

média aritmética ndo consiga tragar o perfil correto do grupo.”

3.2.1 A Mediana

A mediana é o valor que separa a metade superior da metade inferior
dos dados. Ela € resistente a valores extremos, sendo apropriada quando a
distribui¢cdo € assimétrica ou ha distor¢des (outliers).

Para uma sequéncia de nimeros ordenados:
* Se a quantidade de elementos é impar, a mediana € o termo central.
* Se € par, a mediana é a média dos dois termos centrais.

Exemplo 3.2.1. Valores pagos em contas de dgua pela pousada Descanse Bem

no primeiro semestre:

Meés Valor (R$)
Janeiro 562,33
Fevereiro 350,12
Marco 56,17
Abril 42,50
Maio 40,43
Junho 46,45

Média aritmética: R$183, 00.
Como os valores de janeiro e fevereiro sdo muito altos, a média é distorcida. A

mediana, portanto, é mais representativa. Ordenando:

40,43; 42,50, 46,45 56,17, 350,12: 562,33

Sendo quantidade par, a mediana é a média entre os dois centrais:

!'Outlier é um termo em inglés que, em estatistica, se refere a valores que se desviam significativamente dos
demais. Em portugués, os termos mais préximos sdo valores discrepantes ou valores atipicos.
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46,45 + 56,17
2

Mediana =

= 51,31

3.2.2 A Moda

A moda representa o(s) valor(es) mais frequente(s) de um conjunto.
Exemplo 1: O conjunto {0, 0, 1, 1, 1, 2,2, 3,4} tem moda 1.

Exemplo 2: Em uma pesquisa sobre tipo sanguineo com 20 pessoas:
* O: 7 pessoas
* A: 5 pessoas
* AB: 4 pessoas

* B: 4 pessoas

A moda € o tipo sanguineo O.

3.3 Medidas de Dispersao

As medidas de dispersao indicam como os dados se distribuem em torno

da média.

3.3.1 A Amplitude

Diferenca entre o maior € 0 menor valor de um conjunto.
Exemplo 3.3.1.  * Lista0l: {7, 9,9, 9, 10, 10} — Amplitude: 10 — 7 =3

 Lista 02: {6, 7,8, 10, 11, 12} — Amplitude: 12 — 6 = 6

3.3.2 Desvio Médio

E a média dos valores absolutos dos desvios em relacdo a média.

« Lista 01: Média = 9 — D,, = T30 920091 _ ) 57

* Lista 02: Média = 9 — D,, = ST IHO9F 911279 _ o
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3.3.3 A Variancia e Desvio Padrao

A Variancia

Variancia € a média aritmética dos quadrados dos desvios. Indicamos a

variancia por V ou o

2 (21 = X+ (22— X+ + (2 — X)® _ Po(wi — X)°

O Desvio Padrao
Desvio padrao € a raiz quadrada da variancia. Indicamos o desvio padrao

por D ou o:

o \/Z(%’—X)Z

n
Exemplo 3.3.2 (Questao retirada do livro Fundamentos de Matemdtica Ele-
mentar — Volume 11: Matemdtica comercial, matemdtica financeira, estatistica
descritiva). Em certo pais, o governo financia um programa de assisténcia
as familias de baixa renda. Cada familia recebe, de cinco em cinco sema-
nas, a quantia de 100 UM (unidades monetdrias) para comprar produtos de
alimentagdo em estabelecimentos conveniados.

O coordenador desse projeto selecionou, em uma pequena cidade, quatro

familias e acompanhou a distribuicdo dos gastos semana a semana:

1“sem. 2“sem. 3“sem. 4“sem. 5%sem.| Total
Familial 20UM 20UM 20UM 20UM 20UM | 100 UM
Familiall 20UM 24UM 20UM 16 UM 20 UM | 100 UM
Familialll 12UM 28UM 24UM 20UM 16 UM | 100 UM
FamilialV 36 UM 32UM 20UM S8UM 4 UM | 100UM

Observacao 3.3.1. Visualmente é perceptivel que as familias fazem uma administracdo

diferente do valor recebido. Vejamos:

» Familia I — mantém seu gasto uniformemente em 20 UM — D,,, = 0

e Familia Il — varia entre 16 e 24 UM — D,,, = 8§
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e Familia IIl — varia entre 12 ¢e 28§ UM — D,,, = 16

e Familia IV — varia entre 4 ¢ 36 UM — D,,, = 32
Calculo da Variancia (média semanal = 20 UM)

e Familia I

» (20 —20)% + (20 — 20)* + (20 — 20)* + (20 — 20)* + (20 — 20)*

- 0
’ 5

e Familia Il
5 (20— 20)2 + (24 — 20)2 + (20 — 20)2 + (16 — 20)2 + (20 — 2())2

O' _—
5)
16416
5

= 6,4 UM?

e Familia III

Or2_(12—20)2+(28—20)2+(24—20)2+(2()—2())2+(16—2())2
B 5
446441 1
_64+6 +56+0+ 6 _ 20 um2

e Familia IV

2 (36 —20)% + (32 — 20)* + (20 — 20)* + (8 — 20)* + (4 — 20)*
- 5
256 + 144 + 0 4 144 + 256
_20 T AT - TRT S0 60 UM

Calculo do Desvio Padrao

— Familial = 62 =0= 0 =0UM

— FamiliaIl — 0% = 6,4 UM? = ¢ ~ 2,53 UM

— Familia Ill — 02 = 32 UM? = ¢ ~ 5,66 UM

— Familia IV — 0% = 160 UM? = ¢ ~ 12,65 UM
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3.4 Outros indices importantes

Apresentamos uma reflexdo sobre a relevancia do ensino de conceitos
estatisticos e financeiros na formacao escolar. Essa secao foi organizada
em oito topicos que abordam desde a importancia do contato precoce com
esses conteudos até aplica¢des praticas no cotidiano, como o funcionamento
do mercado de agdes e os critérios utilizados na analise de investimentos.
Inicialmente, discuto como o conhecimento estatistico e financeiro pode
contribuir para o desenvolvimento de habilidades essenciais a vida pessoal
e profissional. Em seguida, abordo questdes como o que sdo agdes, como
uma empresa ingressa na bolsa de valores e quais as vantagens desse
processo. Finalizo com uma introdugdo a parametros utilizados para avaliar
acoes, como o Dividend Yield, o indice Pre¢co/Lucro (P/L), o Preco/Valor
Patrimonial (P/VP) e o ROE (Return on Equity).

3.4.1 A Importancia do Contato Precoce com Conceitos Estatisticos e

Financeiros

A formagao de uma base solida de conhecimento em conceitos
estatisticos e financeiros desde cedo tem se mostrado essencial para a
formacdo de cidaddos mais preparados para tomar decisoes informadas,
tanto no ambito pessoal quanto profissional. Cada vez mais, o mercado de
trabalho exige habilidades que envolvem o entendimento de dados, tomada
de decisoes baseadas em probabilidades e, especialmente, a capacidade de

compreender questoes financeiras.

3.4.2 A Importancia dos Conceitos Estatisticos

A estatistica € uma drea que lida com a coleta, andlise e interpretagao
de dados. Desde cedo, é fundamental que os estudantes tenham contato
com esses conceitos, pois eles ajudam a entender padrdes, tendéncias e
probabilidades, aspectos que estdo presentes em nosso cotidiano. Exemplos

simples como andlise de resultados de pesquisas, graficos de desempenho de
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um time de futebol ou até mesmo a previsao do tempo sdo frequentemente

usados para introduzir as ideias basicas da estatistica.

O estudo da estatistica permite que os alunos desenvolvam habilidades
analiticas essenciais, como pensamento critico e resolu¢ao de problemas.
Saber interpretar dados corretamente, entender a relevancia de diferentes
tipos de média (média, mediana e moda) e compreender a importancia da
variabilidade (como o desvio padrao) sdo habilidades que, se dominadas
de maneira pratica, podem ser uteis em diversos aspectos da vida. Além
disso, esses conceitos sao frequentemente utilizados em outras disciplinas

académicas, como ciéncias, economia e até em projetos interdisciplinares.

Ao analisar os dados sobre o numero de acidentes de transito em
diferentes cidades, por exemplo os estudantes podem aprender a calcular
a média e a variabilidade, além de perceber como esses dados podem
influenciar decisoes publicas sobre seguranca. Esse tipo de exercicio mostra,
desde cedo, como a estatistica € uma ferramenta poderosa para entender o

mundo ao nosso redor.

3.4.3 A Importancia dos Conceitos Financeiros

O ensino de conceitos financeiros na Educacdo Basica pode ser de-
cisivo para que os jovens desenvolvam uma relacdo mais saudavel com
o dinheiro. No entanto, muitos estudantes deixam a escola sem o conhe-
cimento necessario para administrar suas finangas pessoais, o que pode
levar a decisOes financeiras equivocadas ao longo da vida. Conceitos de
or¢camento, investimentos, poupanca, juros compostos, rendimento e risco
sao fundamentais para uma vida financeira equilibrada e para o desenvolvi-

mento de uma mentalidade empreendedora.

Quando uma pessoa aprende como calcular o dividend yield de uma
acao ou como interpretar o indice de preco/lucro (P/E), ela comeca a en-

tender como avaliar uma empresa no mercado financeiro. Isso nao apenas
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pode abrir portas para o desenvolvimento de habilidades de investimento
mais vantajosas, além de proporcionar uma compreensao mais profunda do

funcionamento da economia e dos mercados financeiros.

3.4.4 Desenvolvimento de Habilidades para a Vida Profissional e Pes-

soal

O dominio de conceitos estatisticos e financeiros desde cedo prepara
os estudantes para enfrentar um mundo cada vez mais orientado por dados
e financeiramente complexo. Essas competéncias sdo fundamentais nao
apenas para o exercicio de diversas profissdoes — especialmente nas areas
de tecnologia, economia e ciéncia de dados, que exigem a capacidade de
lidar com grandes volumes de informagdes e realizar analises financeiras
—, mas também para a vida pessoal.

O contato precoce com esses temas contribui para a redugao da desigual-
dade econdmica, uma vez que muitos jovens de classes sociais menos
favorecidas nao t€m acesso a educagao financeira em seus lares. Ensinar
essas habilidades nas escolas pode nivelar oportunidades e proporcionar a
todos os estudantes as ferramentas necessarias para tomar decisdes mais

conscientes, inteligentes e seguras sobre seu futuro financeiro.

Ao aprenderem a calcular o risco de diferentes investimentos ou a
entender o impacto de juros compostos, os estudantes sao mais propensos a
tomar decisdes de poupanca e investimento que favoregcam seu crescimento
financeiro no longo prazo. Além disso, o dominio desse conhecimento
tende a promover o desenvolvimento da disciplina financeira, permitindo
que os alunos se sintam mais confiantes em sua capacidade de gerenciar

seu dinheiro no futuro.

3.4.5 A Importancia dessas ideias na Formacao Escolar

Integrar conceitos estatisticos e financeiros de maneira estruturada e

pratica no curriculo escolar contribui para a formacao de uma geracao mais
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preparada para as exigéncias do mercado de trabalho e para os desafios do
cotidiano. Ao incorporar essas disciplinas em atividades do dia a dia, como
projetos e simulacoes financeiras, as escolas podem ajudar os estudantes a
desenvolver habilidades que vao além da simples memorizacao de conceitos

e formulas.

Simulac¢des de investimentos em um mercado ficticio, onde os alunos
possam investir em agdes € observar a evolucdo de seus investimentos,
podem ensinar de forma divertida e pratica os conceitos de risco, rendi-
mento e gestao de portfolio. Essas atividades tornam o aprendizado mais

interessante e aplicavel a realidade.

Portanto, o contato com conceitos estatisticos e financeiros desde cedo
€ crucial para a formacgao de cidadaos mais conscientes e preparados para
tomar decisoes informadas. Além de ajudar a melhorar a compreensao do
mundo, esse conhecimento também pode ser um diferencial significativo na
atuacdo no mercado de trabalho e na vida cotidiana. Quando investimos no
ensino desses conceitos na formagdo escolar, estamos preparando os alunos
nao apenas para serem consumidores mais criticos, mas também cidadaos

mais responsaveis e empreendedores no futuro.

3.4.6 O que sao acoes de uma empresa?

Ac¢oes sdo pequenas partes do capital social de uma empresa. Quando
uma empresa decide “abrir capital”, ela passa a vender essas partes ao
publico, transformando-se em uma empresa de capital aberto. Quem com-
pra uma ac¢do se torna acionista, ou seja, socio da empresa, com direito
a participar dos lucros (na forma de dividendos) e, em alguns casos, das

decisdes da companhia (por meio de votos em assembleias).

3.4.7 Como uma empresa entra na bolsa de valores?

Para uma empresa entrar na bolsa de valores, ela precisa passar por um

processo chamado oferta publica inicial (em inglés, IPO — Initial Public
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Offering). Esse processo geralmente envolve os seguintes passos:

1. Planejamento interno e auditorias financeiras: a empresa precisa

demonstrar transparéncia e solidez.

2. Contratacao de bancos e assessores financeiros: eles ajudam a

avaliar o valor da empresa e organizar a oferta.

3. Registro na CVM (Comissao de Valores Mobiliarios): 6rgiao que

regula o mercado de capitais no Brasil.

4. Divulgacao de informacoes ao mercado: a empresa publica um

prospecto com dados financeiros, riscos e estratégias.

5. Lancamento das acoes na bolsa: apds aprovagao, as acoes sao nego-

ciadas no mercado, por exemplo na B3 (a bolsa de valores brasileira).

3.4.8 Quais sao as vantagens para uma empresa ao entrar na bolsa?
As principais vantagens de abrir capital sao:

— Captacao de recursos: a venda de acdes permite a empresa levantar

grandes quantias de dinheiro sem recorrer a empréstimos.

— Expansao dos negdcios: com o capital obtido, a empresa pode investir

em crescimento, aquisi¢oes, tecnologia, etc.

— Aumento de visibilidade e credibilidade: estar listada em bolsa

reforca a imagem da empresa perante investidores, clientes e parceiros.

— Liquidez para os sdcios: os fundadores e investidores iniciais podem

vender suas agoes e realizar lucros.

— Atracao de talentos: empresas listadas muitas vezes oferecem agdes

como parte da remuneragdo de executivos.

Em resumo, ao vender acdes na bolsa, a empresa consegue financiar
seu crescimento com o apoio de milhares de investidores, compartilhando
seus resultados com o mercado. Por outro lado, ela precisa seguir regras

mais rigidas de transparéncia e governanga corporativa.
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Os indices de avaliagao da bolsa de valores sdao indicadores funda-
mentais para acompanhar o desempenho de determinados grupos de agdes,
setores econdmicos ou do mercado aciondrio como um todo. Eles fun-
cionam como termOmetros que sinalizam o comportamento médio dos
precos dos ativos, sendo amplamente utilizados por investidores, analis-
tas e institui¢des financeiras na tomada de decisdes de investimento € na

avaliacao cendrios econdomicos.

Cada indice possui uma metodologia propria de célculo € um conjunto
especifico de ativos que o compdem, podendo refletir desde o desempenho
das acOes mais negociadas até empresas de um setor especifico, como

energia ou tecnologia.

3.5 Alguns parametros para avaliar boas acoes

Para avaliar se uma ac¢do esta cara ou barata, se uma empresa € lucra-
tiva ou endividada, ou se vale a pena investir nela visando dividendos, os
investidores utilizam diversos indicadores fundamentais. Esses indices au-
xiliam na andlise de empresas listadas na bolsa de valores e sio amplamente

utilizados por analistas e investidores de perfil fundamentalista.

3.5.1 Dividend Yield (DY)

O Dividend Yield representa o percentual de retorno que o investidor

recebe em forma de dividendos, em relagdo ao preco da agao.

DY — Dividendos por acao

x 100
Preco da acdo

Se uma agdo custa R$ 20,00 e paga R$ 2,00 de dividendos por ano:

DY = 2 x 100 = 10%
~ 20 e
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3.5.2 Preco/Lucro (P/L)

O indice P/LL mostra quantos anos seriam necessarios para o inves-
tidor recuperar seu capital investido com os lucros gerados pela empresa,

assumindo lucro constante.

PIL — Preco da acdo

Lucro por acdo

Se a acdo custa R$ 50,00 e o lucro por acdo é R$ 5,00:

50
PL=— =10
o

3.5.3 Preco/Valor Patrimonial (P/VP)

O P/VP compara o preco de mercado da acdo com o valor patrimonial
por acao. Um valor inferior a 1 pode indicar que a acao esta sendo negociada

abaixo de seu valor contabil.

Preco da acdo

P/VP = . . =
Valor patrimonial por acao

3.5.4 ROE (Return on Equity)

O ROE mede a rentabilidade da empresa sobre o patrimonio liquido

dos acionistas.

ROE — Lucro liquido

100
Patrimonio liquido %

Uma empresa com lucro liquido de R$ 100 milhdes e patrimonio
liquido de R$ 500 milhdes:

100
ROE=— x100=2
=00 x 100 0%
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Esses indices constituem, em verdade uma pequena amostra de uma
enorme colecao de indices utilizados no mercado financeiro para balizar a

real valorizacdo ou desvalorizagdo das acoes de uma dada empresa.



4 Uma proposta para sala de aula!

4.1 Introducao

A Estatistica, especialmente por meio do estudo de médias e me-
didas estatisticas, ¢ uma ferramenta fundamental para a compreensdo do
mundo atual. Em tempos de abundancia de dados, saber interpretar e or-
ganizar informacoes se tornou uma habilidade essencial para o exercicio
pleno da cidadania. Neste capitulo, propomos uma abordagem prética e
contextualizada para o ensino desse contetido nos Ensinos Fundamental e
Médio, destacando sua relevancia tanto para a vida cotidiana quanto para a

formacao de um cidadao moderno, critico e bem instruido.

A proposta inclui o uso de ferramentas computacionais acessivelis,
como o Excel ou o Calc do LibreOffice, que permitem aos estudantes
realizarem célculos, montarem planilhas e criarem grificos de maneira
dinamica e visual. Com isso, além de aprender os conceitos matematicos,
os alunos desenvolvem competéncias digitais e analiticas que os preparam

para os desafios da sociedade contemporanea.

O material aqui apresentado foi pensado a proporcionar uma certa
flexibilidade, possibilitando que o(a) professor(a) possa utiliza-lo integral-
mente ou em partes, conforme suas necessidades pedagodgicas, o tempo
disponivel e o nivel de aprendizagem de seus alunos. Essa adaptabilidade
permite que o contetido seja trabalhado de maneira significativa e adequada

a realidade de cada sala de aula.

Além disso, o texto também pode ser util para estudantes autodidatas,
que desejem aprender sobre esse tema tdo importante no mundo moderno.

Vivemos em uma era em que somos constantemente bombardeados por

43
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uma enxurrada de dados numéricos. Saber resumi-los, interpreta-los e
extrair deles o que realmente importa € uma habilidade essencial — e as

ferramentas da estatistica sdao aliadas poderosas nesse processo.

Com o objetivo de ampliar a transparéncia e a reprodutibilidade do
material apresentado nesta dissertagcdo, disponibilizo as planilhas utilizadas
na construcao da proposta didética por meio do seguinte link: https://
acesse.one/POuHP. Esse material complementar tem como finalidade
auxiliar na compreensao dos conteudos abordados e servir de apoio a futuras

praticas pedagdgicas relacionadas ao tema.

4.2 Meédias e medidas estatisticas x planilas eletronicas

4.2.1 ATIVIDADE 01 - Médias

— Média Aritmética.

— Média Aritmética Ponderada

Exemplo 4.2.1. (Uncisal) Em cada bimestre, uma faculdade exige a realizacdo
de quatro tipos de avaliacdo, calculando a nota bimestral pela média pon-
derada dessas avaliacoes. Se a tabela apresenta as notas obtidas por

uma aluna nos quatro tipos de avaliacoes realizadas e os pesos dessas

avaliacoes
Prova Escrita 6,00 4
Avaliagdo continuada 7,00 4
Seminario 8,00 2
Trabalho em grupo 9,00 2

Figura 4.1: Tabela contendo as notas e seus respectivos pesos

sua nota bimestral foi aproximadamente igual a:
(a) 8,6.

(b) 8,0.
(c) 7,5.


https://acesse.one/POuHP
https://acesse.one/POuHP
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Solucdo. Resolugdo usando o Excel

A questao proposta trata-se de um problema envolvendo média aritmética
ponderada. Para resolve-la vamos usar o comando SOMARPRODUTO.
Veja.

1. Passo 01 - Vamos inserir os dados numa planilha do Excel.

A

Prova Escrita 6,00 4
Avaliacdo continuada 7,00 4
Seminario 8,00 2
Trabalho em grupo 9,00 2

Figura 4.2: Tabela contendo os dados do enunciado

2. Passo 02 - Na célula A6 vamos inserir o texto TOTAL e na célula C6
vamos somar o0s pesos através do comando =SOMA selecionando a

coluna que desejamos somar.

Prova Escrita 6,00 4

Avaliagdo continuada 7,00 4

Seminario 8,00 2

Trabalho em grupo 9,00 2
Total =soma(C2:C5)|

Figura 4.3: Tabela Somando os pesos

3. Passo 03 - Para calcular a média aritmética ponderada iremos usar o
comando =SOMARPRODUTO.
— Na Célula A7 escrevemos, Média Aritmética Ponderada
— Na célula C7 digitamos o comando =SOMARPRODUTO
— O Selecionamos os elementos da coluna peso, digitamos ( ;)

— O Selecionamos os elementos da coluna nota, fechamos os parénteses
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— Dividimos pela soma dos pesos que somamos na célula C6. Veja

na imagem abaixo o que deve ser digitado na célula C7.

— Aperte enter.



47

Prova Escrita 6,00 4

Avaliacdo continuada 7,00 4

Seminario 8,00 2

Trabalho em grupo 9,00 2
Total | i 1

Média pondere=SOMARPRODUTO(C2:C5;B2:B5)/ :|

Figura 4.4: Tabela inserindo o comando =SOMARPRODUTO

Arredondando para uma casa decimal temos

1 AVALIACAO = Nota =
2 Prova Escrita 6,00 4

Bl Avaliacdo continuada 7,00 4

4 Seminario 8,00 2

Ll Trabalho em grupo 9,00 2

6 Total 12

[ Meédia ponderada 72

8

Figura 4.5: Tabela Média aritmética ponderada

Assim a Média Aritmética ponderada é 7,2, ou seja a alternativa

correta € o item (d). ]

4.2.2 ATIVIDADE 02 - Calculando a Média Aritmética no Excel —
Um Estudo sobre o Desempenho Escolar.

— Objetivo da Atividade

— Compreender o conceito de média aritmética simples.

— Aplicar o conceito de média utilizando a ferramenta Microsoft Excel.

— Interpretar o resultado da média no contexto da vida escolar.
Exemplo 4.2.2. A professora Ana registrou as notas de Matemdtica de 5

alunos ao longo de trés avaliacées. Ela deseja saber qual foi a média de

cada aluno para decidir quais precisardo de reforco escolar.
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Aluno Notal Nota 2 Nota 3
Amanda 6,5 7,0 8,0
Bruno 5,0 4,5 6,0
Carla 8,0 9,0 8,5
Daniel 3,0 4,0 5,0
Erica 1,5 7,0 6,5

Figura 4.6: Tabela boletim contendo as respectivas notas

Solucao.

1. Passo 01 - Abrindo o Excel e montando a tabela. Abra o Microsoft

Excel e digite os dados conforme o modelo abaixo:

Figura 4.7: Tabela notas do boletim colocadas no excel

2. Passo 02 - Inserindo a formula da média. Na coluna E, crie o titulo
”Média”. Abaixo, vamos calcular a média aritmética de cada aluno.
Clique na célula E2 (mesma linha do nome Amanda e coluna E) e
digite a férmula: =MEDIA(B2:D2)

Aluno Nota 1 Nota 2 Nota 3 Média
Amanda 6,5 7,0 8,0 |-MEDIA(E2:D2)|
Bruno 5,0 4,5 6,0
Carla 8,0 9,0 8,5
Daniel 3,0 4,0 5,0
Erica 7,5 7,0 6,5

Figura 4.8: Tabela Calculando a média das notas de cada aluno

Depois de digitar, pressione enter. A média sera exibida automatica-

mente.
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3. Passo 03 - Copie essa formula para os demais alunos, arrastando a
alca depreenchimento (aquele quadradinho no canto inferior da célula

selecionada).

Aluno Nota 1 Nota 2 Nota 3 Média

Amanda 6,5 7,0 8,0 12
Bruno 5,0 4,5 6,0 52
"M Carla 8,0 9,0 8,5 8,5
Daniel 3,0 4,0 5,0 4,0

M Erica 7,5 7,0 6,5 7,0

Figura 4.9: Tabela com as respectivas médias

4. Passo 04 - Interpretando os resultados. Agora que temos as médias,

analise:

— Quais alunos ficaram com média abaixo de 6,07
— Quem teve o melhor desempenho?

— Que recomendagdes voc€ daria com base nesses dados?

Note que a média aritmética € uma forma simples de representar o
desempenho de um conjunto de dados. No contexto escolar, ela ajuda

a identificar padroes de desempenho e necessidades de reforgo.

Pergunta aberta: Vocé acha que a média sozinha € suficiente para

avaliar o desempenho dos alunos? Por qué?

4.2.3 ATIVIDADE 03 - Atividade: Média ou Mediana? Analisando

Consumo de Energia com o Excel.

Objetivos:

— Compreender a diferenga entre média aritmética e mediana.
— Analisar como valores discrepantes influenciam a média.

— Utilizar o Excel para calcular ambas as medidas.
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Exemplo 4.2.3. Dona Liicia acompanhou o consumo mensal de energia
elétrica (em kWh) da sua casa ao longo de um ano organizando-os em uma
tabela. Ela deseja saber qual é o consumo “tipico” para poder estimar
futuras contas. No entanto, dois meses tiveram consumo atipicamente alto

porque ela hospedou parentes e usou muitos eletrodomésticos.

Vés Consumo (kwh)
janeiro 180
fevereiro 135
margo 190
abril 185
maio 182
junho 180
julho 178
agosto 185
setembro 182
outubro 500
novembro 185
dezembro 470

Figura 4.10: Tabela contendo os consumos

Vamos ajudd-la a analisar os dados com o Excel!

Solucao.

1. Passo 01 - Insira os dados abaixo no Excel, como mostrado a seguir:
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1 Més Consumo (kwh)
P8l janeiro 180
Ell fevereiro 175
Sl marco 190
Sl abril 185
sl maio 182
junho 180
julho 178
Ml agosto 185
[N setembro 182
outubro 500
28 novembro 185
dezembro 470

Figura 4.11: Tabela consumos colocados no excel

2. Passo 02 - Calculando a média e a mediana. Na célula C1 digite o
nome da coluna (Média). Clique na célula C2 e digite a férmula:
=MEDIA(B2:B13) e aperte enter

Maés Consumo (kwh) | Média

janeiro =MEDIA(E2:B13)
Ll fevereiro 175
marg¢o 190
M abril 185
sl maio 182
' junho 180
julho 178
‘Bl agosto 185
setembro 182
[l outubro 500
M novembro 185
el dezemhbro 470

Figura 4.12: Tabela calculando a média aritmética dos consumos

3. Passo 03 - Analogamente, na célula D1 digite o nome da coluna (Medi-
ana). Clique na célula D2 e digite a formula: =MED(B2:B13) e aperte
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Més Consumo (kwh) Média Media

il setembro

outubro

¥l novembro

Efl dezembro

Pl janeiro 180 RS 232,67 | RS 183,50
Efl fevereiro 175
El margo 180
Sl abril 185
Sl maio 182
[l junho 180
Ml julho 178
Ml agosto 185
[} setembro 182
(AN outubro 500
Y novembro 185
(Efl dezembro 470

Figura 4.13: Tabela encontrando a mediana

. Passo 04 - Analisando o resultado. Compare os dois valores obtidos:

— A média ficou proxima da maioria dos consumos?

— A mediana representa melhor o consumo tipico da casa?

— O que aconteceu com a média nos meses com consumo alto?

A presenca de valores muito altos ou baixos pode distorcer a média,

mas ndo afeta a mediana, que continua apontando o valor central.

Pergunta aberta: Em uma andlise de consumo ou renda, quando

¢ mais adequado usar a mediana em vez da média? Esse exemplo

evidencia como os valores muito altos (outubro e dezembro) distorcem

a média, tornando-a menos representativa do consumo tipico, enquanto

a mediana permanece estavel e mais fiel a realidade da maioria dos

meses.

Consumo de Enérgia - Lucia
600
400
200

Consumo (kwh)

mjaneiro  mfevereiro mmarco  mabril
B Mmaio mjunho mjulho magosto
msetembro moutubro  mnovembrom dezembro

Figura 4.14: Grafico dos consumos mensais

O grafico comparativo visa destacar visualmente a discrepancia dos
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dados da tabela.

4.2.4 ATIVIDADE 04 - Analisando a Variancia — A média ¢ igual...

mas o desempenho é?
Objetivos

— Compreender o conceito de variancia como medida de dispersao.

— Utilizar o Excel para calcular a variancia de conjuntos de dados. o

significado da variancia no contexto do desempenho de atletas

Exemplo 4.2.4. Dois atletas, Ana e Bruno, estdo sendo avaliados por seu
treinador com base em seus desempenhos nos treinos de arremesso de peso.
Cada um realizou 10 lancamentos, e o treinador deseja identificar qual
dos dois apresenta um desempenho mais consistente. Um dos modos para
responder ao problema acima, é calculando a varidncia dos lancamentos

usando o Excel e interpretar os resultados.

Solucao.

1. Passo O1 - Inserindo os dados no Excel. Insira os dados em uma

planilha com trés colunas: “Lancamento”, “Ana” e “Bruno”.

Lancamentos | Bruno Ana
1 8 2
2 9 4
3 10 s}
4 11 8
5 12 10
6 10 12
7 9 14
8 10 16
9 11 18
10 10 20

Figura 4.15: Tabela lancamentos de Bruno e Ana
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2. Passo 02 - Calcule a média dos langcamentos para cada atleta:

Il Lancamentos | Bruno Ana
2 1 8 3
3 2 9 5
4 3 10 6
5 4 11 7
6 5 12 8
7 6 10 12
8 7 9 13
9 8 10 14
10 9 11 15
11 10 10 17
12 Média 10 10

Figura 4.16: Tabela média aritmética dos lancamentos

3. Passo 03 - Calcule a variancia amostral para cada atleta. Para fazer isso,
na célula A13 escreva Variancia, analogamente a Média. Na célula

B13 digite o seguinte codigo: =VAR.A(B2:B11) e aperte enter

1 8 3
2 9 5
3 10 6
4 11 7
5 12 8
6 10 12
7 9 13
8 10 14
9 11 15
10 | 10 17

Média 10 | 10

Vi=VAR.A(B2:B11)

Figura 4.17: Tabela encontrando a variancia dos lancamentos de Bruno

4. Passo 04 - Agora, analogamente na celula C13 digite o c6digo:
=VAR.A(C2:C11) e aperte enter.



(ll Lancamentos | Bruno Ana
2 1 8 3
3 2 9 5
4 3 10 6
5 4 11 7
5 5 12 8
7 6 10 12
8 7 9 13
9 8 10 14
10 9 11 =)
11 10 10 17
2 Média 10 10
13 Variancia 1,33333 | 22,8889

Lancamentos
1 8 3
2 9 5
3 10 b
4 11 7.
5 12 8
6 10 12
7 9 13
8 10 14
- 2 1l
10 10 17
Média 10 10
Variancia =VAR.A(C2:C11)
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Figura 4.19: Tabela variancia dos lancamentos de Bruno e Ana

Perguntas para Analise e Discussao:

1. Qual dos dois atletas apresenta maior variancia?
2. O que isso significa em relagdo a regularidade dos langamentos?

3. A média foi suficiente para comparar os desempenhos? Por qué?
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4. Em quais outras situagdes confiar apenas na média pode ser perigoso

ou enganoso?

Embora Ana e Bruno tenham médias iguais, a variancia dos lancamentos
de Ana € significativamente maior, revelando que ela tem um desempenho
muito mais irregular. Isso mostra que a variancia complementa a média e

oferece uma visao mais justa e detalhada sobre os dados analisados.

4.2.5 ATIVIDADE 05 - Construindo o grafico de dispersao

O gréfico de dispersdo € uma ferramenta essencial para analisar a
relacdo entre duas varidveis. Neste caso temos como variaveis os langcamentos
e a distancia alcangada em cada langcamento realizado por Ana e Bruno. Por
meio da distribui¢ao dos pontos no plano cartesiano, € possivel identificar
tendéncias, padroes de comportamento e possiveis correlagdes entre os
dados. Além disso, o grafico facilita a deteccdo de valores discrepantes
que podem influenciar a interpretacao dos resultados. Ele € muito utilizado
em estudos estatisticos, cientificos e em pesquisas de mercado, tornando a

analise de dados mais visual, critica e fundamentada.

Para construir os graficos iremos dividir a nossa tabela em duas. Veja

a figura abaixo

i Langamentos | Bruno Langamentos Ana

2
3 10 3
4 11 4
6 S 12 5
6 10 6 12
7 7
8 8

9
10
10 9 11 9 15
11 10 10 10 17
12 Média 10 Média 10
13 Variancia 1,33333 Variancia 22,8889

Figura 4.20: Tabela com colunas separadas

1. Passo 01 - Construindo grafico referente aos lancamentos de Bruno. -

Selecione com o mouse as duas colunas (Langamento e Bruno) até o
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ultimo valor do langamento.

2. Passo 02 - Clique na aba inserir. Va no grupo grdficos e escolha a

op¢ao Grdficos de Dispersdo. Aperte enter.

Ana ! Bruno
8
B

3
5 9 2
[ 10 3
11 4
12 5
6
7
8

7
8
12
13
14
3 11 2 15
17
10
22,8889

10
9

oo o |o|w|m =

10
9 11 9 Q
10 10 10
Média 10 Média )
Varidnda | 1,33333 Varifnaa | 2

Varidncia Varianda

Figura 4.21: Tabela inserido o grafico de dispersdo

3. Passo 03 — O grafico de dispersao dos lancamentos realizados por

Bruno serd semelhante a esse. Algumas formatacdes ficam a cargo do

elaborador.
Bruno
17
16
15
14
13
g i ]
11 * *
10 ') ° ° *
* L ]

SHENW RO~

Figura 4.22: Gréfico de dispersao de Bruno.

4. Passo 04 - Para construir o grafico referente aos langcamentos de Ana
siga 0s passos anteriores e serd mostrado na tela um grafico semelhante

a esse. Algumas formatagdes ficam a cargo do elaborador.
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Ana

O=2NWAOONOOO_NWAOOIN

o
N
w
S
o
o
~
o
©
=]

Figura 4.23: Gréfico de dispersdo de Ana.

5. Passo 05 - Comparando os graficos. Para auxilio inserimos uma linha
de tendéncia. V4 na aba Design do Gréfico, procure pelo grupo Layout
de Grafico, clique no botao Adicionar Elemento de Grafico, Selecione

Linha de Tendéncia, escolha a op¢ao Linear.

Bruno

Figura 4.24: Gréfico de dispersao de Bruno com linha de tendéncia

Ana

Figura 4.25: Gréfico de dispersdao de Ana com linha de tendéncia

Perguntas sobre o grafico:

1. Observando os gréaficos de dispersao, qual dos dois atletas apresenta

maior regularidade nas distancias dos lancamentos?
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2. Qual atleta mostra maior variagao (diferenga) nas medidas dos lancamentos?

3. Se voce tivesse que prever a distancia do proximo lancamento base-
ado no padrao dos dados, para qual atleta seria mais facil fazer essa

previsao?

Ao observar os graficos de dispersao, notamos que Bruno apresenta
lancamentos mais regulares, pois seus resultados ficam concentrados em
uma faixa estreita de valores, variando pouco entre aproximadamente 9
e 12 metros. Isso mostra que seu desempenho € mais constante. J4 Ana,
embora mostre uma progressao crescente nos lancamentos, apresenta uma
maior varia¢ao nas distancias, indo de cerca de 3 metros até 17 metros, o
que indica menor regularidade. Assim, considerando a estabilidade nos

resultados, Bruno demonstra maior consisténcia em seus langamentos.

4.2.6 ATIVIDADE 06 — Calculando o desvio padrao.

O desvio padrdao € uma medida estatistica fundamental por meio do
qual entender a dispersdo ou a variabilidade de um conjunto de dados em
relacdo a média. Em outras palavras, ele nos indica o quanto os dados se
espalham em torno da média. Quanto maior o desvio padrao, maior € a
variacdo dos dados, e quanto menor, mais concentrados eles estao em torno
da média. E o desvio padrdo muito ttil para avaliar a consisténcia ou a
previsibilidade de um conjunto de dados. Por exemplo, em uma série
de notas de uma turma, um desvio padrdo baixo significa que a maioria
dos alunos obteve notas proximas a média, enquanto um desvio padrao
alto indica uma grande variacdo nas notas, com alguns alunos obtendo

resultados muito diferentes dos outros.

Objetivos:

— Entender o conceito de desvio padrao e como ele pode ser calculado e

interpretado.
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— Utilizar o Excel para calcular o desvio padrao de um conjunto de dados.

Exemplo 4.2.5. Em uma turma de especializacdo, para decidir quem seria
o aluno laureado, percebeu-se que dois estudantes, Beto e Ravi, obtiveram
a mesma média em suas notas semestrais. Diante desse impasse, um
colega sugeriu que o critério de desempate fosse a constancia das notas:
seria laureado o aluno que apresentasse a maior regularidade em seu
desempenho. Dadas as notas abaixo, determine quem foi o aluno laureado:

Beto ou Ravi?

Beto 10 8 9 9 7 8 3 4 6 9
Rawvi 5 10 8 6 <] 7 10 10 4 10

Figura 4.26: Tabela notas de Beto e Ravi

Solucdo. Para resolver a situagdo acima iremos determinar o Desvio
padrao, pois como vimos anteriormente esse valor determinar variagao ou

distancia dos valores listado da média.

1. Passo 01 - Organizando as notas no Excel temos essa tabela abaixo

Desvio Padrio

Beto 10 8 9 3 7 8 5 4 6 3
Ravi 5 10 8 6 S 7 10 10 4 10

Figura 4.27: Tabela notas de Beto e Ravi np excel

2. Passo 02 - Para obter o desvio padrao das notas do aluno Beto facamos
o seguinte. Na célula L2 digite o comando =DESVPAD.A(B2:K2) e

aperte enter.

Desvio Padrio

Beto | 10 8 9 9 7 3 5 4 6 9 |=DESVPAD.A{ )
Ravi | S 10 8 6 5 7 10 10 4 0| |

Figura 4.28: Tabela inserindo o comando = DESVPAD.A
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Desyio Padrdo

Beto 10 8 9 39 7 8 5 4 6 3 1,957890021

Ravi 5 10 8 6 5 7 10 10 4 10

Figura 4.29: Tabela Desvio padrdo referente as notas de Beto

3. Passo 03 - Para obter o desvio padrdo das notas do aluno Ravi facamos
o seguinte. Na célula L3 digite o comando =DESVPAD.A(B3:K3) e
aperte enter

Desvio Padrdo

Beto 10 8 9. 9 7 8 5 | 4 & 9 1,957830021

Ravi 5 10 8 3 5 7 10 | 10 3 10 |=DESVPAD.A(E3:K3)

Figura 4.30: Tabela inserindo o comando = DESVPAD.A

Desvio Padrio

Beto 10 8 9 9 7 8 S 4 6 9 1,957890021

Ravi 9 10 8 & 3 7 10 10 4 10 2,415223458

Figura 4.31: Tabela Desvio padrio referente as notas de Ravi

Assim o aluno escolhido para ser o Laureado da turma seria o aluno
Beto, pois seu desvio padrdo foi menor que o do aluno Ravi. Entende-

se que o aluno Beto teve um desempenho mais constante.

4. Passo 04 — Comparando as notas por meio do grafico de dispersao

Beto

-

O =NWhANON®WO
o

Figura 4.32: Gréfico de dispersao das notas de Beto com linha de tendéncia
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Figura 4.33: Grafico de dispersdo das notas de Ravi com linha de tendéncia

4.2.7 ATIVIDADE 06 - Analisando o melhor investimento — O desvio

Padrao me diz!

Exemplo 4.2.6. A tabela abaixo mostra o retorno mensal dos tiltimos 12
meses de dois fundos de investimento Fundo A e Fundo B. De acordo com

as informacoes em qual fundo é melhor investir?

RETORNOS | FUNDO A(%) | FUNDO B(%)
Jan 5,25 1,23
Fev 4,37 2,28
Mar 5,36 3,4
Abr 5,64 7
Mai 4,77 6,75
Jun 4,51 7,47
Jul 4,82 7,28
Ago 4,93 5,29
Set 5,39 10,7
Out 5,29 5,37
Nov 4,68 -0,2
Dez 5,04 3,45

Figura 4.34: Tabela com os retornos dos fundos A e B

Solucao. Para responder essa pergunta vamos utilizar a analise do
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Desvio Padrao. Quando falamos de investimentos, o desvio padrao é uma
ferramenta poderosa para avaliar o risco. Em financas, ele € utilizado para
medir a volatilidade de um ativo ou de uma carteira de investimentos. Um
ativo com um desvio padrao alto significa que seu preco varia bastante, o
que implica maior risco. Ja um desvio padrdo baixo sugere que o ativo tende
a ter um comportamento mais estavel e previsivel. Nos nossos calculos

sempre arredondaremos para duas casas decimais.

1. Passo 01 - Organizando em uma tabela teremos a seguinte estrutura.

Ul RETORNOS |FUNDO A(%)|FUNDO A(%)
2 Jan 5,25 1,23 Fundo A

3 Fev 4,37 2,28 Média %
4 Mar 5,36 3,4 Desvio Padrdo %
Abr 5,64 7
Mai 4,77 6,75 Fundo B

Jun 4,51 7.47 Média %
8 Jul 4,82 7,28 Desvio Padrdo %
9 Ago 4,93 5,29
10 Set 5,39 10,7
il Qut 5,29 5,37
12 Nov 4,68 -0,2
13 Dez 5,04 3,45

Figura 4.35: Grafico média aritmética dos fundos A e B

2. Passo 02 - Vamos determinar as médias de retorno nas células F3 e F7

como fizemos anteriormente. Veja as médias abaixo.

Fundo A
Meédia 5,00 %
Desvio Padrdo %

Fundo B
Meédia 5,00 %
Desvio Padrao %

Figura 4.36: Grafico média aritmética dos fundos A e B

Note que os dois fundos tiveram a mesma média de retornos.
Quando dois fundos de investimento apresentam a mesma média de
retorno, € insuficiente definir qual o“melhor” apenas com base nesse
valor, ja que a média por si sO ndo revela a variabilidade dos retornos.

A média de retornos é uma boa indicacdo do desempenho geral de
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um fundo, mas ela nao informa sobre o risco envolvido. Aqui entra o
desvio padrdo, que € crucial para dar mais contexto a andlise. Mesmo
que dois fundos tenham a mesma média de retorno, um pode ter uma
maior variagao (ou volatilidade) nos seus retornos, o que o torna mais
arriscado. O outro, por outro lado, pode ter uma menor variagcdo, o que

implica em um risco menor ¢ mais estabilidade.
3. Passo 03 - Calculando os desvios padroes. Na célula F4 digite =DESV-
PAD.A(B2:B13) e aperte enter.

A B

Al RETORNOS |[FUNDO A(%) |IFUNDO A{%)
Jan 5,25 1,23 Fundo A
3 Fev 4,37 2,28 Média 5,00 %
4 Mar 5,36 34 =DESVPAD.A(B2:B13) .%
2) Abr 5,64 7
¢ Mai 4,77 6,75 Fundo B
7 Jun 4,51 7,47 Média 5,00 %
8 Jul 4,82 7,28 Desvio Padréo %
Ago 4,93 5,29
10 Set 5,39 10,7
11 Out 5,29 5,37
12 Nov 4,68 -0,2
i3 Dez 5,04 3,45

Ll RETORN OS |FUNDO A(%)|FUNDO A(%)
2 Jan 5,25 1,23 Fundo A
3 Fev 4,37 2,28 Média 5,00 %
4 Mar 5,36 3,4 Desvio Padréo 0,391%
& Abr 5,64 2

Mai 4,77 6,75 Fundo B
7 Jun 4,51 7,47 Média 5,00 %
8 Jul 4,82 7,28 Desvio Padrio %
9 Ago 4,93 5,29
10 Set 5,39 10,7
11 Qut 5,29 5,37
12 Nov 4,68 -0,2
13 Dez 5,04 3,45

Figura 4.38: Tabela com o Desvio padrdo do fundo A

4. Passo 04 — Analogamente, na célula F8 digite =DESVPAD.A(C2:C13)

e aperte enter.

A C
Ul RETORN OS [FUNDO A(%) [FUNDO A(%)
2 Jan 5,25 1,23 Fundo A
3 Fev 4,37 2,28 Média 5,00 %
4 Mar 5,36 3,4 Desvio Padrdo 0,39 %
5 Abr 5,64 7
6 Mai 4,77 6,75 Fundo B
il Jun 4,51 7,47 M édia 5,00 %
8 Jul 4,82 7,28 =DESVPAD.A[CZC13) 1%
9 Ago 4,93 5,29
10 Set 5,39 10,7
11 Out 5,29 5,37
12 Nov 4,68 -0,2
13 Dez 5,04 3,45

Figura 4.39: Tabela Calculando o Desvio padrao do fundo B
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(
(Bl RETORNOS |[FUNDO A(%)|FUNDO A(%)

2 Jan 5,25 1,23 Fundo A

3 Fev 4,37 2,28 Média 5,00 %
4 Mar 5,36 3,4 Desvio Padrdo 0,39 %
5 Abr 5,64 7

6 Mai 4,77 6,75 Fundo B

7 Jun 4,51 7,47 Média 5,00 %
8 Jul 4,82 7,28 Desvio Padrdo 3 08_%
9 Ago 4,93 5,29

10 Set 5,39 10,7

11 Qut 5,28 5,37

12 Nov 4,68 -0,2

13 Dez 5,04 3,45

Figura 4.40: Tabela com o Desvio padrdo do fundo A

O desvio padrao, portanto, nos ajuda a medir essa volatilidade e
a entender como os retornos de um fundo estdo dispersos ao redor da
média. Para um investidor com um perfil mais conservador, por exemplo,
fundos com menor desvio padrao seriam preferiveis, pois oferecem maior
previsibilidade e menor risco, assim o Fundo A seria a melhor escolha. Ja
para um investidor com perfil mais arrojado, que aceita maior risco em
busca de possiveis retornos mais altos, fundos com maior desvio padrao
pode ser atraentes, mesmo que isso implique em mais flutuagdes no valor

do investimento, sendo o Fundo B mais indicado.

FUNDO A(%)

o = N W A~ O o

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112

Figura 4.41: gréafico de dispersdo do fundo A com a linhda de tendéncia
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Figura 4.42: gréfico de dispersdo do fundo B com a linha de tendéncia
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Consideracoes finais - Conclusao

O presente trabalho teve como principal objetivo propor uma interven¢ao
pedagdgica voltada a superagao das dificuldades identificadas no ensino
das médias. Para isso, incluimos no planejamento dessa dessas atividades
o uso do programa Excel como ferramenta dinamica, capaz de auxiliar na
visualizacdo do comportamento dos dados em relacdo as diferentes médias.
A relevancia deste estudo reside, sobretudo, no fato de abordar contetidos
pouco explorados no Ensino Bésico, como a desigualdade das médias, um
recurso matematico valioso para a resolugdo de problemas académicos e
do cotidiano. Foram contemplados conceitos estatisticos, cada vez mais

essenciais a formagao pessoal e profissional.

Compreender esses conceitos desde a educagdo basica pode favorecer
a tomada de decisOes mais conscientes, como a analise de investimentos,
a avaliagcdo de riscos e o planejamento de recursos, com base em dados

estatisticos e no raciocinio probabilistico.

A estrutura do trabalho foi pensada com o intuito de oferecer ao do-
cente do Ensino Basico subsidios para enriquecer sua pratica docente, por
meio de defini¢Oes claras, demonstracoes matematicamente consistentes,
exemplos graduais, do mais simples ao mais elaborado, € uma sequéncia
didatica eficaz, capaz de evidenciar a aplicagdo concreta dos conceitos

abordados.

A proposta aproxima o uso da matemdtica a realidade do aluno,

estimulando-o reflexdes melhor embasadas sobre decisdes que impactam
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diretamente sua vida. E o caso, por exemplo, da analise de investimentos

com base na variancia e no desvio padrdo de determinada acao.

Por fim, por adotarmos uma abordagem metodoldgica que integra
teoria e pratica, acreditamos que este trabalho alcancga seu objetivo e con-
tribui para o enriquecimento do ensino de matematica, além de fomentar

experiéncias pedagodgicas mais significativas.
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