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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E DA TERRA

DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM
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Resumo

A propagação do vı́rus SARS-CoV-2, causador da Covid-19, pode ser modelado
matematicamente através de um modelo de contágio compartimental do tipo
SIR, modelo que depende de um sistema de equações diferenciais. Dessa forma,
um dos objetivos desse trabalho é apresentar uma discretização dessas equações
diferencias e aplicá-las à população do estado do Rio Grande do Norte com
o propósito de analisar e compreender seu comportamento. Para tanto, foi
utilizado o software de planilhas Excel para calcular os dados numéricos de
sua propagação assim como os gráficos que descrevem a variação numérica dos
compartimentos do modelo. Durante o processo a modelagem matemática se faz
necessária o que nos leva a um segundo objetivo: inspirar o uso da modelagem
matemática como técnica de apoio ao ensino de matemática no ensino básico,
para isso ao final do trabalho é apresentado um roteiro de aula com o intuito de
orientar o professor que desejar utilizar essa técnica em suas aulas.

PALAVRAS-CHAVE: Modelagem Matemática; Modelo SIR; Excel; Covid-
19
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Abstract

The spread of the SARS-CoV-2 virus, which causes Covid-19, is mathematically
modeled through a compartimental contagion model of the SIR (Susceptible-
Infected-Removed) type, which depends on a system of differential equations.
Therefore, this work aims to present a discretization of differential equations and
apply them to the population of the state of Rio Grande do Norte with the purpose
of analyzing and understanding their behavior. To this end, Excel spreadsheet
software was used to calculate the numerical data of its propagation as well
as the graphs that describe the numerical variation of the model compartments.
During the process, mathematical modeling is necessary and in view of this,
mathematical modeling was used as a technique to support the teaching of
mathematics in basic education. At the end of the work, a lesson guide will be
presented with the aim of guiding teachers who wish to use this technique in
their classes.

KEYWORDS : Mathematical Modeling; SIR Model; Excel; Covid-19
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3.2.4 Parâmetros Iniciais modelo - SIR . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2.5 Valores de Variação modelo - SIR . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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Capı́tulo 1

Introdução

Muitas vezes na sala de aula, ao ministrar um conteúdo novo de matemática,
os alunos nos questionam onde vão usar este conteúdo e até mesmo se é re-
almente necessário estudá-lo, em varias dessas vezes é bem difı́cil explicar e
contextualizar esses conteúdos de forma satisfatória no cotidiano de todos os
alunos, mas cabe a nós professores continuar tentando e buscando novas formas
e estrategias de ensino que nos auxiliem no processo ensino-aprendizagem.

Esse pensamento também está de acordo com a Lei de diretrizes e bases
da educação Brasileira que diz que “A educação escolar deverá vincular-se ao
mundo do trabalho e à prática social” (Art.1º § 2º da Lei nº 9.394/96).

Dessa forma uma das estrategias que podemos utilizar em nossas aulas é a
modelagem matemática que segundo, Burak (1992, p. 62), “é o conjunto de
procedimentos cujo objetivo é construir um paralelo para tentar explicar, mate-
maticamente, os fenômenos presentes no cotidiano do ser humano, ajudando-o a
fazer predições e a tomar decisões”

A modelagem matemática é uma ferramenta extremamente importante ao
analisar a propagação de doenças infecciosas que ocorrem por vı́rus do tipo
SIR, que são vı́rus que para se propagar precisam do contato de um individuo
infectado com um individuo suscetı́vel a contrair a doença. Segundo Silva (2021,
p. 1):
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

A utilização de métodos matemáticos para estudar a disseminação de

doenças contagiosas remonta à década de 1760, quando Daniel Bernoulli

fez um trabalho relativo ao estudo da disseminação da varı́ola. Mais

recentemente, vários modelos matemáticos foram propostos e estudados

para diversas doenças diferentes.

Em particular, o virus da covid-19, o SARS-Cov-2, pode ser descrito por um
desses modelos, como é dito por Azevedo (2021, p. 1):

Atualmente, modelos matemáticos em epidemiologia são uma impor-

tante ferramenta na análise da propagação e controle de doenças infec-

ciosas como é o caso da COVID-19. Neste contexto, são consultados

os dados existentes da COVID-19 para serem comparados a um modelo

matemático discreto epidemiológico em que o indivı́duo pode pertencer

a três diferentes classes: Suscetı́vel, Infectado e Recuperado (SIR).

O modelo mencionado é baseado em equações diferencias, equações que
segundo Silva (2021, p. 1):

Começaram com o estudo do cálculo por Isaac Newton (1642-1727) e

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) durante o século XVII. Com

o passar do tempo, o estudo das equações diferenciais mostrou-se uma

fonte fértil de problemas fascinantes e importantes. Naturalmente, cha-

mou a atenção de vários matemáticos renomados, que fizeram suas

contribuições. Dentre eles podemos destacar, os irmãos Jakob (1654-

1705) e Johann (1667-1748) Bernoulli, Daniel Bernoulli (1700-1782),

filho de Johann, o matemático mais prolı́fico de todos os tempos, Leo-

nhard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Pierre-

Simon de Laplace (1749-1827).

Nesse contexto o principal objetivo do presente trabalho é apresentar um
modelo do tipo SIR para o vı́rus da covid-19, mais especificamente, apresentar
um modelo discretizado que represente a propagação da doença em uma deter-
minada região, no trabalho vamos aplicar o modelo a população do estado do
Rio Grande do Norte. Um outro objetivo é apresentar uma sugestão de roteiro
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

de aula que possa ser utilizado por professores que desejem trabalhar o modelo
SIR em sala de aula com os alunos do ensino básico.

A dissertação será estruturada em capı́tulos, com o primeiro dedicado ao
estudo dos conceitos fundamentais da teoria das equações diferenciais. Nesse
capı́tulo, apresentamos definições e exemplos que ilustram os conceitos in-
trodutórios dessa área. Embora o modelo central do trabalho seja discreto e,
portanto, não exija conhecimento prévio sobre equações diferenciais, optamos
por incluir este capı́tulo sobre o tema. Isso se justifica pelo fato de que mui-
tos modelos utilizam equações em tempo contı́nuo, o que torna essencial esse
entendimento para abordar casos mais gerais

No capı́tulo seguinte, vamos falar sobre o modelo de contágio e descrever
detalhadamente as equações que o compõe, como também aplicar o modelo à
população do estado do Rio Grande do Norte, apresentando tabelas e gráficos
que mostram o comportamento da propagação desse vı́rus.

Por fim vamos apresentar o roteiro de aula mencionado anteriormente, com
sugestões de como abordar o tema em salas do ensino básico.
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Capı́tulo 2

Equações Diferenciais

Neste capı́tulo vemos alguns conceitos matemáticos importantes que são
necessários para o entendimento de vários modelos epidemiológicos do tipo
SIR (Suscetı́vel – Infeccioso - Removido), que é o objeto principal de estudo do
presente trabalho. A análise matemática desse modelo é baseada nas soluções
de um sistema de equações, conhecidas por equações diferenciais. Segundo
(BOYCE, DIPRIMA, MEADE, 2020, p.27):

Equações diferenciais são de interesse para, principalmente, não ma-

temáticos por causa da possibilidade de serem usadas para investigar

uma variedade de problemas nas ciências fı́sicas, biológicas e sociais.

Uma razão para isso é que modelos matemáticos e suas soluções levam

a equações que relacionam as variáveis e os parâmetros no problema.

Essas equações permitem, muitas vezes, fazer previsões sobre como os

processos naturais se comportarão em diversas circunstâncias.

Em particular, as equações diferenciais são importantes na construção de
grande parte dos modelos epidemiológicos.

Segundo (Edwads, Penney, 2008, p.1):

Definição 2.1. Uma equação diferencial é uma equação que envolve uma função

desconhecida e uma ou mais de suas derivadas.

16



CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

2.1 Equações diferenciais ordinárias

As equações diferenciais se separam em dois tipos, como vemos nas definições
a seguir.

Definição 2.2. As equações diferenciais ordinárias (EDO) são equações cuja

função incógnita depende apenas de uma variável independente.

Definição 2.3. As equações diferenciais parciais (EDP) são equações diferenci-

ais onde a função incógnita depende de duas ou mais variáveis independentes.

Exemplo 2.1. As equações a seguir são exemplos de equações diferenciais

ordinárias:

(a) y′(x) = xy(x)

(b) y′(x) = 5x+ 4

(c) y′(x) = 7x+9
2x−5

(d) y′(x) = x · (3 + y(x)2)

Exemplo 2.2. As equações a seguir são exemplos de equações diferenciais

parciais:

(a) ∂u
∂t = α∇2u(x,t) (equação do calor)

(b) ∂u2

∂t2 = c2∇2u(x,t) (equação da onda)

(c) ∂f(x,y)
∂x = f 2(x,y).

Para o objetivo principal desse trabalho apenas as EDO’s são necessárias.

2.1.1 Ordem de uma equação diferencial

Definição 2.4. A ordem de uma equação diferencial é a maior ordem das deri-

vadas que aparecem nela. De forma geral, uma EDO de ordem n na variável

independente x e variável dependente y é da forma F (x,y,y′,y′′,...,y(n)) = 0.

17



CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

Para nosso estudo, assumiremos apenas equações do tipo y(n) = G(x,y,y′,y′′,...,y(n−1)).

Exemplo 2.3. Uma equação diferencial de 1ª ordem é uma equação do tipo:

y′(x) = F (x,y) (2.1)

onde F (x,y) é uma função definida em um aberto do plano real.

2.1.2 Solução de uma equação diferencial ordinária

Agora sendo y = y(x) uma função definida em um conjunto aberto I, dizemos
que y é solução da Equação 2.1 se para todo x em I acontecer:

y′(x) = F (x,y(x)).

Exemplo 2.4. A função y(x) = ex
2

, x ∈ R, é uma solução da equação diferen-

cial y′(x) = 2xy.

Neste caso F (x,y) = 2xy e o aberto no qual F (x,y) está definida é o R2.
Note que, utilizando a regra da cadeia temos:

y′(x) = (ex
2

)′ = ex
2 · 2x = 2xex

2

= 2xy.

Portanto, y(x) = ex
2

é uma solução de y′(x) = 2xy.

Exemplo 2.5. Verifique que y(x) = 4
x3−1 é solução da equação diferencial

y′(x) = −3y·x2

x3−1 .

Solução: Note que pela regra do quociente temos:

y′(x) = (4)′·(x3−1)−4·(x3−1)′

(x3−1)2 = 0·(x3−1)−4·3x2

(x3−1)2 = −12x2

(x3−1)2 = −( 4
x3−1) · (

3x2

x3−1)

= −y(x) · 3x2

x3−1 =
−3y·x2

x3−1 .

Portanto temos que y(x) = 4
x3−1 é solução da equação diferencial y′(x) =

−3y·x2

x3−1 .
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CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

2.1.3 O problema do valor inicial (PVI)

A definição a seguir foi extraı́da integralmente de (Silva, 2021 p.8).

Definição 2.5. Um problema de valor inicial (PVI) de primeira ordem consiste

em uma equação diferencial de primeira ordem, juntamente com uma condição

inicial da função incógnita num determinado ponto. Uma solução de um (PVI)

num intervalo I contendo x0 é uma função y(x) que satisfaz não só a equação

diferencial dada, mas também a condição inicial.

Em outras palavras, encontrar a solução de um (PVI) de primeira ordem,
consiste em encontrar a solução do sistema:y′(x) = F (x,y)

y(x0) = y0

onde x0 ∈ I e y0 é uma constante dada.

Exemplo 2.6. Determinar a solução do PVI a seguir:y′(x) = 3x+ 5

y(0) = 3.

Solução: Precisamos de uma função y(x), tal que y′(x) = 3x + 5, para tal
observe que:

y(x) =

∫
y′(x) dx =

∫
(3x+ 5) dx =

3x2

2
+ 5x+ k, k ∈ R.

Utilizando a condição de que y(0) = 3, obtemos k = 3, logo uma solução do
PVI é

y(x) =
3x2

2
+ 5x+ 3.

Uma pergunta natural é quando podemos garantir que os PVI’s tenham
solução? O teorema a seguir nos responde:
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CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

Teorema 2.1. (Existência e unicidade) Seja f(x,y) uma função real contı́nua

em algum retângulo do plano contendo o ponto (a,b) em seu interior. Então o

problema de valor inicial

y′(x) = f(x,y) com y(a) = b

tem pelo menos uma solução em algum intervalo aberto contendo o ponto x = a.

E mais, se ∂f
∂y for contı́nua neste retângulo, então a solução é única em algum

intervalo contendo x = a.

A demostração desse teorema pode ser encontrada em Theory of ordinary
differential equations, de E.A. Coddington e N. Levinson. Em tempo, nesse
trabalho estudamos situações onde o PVI tem solução.

2.2 Equações de variáveis separáveis

Definição 2.6. Uma equação diferencial de 1ª ordem y’=F(x,y) é dita de variáveis

separáveis quando F(x,y) pode ser escrita como o produto de uma função g(x),

que depende apenas de x por uma função h(y) que depende de y, em outras

palavras:

y′(x) = F (x,y(x)) = g(x) · h(y(x)). (2.2)

Exemplo 2.7. y′(x) = xy3 é uma equação de variáveis separáveis onde g(x) =

x e h(y) = y3.

2.2.1 Soluções constantes de uma equação diferenciável de variáveis se-
paráveis

Supondo em y′(x) = g(x) · h(y(x)) que g(x) seja diferente de 0, a função
constante y(x) = a só será solução se a for raiz da equação h(y(a)) = 0.

Exemplo 2.8. Determine as soluções constantes da equação diferencial y′(x) =

x · (8− y3).
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CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

Note que h(y) = 8− y3, fazendo h(y) = 0 temos:

8− y3 = 0 ⇐⇒ y3 = 8 ⇐⇒ y = 3
√
8 = 2.

Desta forma uma solução constante de y′(x) é y(x) = 2.

Exemplo 2.9. A equação y′(x) = x · (3 + y2) não possui nenhuma solução

constante uma vez que h(y) = 3 + y2 = 0 não possui raiz real.

2.2.2 Soluções não constantes de uma equação diferencial de variáveis
separáveis

Considerando y′(x) = g(x) · h(y(x)) e h(y(x)) ̸= 0 para todo x podemos
escrever que:

y′(x)
h(y(x)) = g(x),

aplicando a integral em ambos os lados teremos:∫
y′(x)

h(y(x))
dx =

∫
g(x) dx.

Fazendo a mudança de variável y′(x)dx = dy e y = y(x) teremos:∫
1

h(y) dy =
∫
g(x) dx.

A expressão anterior pode ser escrita como:

H(y) = G(x) + k,

onde H(y) é uma primitiva de 1
h(y) , G(x) é uma primitiva de g(x) e k é uma cons-

tante arbitraria. Quando se tratar, de um PVI, a condição inicial nos possibilitará
determinar um valor para a constante.

Exemplo 2.10. Resolva a equação y′(x) = x · y3.

Solução: Primeiro vamos encontrar as soluções constantes, sendo h(y) = y3

temos:
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CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

h(y) = 0 ⇐⇒ y3 = 0 ⇐⇒ y = 3
√
0 = 0.

Dessa forma, y(x) = 0 é a única solução constante. Vamos agora determinar
as soluções não constantes.

Considerando h(y) ̸= 0, podemos escrever a equação y′(x) = x · y3 como:

y′(x)
y3 = x.

aplicando a integral dos dois lados da equação temos:∫ y′(x)
y3 dx =

∫
x dx.

Fazendo a substituição y′(x)dx = dy temos∫
1
y3 dy =

∫
x dx.

Resolvendo as integrais encontramos:

− 1
2y2 =

x2

2 + k ⇐⇒ − 1
2y2 =

x2+2k
2 .

−2 = 2y2(x2 + 2k) ⇐⇒ y2 = − 2
2(x2+2k) .

y2 = − 1
x2+2k ⇒ y = (− 1

x2+2k)
1
2 .

dessa forma: y(x) = 0

y = (− 1
x2+2k)

1
2

é uma famı́lia de soluções da equação y′(x) = x · y3.

Exemplo 2.11. Se no exemplo anterior tivéssemos a condição inicial y(0) = 1,

como ficaria a solução?

Solução: Usando y = (− 1
x2+2k)

1
2 e y(0) = 1 temos:

1 = (− 1
02+2k)

1
2 ⇐⇒ k = −1

2 .

Dessa forma uma solução para o PVI dado é:

y(x) =
√

−1
x2−1 com −1 < x < 1.

22



CAPÍTULO 2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

2.3 Equações diferenciais lineares de 1ª ordem

Uma equação diferencial é dita linear de primeira ordem quando pode ser
escrita na forma:

y′(x) = f(x)y(x) + g(x),

em que f(x) e g(x) são funções contı́nuas definidas em um mesmo intervalo
aberto. Quando acontecer de g(x) = 0 para todo x do intervalo, dizemos também
que a equação é linear de primeira ordem homogênea.

Exemplo 2.12. y′(x) = x2y + 5 é uma equação diferencial linear de 1ª ordem,

nela temos f(x) = x2 e g(x) = 5. Esta equação é dita linear, mas não é

homogênea.

Exemplo 2.13. A equação y′(x) = x3y é linear de 1° ordem com f(x) = x3 ,

g(x) = 0, além disso temos uma equação linear de 1° grau homogênea uma vez

que g(x) = 0 para todo x.

2.3.1 Fórmula para encontrar as soluções de uma equação diferencial
linear de 1ª ordem

Proposição 2.1. Considere a equação:

y′(x) = f(x)y(x) + g(x).

As soluções dessa equação são dadas pela fórmula:

y(x) = e
∫
f(x)dx ·

[
k +

∫
g(x)e−

∫
f(x)dxdx

]
,

onde k é uma constante real.

A demonstração da proposição anterior pode ser encontrada em Guidorizzi,
Hamilton Luiz, Um curso de cálculo : volume 4.

Exemplo 2.14. Resolva a equação y′(x) = 5y + 3, considerando y(0) = 2.
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Solução: Por ser uma equação diferencial de primeira ordem linear, fare-
mos f(x) = 5 e g(x) = 3. Substituindo na fórmula, encontramos a seguinte
expressão:

y(x) = e
∫
5dx ·

[
k +

∫
3e−

∫
5dxdx

]
.

Resolvendo as integrais encontramos:

y(x) = e5x ·
[
k +

∫
3e−5xdx

]
.

Que também pode ser escrita como:

y(x) = ke5x + e5x ·
∫

3e−5xdx.

Agora utilizando o fato de
∫
3e−5xdx = −3

5e
−5x encontramos que:

y(x) = ke5x + e5x ·
(
−3

5
e−5x

)
.

Que pode ser simplificada para a expressão:

y(x) = ke5x − 3

5
.

Agora para termos y(0) = 5 precisamos que:

5 = ke5·0 − 3

5
⇐⇒ 5 = k − 3

5

⇐⇒ k = 5 +
3

5
⇐⇒ k =

28

5
.

Portanto a solução de y′(x) = 5y + 3 com y(0) = 5 é

y(x) =
28

5
e5x − 3

5
.
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2.4 Sistemas de equações diferenciais lineares de 1ª ordem

Os sistemas de equações diferenciais são de grande importância nas diversas
áreas do conhecimento como fica evidenciado em (Silva, 2021 p.12).

Existem muitos problemas fı́sicos que envolvem diversos elementos

separados associados de alguma forma. Por exemplo, circuitos elétricos

têm essa caracterı́stica, assim como problemas em mecânica, problemas

em epidemiologia e em outros campos. Nesses e em casos semelhantes,

o problema matemático correspondente consiste em um sistema de duas

ou mais equações diferenciais, que sempre podem ser escritas como

equações de primeira ordem.

Um desses problemas em epidemiologia consiste na elaboração de modelos
de contágio, em particular, o modelo do tipo SIR que é objeto de estudo do
presente trabalho.

Nesse contexto vamos utilizar essa seção para apresentar alguns conceitos
e exemplos importantes referentes aos sistemas homogêneos de equações di-
ferenciais lineares, com foco naqueles (sistemas homogêneos) de duas ou três
equações de primeira ordem.

2.4.1 Sistemas homogêneos de duas equações diferenciais lineares de pri-
meira ordem com coeficientes constantes.

Os sistemas do tipo: x′(t) = α1x(t) + β1y(t)

y′(t) = α2x(t) + β2y(t).

são chamados de sistemas de duas equações diferenciais de primeira ordem
homogêneos, onde α1 , α2 , β1 e β2 são constantes reais dadas. Uma solução
desse sistema é um par de funções (x(t),y(t)) que satisfaz as equações do sistema
em todo t ∈ I onde I é um intervalo aberto onde as derivadas estão definidas.

Exemplo 2.15. Verifique que o par de funções (cost, sent), t ∈ R é uma solução

do sistema:
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x′(t) = −y(t)

y′(t) = x(t).

Solução: Note que, x(t) = cost ⇐⇒ x′(t) = −sent e que y(t) =

sent ⇐⇒ y′(t) = cost, logo:(cost)′ = −sent

(sent)′ = cost.

Portanto o par de funções (cos t, sen t) é solução do sistema de equações
diferenciais de 1ª ordem: x′(t) = −y(t)

y′(t) = x(t).

2.4.2 Sistemas homogêneos de três equações diferenciais lineares de pri-
meira ordem com coeficientes constantes

De forma análoga ao de duas equações, um sistema com três equações dife-
renciais de 1ª ordem homogêneo é um sistema da forma:

x′(t) = α1x(t) + β1y(t) + δ1z(t)

y′(t) = α2x(t) + β2y(t) + δ2z(t)

z′(t) = α3x(t) + β3y(t) + δ3z(t).

onde α1 , α2 , α3, β1 , β2 , β3, δ1, δ2 e δ3 são constantes reais dadas. Uma solução
desse sistema é um terno de funções (x(t), y(t), z(t)) que satisfaz as equações
do sistema em todo t ∈ I , I sendo um intervalo real aberto onde as derivadas
estão definidas.

Exemplo 2.16. Resolva o sistema:
x′(t) = x(t)

y′(t) = −y(t)
5

z′(t) = −z(t)
2 .
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Solução: Note que:

x′(t) = x(t) ⇐⇒ x(t) = k1e
t

y′(t) = −y(t)

5
⇐⇒ y(t) = k2e

−t
5

z′(t) = −z(t)

2
⇐⇒ z(t) = k3e

−t
2 .

Dessa forma o terno de funções
(
k1e

t,k2e
−t
5 ,k3e

−t
2

)
representa a famı́lia de

soluções do sistema: 
x′(t) = x(t)

y′(t) = −y(t)
5

z′(t) = −z(t)
2 .

2.5 Discretização usando diferenças finitas - o Método de Eu-
ler

Em muitas situações não é factı́vel a solução dos sistemas de equações apre-
sentados anteriormente devido a natureza não-elementar das funções envolvidas.
Suponha que temos o seguinte PVI:y′(x) = f(x,y)

y(a) = α

onde f é uma função contı́nua com domı́nio no R2 e imagem em R, y(x) é
uma solução da equação diferencial e α é o valor assumido por y(x) quando
x = a. Desejamos prever, com certo grau de precisão, como y(x) se comporta,
ou seja, queremos conhecer o comportamento dela em algum intervalo [a,b], e
não necessariamente precisamos de uma forma analı́tica para a mesma. Para
tanto, transformaremos essa equação diferencial do problema em uma equação
algébrica discreta, num processo que chamamos discretização..
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Considerando um intervalo [a,b], vamos dividi-lo em N partes. Embora
essas partes não precisem ser uniformemente espaçadas, nesta abordagem vamos
considerar comprimentos iguais e denotaremos esses comprimentos por h. Dessa
forma temos h = b−a

N , além disso, fazendo x0 = a e xN = b podemos dizer que
todos os elementos dessa partição do intervalo [a,b] serão da forma xi = a+ ih

com i ∈ 0,1,2,...,N.

Nosso objetivo é encontrar aproximações para y(xi), denotaremos essas
aproximações por yi, isto é,

y(xi) ≈ yi

com i ∈ 1,2, ..., N e y(x0) = y(a) = α.
No ponto x0 = a, temos a imagem y(a) = α e a inclinação da reta tangente

ao gráfico de y no ponto (a,y(a)) é y′(x0) = y′(a) = f(x0,y0), segundo o PVI.
A equação dessa reta tangente será:

z(x) = f(x0,y0)x+ y0 − f(x0,y0)a.

Figura 2.5.1: Gráfico da reta tangente ao gráfico da função y em x = a.

a

y(a)

Assim, se supusermos que no próximo ponto da partição, x1, a imagem estará
próxima da imagem da reta tangente anterior, então podemos escolher

y1 = f(x0,y0)x1 + y0 − f(x0,y0)a = f(x0,y0)(a+ h) + y0 − f(x0,y0)a
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y1 = hf(x0,y0) + y0 = y0 + hf(x0,y0).

Analogamente, escolhemos y2 = y1 + hf(x1,y1) como uma aproximação
para y(x2). De forma recursiva, se obtém o Método de Euler.

Teorema 2.2. Dado o problema de valor inicialy′(x) = f(x,y)

y(a) = α

o Método de Euler com passo h consiste em aplicar a fórmula iterativa

yi+1 − yi = hf(xi, yi)

para i ≥ 0 a fim de encontrar aproximações sucessivas y1, y2,...,yn dos valores

procurados y(x1), y(x2),...,y(xn).

Exemplo 2.17. Dado o PVI:y′(x) = 1− 2x+ 3y

y(0) = 1,

aplique o método de Euler com passo h = 0,1 no intervalo [0,1], para encontrar

uma aproximação para a solução do PVI.

Solução: Temos:

yn+1 − yn = h(1− 2xn + 3yn).

Na primeira iteração, vamos ter:

y1 − y0 = h(1− 2x0 + 3y0).

Substituindo os valores:

y1 − 1 = (0,1) · (1− 2 · 0 + 3 · 1) ⇔ y1 − 1 = 0,4

⇒ y1 = 0,4 + 1 ⇔ y1 = 1,4.
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Para y2 :

y2 − 1,4 = (0,1) · (1− 2(0,1) + 3 · 1,4) ⇔ y2 − 1,4 = 0,5

⇒ y2 = 0,5 + 1,4 ⇔ y2 = 1,9.

Continuando as iterações podemos montar a seguinte tabela com as aproximações:

Figura 2.5.2: Aproximações usando o Método de Euler no Exemplo 2.17

Fonte: Feito pelo autor

Pode-se verificar que a função y(x) = 10
9 e

3x + 2x
3 − 1

9 é a solução analı́tica
do nosso PVI e que nos permite estimar o erro do método de Euler.

Para x = 0,1 temos:

y(0,1) =
10

9
e3(0,1) +

2(0,1)

3
− 1

9
≈ 1,4554,

ou seja, temos um erro de 0,0874, aplicando para os outros valores vamos ter os
resultados apresentados a seguir:
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Figura 2.5.3: Estimativa de erro do Método de Euler no Exemplo 2.17

Fonte: Feito pelo autor

Agora, para aplicar o Método de Euler para um sistemas de duas equações do
tipo: x′(t) = f(t,x,y), x(t0) = x0

y′(t) = g(t,x,y), y(t0) = y0,

basta aplicar as fórmulas iterativas em cada uma delas

xn+1 = xn + hf(tn,xn,yn)

yn+1 = yn + hg(tn,xn,yn).

O exemplo a seguir foi tirado de (Boyce, 2015 p.399)

Exemplo 2.18. Determine valores aproximados para a solução do problema de

valor inicial: x′(t) = x− 4y, x(0) = 1

y′(t) = −x+ y, y(0) = 0

no ponto t = 0,2, usando o Método de Euler com passo h= 0,1.

Solução: Para isso, vamos considerar fn = −xn + 4yn e gn = −xn + yn,

logo,

f0 = 1− 4(0) = 1 e g0 = −1 + 0 = −1.

Nas fórmulas de Euler obtemos:
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x1 = 1 + (0,1)(1) = 1,1, y1 = 0 + (0,1)(−1) = −0,1.

No próximo passo,

f1 = 1,1− 4(−0,1) = 1,5; g1 = −1,1− 0,1 = −1,2.

Portanto,

x2 = 1,1 + (0,1)(1,5) = 1,25; y2 = −0,1 + (0,1)(−1,2) = −0,22.

Para estimar o erro dessa solução precisamos saber que a solução analı́tica
desse sistema é:

x(t) =
e−t + e3t

2
y(t) =

e−t − e3t

4

Dessa forma encontramos x(0,2) = 1,3204 e y(0,2) = −0,2508, o que nos
diz que os valores encontrados pelo método de Euler tem erros aproximados em
torno de 0,0704 e 0,0308, respectivamente.
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Capı́tulo 3

O Modelo epidemiológico do tipo SIR

3.1 O Modelo Suscetı́vel-Infeccioso-Removido

Neste capı́tulo apresentamos as informações sobre o modelo de contágio
compartimental do tipo SIR (Suscetı́vel-Infeccioso-Removido). Este modelo foi
inicialmente apresentado pelo médico escocês A.G.Mckendrik e pelo quı́mico,
também escocês W. O. Kermack. Essa apresentação inicial se deu através da
publicação de uma série de artigos publicados a partir de 1927. O modelo SIR
segundo (Oliveira,2023 p.58) é “considerado modelo fundamental da epidemio-
logia matemática baseado em EDO”. Neste modelo, a população é subdividida
em três compartimentos ou grupos que estão apresentados a seguir:

• S - grupo de pessoas da população suscetı́veis à doença, ou seja, que ainda
não contraı́ram, mas podem contrair a doença.

• I - grupo de pessoas da população que contraı́ram a doença e estão transmi-
tindo a doença dentro da população.

• R - grupo de pessoas da população que contraı́ram a doença, mas não estão
mais transmitindo a doença, seja por ter se recuperado ou por ter vindo a
óbito.

Imaginemos que a população de certo local foi exposta a um vı́rus e durante
um certo perı́odo os indivı́duos transitaram entre esses três grupos definidos. Se
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definirmos o perı́odo discretizado, isto é, o tempo medido em dias ou semanas,
por exemplo, terı́amos t0 o tempo inicial de estudo, t1 o primeiro dia, t2 o
segundo dia e assim sucessivamente, podemos descrever essa dinâmica entre os
grupos usando funções. Assim, definimos as funções S(t), I(t) e R(t), como
sendo a quantidade de pessoas nos respectivos grupos no tempo ou dia t.

Sendo P a quantidade total de pessoas da população, então

P (t) = S(t) + I(t) +R(t).

Segundo (Onório da Silva, 2021 p.47/48), a suposição básica desse modelo é que
um indivı́duo pode passar sucessivamente pelos estágios de suscetı́vel, infectado
e removido. Essa passagem se dá sempre seguindo o movimento do fluxograma
a seguir.

Figura 3.1.1: Modelo SIR

Fonte: Feito pelo autor

A tı́tulo de curiosidade a dinâmica vital é um parâmetro importante na
construção de modelos epidemiológicos como afirma (Lima J. P., 2021 p.61):

É preciso reconhecer se a doença tem potencial para durar por muito

tempo, ou se possui uma taxa de morte elevada, pois, caso afirmativo,

deve-se levar em consideração o número de mortes e nascimentos no

perı́odo ativo da doença. Chamamos isso de dinâmica vital. Isso é

relevante pois a modelagem via equação diferencial será diferente.

Entretanto, neste trabalho a simulação que será feita é restrita a uma localidade
por um perı́odo de tempo de 365 dias, para simplificar o modelo a dinâmica vital
não será considerada, logo P (t) é constante.
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Vamos fazer algumas considerações para simplificar o modelo:

(i) Desconsideramos efeitos aleatórios que podem afetar a mudança de grupo
de um indivı́duo.

(ii) Consideramos que a população está distribuı́da de modo uniforme, isto é, a
probabilidade de um indivı́duo se contaminar é igual à dos demais.

(iii) Um indivı́duo se contamina após entrar em contato com um indivı́duo do
grupo I (infectado).

(iv) Um indivı́duo entra em I a partir do momento em que foi infectado, não
consideramos o tempo que ele está assintomático.

(v) Os indivı́duos de I que se curam, não voltam a S.

Na dedução das equações a seguir foi tomado como base o proposto por
Tavares, JN (2017), dessa forma vamos considerar a variação de tempo em
dias, com ∆t = 1 dia. Dessa forma, a taxa de variação do compartimento de
suscetı́veis para o intervalo [t, t+ 1] será representada por

∆S = S(t+ 1)− S(t),

analogamente temos que a taxa de variação do compartimento dos infecciosos e
do compartimento dos removidos serão representados, respectivamente por

∆I = I(t+ 1)− I(t) e ∆R(t) = R(t+ 1)−R(t).

Vale ressalvar que:

(i) A taxa de variação ∆S(t) é o número de indivı́duos suscetı́veis que foram
infectados no intervalo [t, t+ 1].

(ii) A taxa de variação ∆R(t) é o numero de indivı́duos infectados que foram
removidos no intervalo [t, t+ 1].

(iii) A taxa de variação ∆I(t) é o número de indivı́duos suscetı́veis que foram
infectados no intervalo [t, t+ 1] menos o número de indivı́duos infectados
que foram removidos no intervalo [t, t+ 1], ou seja, ∆I(t) = −∆S(t)−
∆R(t).
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Para calcular ∆R(t), vamos considerar que esse valor depende apenas do
número de indivı́duos infectados I(t), dessa forma assumiremos que ∆R(t) é
diretamente proporcional a I(t) como também é diretamente proporcional ao
intervalo de tempo utilizado ∆t, obtemos a expressão:

∆R(t) = βI(t)∆t (3.1)

onde β é uma constante de proporção que representa a taxa de recuperação da
doença dada por 1

d , sendo d o perı́odo médio de residência de um indivı́duo no
compartimento dos infeciosos. Para a Covid-19, segundo o Ministério da Saúde
brasileiro, esse perı́odo varia de 5 a 14 dias, em outras palavras se usarmos
d = 14, temos β = 1

14 o que significa que em um dia, 1 de 14 indivı́duos é
removido do compartimento dos infeciosos.

Agora precisamos calcular ∆S(t). Observe que a quantidade de pessoas em S

diminuirá se houver novos infectados no intervalo de tempo em questão. Assim, a
variação de pessoas em S será negativa se houver novos infectados. Suponhamos
que cada indivı́duo infectado entre em contato com k outros indivı́duos, em uma
unidade de tempo, e que esse contato aconteça de forma aleatória, ou seja, a
probabilidade de um indivı́duo infectado contatar um suscetı́vel é S(t)

P onde P

é a nossa população total. Dessa forma sendo p a probabilidade de um contato
resultar em contagio e I(t) a quantidade de infectados no instante t, podemos
concluir que a quantidade de novos infectados no intervalo [t, t+ 1], ∆t = 1, é
dada pela expressão, kpS(t)·I(t)

P , que pode ser reinscrita por:

∆S(t) = −α
S(t) · I(t)

P
∆t. (3.2)

onde α = kp, sendo α chamado de coeficiente de transmissão.
Com as duas equações já apresentadas temos que:

∆I(t) = −∆S(t)−∆R(t) =

(
α
S(t) · I(t)

P
− βI(t)

)
∆t. (3.3)

Uma observação importante deve ser feita: uma outra forma de estimar o valor
de α é através da expressão α = R0 ·β, onde R0 é a taxa de reprodutividade basal
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da doença e β é a taxa de recuperação da doença mencionada anteriormente, e
portanto as equações do nosso modelo ficam da forma apresentada a seguir:

∆S(t) = −αS(t)·I(t)
P ∆t

∆I(t) =
(
αS(t)·I(t)

P − βI(t)
)
∆t

∆R(t) = βI(t)∆t

Além dos dados presentes nas figuras apresentadas vamos utilizar 2,63 como
valor estimado para a taxa de reprodutividade basal (R0), dado fornecido pela
(Oxford Brasil, 2023) e como mencionado anteriormente a taxa de transmissão do
Covid-19 varia de 5 a 14 dias mudando de indivı́duo para indivı́duo e dependendo
também se o indivı́duo foi vacinado ou não, dessa forma faremos duas simulações
considerando os extremos desse perı́odo de transmissão.

É natural imaginar que não sabemos exatamente qual o tamanho exato da
população P. Logo, trabalhamos com proporções da população. Assim, dividi-
mos todas as equações do sistema anterior por P :

∆S(t)
P = −αS(t)·I(t)

P 2 ∆t

∆I(t)
P =

(
αS(t)·I(t)

P 2 − βI(t)
P

)
∆t

∆R(t)
P = βI(t)

P ∆t

Considerando que as taxas de variação também podem ser vistas como deri-
vadas, fazendo ∆t tender a 0, as quantidades de indivı́duos nos compartimentos
também podem ser apresentados através de um sistema de equações diferenciais,
e as novas funções são proporções das apresentadas com peso 1

P , o sistema de
equações diferenciais fica da forma: (Luiz,2012)

S ′(t) = −αS(t)I(t)

I ′(t) = αS(t)I(t)− βI(t)

R′(t) = βI(t)

onde α,β > 0.
Sintetizando, no sistema anterior S ′ representa a taxa de variação dos in-

divı́duos do grupo de suscetı́veis, I ′ representa a taxa de variação do grupo
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de Infecciosos e R′ a taxa de variação do grupo de removidos, α é a taxa de
transmissão da doença e β taxa de recuperados da doença que será considerada
como β = 1

d onde d é o perı́odo de duração da contaminação da doença em um
indivı́duo.

Cabe ressaltar que o modelo aplicado no Excel será a versão discretizada do
sistema apresentada inicialmente, a aplicação será detalhada na Seção 3.2.

Um parâmetro importante que pode ser deduzido do sistema é o número
de reprodutividade basal (R0) que segundo (Oliveira, 2023) ”Esse parâmetro
responde pelo número médio de pessoas a serem contaminadas a partir de um
único indivı́duo infectado”que utilizando os dados na forma apresentada no
sistema tem-se R0 =

α
β .

Ainda Segundo (Oliveira, 2023 p.61).

Caso o valor de R0 seja maior que um (R0 > 1), significa que um único

indivı́duo infectado consegue infectar mais que um indivı́duo suscetı́vel,

o que implica a possibilidade de espalhamento do agente infeccioso na

população, ou seja, há grande possibilidade de o evento se tornar uma

epidemia. Para um valor de R0 inferior a um (R0 < 1), nesse caso um

indivı́duo infectado, em média, se quer consegue infectar outro indivı́duo,

o que pode levar ao fim da propagação da doença. Por outro lado, se R0

apresentar um valor igual a um (R0 = 1), ou seja, um indivı́duo infectado

conseguindo infectar somente outro indivı́duo, tal situação pode indicar

a estabilidade desse evento, condição para o estabelecimento de uma

endemia.

Em outras palavras o valor de R0 serve para analisar o quão contagiosa é
uma doença, ou seja, qual é a sua capacidade de propagação. Outra coisa a
ser analisada são os pontos de equilı́brio do sistema, que do ponto de vista
matemático, representam para onde as trajetórias da solução de cada equação
vão convergir com o passar do tempo atingindo equilı́brio em algum instante t,
ou seja, não haverá mais variação. Para determinar esses pontos deve-se igualar
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cada equação do sistema a zero obtendo o novo sistema representado a seguir:
S ′(t) = −αSI = 0

I ′(t) = αSI − βI = 0

R′(t) = βI = 0

onde α,β > 0.

Segundo (Marquesone, 2020 p.5)
Nesse modelo e em boa parte dos modelos epidemiológicos, há dois

pontos de equilı́brio de interesse: o ponto de equilı́brio trivial, que o

corre na ausência da doença; e o ponto de equilı́brio não trivial, ou

equilı́brio endêmico, que é quando a doença está em equilı́brio.

Note que, devido à como as funções foram definidas somente haverá ausência
da doença quando ocorrer I(t) = 0, ou seja, quando o número de infectados
no modelo for zero, o que consequentemente implica que R(t) = 0 e toda
a população P está no compartimento suscetı́vel, esse ponto de equilı́brio é
denotado por (P, 0, 0) e do fato de cada compartimento ter valores constantes
tem-se que o sistema fica: 

S ′(t) = 0

I ′(t) = 0

R′(t) = 0.

Agora considerando o caso em que I(t) ̸= 0 e consequentemente R(t) ≥ 0

terı́amos uma solução analı́tica do sistema, em outras palavras uma equação que
descreve ao longo do tempo o comportamento de cada compartimento do modelo
de contágio, porém a apresentação dessa solução analı́tica foge do objetivo desse
trabalho, ao invés disso vamos analisar as equações discretizadas através de
iterações no software de planilhas Excel.

3.2 Construção do Modelo no software de planilhas Excel

Nesta seção será apresentado os dados do modelo SIR aplicados a região do
estado do Rio Grande do Norte que tem suas principais informações descritas na
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imagem a seguir:

Figura 3.2.1: Estado do rio Grande do Norte

Fonte: IBGE

Outros valores de referência que serão utilizados foram retirados do relatório
epidemiológico publicado no site portalcovid19.saude.rn.gov.br. Alguns desses
dados podem ser verificados na imagem a seguir.

Figura 3.2.2: Relatorio epidemiológico/RN

Fonte:portalcovid19.saude.rn.gov.br

As simulações foram distribuı́das em 3 tabelas montadas no software de
planilhas Excel, como mostra a figura a seguir:
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Figura 3.2.3: Modelo SIR-Excel

Fonte: Criado pelo autor

Os parâmetros iniciais utilizados no modelo aparecem em destaque na pri-
meira planilha conforme Figura 3.2.4:

Figura 3.2.4: Parâmetros Iniciais modelo - SIR

Fonte: Criado pelo autor

Na planilha P representa a população do estado do Rio Grande do Norte, ∆t

representa a variação de tempo medida em dias, S(0) é o total de indivı́duos
suscetı́veis no instante inicial t = 0, I(0) é o total de indivı́duos infectados no
instante t = 0, R(0) é a quantidade de indivı́duos removidos no instante t = 0,
R0 é a taxa de reprodutividade basal para o Covid-19, d é o tempo de transmissão
da doença, β é a taxa de recuperação da doença dada por 1

d e α é a taxa de
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transmissão da doença dada por β ·R0.
As fórmulas do modelo apresentadas anteriormente, foram introduzidas nas

células da terceira planilha intitulada ”valores de Variação”e podem ser verificada
em destaque na Figura 3.2.5:

Figura 3.2.5: Valores de Variação modelo - SIR

Fonte: Criado pelo autor

A planilha de variações utiliza os valores iniciais de S(t), I(t), R(t) da se-
gunda planilha intitulada de “Atualização com valores de população discreta”as
fórmulas foram introduzidas nas células de acordo com a Figura 3.2.6:

Figura 3.2.6: Fórmulas do MDF no Excel

Fonte: Criado pelo autor

Na quarta planilha os valores da tabela “Atualização com valores de população
discreta”são acrescidos de suas respectivas variações gerando a planilha inti-
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tulada “Atualização em valores contı́nuos”que pode ser vista em destaque na
Figura 3.2.7:

Figura 3.2.7: Atualização em valores contı́nuos do modelo SIR

Fonte: Criado pelo autor

Para gerar o gráfico do modelo utilizando o software de planilhas Excel, basta
seguir os passos: selecionar a tabela “Atualização com valores de população
discreta”e em seguida na opção inserir selecionar o comando gráfico, como
mostrado na Figura 3.2.8 a seguir:
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Figura 3.2.8: Tabela do Modelo SIR

Fonte: Criado pelo autor

3.2.1 Simulações

Na primeira simulação, utilizando d = 14 obtivemos o seguinte gráfico:
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Figura 3.2.9: Gráfico Modelo SIR (d = 14)

Fonte: Criado pelo autor

Note que em um certo momento I(t) atinge um ponto máximo, o que significa
que existe uma grande quantidade de gente transmitindo a doença, aumentado
consideravelmente a chance de contágio. Durante a pandemia, várias medidas
foram tomadas com o intuito de diminuir esse ponto máximo de I(t), como o
uso de máscaras e o isolamento das pessoas em suas residências.

Na segunda simulação, vamos usar d = 5, o que faz o parâmetro β ser 0,2 e
o parâmetro α ser 0,526, com essas alterações no modelo obtemos a seguinte
tabela:
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Figura 3.2.10: Modelo SIR-Excel

Fonte: Criado pelo autor

Na simulação de 5 dias, temos o seguinte gráfico:

Figura 3.2.11: Gráfico Modelo SIR (d = 5)

Fonte: Criado pelo autor

Note que nessa situação, o ponto máximo de I(t) acontece bem antes do que
no caso d = 14, isso significa que a doença entra em equilı́brio bem antes do que
no caso anterior. O gráfico também reflete a importância da vacinação uma vez
que um dos melhores jeitos de diminuir o tempo de permanência do vı́rus no
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organismo é através da vacinação, informação que podemos deduzir a partir da
pesquisa publicada por Harris, Hall, Zaidi, Andrews, Dunbar e Dabrera (2021).
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Capı́tulo 4

Roteiro de aula

Neste capı́tulo será apresentado um roteiro de aula para auxiliar professores
que queiram abordar o tema em suas aulas de matemática, o público alvo serão
alunos do ensino básico, em especial os estudantes do ensino médio.

O roteiro necessita de dois momentos de 50 minutos com os alunos, onde
no primeiro momento será abordado os aspectos gerais do modelo de contágio
compartimental SIR e o segundo momento serão aplicados o modelo no Excel
para que os alunos vejam de forma prática o compartimento numérico e gráfico
da ação do vı́rus.

Os objetivos da aula são:

• Compreender o modelo SIR (Suscetı́vel, Infectado, Recuperado)

• Aplicar o modelo SIR para simular a propagação da Covid 19 (ou outros
vı́rus)

• Analisar os impactos de diferentes parâmetros no contágio e na recuperação
da Covid 19.

4.1 Aula 1: Introdução do modelo SIR

No primeiro momento dessa aula (20 minutos), o professor deve explicar o
que são os 3 grupos:

• Suscetı́vel (S(t)): Pessoas que podem contrair a doença.
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• Infectados (I(t)): Pessoas que estão infectadas e podem transmitir o vı́rus.

• Removidos (R(t)): Pessoas que se recuperaram e estão imunes ou que
vieram a óbito.

Aqui é interessante discutir como acontece a dinâmica entre esses grupos,
ou seja, como os indivı́duos se movem de S(t) para I(t) e de I(t) para R(t), essa
dinâmica pode ser estudada no Capı́tulo 3 do presente trabalho.

No segundo momento (20 minutos), o professor deve apresentar as equações
discretizadas do modelo.

∆S(t)
P = −αS(t)·I(t)

P 2 ∆t

∆I(t)
P =

(
αS(t)·I(t)

P 2 − βI(t)
P

)
∆t

∆R(t)
P = βI(t)

P ∆t

Aqui, caso o professor ache viável e possua tempo hábil seria interessante
fazer a dedução de cada umas dessas equações, o procedimento de dedução
também é descrito no Capı́tulo 3 do presente trabalho, mas o essencial é explicar
os parâmetros α e β e como eles podem ser ajustados no modelo.

Para finalizar a aula (10 minutos), o professor pode dividir a turma em grupos
para que eles discutam sobre o modelo e sobre fatores que possam influenciar
os parâmetros α e β, como por exemplo, medidas de distanciamento social,
vacinação, dentre outros.

4.2 Aula 2: Simulação e análise

No primeiro momento (30 minutos), o professor deve apresentar a ferramenta
de simulação, a dica é utilizar o Excel, inserindo as equações discretizadas em
suas células para montar uma planilha com os dados numéricos de contágio.
Uma localidade precisa ser escolhida e a população utilizada no modelo, a ideia
principal é mostrar aos alunos como o modelo SIR se comporta em diferen-
tes cenários. Também é interessante permitir que os alunos modifiquem os
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parâmetros α e β e observem seus efeitos nos gráficos de S(t), I(t) e R(t). O
passo a passo pra montar essa planilha é encontrado na Seção 3.2 deste trabalho.

No segundo momento (15 minutos), é a hora de analisar os resultados obtidos,
o professor pode pedir aos alunos que anotem suas observações sobre como a
alteração dos parâmetros influenciou na propagação do vı́rus, também é rele-
vante discutir a importância das simulações e suas implicações práticas, como
identificar quais medidas tomar e qual o melhor momento para implementar uma
intervenção de saúde pública.

Por fim é o momento da reflexão final (5 minutos), o professor deve questionar
os alunos se o modelo SIR pode ajudar na tomada de decisões envolvendo a
saúde pública.

Sugestões de avaliação:

• Participação dos alunos nas discussões em grupo.

• Relatório curto, onde os alunos descrevem suas simulações e suas con-
clusões sobre os resultados

Materiais para as aulas:

• Computador com software de simulação (Excel ou outro software de plani-
lhas).

• Projetor para a apresentação das equações e de resultados

• Material de apoio sobre a Covid-19 e o modelo SIR.
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Rio Claro, 1987.

[6] E.A. Coddington e N. Levinson. Theory of ordinary differential equations.
McGraw-Hill Book Company, 1955.

[7] EDWARDS, C. H. e PENNEY, D. E. Equações Diferenciais Elementares -
com problemas de contorno. 3ªed. Rio de Janeiro: LTC - Livros Técnicos
e Cientı́ficos, 1995.

[8] GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um Curso de Cálculo: volume 4. 6. ed.
Rio de Janeiro: Ltc, 2019.

51



BIBLIOGRAFIA

[9] HARRIS, Ross J.; HALL, Jennifer A.; ZAIDI, Asad; ANDREWS, Nick
J.; DUNBAR, J. Kevin; DABRERA, Gavin. Effect of Vaccination on
Household Transmission of SARS-CoV-2 in England. New England Journal
Of Medicine, [S.L.], v. 385, n. 8, p. 759-760, 19 ago. 2021. Massachusetts
Medical Society. http://dx.doi.org/10.1056/nejmc2107717.

[10] LIMA, J. P. Sistemas Complexos aplicado a modelos epidemiológicos.
Revista Physicae Organum, v.7, n. 1, pp. 59-71. 20 de abril de 2021.
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números de reprodução viral, R0 e Re. https://oxfordbrazilebm.com:
¡ https://oxfordbrazilebm.com/index.php/quando-isso-acabara-uma-
introducao-aos-numeros-de-reproducao-viral-r0-e-re/ ¿. Acesso em: 07 de
Out. de 2024.

[15] SABETI, Mehran. Modelo Epidêmico Discreto SIR com Estrutura
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