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Euclid alone has looked on Beauty bare.

Let all who prate of Beauty hold their peace,
And lay them prone upon the earth and cease
To ponder on themselves, the while they stare
At nothing, intricately drawn nowhere

In shapes of shifting lineage, let geese
Gabble and hiss, but heroes seek release
From dusty bondage into luminous air.

O blinding hour, O holy, terrible day,

When first the shaft into his vision shone

Of light anatomized! Euclid alone

Has looked on Beauty bare. Fortunate they
Who, though once only and then but far away,

Have heard her massive sandal set on stone.

—Edna St. Vincent Millay



RESUMO

Em 2019, publicamos um recurso educacional para treinamento de professores, em formagao inicial ou continuada, in-
titulado Uma Visita ao Disco de Poincaré¢. Esta dissertagdo apresenta uma versao revisada e expandida dessa produgao.
Ao examinar como o conceito de paralelismo evoluiu no decorrer de séculos de pesquisa matematica, Uma Visita ao
Disco de Poincaré usa Historia da Matematica para ensinar geometrias ndo euclidianas. As propriedades da geometria
hiperbdlica sdo estudadas por meio do modelo conhecido como Disco de Poincaré, com apoio do sofiware de geome-
tria dinamica GeoGebra. O publico-alvo da nova edi¢do de nosso recurso educacional continua sendo professores de
Matematica da Educagio Basica.

Palavras-chave: Ensino de Geometria; Recurso educacional; Geometria hiperbolica; Historia da Matematica; Forma-
¢a0 de professores.



ABSTRACT

In 2019, we published an educational resource for teacher training programs, useful in both initial training and also con-
tinuous professional development of teachers, titled Uma Visita ao Disco de Poincaré. This thesis presents a revised
and expanded version of that work. By examining how the concept of parallelism has evolved over centuries of mathe-
matical research, Uma Visita ao Disco de Poincaré makes use of the History of Mathematics to teach non-Euclidean
geometries. The properties of hyperbolic geometry are studied using the model known as Poincaré Disk, with support
of the dynamic geometry software GeoGebra. As before, the target audience for this new edition of our educational
resource is math teachers.

Keywords: Geometry teaching; Educational resource; Hyperbolic geometry; History of Mathematics; Teacher training.



2.1
2.2

31
3.2
3.2.1
322
323
33
34
3.5
3.6
3.7

SUMARIO

INTRODUCAO . . ittt ittt e e et e e e et e e e e e e e e e i 9
RESENHA DE UMA VISITA AO DISCO DE POINCARE (2019) . . ... ... ....... 12
O conteudo do livreto original . . . . . . . . ... ... 12
Defeitos e limitaches . . . . . . . . . ... 12
PROCESSO DE REVISAO DO RECURSOEDUCACIONAL . . ... .....c00u0.... 14
Histéria da MatematicaeseuEnsino . . . . . . . . ... .. ... 000000000 14
Escrevendo sobre Historia da Matematica . . . . . . . . . ... ... ... ........... 14
Obras de referéncia de Historia da Matematica . . . . . . . . .. .. ... ... ... ....... 15
Obras de referéncia de Historia das geometrias ndo euclidianas . . . . . . . ... .. ... .... 15
Fontes primarias . . . . . . . . . . . . . e e e 15
Primeiro capitulo: O quinto postulado de Euclides . . . . . . .. ... ... .......... 15
Segundo capitulo: A geometriade Euclides . . . . . ... ... ... ... ....... . ... 17
Terceiro capitulo: O modelo do Disco de Poincaré . . . . ... ... ... ........... 17
Quarto capitulo: A geometria do Disco de Poincaré . . . . . . . ... ... ... ... ... 17
Leituras Adicionais . . . . . . . . . .. L 17
CONSIDERACOES FINAIS . . vt ittt ittt et et e et e et e e et ie e 18

REFERENCIAS . . o vt et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s e i, 19



1 INTRODUCAO

Em 2019, como parte de seu Trabalho de Conclusdo de Curso, o autor apresentou um recurso educacional para
ensino de geometrias ndo euclidianas intitulado Uma Visita ao Disco de Poincaré. O recurso educacional tinha o formato
de ebook e seu principal publico-alvo era professores de Matematica da Educagdo Basica em formagdo continuada
(Souza, 2019).

Esta dissertagdo apresenta uma nova versdo dessa ferramenta didatica (Souza, 2026). Vamos justificar a existén-
cia desse produto, argumentar a necessidade que havia de revisa-lo e detalhar o processo de revisdo, mostrando as
diferencas entre a versdo atual e a anterior. Defendemos que o texto revisado pode ser 1til em cursos mais curtos ou
oficinas académicas com professores de Matematica da Educagio Basica, tanto em formagao inicial como em formagéo
continuada.

Pavanello (1993) analisa o quase desaparecimento do ensino de geometria das escolas brasileiras algum tempo
apos o golpe militar de 1964. Nesse artigo, Pavanello mostra que a dualidade entre escola da elite x escola do povo
gradualmente passou a se expressar como escola particular x escola publica. O acesso a rede publica foi expandido,
mas com pouca preocupagdo em relagdo a qualidade do ensino. Essa precarizagdo se manifestou nos espagos fisicos
das escolas, na desvalorizagao salarial dos professores e na remocgao de tdpicos do curriculo, incluindo os estudos de
Geometria. E nesse contexto que Pavanello ndo considera a suposta democratizagio do acesso a educagio, que teria
acontecido nesse periodo, como sendo verdadeira. Para ela, a velha dualidade entre escola da elite x escola do povo
agora poderia ser chamada de “escola onde se ensina geometria” x “escola onde ndo se ensina geometria”. Portanto,
em ultimo caso, o abandono do ensino de geometria tinha causa politica!

Mais tarde, Lorenzato (1995) aponta dois outros porqués de ndo ensinar geometria. O primeiro deles era que muitos
professores ndo sabiam geometria, nem entendiam plenamente o seu poder, beleza e importancia para uma formagéo
cidada. O outro motivo apontado por Lorenzato ¢ uma dependéncia exagerada dos livros didaticos. A apresentagdo da
geometria nos livros muitas vezes se resumia a uma lista de defini¢des, propriedades e formulas. Essa apresentago
arida, carente de explicacdes historicas e até mesmo logicas, e desconectada de aplicagdes na propria Matematica e nas
outras ciéncias é absolutamente inapropriada. Além disso, a parte de Geometria nos livros didaticos costumava aparecer
apenas nas ultimas péaginas. Por isso, o estudo da Geometria era visto como menos prioritario e, com o encerramento
do ano letivo, muitas classes nem chegavam a usar essa parte do material.

Nossa leitura € que o tipo de despreparo mencionado em Lorenzato (1995) nunca foi acidental, mas uma conse-
quéncia nefasta da causa politica ja apontada em Pavanello (1993). O mesmo vale para o segundo motivo, e esse fato
¢ observado e explicitado pelo proprio Lorenzato, adiante em seu artigo. Esses dois artigos, publicados ha mais de 30
anos, ainda sdo relevantes para entender o ensino de geometria no Brasil.

Escolhemos comegar essa discussdo a partir da realidade brasileira, mas o tratamento dado a Geometria nas escolas
¢ uma preocupacao internacional. Para Grattan-Guinness (1978), é deplordvel a quase eliminagdo da Geometria em
alguns movimentos educacionais. E sobre a situagdo americana no inicio dos anos 2000, Clements (2003, p. 171) chama
a maioria dos curriculos entdo correntes e das praticas pedagogicas de ‘simplesmente abominaveis’. As palavras duras
foram motivadas por sua observagéo critica de que o ensino de geometria era de qualidade tao inferior que deixava os
estudantes despreparados para prosseguir seus estudos dentro da propria Geometria e das muitas areas da Matematica
que dependem de conhecimento geométrico.

A posigdo de Clements torna-se ainda mais interessante quando notamos as razdes que ele da para ensinar Geometria.
Ele diz que ‘a Geometria oferece uma forma de interpretar e refletir sobre nosso ambiente fisico e que pode servir como

ferramenta no estudo de outros topicos em Matematica e nas Ciéncias’ (Clements, 2003, p. 171). Essa contradi¢do
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entre objetivos e resultados indica que € necessario dar mais atengdo ao ensino de Geometria, tanto em dedicar mais
tempo como em melhorar a qualidade do uso desse tempo. Entendemos que também indica uma incongruéncia entre
objetivos e praticas pedagodgicas, conforme observada por outros pesquisadores desde ha muito (Brown, 1950).

Enquanto defende o seu ensino, Griinbaum (1981) define a Geometria como uma maneira especial de substituir
objetos do mundo real por formas e figuras mais simples ou idealizadas, e entdo investigar as relagdes mutuas entre
estas. Para Griinbaum, ¢ supersticiosa a ideia de que o conhecimento geométrico tem natureza a priori. Para ele,
toda a Geometria é um produto do pensamento humano e representa apenas uma das maneiras nas quais nos tentamos
comunicar sobre nossos arredores e entender certos aspectos da realidade. Nao ¢ a toa que em Lorenzato (1995, p. 5)
nds encontramos essa passagem: “Sem conhecer Geometria a leitura interpretativa do mundo torna-se incompleta, a
comunicagdo das ideias fica reduzida e a visdo da Matematica torna-se distorcida.”

Certamente podemos chamar de distorcida a visdo da Matematica como uma disciplina fria, chata e rigida. Vamos
investigar brevemente a raiz dessa distor¢ao. Heiede (1996, p. 232) reflete que ensinar Matematica como se fosse um
produto acabado, divorciado de sua histodria, é parcialmente responsavel por tantos estudantes jovens acharem que ela
¢ desinteressante ou chata. Siu e Siu (1979) chegam ao ponto de dizer que a tarefa mais importante e mais dificil
em educagdo matematica ¢ fazer o estudante perceber que a ‘Matemadtica como produto final’ é muito diferente da
‘Matematica em criagdo’.

Os fundamentos de uma teoria matematica geralmente sdo criados muito depois de partes significativas dessa teoria.
Mas a tipica apresentacdo formal de uma teoria matematica acontece na ordem historica reversa: comega-se pelos
fundamentos, e a teoria é rigorosamente desenvolvida a partir desses fundamentos (Grattan-Guinness, 1978, p. 271).
No entanto, ndo faz sentido ensinar criangas a partir de fundamentos que ndo podem ser apreciados por elas. Ensinar
Matematica dessa forma pode induzir o estudante a pensar que a Matematica € chata e rigida, quase que um fossil
epistemologico que, infelizmente, foi desenterrado. Parece que fazer Matematica é apenas decorar e aplicar regras
arbitrarias e sem sentido. Os papéis desempenhados pela exploragdo, imaginagao e criatividade ficam obscurecidos
(Siu; Siu, 1979).

Concordamos com a posi¢do de que a principal motivagdo para estudar Historia da Matematica ¢ compreender
melhor a propria Matematica (Siu, 2000, p. 6). Por exemplo, a quem ndo entende que a Matematica tem sua Historia,
que ela nem sempre foi do jeito que € hoje e que no futuro sera diferente, ndo foi ensinado Matematica (Heiede, 1992).
Por outro lado, entender como surgiram certas ideias matematicas, como as alternativas para o quinto postulado, leva
a um aprego mais maduro dessas ideias. E a Geometria, especialmente quando ensinada a partir de uma abordagem
historica, pode ser decisiva em revelar a verdadeira natureza da Matematica (Grattan-Guinness, 1978, p. 281, 282).
De fato, um dos objetivos principais do recurso educacional que estamos apresentando ¢ deixar clara a natureza da
Matematica como um corpo vivo de saberes e técnicas. Assim, a escolha de ensinar geometria usando uma abordagem
que ¢é parcialmente historica torna-se natural.

Por fim, gostariamos de justificar a escolha das geometrias nao euclidianas como toépico de um material para treina-
mento de professores da Educacdo Bésica. Lamenta Heiede (2000) que a maioria dos professores de Matematica nao
conhecem quase nada sobre geometrias no euclidianas. Em seguida, o pesquisador faz a seguinte reflexdo:

But does it matter if a teacher does not know about non-Euclidean geometry, one could ask. Nobody
would after all expect him or her to teach it to children. The answer is that it does matter, profoundly. If a
teacher knows that geometry is true on its own conditions and not as a sort of physics or a part of it, then
this teacher will perhaps teach Euclidean geometry differently from how he or she would otherwise have
done it. Moreover, knowledge of the existence of non-Euclidean geometry gives one a different view of
what mathematics really is, and this may leave its mark everywhere on one’s teaching of mathematics.
(Heiede, 2000, p. 209)

Portanto, aprender sobre a existéncia de outras geometrias leva o professor a um entendimento mais profundo do

que ¢ a Matematica. Ademais, as geometrias ndo euclidianas foram criadas muito mais recentemente que quase todos



11

0s outros topicos tipicos da matematica escolar. Estuda-las ¢ um lembrete de que a Matematica ainda esta sendo criada.
No proximo capitulo, fazemos uma resenha critica da versdo de 2019 de Uma Visita ao Disco de Poincaré, refletindo
sobre seus méritos e limitagdes. No Capitulo 3, mostramos o processo de revisdo desse material. Algumas consideragdes

finais sdo feitas no ultimo capitulo.



2 RESENHA DE UMA VISITA AO DISCO DE POINCARE (2019)

O recurso educacional Uma Visita ao Disco de Poincaré foi publicado originalmente como anexo em um Trabalho
de Conclusdo de Curso (Souza, 2019). O recurso educacional tinha o formato de ebook, com 25 paginas, e seu publico-
alvo era professores da Educag@o Basica, possivelmente em um contexto de formagdo continuada. Em trés capitulos,
o0 ebook introduzia a geometria hiperbolica por meio dos desenvolvimentos histéricos da Teoria das Paralelas, e depois

por meio do Disco de Poincaré. A seguir, vamos resumir e criticar o contetido desse material.

2.1 O contetdo do livreto original

O primeiro capitulo de Uma Visita ao Disco de Poincaré (2019) é completamente dedicado ao processo historico
que levou a criagdo das geometrias ndo euclidianas. A primeira se¢do conta, de forma resumida, a historia da criagao da
Geometria como area de estudo matematico. A segunda segdo apresenta Os Elementos de Euclides e os seus postulados
da Geometria. A se¢@o enfatiza as diferengas entre o quinto postulado ¢ os precedentes, introduzindo a Teoria das
Paralelas. A terceira se¢@o conta a historia da Teoria das Paralelas e os seus desenvolvimentos desde a Antiguidade
até a publicag@o postuma do livro de Johann Lambert. Algumas tentativas de demonstragdo do quinto postulado sdo
apresentadas e refutadas. A quarta e tltima se¢@o mostra como séculos de pesquisa culminaram na criagdo da geometria
hiperbolica quando alguns matematicos consideraram uma defini¢ao alternativa de retas paralelas. Também conta como
foi negativa a recepg¢@o inicial dessas ideias até que Riemann, Beltrami e outros deram contribui¢des fundamentais que
encerraram de forma definitiva a Teoria das Paralelas como campo de estudo.

O segundo capitulo do texto de 2019 é uma revisdo de topicos da geometria euclidiana que sdo importantes para
compreender o modelo do Disco de Poincaré. Por exemplo, as primeiras se¢des dao uma defini¢do de angulo entre
circunferéncias, demonstram um teorema de poténcias de pontos, e fazem um estudo da transformacao geométrica do
tipo inversdo em relagdo a um circulo. A ultima se¢do demonstra um teorema sobre circunferéncias ortogonais que €
essencial para o modelo do Disco de Poincaré.

O terceiro capitulo introduz o modelo de geometria hiperbdlica conhecido como Disco de Poincaré. O disco aberto
¢ usado como modelo do plano hiperbolico. Mostra-se que forma tomam as retas hiperboélicas nesse modelo, como
sdo medidos os angulos entre retas, e algumas propriedades dessa geometria que a tornam diferente da euclidiana.
O capitulo também apresenta a métrica do modelo. A tltima segdo encerra o ebook com uma breve discussdo das
circunferéncias hiperbdlicas no modelo do disco.

2.2 Defeitos e limitacoes

Ha muito a ser criticado na versdao de 2019 de nosso recurso didatico. O primeiro capitulo foi escrito a partir de
uma longa consulta bibliografica, mas raramente sdo feitas referéncias diretas a essa bibliografia no texto. As poucas
referéncias citam apenas a obra, mas nao a pagina de consulta. Essa falta de rigor cientifico torna muito dificil verificar
as suas declaracdes e argumentos e encontrar informagdes adicionais. Outro destaque negativo do texto ¢ a falta de
clareza em alguns trechos, como na “demonstra¢do” de Proclo. Ha também varias imprecisdes historicas menores.
Além disso, consideramos que alguns detalhes matematicos interessantes deveriam ter sido incluidos, mas ficaram
ausentes.

O segundo capitulo tenta introduzir pontos no infinito ao tratar das inversdes em relacdo a um circulo dado. A
defini¢do ndo faz sentido matematico e precisava ser corrigida. A Figura 2.2 (a) tem um pouco de poluigdo visual, e a
demonstragdo relacionada poderia ser simplificada.
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Consideramos que o terceiro capitulo terminou limitado demais em escopo. Pelo menos a ideia de transformagdes
geométricas no disco deveria ter sido introduzida de alguma maneira. Como resultado, ndo foi possivel fazer um estudo
apropriado de uma figura tdo elementar como o circulo hiperbdlico. O ebook termina de forma abrupta.

Além dos problemas especificos de cada capitulo mencionados acima, outra limitagdo do ebook original é a auséncia
de exercicios e atividades. Existe pouco incentivo em tornar a leitura menos passiva e ndo sdo sugeridas atividades de
exploragdo da geometria do disco. Consideramos essa uma falha notavel em um texto matematico escrito explicitamente

para fins didaticos.



3 PROCESSO DE REVISAO DO RECURSO EDUCACIONAL

Os detalhes do processo de criagdo de Uma Visita ao Disco de Poincaré (2019) estao disponiveis em Souza (2019).
Inevitavelmente vamos repetir algumas dessas informacdes neste capitulo, mas seu objetivo principal é mostrar os

principios que guiaram a revisao de nosso recurso educacional.

3.1 Historia da Matematica e seu Ensino

Para ensinar Matematica, ¢ necessario ensinar Historia da Matematica, porque a histéria de um assunto ¢ parte
do assunto! (Heiede, 1992, p. 152) Desse modo, a inclusdo de um capitulo inteiro em nosso recurso educacional
tratando principalmente da chamada Teoria das Paralelas torna-se natural. Nos damos o contexto social do surgimento
da Geometria como area de estudo e, depois, da criagio da matematica grega. E nesse contexto historico que se situam
Euclides de Alexandria e Os Elementos. Mencionamos um fato que consideramos crucial nessa historia: Os Elementos
ndo foi o Gnico livro a tentar dar os fundamentos do estudo axiomatico da geometria. Esse fato é importante para
entendermos que os postulados de Euclides nio sdo oriundos de inspiracdo divina, e sim criagdo de sua mente humana.
E a partir desse entendimento que a posigdo do quinto postulado sera questionada nos mais de 20 séculos que seguiram.
Como enfatizamos, a Matematica vive. Por meio das criticas ao quinto postulado e as muitas tentativas de demonstra-lo,

o recurso educacional mostra como certas ideias geométricas se desenvolveram.

3.2 Escrevendo sobre Historia da Matematica

De acordo com Gray (2011, p. x), um texto de Historia da Matematica estuda as ideias e as praticas de matematicos.
Para Gray, ¢é necessario discutir a produgao e a recepgao de ideias, € como esses processos historicos sdo afetados pelo
contexto social. Gray argumenta que a ideia de que um bom historiador simplesmente conta o que aconteceu no passado
¢ ingénua. O registro histdrico ¢ imperfeito, seja porque parte dele foi perdida, seja porque contém erros. Assim, parte
do trabalho de um historiador envolve tecer argumentos, fazer julgamentos e expressar opinides baseadas nesse registro
(Gray, 2011, p. 137).

A obra citada acima foi escrita a partir de notas de aula, que o autor ministrou a alunos de graduacdo, e contém
tarefas para estudantes de Historia da Geometria. Sobre referéncias bibliograficas, Gray orienta a seus alunos:

Every substantial piece of information should be referenced, especially ifit is a quotation. This may seem
pedantic, but it is the only way to keep misinformation from creeping in. No one’s memory is completely
reliable. (Gray, 2011, p. 146)

Permitimos que esse principio guiasse o processo de revisdo do primeiro capitulo de Uma Visita ao Disco de Po-
incaré. Toda informacdo do texto de 2019 recebeu uma referéncia que a apoiasse, ou foi removida. Por exemplo, na
pagina 9 foi dito que Bolyai, no contexto de seus estudos em Geometria Neutra, tentou expressar suas formulas trigo-
nométricas na forma mais geral possivel. E fato que a obra de Bolyai tem uma preocupagdo maior com os teoremas
da Geometria Neutra se comparada & obra de Lobachevsky, e temos as fontes necessarias para fazer essa afirmacao.
Mas ndo pudemos determinar o que seria essa “forma geral” usada exclusivamente por Bolyai e, por essa razdo, o pa-
ragrafo foi reescrito. Além disso, algumas vezes historiadores diferentes tém opinides conflitantes sobre personagens
historicos ¢ os méritos de suas obras. Por fornecer referéncias para cada afirmagao, esperamos ter feito nossos proprios
julgamentos com rigor histérico e em um formato que possa ser examinado pelo leitor.
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3.2.1 Obras de referéncia de Historia da Matematica

As duas principais obras de referéncia em Historia da Matematica utilizadas nessa revisao sdo Cooke (2013) e
Katz (2009). Essas obras s@o relativamente novas se comparadas, por exemplo, a Boyer e Merzbach (2012), publicada
primeiro em 1968 e que também foi consultada. Os dois textos, Cooke (2013) e Katz (2009), contém interpretagdes
mais modernas de eventos historicos. Ilustrando esse ponto, ambos sdo mais generosos em relagio a contribui¢ao dos
matematicos arabes para a Teoria das Paralelas. Observamos esse fato tanto na quantidade de paginas dedicadas a suas

obras, como na qualidade da discussdo matematica das ideias ali expressas.

3.2.2 Obras de referéncia de Historia das geometrias ndo euclidianas

A primeira grande obra de referéncia a organizar e apresentar uma Historia das geometrias ndo euclidianas foi
Bonola (1912). Na verdade, esse livro se tornou tdo influente que Gray (1979) atribui a Roberto Bonola um padréo
tipico observado em quase todas as discussdes subsequentes. Apesar de muito antigo, continua sendo relevante por
conter muitos trechos de fontes primarias, além da reconhecida qualidade da organizagdo do material.

Rosenfeld (1988) ¢ um excelente livro soviético publicado no aniversario de 150 anos da palestra seminal sobre
geometrias ndo euclidianas apresentada pelo matematico russo Nikolai Lobachevsky. De particular interesse foi o
segundo capitulo, por conter uma exposi¢cdo bem detalhada da Teoria das Paralelas, principalmente das contribui¢des
arabes.

Gray (1989) ¢ outra importante referéncia sobre a Teoria das Paralelas e inclui exposigdes acessiveis dos resultados
obtidos por Giovanni Saccheri e Johann Lambert. Do mesmo autor, Gray (2011) ¢ uma Historia da Geometria do século
19 e ¢ notavel em seguir detalhadamente os passos trilhados por Lobachevsky e Bolyai Jands na fundag@o definitiva

das geometrias ndo euclidianas.

3.2.3 Fontes primarias

Sempre que uma tradugdo de fonte primaria esta disponivel em portugués ou inglés, a obra foi consultada.

Uma edigdo de Os Elementos, Heath (1908), contém a “demonstra¢do” de Proclo reproduzida no Recurso Educa-
cional, além de comentarios sobre outras tentativas famosas de demonstrar o quinto postulado de Euclides.

O livro de Saccheri, escrito originalmente em latim, foi consultado em Saccheri (2014). Essa edigdo, com traducao
para o inglés por George Halsted e Linda Allegri, também inclui as revisdes e comentarios de Vincenzo De Risi.

O apéndice escrito por Bolyai estd disponivel, em inglé€s, em Bolyai (1987).

Um dos livros escritos por Lobachevsky, publicado por ele em alemao, recebeu tradugdo para o inglés em Loba-
chevsky (1914). O trabalho de tradug@o também ¢ creditado a George Halsted.

Stillwell (1996) contém traducdes para o inglés das duas publicagdes de Beltrami com seus modelos da geometria
hiperbolica, além de comentarios do editor e tradutor John Stillwell.

Infelizmente, o livro poéstumo de Lambert sobre a Teoria das Paralelas ainda ndo esta disponivel em portugués ou
inglés e ndo pode ser consultado diretamente. Trechos dessa publicago sio reproduzidas nas obras citadas na Subsec¢ao
3.2.2.

3.3 Primeiro capitulo: O quinto postulado de Euclides

A revisdo mais importante desse capitulo é, como mencionado, a inclusdo de referéncias mais precisas. Além disso,

listamos abaixo algumas das outras mudangas e adi¢des.
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Os personagens gregos mencionados tém versdes aportuguesadas de seus nomes. O texto passou a usar a forma

portuguesa, por consisténcia.

Quando reproduzimos a tentativa de demonstrag@o de Proclo, consideramos necessario dar mais detalhes dos
passos dessa demonstragao e dos erros cometidos por ele. Por isso, adicionamos alguns paragrafos a essa discus-

Sao.

A informacao que relaciona Aristoteles a Os Elementos foi considerada relevante demais para ser mantida como

nota de rodapé.
Expandimos a nota sobre a tentativa de demonstracdo erroneamente atribuida a al-Tusi em textos antigos.

O jesuita Giovanni Girolamo (as vezes, Gerolamo) Saccheri ¢ um dos personagens mais importantes da Teoria
das Paralelas. Onde o texto original simplesmente proferia que Saccheri ndo teve dificuldade em encontrar uma
contradi¢do na hipdtese do angulo obtuso, escrevemos alguns paragrafos sobre essa parte de seu manuscrito. A
relacdo entre essa hipotese, o segundo postulado de Euclides e a proposi¢do 16 de Os Elementos ¢ uma discussdo
exclusiva dessa revisdo. Identificamos nessa parte do texto revisado uma oportunidade para introduzir alguns

fatos matematicos da geometria eliptica.

Além do ponto acima, adicionamos muitos detalhes sobre as investigacdes de Saccheri em sua hipdtese do angulo

agudo. Essa inclusdo tornou-se possivel ao consultarmos Saccheri (2014).

Johann Lambert € outro personagem crucial na historia da Teoria das Paralelas. A parte do texto que trata de suas
contribui¢des foi tanto expandida como retificada. Por exemplo, dedicamos muito mais espaco a uma das con-
sequéncias encontradas por Lambert da hipotese do angulo agudo. Também deixamos de mencionar as fun¢des
hiperbodlicas junto de Lambert. E verdade que ele foi um dos pioneiros no uso de fungdes hiperbélicas, como se
v€ em sua demonstracdo de que 7 € irracional. Mas ele nem introduziu essas fungdes na Matematica de forma
geral, nem especificamente na Teoria das Paralelas. A associacdo entre a geometria hiperbodlica e as funcdes

hiperbdlicas seria feita muito mais tarde. Em 2019, erramos ao sugerir o contrario.

A matematica escolar no Brasil usa majoritariamente o grau como medida de angulo. Incluimos uma discussao

sobre radianos que consideramos pertinente.

Incluimos a descoberta, por Bolyai, de que a trigonometria esférica é completamente independente do quinto
postulado.

Na versdo de 2019, mencionamos que Gauss estava guiando experimentos sobre a melhor geometria para des-
crever nossa realidade fisica. E esptria a anedota de que Gauss teria conduzido experimentos assim na Terra. E
possivel que Bartels, um dos colaboradores de Gauss, tenha feito experimentos astrondmicos sob sua supervisao.

Mas ndo esta claro o objetivo desse suposto experimento e, por isso, decidimos omitir essa informacao.

Incluimos a informagdo de que a publicagdo pdstuma da correspondéncia de Gauss gerou interesse nas obras de
Bolyai e Lobachevsky. Esse fato histdrico da peso a uma das teses que apresentamos sobre a recepcao imediata

dessas obras.

Mencionamos que Felix Klein introduziu a classificagdo das geometrias ndo euclidianas em eliptica e hiperbdlica.
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3.4 Segundo capitulo: A geometria de Euclides

O objetivo do segundo capitulo ¢ dar as ferramentas necessarias para estudar o Disco de Poincaré como modelo
da geometria hiperbdlica. O conteudo do capitulo, pelo menos até a Secdo 2.3, ndo deve ser inédito para o professor
de Matematica. Ainda assim, achamos necessario revisar essas definigdes e teoremas. Além da motivagdo de estu-
dar o Disco de Poincaré, os resultados sdo interessantes por si mesmos. A inclusdo desse capitulo também nos da a
oportunidade de apresentar algumas demonstragdes matematicas.

As mudangas efetuadas nas duas primeiras se¢des foram pequenas e tiveram o alvo de melhorar a clareza do texto.
A principal mudanga no corpo do texto ¢ a corre¢do mencionada em nossa critica ao material na Sec¢do 2.2. Adicional-

mente, incluimos exercicios.

3.5 Terceiro capitulo: O modelo do Disco de Poincaré

No material de 2019, o terceiro capitulo era intitulado 4 geometria do Disco de Poincaré. Agora, esse € o titulo do
quarto capitulo. Mas as trés se¢des que formam esse capitulo ndo sofreram grandes mudangas. E nele que introduzimos
o modelo da geometria hiperbolica conhecido como Disco de Poincaré, explicando o que s@o pontos e retas no mo-
delo. A unica adigdo ¢ da secdo de atividades. Usamos o software GeoGebra para explorar algumas das propriedades
mais elementares dessa geometria. Esse recurso didatico ja havia sido empregado na dissertagao Ribeiro (2013), que
consultamos.

Duas segdes que estavam no terceiro capitulo foram movidas para o capitulo seguinte.

3.6 Quarto capitulo: A geometria do Disco de Poincaré

As duas primeiras se¢des do quarto capitulo sdo exclusivas dessa revisdo. E nelas que introduzimos as transforma-
¢des isométricas dentro do disco. As duas se¢des seguintes estavam na versao de 2019, mas ampliamos o estudo de
circunferéncias no modelo. O material antigo analisava apenas os circulos concéntricos com o disco.

Assim como no capitulo anterior, adicionamos atividades usando o GeoGebra.

3.7 Leituras Adicionais

Decidimos inserir um capitulo ndo numerado intitulado apenas Leituras Adicionais. Achamos que o texto terminava
de forma muito abrupta e que essa seria uma oportunidade conveniente para incluir algumas recomendagdes de leitura.
Dada a natureza introdutéria do material, consideramos que esse também ¢ um incentivo para que o leitor continue seus

estudos.



4 CONSIDERACOES FINAIS

O projeto de revisdo e ampliagdo de Uma Visita ao Disco de Poincaré resultou em um material que julgamos muito
superior & versdo antiga. O uso da Teoria das Paralelas, topico de Historia da Matematica, mostrou-se apropriado aos
objetivos pedagodgicos do recurso educacional. A inclusdo de atividades exploratdrias por meio de geometria dindmica
também deve ser mencionada.

Defendemos que o texto revisado pode ser usado em oficinas académicas com professores de Matematica, em
formagao inicial ou continuada. Outra possibilidade € usa-lo como material de apoio em um curso de Histdria da Mate-
matica; ou, ainda, em um curso de Geometria para estudantes de licenciatura, dedicando alguns encontros a discussao
das geometrias ndo euclidianas. Além disso, o material ndo requer necessariamente a intervengdo de um instrutor,
podendo ser usado por professores da Educacdo Basica interessados no tema.

Apesar disso, o recurso educacional que escrevemos poderia receber diversas melhorias. Por exemplo, adicionamos
atividades como parte desse projeto de expansdo do material, mas ainda sdo poucas.

O texto também seria mais instrutivo se pudéssemos ter incluido uma discussdo sobre tesselagdes no plano. Ja
haviamos mencionado essa limitagdo em Souza (2019, p. 30). Na ocasido, comentamos que tesselagdes sdo um topico
interessante na geometria euclidiana e que essa seria uma boa oportunidade de revisitd-lo. Comparar os padrdes de
ladrilhamento do plano hiperbélico com os do plano euclidiano poderia facilitar um entendimento mais profundo de
algumas das propriedades de ambas as geometrias. Além disso, Heiede (2000) sugere que tesselagdes podem ser usadas
para introduzir geometrias ndo euclidianas na Educagdo Bésica, mostrando a pertinéncia do tema.

Infelizmente, também ndo foi possivel organizar um minicurso ou oficina de geometrias ndo euclidianas a tempo
de incluir um relato de aplicagdo do material.

S&o muitos e antigos os desafios do Ensino de Geometria no Brasil. Esperamos que esse trabalho seja uma pequena

contribui¢do para vencé-los.
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