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Prefacio do autor

Entre 2007 e 2012 estive intensamente envolvido, como competidor, na Olimpiada Brasileira de Ma-
tematica das Escolas Ptblicas (OBMEP). Em algum desses anos, eu recebi um livro delicioso intitulado
Circulos Matemdticos—A Ezxperiéncia Russa, de Dmitri Fomin. No capitulo 14 desse livro, Fomin in-
troduz os problemas de Geometria com alguns breves comentarios. Segundo ele, a Geometria pode ser
considerada como um jogo cujas regras foram criadas pelos gregos antigos. Mas se a Geometria é um
jogo, argumenta Fomin, entdo sé pode ser comparada ao xadrez em sua complexidade e elegancia.

Aqueles anos foram fundamentais para minha formacao como estudante de Matematica. Os problemas
de olimpiada nédo tentavam ser praticos ou realistas. Em geral, a tinica preocupacdo de um problema tipico
de olimpiada é ser interessante e divertido! Naquela época, o impeto de resolver problemas matematicos
era pouco extrinseco; ndo vinha da pressdo de pais e professores ou da necessidade de tirar boas notas. A
vida era mais simples e a Unica motivagdo necessaria para resolver um problema é que este fosse desafiador
ou elegante. A Matematica era menos uma Ciéncia e mais um jogo ou um tipo curiosamente belo de arte.

Quando fui admitido na Universidade Federal do Oeste do Parda (UFOPA) para cursar Licenciatura
Integrada em Matematica e Fisica, trouxe comigo essas experiéncias como ex-aluno da OBMEP. A ideia
de escrever este material surgiu por volta de 2017. Na época, eram varias as minhas preocupacgoes.
Uma delas era o estado do ensino de Geometria no pais, tanto na Educagdo Basica como nos cursos de
licenciatura. Outra preocupacdo estava relacionada a “cultura matemética” do professor da Educacao
Béasica. Eu acreditava que estudar Mateméatica normalmente inacessivel aos estudantes da Educagao
Bésica era importante para todos os professores dessa disciplina. Estudar Matemaética mais avancada
abriria a possibilidade de fazer novas conexoes entre as suas muitas areas de estudo. Para o professor,
uma consequéncia desse saber expandido pode incluir até mesmo uma mudanga de atitude em relagao a
prépria natureza da Matemaética e de seu ensino.

Eventualmente, escolhi um tépico de Geometria que normalmente nao é estudado em um curso de
licenciatura. Sob orientacdo do Dr. Sebastidan Mancuso, escrevi a primeira versdo deste material como
uma ferramenta didatica para treinamento de professores. O objetivo era servir de material didatico para
alguma oficina de geometrias nao euclidianas, possivelmente em um contexto de formacao continuada.
O escopo era muito limitado; ndo havia sequer uma tentativa de fazer um estudo sistemético do tema.
Mas, inspirado em um outro trabalho da area [30, p. 17], propus fazer uma espécie de excursdo por
esse estranho universo geométrico. Em 2019, apresentei esse material, com sua justificativa, como meu
Trabalho de Conclusdo de Curso. [28]

Uma leitura critica da primeira versao de Uma Visita ao Disco de Poincaré revela muitas falhas e
omissdes do material. Algumas partes eram de dificil compreensio por falta de clareza na forma como as
ideias eram expostas. O tratamento de alguns conceitos mateméaticos era descuidado. E aquele era um
material didatico de Mateméatica sem nenhuma proposta de atividades ou exercicios.

Desde 2019, sou professor de Matematica em escolas publicas. Depois de alguns anos de atuacao
profissional, fui selecionado para ingressar no Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional
(PROFMAT). Como o PROFMAT é um programa de pés-graduagéo do tipo profissional, os mestrandos
sao encorajados a criar um produto educacional seguindo uma das linhas de pesquisa. Novamente sob
orientagao do prof. Mancuso, selecionamos a linha Formacao de Professores de Matematica da Educagao
Bésica. Nossa proposta era revisar e expandir aquela primeira versao de Uma Visita ao Disco de Poincaré.
O resultado desse trabalho é o material que vocé tem em maos.

Como usar este material
Muitas propriedades das geometrias nao euclidianas sdo descritas como contraintuitivas. O objetivo

desse material é prover algum tipo de intui¢do no estudo dessas geometrias. Em especial, o Disco de
Poincaré seréd usado para visualizar as propriedades da geometria hiperbdlica. Um estudante de Geometria
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consegue facilmente imaginar o formato de um tridngulo, quadrado ou circulo em um plano euclidiano.
Queremos que o leitor consiga, com a mesma facilidade, imaginar o formato de figuras simples no modelo
do disco, e que as propriedades dessas figuras passem de “estranhas” a simplesmente diferentes.

O primeiro capitulo trata da Teoria das Paralelas. Quando Euclides de Alexandria langou as bases
do estudo da Geometria, ele assumiu como verdadeira uma certa afirmagdo que implicitamente dizia
respeito a retas paralelas. Desde essa época, gedmetras procuravam uma prova rigorosa dessa afirmacao.
Essa busca foi a motivagdo por tras de muitos estudos fascinantes de Geometria que culminaram, even-
tualmente, na criacdo das geometrias nao euclidianas. O segundo capitulo é uma revisdo da geometria
euclidiana. Alguns resultados importantes para o estudo do Disco de Poincaré sao demonstrados. O
terceiro capitulo introduz o Disco de Poincaré como modelo da geometria hiperbdlica. Por fim, o quarto
capitulo faz um estudo de algumas das propriedades dessa geometria usando o disco.

Todo texto exige do leitor uma certa generosidade para engajar-se com as ideias expostas. Em um
texto matematico, essa generosidade pode ser expressa ao refazer os passos das demonstracoes e até mesmo
por suspeitar das figuras desenhadas pelo autor. Além disso, as atividades sdo essenciais para atingir o
objetivo pedagdgico do material, em particular aquelas que usam aplicativos de geometria dindmica nos
dois ultimos capitulos. O texto foi escrito com o objetivo de ser acessivel para professores de Matematica
da Educacao Basica, ou seja, pessoas com formagao em cursos de licenciatura em Matematica. Dito isso,
nao ha muitos pré-requisitos para a leitura do texto, e acreditamos que jovens estudantes da Educagao
Bésica também podem aché-lo instrutivo, desde que tenham alguma maturidade no estudo da geometria
euclidiana plana.

Esperamos que essa pequena excursao por um universo geométrico diferente seja, mais do que instru-
tiva, prazerosa!
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Capitulo 1

O quinto postulado de Euclides

Apesar de muitos considerarem a matemética uma disciplina fria e dificil, existe alguma controvérsia
entre o publico leigo quanto a até que ponto a matemadtica é conectada a realidade. Alguns acham
“matemadtica” em toda parte, e para isso podem citar a ubiquidade das operacoes aritméticas mais simples
ou o fato de “encontrarem” formas geométricas, como tridngulos e retangulos, em todo lugar. Por outro
lado, ha aqueles que cagoam do realismo dos problemas comumente encontrados nos livros didaticos,
sobre o Jodozinho que foi comprar 54 melancias ou a Maria que precisa calcular os horarios dos trens. A
verdade é que as ideias matematicas tiveram que ser inventadas por nés. Sendo assim, sio marcadas por
inexatidoes e falhas, criticadas e corrigidas gradativamente. Considerando essa sua natureza, podemos
investigar seu desenvolvimento histérico e encontrar suas raizes. Ao fazer isso, descobrimos um corpo
de conhecimento vivo, em desenvolvimento; e, como estudantes ou professores, podemos atingir um
entendimento mais profundo de suas ideias e conceitos.

Nesse capitulo, vamos comentar brevemente as origens do pensamento geométrico. Nosso objetivo nao
é fazer um estudo aprofundado desse tema, mas fornecer um plano de fundo da criagdo da matematica
grega. Em especial, vamos ver as consequéncias da escolha por Euclides do seu quinto postulado, e como
a critica a essa escolha foi combustivel para alguns desenvolvimentos mateméticos ao longo dos séculos,
culminando na descoberta de novas geometrias! Nesta jornada, apresentaremos algumas propriedades
das geometrias nao euclidianas. Uma dessas geometrias é modelada pelo Disco de Poincaré, que vamos
visitar a partir do terceiro capitulo deste material.

1.1 As primeiras formas geométricas

E muito dificil rastrear a origem dos conceitos mateméticos mais primitivos, como é o caso de quase
tudo pré-histérico. Provavelmente nunca vamos saber quem foram os primeiros humanos a chamarem
uma figura de quadrado, e outra de circulo. Por isso, vamos nos concentrar nos registros que temos da
tradicao geométrica no Egito e na Mesopotamia, que provavelmente foram as culturas que tiveram maior
influéncia sobre a matematica grega.

A palavra geometria quer dizer literalmente “medir terra”, o que descreve bem o trabalho dos agri-
mensores egipcios. Numa sociedade cuja subsisténcia e riqueza dependia muito do cultivo da pequena
faixa de terra fértil ao longo do rio Nilo é natural que alguns conceitos geométricos tenham se desen-
volvido a partir de motivagdes praticas. Segundo nos relata um dos mais proeminentes historiadores da
Antiguidade, Her6doto, em cada ano o rio Nilo enchia e, na sua baixa, os campos de cultivo precisavam
ser novamente medidos e distribuidos. O imposto pago por cada agricultor era proporcional ao seu pe-
daco de terra. Assim, o rei mantinha inspetores para medir cada terreno e cobrar o devido imposto. Da
necessidade de medir esses campos, os egipcios desenvolveram métodos para calcular &reas. [8, p. 68]

Infelizmente, poucos papiros egipcios contendo textos mateméticos foram preservados até nossos dias.
O mais famoso desses, conhecido como Papiro de Rhind, contém uma lista de 87 problemas resolvidos
com diversos métodos matemdticos. [17, p. 3] [8, p. 58] Esses papiros revelam que os egipcios podiam
calcular com exatidao a area de figuras simples, como tridngulos e varios tipos de quadrilateros. Nao
apenas isso, mas eles sabiam calcular com precisdo a area de circulos. Apesar de ndo terem uma nogao
parecida com a nossa do ntimero T, os seus cdlculos assumem implicitamente que o valor de 7 seja (%)2,
uma aproximacao correta até a segunda casa decimal. [17, p. 9] [8, p. 69]

E surpreendente que o registro mais antigo do Teorema de Pitdgoras em um texto egipcio date de
300 AEC, quando a influéncia grega ja estava bem estabelecida. Talvez os egipcios ndo conhecessem esse



resultado ou, se conheciam, esse fato nao foi preservado. Entretanto, outro povo da antiguidade parece
ter conhecido bem esse teorema: os mesopotamios. [5, p. 49]

Na regiao entre os rios Eufrates e Tigre, mais ou menos onde hoje é o Iraque, floresceram diversas
civilizagbes que mostraram notavel habilidade matematica. Essas civilizagdes muitas vezes sdo chamadas
coletivamente de mesopotdmios. Diferentemente dos egipcios, a maior parte dos escritos preservados
desses povos estdao na forma de tabuinhas de argila escritas utilizando um estilete feito de cana. Como
as marcas na argila tem forma de cunha, esse tipo de escrita é conhecida como cuneiforme.

O que as tabuinhas revelam sobre a matematica mesopotamia é fantastico, e sua influéncia é sentida
até hoje. Por exemplo, foram os mesopotamios que criaram um sistema numeérico sexagesimal, e é por
isso que néds ainda dividimos uma hora (ou um grau) em sessenta minutos, e um minuto em sessenta
segundos.

Assim como os egipcios, os mesopotamios desenvolveram métodos para calcular as areas de figuras
planas. Langando méao de diversos algoritmos, os escribas podiam calcular as areas de figuras mais
complicadas, e também o volume de vérios sélidos. Mas parece que a geometria mesopotamia era mais
rebuscada que a egipcia em ainda outro aspecto: enquanto os egipcios se concentraram quase totalmente
no calculo de areas, os mesopotamios estudaram relagoes mais abstratas entre figuras. Em particular,
as tabuinhas mostram que eles ja conheciam o Teorema de Pitdgoras uns mil anos antes dos dias de
Pitagoras. Nao somente isso, eles descobriram algum método para gerar ternas pitagoricas, isto é, ternas
de nimeros inteiros que satisfazem a? = b? + ¢?. Listas com tais nlimeros foram preservadas. [17, p. 19]

Como se vé, tanto os egipcios como os mesopotamios desenvolveram a matematica que necessitavam
para a manutencao de suas sociedades. Quais as principais diferencas entre a matemaética desenvolvida
por esses dois povos e aquela dos gregos? Como veremos na proxima se¢do, o que geralmente chamamos
de matematica grega guarda poucas semelhangas com essas raizes. Nao hé evidéncia de que os egipcios e
mesopotamios aprofundaram-se em perguntar por que seus métodos realmente funcionavam. Os gregos,
por outro lado, passaram a enfatizar as justificativas de seus enunciados. Nao apenas isso, suas descobertas
comegaram a expressar relagoes cada vez mais abstratas entre figuras geométricas e se distanciaram muito
da maior parte das aplicacoes praticas. De fato, enquanto alguma matemaética ainda era necessaria em
toda a Grécia, o tipo de calculo que interessava a escribas e engenheiros se desenvolveu de forma mais ou
menos independente. A matemética grega era feita por pessoas que tinham tempo para isso e, estando
livres de outras preocupagoes, podiam se dedicar a atividades recreativas. [2, pp. 15, 23, 24]

1.2 Os primeiros postulados

Nao se sabe com certeza a quem se devem as primeiras demonstragoes em matematica como conhe-
cemos hoje, apesar dessa honra ser muitas vezes creditada a Tales de Mileto. Numa demonstracao, o
matemaéatico tenta deduzir certas propriedades a partir de outras mais elementares, numa série de passos
légicos. E claro que ele sempre precisard comecar de pelo menos algumas premissas bésicas e partir dai.
De acordo com certos comentarios que chegaram a nossos dias, varios matematicos tentaram organizar
tais premissas basicas da geometria, mas somente uma dessas obras foi preservada até nossos dias. [26,
p. 35] [17, pp. 51, 52] Nao somente preservada, essa obra se tornou a segunda mais impressa, traduzida e
reeditada de toda a histéria humana, atras somente da Biblia. Esse famoso texto matemaético se chama
Os Elementos, escrito por Euclides em cerca de 300 AEC.!

Os Elementos estavam organizados em 13 volumes, que tratavam dos fundamentos, ou elementos,
de toda a matematica grega. Alguns volumes eram dedicados a geometria espacial, outros a importante
discussao sobre incomensurabilidade. Mas, sem davida, o mais famoso é o primeiro, que trata exclusiva-
mente de geometria plana. Nesse livro, Euclides assume cinco axiomas e cinco postulados, e a partir deles
deduz as propriedades elementares das figuras planas, culminando numa bela demonstracao do Teorema
de Pitagoras e de seu reciproco.

Note-se que Euclides fazia uma distin¢ao entre axioma e postulado, que ja nao é mais relevante hoje.
Os axiomas eram nog¢oes comuns, aplicaveis em qualquer area do conhecimento. Por exemplo, o primeiro
axioma dizia que se duas coisas forem iguais a uma terceira, entao elas mesmas sdo iguais entre si. Os
postulados eram as premissas béasicas da geometria, a partir dos quais Euclides ergueria um edificio
matematico. Estes sdo os cinco postulados, traduzidos livremente do inglés para o portugués a partir da
edigdo em inglés de Fitzpatrick [11, p. 7]:

ISurpreendentemente, & parte seu nome e a época em que viveu, sabe-se quase nada sobre o préprio Euclides.



1. Que seja postulado tragar uma linha reta de qualquer ponto a qualquer ponto;

2. E produzir (ou: aumentar, continuar a tracar) uma linha reta finita (ou seja, um segmento) conti-
nuamente em linha reta;

3. E desenhar um circulo com qualquer centro e raio;
4. E que todos os angulos retos sao iguais uns aos outros;

5. E que, se uma linha reta cruzando duas outras linhas retas tem angulos internos de um mesmo
lado (somados) menores que dois &ngulos retos, entdo, se produzidas (tragadas) ao infinito, as duas
outras linhas retas se encontram naquele lado da linha original cuja soma dos dngulos internos é
menor que dois Angulos retos (e ndo se encontram do outro lado).

E clara a diferenca entre os primeiros quatro postulados e o quinto. Um postulado, por ser uma
premissa bésica, deveria ser “autoevidente”, o mais simples possivel. Ao passo que os quatro primeiros
sdo, de fato, afirmac¢bes muito simples, o quinto postulado é bem mais longo e complexo. A figura a
seguir ajuda a entender o que Euclides estd afirmando. Seja r uma reta que intersecta outras duas, s e
t. Euclides diz que, se somarmos os dois angulos internos em um mesmo lado de r e encontrarmos um
valor menor do que dois 4ngulos retos, ou 180°, entdo as retas s e t se cruzam nesse lado.?

Figura 1.1: Segundo o quinto postulado de Euclides, as retas s e t se intersectam do lado em que a soma
dos angulos internos é menor do que dois retos.

De certo modo, o quinto postulado de Euclides se parece mais com as proposi¢oes que sao demonstra-
das ao longo do livro do que com os outros quatro postulados. Na verdade, desde a antiguidade muitos
matematicos parecem ter desconfiado que esse postulado deveria ser um teorema, e que, se nao era apre-
sentado como tal, era porque Euclides havia sido incapaz de demonstra-lo. Dessa suspeita decorreram
muitas tentativas de demonstracao, e essa discussao ficou conhecida por muito tempo como teoria das
paralelas.

1.3 Em busca de uma demonstracao para o quinto postulado

Da antiguidade ao século XIX, muitas técnicas diferentes foram empregadas na tentativa de demons-
trar o quinto postulado.® Alguns tentaram dar uma nova definicdo, supostamente mais clara, de retas
paralelas; mas, na propria definicdo, incluiram sem perceber uma afirmagao equivalente ao quinto postu-
lado. Outros desenvolveram varios passos detalhados, como em uma demonstragdo, mas em algum ponto
tacitamente utilizaram outro pressuposto, também equivalente a esse postulado. E notével que alguns

2Na linguagem de Euclides, as retas s e ¢ seriam o que chamamos hoje de segmentos. Por isso ele diz que, se “prolongadas
ao infinito”, vdo se encontrar.

3Talvez a primeira obra dedicada a demonstrar o quinto postulado tenha sido escrita por Arquimedes ndo muito tempo
depois da publicacdo dos Elementos. Essa obra, chamada Sobre linhas paralelas, ndo sobreviveu até nossos dias, mas é
citada pelos matematicos drabes da Idade Média.
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Figura 1.2: Segundo o lema de Proclo, se uma reta EG corta uma reta AB, paralela a CD, entdo EG
também corta CD.

matematicos perceberam que estavam usando algo fora dos outros quatro postulados para demonstrar o
quinto, e enunciaram isso explicitamente, sugerindo postulados alternativos. Por fim, alguns gedmetras
lancaram mao de técnicas da légica, como reducgdo ao absurdo, para tentar excluir qualquer possibilidade
distinta daquela especificada no quinto postulado. Por um motivo ou por outro, é claro, todas essas
tentativas falharam. Aquelas que ndo continham outros erros légicos sempre incluiam alguma afirmacao
equivalente ao resultado que se queria provar.

No time dos que tentaram redefinir o que eram retas paralelas jogou Possidonio, matematico grego
do primeiro século antes de Cristo. Euclides havia definido como paralelas as retas que, se prolongadas
indefinidamente, nunca se tocam. Possidonio, por outro lado, definiu como paralelas as retas (no mesmo
plano) que ‘nunca se aproximam nem se separam’; isto é, todos os segmentos perpendiculares tragados a
partir de uma das retas até a outra sdo congruentes. [26, p. 41] Esta definicio confere as retas paralelas
uma propriedade que nao pode ser demonstrada a partir dos outros postulados. Por isso, a rigor, ela
mesma precisa ser considerada um postulado. Como veremos, na geometria hiperbélica as retas paralelas
no sentido de Euclides (ou seja, retas que nao se tocam) nao permanecem a uma distdncia fixa uma da
outra.*

Proclo viveu no quinto século da Era Comum, quando a matematica grega ja estava em decadéncia.
Ele editou uma versdo comentada do primeiro volume dos Elementos muito importante, entre outros
motivos, por incluir informagoes sobre histéria da matematica nao encontradas em nenhuma outra obra
que tenha sobrevivido. Nessa edi¢ao, Proclo critica uma “demonstragao” dada por Ptolomeu e apresenta
sua prépria, resumida a seguir. [16, pp. 45, 207, 208]

Proclo usa um argumento emprestado de Aristételes, tomando como axioma que, em um angulo
qualquer, a distancia entre seus lados se torna cada vez maior conforme nos afastamos do vértice. Dessa
forma, tal distdncia pode ser maior que qualquer valor finito. Sejam entdo duas retas paralelas, AB e
CD, e seja EG uma reta que corte AB no ponto F, como na Figura 1.2. Para Proclo, a distancia entre os
lados de ZGFB vai se tornar cada vez maior, até ultrapassar a distancia entre AB e CD. Neste momento,
a reta EG intersecta CD.

Tendo “demonstrado” o lema acima, Proclo da a sua demonstragdo do quinto postulado: Sejam AB
e CD duas retas cortadas por uma terceira, formando os angulos Z/BEF e ZDFE tal que a soma desses é
menor do que dois Angulos retos. (Veja a Figura 1.3.) Sendo assim, tragamos a reta EH tal que o angulo
Z/BEH seja igual a diferenca entre dois retos e a soma de ZBEF com ZDFE. Neste caso, a reta EF corta
as retas EH e CD formando dngulos que, somados, sdo iguais a dois retos. Por isso, sabemos que as retas
EH e CD sao paralelas. Pelo lema anterior, a reta AB corta a reta construida EH e, portanto, também
corta a reta CD. Concluimos que as retas AB e CD se encontram no lado em que a soma dos angulos
com EF é menor do que dois retos.

Vamos analisar os erros cometidos por Proclo na “demonstracao” do seu lema. Ao contrario de Pos-
sidonio, o seu argumento nao depende de retas paralelas manterem-se a uma distancia fixa uma da outra.
Mas, implicitamente, Proclo assumiu que a distancia entre duas retas paralelas, quando prolongadas inde-
finidamente, ndo aumenta tanto a ponto de ser ilimitada. Sem essa suposi¢ao, ele ndo poderia afirmar que

4Veja a Atividade 4.2



C F/ D

Figura 1.3: Diagrama ilustrando a tentativa de demonstracao de Proclo, do quinto século.

a reta EG da Figura 1.2 intersecta a reta CD. E, de fato, essa suposicao ¢ falsa na geometria hiperbdlica,
fato que iremos estudar no Capitulo 4.

Um segundo (e menos sutil) problema com a “demonstragdo” de Proclo é o uso do axioma de Aristé-
teles. Se o objetivo de Proclo era demonstrar o quinto postulado a partir dos outros quatro, ele também
deveria demonstrar o que assume como axioma usando exclusivamente os outros axiomas e postulados
de Euclides. Ao usar o axioma de Aristételes, a “demonstracao” de Proclo torna-se, no maximo, uma
sugestao de enunciado alternativo para o quinto postulado. Dito isto, o axioma de AristOteles nao é
valido na geometria eliptica. Nesta geometria, simplesmente nao é verdade que a distancia entre os lados
de um angulo, como o angulo ZGFB da Figura 1.2, é ilimitada.

Na época de Proclo, que viveu logo antes do inicio da Idade Média, a matematica ocidental estava
entrando em um prolongado periodo de decadéncia. Pouco teria sobrevivido se nao fosse pelo monumental
esforco dos estudiosos arabes em preservar e traduzir as obras clssicas dos pensadores gregos. Além disso,
os mateméaticos drabes produziram muito material original. E deles que recebemos as palavras algoritmo,
algarismo e algebra. E, com respeito a geometria, os drabes tinham um fascinio especial pelo quinto
postulado de Euclides. Nao seria sequer possivel, em apenas parte de uma segdo, recontar todas as
contribui¢oes dos arabes relacionadas ao conceito de paralelismo e ao quinto postulado. Por isso, vamos
comentar apenas algumas das ideias que se destacam.

Thabit ibn Qurra viveu durante o nono século em Bagdd, que poderia ser descrita como o centro
intelectual do mundo da época. Sendo um dos maiores pensadores de seu tempo, Thabit traduziu
diversas obras de matematicos gregos, tendo inclusive revisado uma tradugdo anterior dos Elementos.
Mas ele também foi um matematico original, e dedicou pelo menos dois trabalhos a demonstrar o quinto
postulado de Euclides. [26, pp. 39, 40]

No segundo de seus trabalhos, Thabit tenta justificar o uso de movimento dentro da geometria.
Primeiro, ele faz uma critica a certa demonstracao de Euclides sobre congruéncia de triangulos, argu-
mentando que fica implicito o uso de movimento em um de seus passos. Se essa demonstracio era aceita
por Euclides, entdo também deveria ser aceita a técnica que ele estava para introduzir. Argumentando
que quando uma figura geométrica se move em linha reta todos os seus pontos se movem em linhas retas
e paralelas, Thabit consegue “demonstrar” o quinto postulado. Apesar desse argumento nao ser exata-
mente de natureza geométrica, ele revela uma falha importante nos Elementos. Quando David Hilbert
reformulou a geometria euclidiana usando 21 postulados ao invés de apenas cinco, um dos postulados é
exatamente essa afirmagdo sobre congruéncia de tridngulos que Euclides havia tentado demonstrar. [13,
p. 44]

Além de antecipar por varios séculos uma das criticas aos Elementos associada ao rigor da matemaética
moderna, a segunda tentativa de Thabit é duplamente notavel por outro motivo. Como parte de sua
“demonstracao”, ele estudou quadrildteros com certas propriedades especiais. [8, pp. 302, 303] Ainda
nesta se¢do, vamos ver que esses quadrildteros sdo hoje conhecidos pelos nomes de Saccheri e de Lambert.
Levando em conta que Thabit viveu cerca de oito séculos antes de Saccheri, mais uma vez é evidente que
suas ideias estavam a frente de seu tempo.

Omar Khayyam, do décimo primeiro século e a quem sdo atribuidos muitos poemas persas, também
se interessou pelo quinto postulado. Sendo um pensador de grande erudicao, Khayyam estava muito
bem familiarizado tanto com a geometria como com a filosofia gregas. Pelo visto, ele teve acesso a
algumas obras de Aristételes que ndo sobreviveram até nossos dias. [8, p. 307] Este fato é importante,
pois Aristételes, que viveu antes de Euclides, havia se interessado e escrito sobre o tema, criticando o



tratamento que os mateméticos de sua época davam s retas paralelas. E provével que as criticas de
Aristételes tenham até mesmo influenciado a escolha dos postulados de Euclides. [13, p. 33]

Khayyam primeiro criticou a natureza do quinto postulado, pois, segundo ele, Euclides havia feito
questdo de demonstrar alguns teoremas que pareciam até mais evidentes que esse postulado. A seguir,
Khayyam analisou as tentativas de demonstragao de outros drabes, apontando as falhas em suas dedugdes.
Em especial, ele também rejeitou o uso de movimento dentro da geometria. S6 entdo ele apresenta a sua
demonstracao. Khayyam usou algumas construgoes que ja haviam sido apresentadas por Thabit, e que
voltaram a aparecer com Saccheri e Lambert. A sua originalidade reside no fato de que sua tentativa pode
ser considerada, de fato, uma demonstragao; ao invés de aceitar tacitamente uma afirmacao equivalente
ao quinto postulado, ele usou outro axioma mais simples, que aparecia em certa obra de Aristiteles.
[26, pp. 64, 65] [17, p. 302] Segundo Khayyam, “O Filésofo” havia dito: “Duas retas convergentes se
intersectam, e é impossivel que retas convergentes divirjam na dire¢do de convergéncia.” Esta afirmacao
é, de fato, equivalente ao quinto postulado. [26, pp. 38, 39]

Infelizmente, quando a mateméatica voltou a florescer na Europa, nem todas as obras escritas em
arabe se tornaram imediatamente disponiveis. Alguns matemadticos europeus, trabalhando em tépicos
pelos quais os drabes ja haviam se interessado, redescobriram diversos resultados. Por isso, a despeito
da grande influéncia arabe sobre as ciéncias, algumas de suas descobertas nao levaram o devido crédito.
Apesar disso, sabemos que uma tentativa anteriormente atribuida a al-Tusi®, que viveu no século XIII,
chegou as maos de John Wallis, matemaético inglés do século XVII. [26, pp. 80, 81] [13, p. 51] A partir
dai, o interesse em demonstrar o quinto postulado parece ter sido renovado.

Assim como Khayyam havia feito alguns séculos antes, Wallis baseou sua demonstracdo em outro
axioma mais simples. Dada qualquer figura geométrica, ele postulou que fosse possivel construir outra
figura semelhante & primeira, mas de tamanho arbitrario. [26, p. 97] Novamente, tal axioma fazia muito
sentido, j& que resultados envolvendo figuras semelhantes eram conhecidos e amplamente utilizados desde
a Grécia Antiga. Todavia, Wallis foi incapaz de demonstrar o quinto postulado usando apenas os outros
quatro. Um dos fatos mais simples e a0 mesmo tempo intrigante das geometrias nao euclidianas é que
qualquer figura geométrica semelhante precisa ser necessariamente congruente. [15, p. 152]

J& comentamos que o chamado quadrildtero de Saccheri havia sido estudado por Thabit; de fato, por
varios outros matematicos. Girolamo Saccheri foi um sacerdote jesuita que estudou e ensinou filosofia e
matematica em universidades italianas no final do século XVII e inicio do século XVIII. Saccheri teve
um grande interesse no método de redugdo ao absurdo e, pelo visto, foi o primeiro a aplicar essa técnica
de demonstragdo ao quinto postulado. [10, pp. 66, 67] No entanto, nada indica que Saccheri tenha
duvidado da veracidade do quinto postulado. Roger Cooke diz que a sua tentativa é ‘um bom exemplo
da criatividade que uma pessoa muito inteligente demonstra quando tenta manter uma crenga forte’. [8,
p. 482]

Saccheri comeca demonstrando um resultado elementar sobre quadrildteros que nao depende do quinto
postulado. Na primeira proposi¢ao, ele considera o quadrilitero ABDC onde os dngulos na base AB sdo
congruentes, e os lados opostos AC e BD também sdo congruentes. Usando semelhanga de tridngulos, é
facil demonstrar que os dngulos ZACD e ZBDC no topo do quadrilidtero também sdo congruentes.

Sem perder tempo, Saccheri investiga o quadrildtero que seria conhecido pelo seu nome, ilustrado
na Figura 1.4. Dessa vez, os lados opostos AC e BD sdo, além de congruentes, perpendiculares a base
AB. Por construgado, os angulos ZBAC e ZABD sao retos. Saccheri sabia (assim como Thabit e outros)
que, se pudesse demonstrar que os angulos ZACD e /BDC também sio retos, tal resultado implicaria
no quinto postulado. Assim, ele passa a demonstrar diversas propriedades desse quadrilatero, usando
apenas os primeiros quatro postulados e as proposi¢oes dos Elementos que ndo dependem do quinto.

Saccheri ja sabia, pelo resultado anterior, que os dngulos no topo da figura sdo congruentes. Entao ele
mostra que, se em um quadrildtero desse tipo um de tais angulos é agudo, em todos os outros quadrilateros
desse tipo no plano tais angulos serdo agudos; da mesma forma, se forem obtusos e se forem retos. A
partir dai, ele chama essas possibilidades de hipétese do angulo agudo, hipotese do angulo obtuso e
hipétese do angulo reto. [27, p. 77] Saccheri também demonstra que, na hip6tese do dngulo agudo, a
soma dos angulos internos dos tridngulos do plano é menor do que dois retos; na hipétese do angulo
obtuso, é maior do que dois retos; e, como é sabido na geometria euclidiana, na hip6tese do dngulo reto
¢é exatamente igual a dois dngulos retos.

Usando a hipédtese do dngulo obtuso, Saccheri provou o quinto postulado como enunciado por Eu-
clides, isto é, que duas retas cortadas por uma terceira realmente se encontram no lado em que a soma
dos angulos internos é menor do que dois retos. Demonstrado o quinto postulado, todos os demais teo-

5N3o se sabe quem &, de fato, o autor dessa tentativa de demonstracio. E provével que tenha sido um dos estudantes de
al-Tusi, como seu préprio filho, Sadr al-Din.
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Figura 1.4: O quadrilatero de Saccheri é construido de tal modo que os dois dngulos da base sejam retos.

remas demonstrados por Euclides também deveriam ser verdadeiros na hipétese do dngulo obtuso. Esse
resultado é contraditorio; por exemplo, ndo é possivel que a soma dos angulos internos de um triangulo
qualquer seja, a0 mesmo tempo, igual e maior do que dois retos. Assim, usando o método de redugao ao
absurdo, Saccheri demonstrou a inconsisténcia da hipétese do dngulo obtuso. [27, p. 93]

Na sua demonstracao, Saccheri usa a Proposi¢do 16 dos Elementos, onde Euclides mostra que, em
qualquer tridngulo, os &ngulos externos sao maiores do que os angulos internos nao adjacentes. Entretanto,
a demonstracao dada por Euclides assume que linhas retas sao infinitas em comprimento. Mas uma leitura
cuidadosa do segundo postulado (veja p. 2) revela uma ambiguidade. E possivel interpretar o segundo
postulado como declarando que linhas retas ndo tém limites, sem serem necessariamente infinitas.® Seja
como for, a leitura feita pelos gedmetras da época de Saccheri era de que linhas retas sao, de fato,
infinitas em comprimento. [25, pp. 41-42] Assim sendo, a demonstragdo dada por Saccheri aponta uma
real inconsisténcia entre a geometria dos Elementos e a hipdtese do angulo obtuso. Mas a prova dada
por ele ndo funciona se removida a pressuposiciao de que retas podem ser estendidas infinitamente. [13,
p. 64] De fato, na geometria eliptica as retas ndo tém comprimento infinito, o que exige a interpretagio
alternativa do segundo postulado.

Estando satisfeito com o resultado obtido, Saccheri comeca a estudar a hipétese do angulo agudo,
novamente em busca de uma contradi¢do. Essa hipdtese, entretanto, se mostrou muito mais dificil de
quebrar. Na verdade, Saccheri demonstrou uma colegao de teoremas da geometria hiperbdlica! Além de
mostrar, como ja mencionado, que a soma dos adngulos internos de um tridngulo é menor do que dois
retos, ele mostrou que, por um ponto fora de uma reta [, passam infinitas retas que nao cortam [. Ele
também identificou que todas essas retas tém uma reta perpendicular em comum com [, exceto duas.
De modo inteligente, ele mostra que essas duas retas sdo assintéticas a [, ou seja, que se aproximam
arbitrariamente de [, mas ndo se tocam a uma distancia finita. [4, pp. 40-42] 7

Infelizmente para Saccheri, esse é o limite que ele poderia chegar usando exclusivamente métodos
sintéticos. Em certo ponto, ele tenta demonstrar que as retas assintéticas mencionadas acima encontram-
-se em um ponto no infinito, onde finalmente elas teriam uma perpendicular em comum. E junto dessa
“demonstracao” que Saccheri escreve que a hipétese do angulo agudo é falsa por ser repugnante a natureza
das linhas retas. [27, p. 155] Mas as referéncias que Saccheri faz a pontos no infinito carecem de significado
preciso, e essa falta de precisdo, em 1ltimo caso, levou-o a cometer erros matematicos. Por exemplo, ele
atribui a esses pontos e retas no infinito as mesmas propriedades de pontos e retas no plano. [26, p. 98]
[13, p. 68] [8, p. 484] [25, p. 45] Sobre esse final anticlimético das investigagoes de Saccheri, Marvin
Greenberg escreveu: ‘E como se alguém encontrasse um diamante raro, mas, incapaz de acreditar no que
vé, declarasse que é vidro. [15, p. 155]

Apesar do trabalho de Saccheri nao ter tido grande impacto na comunidade matematica da época,
outro matemético importante pelo visto teve acesso a sua obra e construiu sobre ela. [25, pp. 49, 53]
Johann Lambert, assim como Euler, nasceu na Suiga e viveu no século XVIII. Usando os métodos de
Saccheri, ele também escreveu um tratado sobre a teoria das paralelas, que foi publicado postumamente.
Nesse tratado, Lambert, como Saccheri, faz um estudo minucioso de certo quadrilitero que hoje leva seu
nome. O quadrilatero de Lambert é construido de tal modo que trés de seus angulos sao retos. A partir

SPor enquanto, para dar um exemplo dentro da geometria euclidiana, pense em como circunferéncias nio tem um
comego ou fim, em contraste com segmentos de reta. Entretanto, assim como segmentos de reta, circunferéncias ndo sao,
evidentemente, infinitas em comprimento.

"Veja a Atividade 4.2



dai, Lambert desenvolve as consequéncias do quarto angulo ser agudo, reto ou obtuso. Veja a Figura 1.5.
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Figura 1.5: Por construgao, um quadrildtero de Lambert possui trés angulos retos.

Embora Saccheri tivesse encontrado algumas consequéncias importantes da negagdo do quinto pos-
tulado, Lambert foi capaz de chegar ainda mais fundo. Por exemplo, ele também demonstrou que cada
uma das hipéteses sobre o quarto angulo corresponde a todos os triangulos do plano terem a soma de
seus angulos internos menor do que, igual, ou maior do que dois retos. Mas, adicionalmente, ele percebeu
que a diferenca entre a soma dos angulos internos de um tridngulo e a soma de dois retos é proporcional
a drea deste tridngulo. [10, p. 69] Quer dizer, dentro da hipdtese do quarto dngulo ser agudo ou obtuso, a
soma dos angulos internos de tridngulos de drea muito pequena é bem préxima a dois retos. No entanto,
quanto maior a drea do tridngulo, mais a soma de seus angulos internos se distancia de dois retos. 2

Este fato demonstrado por Lambert tem grandes consequéncias sobre as geometrias nao euclidianas.
Wallis havia demonstrado anteriormente que a existéncia de figuras semelhantes, mas ndo congruentes,
é suficiente para demonstrar o quinto postulado de Euclides. Agora é possivel entender exatamente a
relacdo entre as duas ideias. Na hipétese do dngulo reto, todos os tridngulos tem seus angulos internos
somados equivalentes a dois retos, ndo importa sua area. Em contraste, dentro das outras hipéteses
os angulos internos e a area de um triangulo estdo intimamente relacionados. Se dois tridngulos sdo
semelhantes, a soma de seus angulo internos é a mesma. Mas, nesse caso, a medida de sua area também
é a mesma. Por isso, tridngulos (e outras figuras) semelhantes sdo obrigatoriamente congruentes.

Prosseguindo com as implicagGes desses resultados temos um fato interessantissimo sobre unidades
de medida para comprimento. Na geometria euclidiana, podemos definir unidades de medida absolutas
para angulos. Por exemplo, um grau corresponde a uma parte entre 360 de uma circunferéncia qualquer,
e um radiano corresponde a um arco de circunferéncia com a mesma medida de seu raio. Mas a medida
de um grau ou de um radiano nao depende da circunferéncia em questao; dois dngulos, construidos a
partir de circunferéncias distintas, de tal forma que suas medidas sejam iguais a 1 rad sdo, de fato,
congruentes. (Veja a Figura 1.6.) No entanto, ndo existe maneira similar de definir uma unidade de
medida de comprimento absoluta. Para efetuar qualquer medida de comprimento na geometria euclidiana
é necesséario fazer uma comparacdo com algum segmento cuja medida é conhecida. Em 1ltimo caso, é
necessario escolher algum segmento como referéncia, e toda medida sera feita, direta ou indiretamente,
em comparagio a esse segmento. [13, p. 73]

Entretanto, nas geometrias ndo euclidianas, como mencionado, ndo é possivel reproduzir uma figura
do plano em escala, de tal forma que a copia seja semelhante, mas de “tamanho diferente”. Consideremos,
por exemplo, um triangulo equildtero, que por conseguinte também é equidngulo. Para qualquer que seja
o valor de seus angulos, e existe uma unidade de medida absoluta para medir angulos, admite-se um
Unico valor para o comprimento de seus lados. Usando este fato, é possivel associar de forma biunivoca
os valores de angulos (no intervalo entre zero e %) e comprimentos, efetivamente definindo uma unidade
de medida absoluta também para comprimentos. [22, p. 3]

Tratando especificamente da hipotese do angulo obtuso, Lambert demonstrou que duas retas perpen-
diculares a uma terceira se cruzam. [4, pp. 45, 46] Ao contrario de Saccheri, ele ndo usou o teorema
do angulo externo. Sendo assim, a refutagdo de Lambert é um pouco mais provocadora, pois aponta
para o papel desempenhado pelo Segundo Postulado. [25, p. 44] Sagazmente, Lambert observou que essa

8Veja a Atividade 3.3
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(a) O angulo marcado na figura é construido de tal forma (b) O mesmo procedimento da subfigura (a) é usado para
que o comprimento do arco em vermelho e do raio, tam- construir o 4ngulo marcado acima, mas o circulo nesta
bém em vermelho, é o mesmo. subfigura é maior.

£

(c) Esta subfigura sobrepoem as partes (a) e (b), ilustrando que os angulos marcados anteriormente sdo, de fato,
congruentes e tém a mesma medida.

Figura 1.6: As figuras ilustram a construgdo de um angulo cuja medida é 1 radiano.

hipétese se torna verdadeira sobre a superficie de uma esfera, caso se considerem seus circulos maximos
como retas. [26, p. 100] Ademais, Lambert ji conhecia o seguinte teorema provado por Albert Girard:
Dado um tridngulo ABC, de dngulos internos a, 3 e ~, construido sobre uma esfera de raio r, a area desse
tridngulo é igual a r?[(a+ 3 +~) —=]. Entdo, como j4 mencionado, Lambert provou® que, na hipétese do
dngulo agudo, a drea de um tridngulo é proporcional a @ — (o + 3 + ). [13, p. 74] Note-se que, quando
tomamos um valor imaginario ¢r para o raio, a férmula obtida por Girard torna-se:

(ir)? (@ +B+~—m) =
=—?(a+B+~—n)
=r?r—(a+B+7)]

E nessa parte do manuscrito que Lambert, motivado pelas muitas analogias entre a segunda e a
terceira hipétese, conjecturou que a hipétese do angulo agudo poderia ser observada sobre algum tipo de
esfera de raio imaginario.

Por que Lambert nao fez questao de publicar esse importante tratado em vida? A verdade é que,
provavelmente, ele deve ter ficado decepcionado. [14, p. 85] Como virtualmente todos os matemdticos
da época, ele provavelmente acreditava que a unica hipdtese correta para a geometria plana era aquela
do quarto angulo reto. Sendo incapaz de provar o quinto postulado, ele deve ter pensado que havia
fracassado, sem se dar conta de quao valiosas eram aquelas descobertas. De fato, nas ultimas se¢oes
de seu manuscrito, Lambert esboca véarias demonstragées da inconsisténcia do quinto postulado, mas
reconhece que todas as tentativas sdo inconclusivas. A tltima secao foi deixada incompleta. [22, p. 21]

9Sendo um pouco pedante, Lambert provou um resultado mais fraco. Depois disso, ele enunciou que hé proporcionalidade,
dizendo que era facil de demonstrar, mas a prova nao é dada em seu manuscrito.

11



1.4 Um mundo inteiramente novo

Os dois mil anos de historia da matematica que condensamos neste capitulo ndo renderam como fruto
uma demonstracdo para o quinto postulado de Euclides. Isso ndo quer dizer, todavia, que esses esforcos
tenham sido em vao! Eles revelaram como véarias propriedades da geometria euclidiana dependem desse
postulado, incluindo, como vimos, a existéncia de figuras semelhantes, mas nao congruentes. Ademais,
mesmo com a introdugdo da técnica de redugdo ao absurdo no estudo de retas paralelas, nenhum mate-
matico pudera encontrar uma contradicdo ao se admitir uma alternativa que negasse o quinto postulado.
Por isso, era questao de tempo até que a possibilidade de outras geometrias, consistentes em si mesmas,
mas com propriedades diferentes da euclidiana, pudesse entrar em discussao. Aqueles que geralmente
levam o crédito pela descoberta dessas novas geometrias sdo o alemao Carl F. Gauss, o hungaro Bolyai
Janés!? e o russo Nikolai Lobachevsky.

Vamos comegar discutindo a participagao de Gauss (1777-1855), por ter sido provavelmente o primeiro
e ainda assim nao ter publicado, na pratica, nada sobre o assunto. Gauss é amplamente considerado um
dos maiores nomes da matematica em toda a histéria. Tendo contribuido com tantos ramos da pesquisa
matematica, e até mesmo fundado alguns, era de se esperar que ele também se interessasse por geometria,
incluindo a teoria das paralelas. Ao que indicam suas cartas, reunidas e publicadas apds sua morte, Gauss
havia se debrucado por um bom tempo sobre o quinto postulado de Euclides com a inten¢ao de produzir
uma demonstracao rigorosa. Em suas tentativas, como havia acontecido com tantos outros, ao invés de
encontrar uma demonstracao, encontrou diversos resultados geométricos contraintuitivos. A mudanga de
atitude de Gauss é refletida em suas correspondéncias. Da esperanga de encontrar uma demonstracao, ele
passa a aceitar a existéncia de uma outra geometria independente do quinto postulado. [26, pp. 214, 215]
[4, pp. 64-67] Se tivesse publicado suas descobertas, na lista (de todo modo enorme) de suas faganhas
matematicas estaria também a criagdo das geometrias nido euclidianas. Ressalte-se, porém, que Gauss
foi grande contribuidor da geometria diferencial, campo que acabaria se tornando tdo importante para o
estudo das novas geometrias.

Em seus dias de estudante, Gauss se tornou muito amigo de um certo Bolyai Farkas!!, com quem
manteve contato pelo restante de sua vida. O filho desse amigo, Bolyai Jands (1802-1860), é o segundo
personagem desta secdo. Em certo ponto, Bolyai considerou uma definicdo alternativa de retas paralelas.
Para sua surpresa, essa definicdo alternativa rendeu uma geometria diferente, onde nao valia o quinto
postulado de Euclides. Abismado com aquilo com que havia se deparado, ele escreveu a seu pai dizendo
ter criado ‘um novo e diferente mundo a partir do nada’. [14, p. 103]

Em 1832, Bolyai Farkas publicou uma obra sobre os fundamentos da matematica. Nessa publicacao,
incluiu como apéndice a criagdo de seu filho Jands, com material concebido até uma década antes. O
longo titulo em latim desse apéndice ficou conhecido simplesmente como o Appendix de Bolyai. Em
menos de 30 paginas, Bolyai Jands delineou as bases da geometria hiperbdlica. A profundidade das ideias
contidas nesse breve trabalho nao pode ser ignorada, e explicar toda a matematica contida ali ja foge do
escopo desta se¢do. Vamos destacar algumas ideias principais.

A defini¢ao alternativa de retas paralelas usada por Bolyai aparece logo na abertura do Appendix.
[3, p. 75] Ele considera como paralelas as semirretas AM e BN, no mesmo plano, satisfazendo duas
condi¢oes: BN néo intersecta AM; BP intersecta AM para todo ponto P no interior do &ngulo ZABN.
(Veja a Figura 1.7.) Partindo dessa defini¢do, Bolyai desenvolve uma trigonometria consistente. A seguir,
ele deduz muitos teoremas importantes dessa geometria, como os que ja consideramos sobre a soma dos
angulos internos de um tridngulo, a relagdo entre essa soma e a area do tridngulo, e a dependéncia
entre angulos e comprimentos. Mas existe um abismo de diferenga conceitual entre Bolyai e os outros
matemédticos que consideramos até aqui (com excegio de Gauss). Nao ha qualquer tentativa de demonstrar
o quinto postulado, nem é expressa qualquer esperanca nesse sentido. Bolyai ndo via defeito nessa nova
geometria. De fato, ele reconhece nao saber se a realidade fisica é euclidiana, mas afirma que o seu
sistema geométrico é logicamente valido independente disso. [3, p. 108]

Uma das inovacoes de Bolyai estd na classificagdo explicita que ele faz entre os teoremas que sao
validos apenas na geometria euclidiana, apenas na geometria hiperbdlica e nas duas ao mesmo tempo. O
seu interesse estava principalmente nessa tltima classe de resultados, a que ele se referia como “ciéncia
absoluta do espa¢o”. [6, p. 29] Hoje em dia, o estudo dos teoremas geométricos independentes do quinto
postulado é conhecido como geometria neutra. Bolyai mostrou que toda a trigonometria esférica é parte
da geometria neutra, um resultado que possivelmente lhe causou espanto. [14, p. 109] Ainda sobre a
trigonometria do plano hiperbdlico, Bolyai observou que, quando o valor de certa constante tende ao

10Em hiingaro, o sobrenome vem primeiro.
1 Esse Farkas também era conhecido como Wolfgang, e alguns livros de histéria da matemética o chamam por esse nome.
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Figura 1.7: Segundo a defini¢do usada por Bolyai, a semirreta BN ¢é paralela a AM se elas nio se cortam
e se, para todo ponto P no interior do angulo ZABN, BP corta AM.

infinito, suas férmulas coincidem com as da trigonometria euclidiana. [3, p. 107] [17, p. 845] Como
consequéncia, regides pequenas do espaco hiperbdlico tém uma geometria aproximadamente euclidiana.
[14, p. 111]

Antes de prosseguirmos em comentar o impacto dessa publicacdo, hd mais dois resultados interes-
santissimos encontrados no Appendix (na verdade, hd uma grande porgao deles). Bolyai chegou muito
perto de criar um modelo para a geometria hiperbélica dentro de uma porgao do plano, mas infelizmente
nao deu esse passo crucial. [14, p. 113] O que ele de fato apresenta, no entanto, é impressionante. Par-
tindo de uma geometria espacial onde o quinto postulado nao vale, ele define uma certa superficie, define
certas linhas sobre essa superficie, e entdo mostra que essas linhas na superficie, se consideradas como
retas no plano, sdo um modelo da geometria euclidiana plana dentro de um espago nao euclidiano. [14,
pp. 105-107] O segundo resultado que vamos comentar aqui tem a ver com o cldssico problema grego de
construir um quadrado de area igual a um circulo dado usando apenas régua e compasso. Suspeitava-se
que esse velho problema nao possuia solucdo. De fato, haveria de ser demonstrado posteriormente no
mesmo século que, na geometria euclidiana, nao é possivel dar tal constru¢ao. Mas Bolyai foi capaz de
fazé-lo na geometria hiperbdlica. [4, p. 110]

Desafortunadamente, a publicacao de Bolyai praticamente nao teve repercussao, apesar de sua grande
originalidade e da popularidade da discussio sobre as paralelas. A verdade é que, naquela época, ainda
eram poucas as pessoas preparadas para compreender suas ideias e aceitar a existéncia de outras geo-
metrias. [17, p. 845] E claro que Gauss poderia ter contribuido se tivesse ido a publico defender esta
linha de pesquisa em que ele mesmo havia trabalhado. Mas suas acOes, pelo visto, tiveram o efeito
contrario. Segundo se relata, Farkas havia lhe enviado uma cépia do trabalho de seu filho. Em uma
carta a outro de seus correspondentes, Gauss descreve Janés como um “génio de primeira classe”. Mas a
Farkas, ele escreve dizendo que elogiar o trabalho dele seria elogiar a si mesmo, pois ele ja havia seguido
por aquele caminho e chegado as mesmas conclusdes. Ainda que Gauss expressasse sua admiragdo (nio
por qualquer originalidade, mas por outra pessoa ter também chegado a seus resultados) e aprovasse a
publicacdo, Jands desanimou e nunca mais publicou sobre o tema. [14, p. 131]

Enquanto isso, Lobachevsky (1792-1856), trabalhando em Kazan, na Rissia, também teve a visdo
matematica para vislumbrar esse novo mundo. Embora tenha sido, ao que tudo indica, o iltimo dos trés
a desvendar a nova geometria, ele foi o primeiro a publicar, e continuou desenvolvendo, publicando e
lutando para que suas ideias fossem aceitas até o final de sua carreira académica. Em 1826, Lobachevsky
deu uma palestra com o tema Sobre os principios da geometria, com wuma rigorosa demonstragdo da
teorias das paralelas. Nao é possivel saber com certeza o contetido dessa palestra, pois suas notas foram
perdidas com o tempo. Apesar disso, é possivel inferir que a “demonstragao rigorosa” do tema nao era
uma demonstracao do quinto postulado; provavelmente se refere, na verdade, a tese de que procurar tal
demonstracao era futil, pois a rejeicdo do postulado resultava em outra geometria igualmente valida. Uma
versao estendida dessas notas, escrita em russo, foi publicada nos anos de 1829-1830 em um periédico
local, intitulada apenas Sobre os principios da geometria. [5, p. 365] [17, p. 841] [14, p. 120]

As semelhangas entre a obra de Lobachevsky e Bolyai sdao imensas. Por exemplo, Lobachevsky usa
basicamente a mesma definicdo de Bolyai para retas paralelas; depois, estuda a geometria espacial resul-
tante dessa defini¢do, encontra a mesma superficie estudada por Bolyai, e prova que tal superficie serve
de modelo da geometria euclidiana plana dentro da geometria espacial hiperbélica. Lobachevsky também
mostra que as férmulas da geometria esférica continuam valendo sobre as esferas dessa nova geometria
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espacial e, portanto, sdo independentes do quinto postulado. [15, pp. 184, 185] Nota-se, é claro, algumas
diferencas no estilo e nos interesses de cada matematico. Se Bolyai tinha tentado desenvolver sua “ciéncia
absoluta do espago”, com o méximo de teoremas validos em ambas as geometrias, Lobachevsky estava
mais interessado nos teoremas exclusivos da geometria hiperbélica. Em contraste com as 28 paginas do
apéndice de Bolyai, apenas o primeiro artigo de Lobachevsky ji se prolonga por mais de 60 paginas. Ao
invés da notagao abreviada do primeiro, ele d4 nomes que considera apropriados aos objetos geométricos
que vai descobrindo. Ainda outra contribuicdo de Lobachevsky esta na interpretaciao de algumas integrais
como a area de figuras simples dentro da geometria hiperbdlica. [14, p. 120] [17, pp. 488, 489)

Como consequéncia de seu trabalho, Lobachevsky apresenta a possibilidade de que a melhor geometria
para descrever o universo nao seja euclidiana. Para verificar qual delas seria mais apropriada, ele tenta
medir a soma dos dngulos de um tridngulo de magnitude astrondémica, usando dados disponiveis de estrelas
distantes e o movimento da Terra ao redor do Sol. Entretanto, a diferenca encontrada era tao pequena
que estava dentro do erro de medigdo dos aparelhos. [13, pp. 122, 123] [14, pp. 122, 123] [8, p. 488] [17,
p. 845] Todavia, Lobachevsky mostra em sua obra que, para tridngulos pequenos, a geometria hiperbdlica
se aproxima muito da euclidiana; isto é, a soma dos angulos internos de um tridngulo é muito préxima
de 7, e as duas paralelas a uma reta por um certo ponto praticamente coincidem. Dependendo da escala
do universo, o tridngulo medido seria pequeno demais em comparacao com aquele onde se pudesse medir
os efeitos hiperbdlicos. [19, pp. 44, 45]

Infelizmente, assim como acontecia com Bolyai, Lobachevsky quase nao foi reconhecido em vida.
Dentro da Rissia, seu trabalho passou despercebido ou foi cruelmente ridicularizado. Tentando ganhar
mais proje¢ao dentro da comunidade matematica, Lobachevsky publicou um tratado em alemao em 1840,
e publicaria ainda outro em francés em 1855, 0 ano anterior ao de sua morte. [26, pp. 208-210] A estratégia
teve um pequeno sucesso na medida em que o tratado de 1840 chegou até as maos de Gauss. Novamente
surpreso que uma terceira pessoa houvesse chegado aqueles resultados, Gauss se esforga para encontrar e
ler os artigos originais em russo. Apesar de afirmar, como havia feito com Bolyai, que nada ali era novo
para ele mesmo, por sua recomendacao Lobachevsky foi eleito membro correspondente da Academia de
Ciéncias de Gottingen. E triste que, ainda assim, Lobachevsky nao tenha sido levado a sério nem mesmo
em seu pais natal. Apds deixar a posi¢io de reitor em Kazan, passou seus ultimos dias em condi¢oes
dificeis, decorrentes de problemas pessoais. Hoje a geometria hiperbdlica é muitas vezes chamada por seu
nome. [14, pp. 132-134]

A razao dos trabalhos tao ricos e inovadores de Bolyai e Lobachevsky néo terem chamado atencao em
seus dias pode explicar por que Gauss estava tdo relutante em publicar suas descobertas, que alega ter
deduzido primeiro. O filésofo Immanuel Kant havia argumentado em sua Critica da Razdo Pura que a
geometria era um conhecimento que temos a priori, algo inato ao ser humano e independente de nossas
experiéncias. Obviamente que a postura dos trés matematicos entra em franca contradicdo com uma das
mais influentes e respeitadas obras da historia da filosofia. As cartas de Gauss revelam que ele tinha
grande consciéncia da oposicdo que enfrentaria caso publicasse. [26, pp. 208, 210, 215] [4, p. 92] [15,
pp. 182, 184]

Outro motivo mais simples estd nas dificuldades de comunicagdo da época. Gauss, é claro, ndo trouxe
suas ideias a luz do dia. Bolyai e Lobachevsky, os que foram a ptblico, o fizeram em relativo isolamento,
longe dos grandes centros académicos do mundo da época. Bolyai, por um lado, desistiu apés sua tnica
publicacdo; e Lobachevsky, por outro lado, escreveu a maior parte de sua obra em russo em revistas
de circulagdo limitada. O fato de que a publicacdo péstuma de diarios, notas e correspondéncias de
Gauss, que elogiavam diretamente Bolyai e Lobachevsky, gerou imediatamente interesse considerdvel em
seus trabalhos mostra que a natureza desconhecida desses matemaéticos contribuiu para que suas obras
passassem despercebidas. [14, pp. 217, 229] [4, p. 121] [10, p. 78] [6, pp. 37, 38]

H4 ainda um terceiro motivo: nem Lobachevsky, nem Bolyai, apresentaram um modelo para a ge-
ometria hiperbdlica dentro da geometria euclidiana. Sem um modelo, os resultados contraintuitivos da
nova geometria eram de dificil visualizacdo. Nao sé isso, mas nada garantia que uma inconsisténcia nao
seria encontrada com maiores desenvolvimentos dessa geometria. [17, p. 845] [10, pp. 78, 79]

Demorou algum tempo até que o trabalho desses mateméaticos pudesse ser reconhecido. Nesse meio
tempo, a geometria diferencial despontava como um campo de pesquisa muito produtivo. Gauss havia
sido pioneiro em demonstrar uma série de resultados sobre superficies de curvatura constante. Entao
outro professor de Gottingen, Bernhard Riemann, estendeu e generalizou muitas das ideias de Gauss.
Com as generalizagoes que ele proveu, o estudo axiomatico da geometria no estilo de Euclides perdeu
relevancia. Havendo uma maneira de medir distancias, existe uma geometria em qualquer superficie que
satisfaca alguns requisitos bésicos. [17, pp. 846, 847] [8, p. 492]

Baseando-se nos estudos de Gauss, o matematico italiano Eugenio Beltrami foi capaz de prover o
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primeiro modelo da geometria hiperbdlica dentro da geometria euclidiana. Esse modelo leva hoje o nome
de Klein (algumas vezes, Beltrami-Klein), pois Felix Klein desenvolveu mais a fundo as suas conexdes
com a geometria projetiva. De fato, em um dos trabalhos de Klein as geometrias nao euclidianas sao
chamadas pela primeira vez de hiperbdlica e eliptica, dependendo do sinal de sua curvatura. [29, pp. 3,
63, 64] Quando o trabalho de Riemann foi finalmente publicado dois anos apds sua morte, Beltrami
imediatamente submeteu mais dois modelos, um em um disco (mas com uma nova maneira de representar
retas) e outro em um semiplano. [21, p. 11] Nao se sabe com certeza se Poincaré teve ou ndo acesso ao
trabalho de Beltrami, mas ele fez um estudo muito profundo desses modelos e encontrou neles aplicacoes
originais, que conectaram as geometrias nao euclidianas a outras areas da matematica. Até certo ponto,
é pela importancia que Poincaré conferiu a esses modelos que eles acabaram levando seu nome. [29,
pp. 113, 114] [30, p. 17] [14, pp. 285-287]

Apesar das razoes apresentadas no paragrafo anterior, é realmente uma injustica que o nome de
Beltrami seja pouco mencionado junto aos modelos que ele foi capaz de conceber. [29, p. 35] Esses
modelos resolvem definitivamente a questao do quinto postulado, pois servem como demonstracao de que
este era independente dos demais; e, para qualquer contradi¢do encontrada na geometria hiperbdlica,
teria necessariamente de haver uma equivalente na geometria euclidiana. [17, p. 851] Adicionalmente, os
modelos de Beltrami possuem uma caracteristica em comum: eles representam todo o plano hiperbdlico
dentro de uma regidao do plano euclidiano. A fronteira que separa essa regiao do restante do plano é
essencial para o estudo e visualizacdo de propriedades importantes da geometria hiperbélica.!?

No proximo capitulo, vamos estudar algumas defini¢oes e teoremas da geometria euclidiana. Com
essas ferramentas em mao, estaremos prontos para considerar mais de perto o Disco de Poincaré.

12Veja o que sdo pontos ideais na segéo 3.2.
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Capitulo 2

A geometria de Euclides

Apesar das discussoes cientificas e filoséficas sobre em qual geometria vivemos, é inegavel que, como
seres humanos, nés damos uma interpretacao euclidiana para nosso mundo, isto é, nossas experiéncias
diarias. No préximo capitulo, nés vamos construir um modelo de geometria hiperbdlica a partir da
geometria euclidiana. Esse modelo vai nos permitir visualizar a nova geometria.

Para construir esse modelo, no entanto, nés precisamos de algumas definigoes e teoremas da geometria
de Euclides. Esses resultados sao interessantes em si mesmos! Este capitulo foi escrito com o intuito nao
apenas de fundar a base para o que vird a seguir, mas de ser uma chance de ver ou rever conceitos
de geometria muito importantes. Vamos comecar com uma definicdo e demonstracdo essenciais para
as construgoes subsequentes. Depois, vamos ver o que é inversao em relacdo a um circulo e o que sao
poténcias de pontos. Por ultimo, o teorema no final do capitulo é fundamental para a consisténcia do
modelo do Disco de Poincaré, que é o destino desse passeio matematico.

2.1 Angulos entre circunferéncias

Para construir algumas figuras geométricas que usaremos com frequéncia, precisamos dar uma defi-
ni¢do para angulo entre circunferéncias. Consideremos duas circunferéncias no plano euclidiano que se
intersectam em exatamente dois pontos. Tomemos as tangentes dessas circunferéncias em um dos pontos
de intersecgdo. O angulo entre as circunferéncias sera definido como o dngulo entre essas retas tangentes.
Dizemos que as duas circunferéncias sao perpendiculares, ou ortogonais, quando essas tangentes cruzam-
-se em um angulo reto. A Figura 2.1 ilustra um caso em que as circunferéncias sdo ortogonais e um caso
em que as circunferéncias nao sdo ortogonais.

(a) Circulos ortogonais (b) Circulos néo ortogonais

Figura 2.1

Nos acabamos de definir o dngulo entre circunferéncias que se intersectam em dois pontos distintos.
Mas a definicao s6 faz sentido se o dngulo entre as tangentes em um ponto de interseccao for congruente
ao angulo entre as tangentes no outro ponto de intersec¢do. De outro modo, haveriam dois valores de
angulos associados a um par de circunferéncias que se intersectam!
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Para demonstrar que de fato sd@o congruentes, vamos usar um fato conhecido da geometria euclidiana:
a tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia. Sendo assim, sejam ¢ e d
duas circunferéncias, de centros O, e Oy, que se intersectam nos pontos A e B. Vamos chamar de r a reta
tangente a ¢ no ponto A, e 1’ a reta tangente a d também no ponto A. Como sabemos, o segmento O, A,
que é raio de ¢, é perpendicular & reta r. Pelo mesmo motivo, o segmento O,A, raio de d, é perpendicular
a reta r’. Assim, um dos dngulos formados pelas retas r e r’ é congruente ao angulo Z0;AQO,. Veja a
Figura 2.2a.

(a) O angulo ZO,AQO, é congruente ao angulo entre as (b) £LO,A0, = Z£0,BO,

tangentes as circunferéncias.

Figura 2.2

Pelo que foi considerado acima, para demonstrar que o dngulo entre as tangentes no ponto B sera
congruente ao dngulo entre as tangentes no ponto A, sé precisamos demonstrar que os angulos Z0,A0, e
Z£0,B0O, sao congruentes. Consideremos os tridngulos AO;AO, e AO;BO,. Como O;A e OB sao raios
da mesma circunferéncia, O;A = O;B. Da mesma forma, O,A = O,B. Além disso, os dois tridngulos
tém o lado O; 0O, em comum. Percebemos que, pelo caso LLL, os tridngulos em questdo sdo congruentes.
Desse fato decorre que £Z0,;A0, = £Z0,B0O,. Veja a Figura 2.2b.

Como corolario, duas circunferéncias sdo ortogonais se, e somente se, o angulo formado pelos seus
centros, com vértice em um dos pontos de intersecc¢ao, é reto.

2.2 Poténcia de pontos

Em 1826, o matematico Jakob Steiner publicou alguns teoremas geométricos muito elegantes. Por
exemplo, Steiner percebeu que, dado um circulo e um ponto P no mesmo plano, se tracarmos uma reta
qualquer que passe por P e intersecte o circulo em dois pontos Q e R, o valor de PQ x PR nao depende
da reta em questao, apenas da posicdo do ponto P em relacido ao circulo! Steiner usou esse fato para
definir a poténcia de um ponto em relagdo a um circulo, como veremos agora.

Seja P um ponto externo a uma dada circunferéncia. A partir do ponto P, tracamos duas retas que
cortam a circunferéncia nos pontos Q e R, e S e T. Veja a Figura 2.3a. Consideremos os tridngulos APQT
e APSR. Os dois tém o angulo ZQPT = ZSPR em comum. Além disso, os dngulos ZPRS e ZPTQ
estao /i_Iiscritos na circunferéncia. Estes Gltimos precisam ser congruentes, pois ambos medem metade do
arco QS. Desses fatos, concluimos que os tridngulos em questao sdo semelhantes, pois tém dois pares de
angulos congruentes.

Do fato de serem semelhantes, tiramos a seguinte relagao:

PQ _ ps
PT PR

que pode ser reescrita como:
PQ x PR =PS x PT.

Como PQ e PS sao retas quaisquer que cortam a mesma circunferéncia, o resultado segue para um
ponto P exterior.
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Ainda com um ponto P exterior ao circulo, convém considerarmos o caso limite onde a reta passando
por P é tangente ao circulo no ponto T. Digamos que o circulo tenha centro O. Vamos tragar a reta PO
e marcar os pontos Q e R nas intersec¢bes com a circunferéncia. Veja a Figura 2.3b. Finalmente, vamos
chamar o comprimento do segmento PQ de z. Se r € o raio do circulo, o comprimento de PR serd x + 2r.

Como ¢ sabido, a reta PT, por ser tangente a circunferéncia, é perpendicular ao raio OT. Assim, o
triangulo APTO ¢é retangulo em T. Pelo Teorema de Pitdgoras, PO? = PT2 4+ OT2. Podemos manipular
esta equacdo como segue:

(x+7)2 =PT? + 12

PT? = 22 4 2zr = x(x + 2r)
PT? = PQ x PR.

Portanto, no caso limite da reta passando por P ser tangente ao circulo em T, o valor de PT? sera
igual ao de PQ x PR.

(a) Steiner demonstrou que PQ x PR = PS x PT. (b) No caso limite, onde PT é tangente ao circulo,
PT? = PQ x PR.

Figura 2.3

Vamos definir que a poténcia do ponto P em relagdo a um circulo ¢, com P exterior a ¢, serd o valor
de PT?, onde PT é uma reta tangente a c no ponto T. Para pontos sobre ¢, definimos que sua poténcia é
zero. E possivel ampliar essa defini¢io ainda mais para incluir pontos no interior de uma circunferéncia.
Mas, como nao faremos uso deste resultado, vamos omiti-lo. Na préxima secao, veremos outra defini¢ao
que serd proeminente neste trabalho.

2.3 Inversao em relacao a um circulo

Uma transformacio geométrica, dito de forma simples, transforma uma figura geométrica em outra.
Ou, sendo mais rigorosos na linguagem, uma transformagio geométrica é uma fungido bijetiva que associa
dois conjuntos de pontos. Algumas transformacoes muito conhecidas sdo a translagdo, a reflexdo em
relacdo a uma reta e a rotacao em torno de um ponto. Nesta secdo, vamos definir o que é inversdo em
relagdo a um circulo, uma transformacio que associa cada ponto no interior de um disco a um ponto em
seu exterior de forma biunivoca.

Seja ¢ um circulo de centro O e raio r, e P um ponto diferente de O no mesmo plano. Por definicao,
o ponto P’, inverso de P em relagao a ¢, ¢ um ponto sobre a semirreta OP tal que:

OP x OP’ = r%.

Vamos apresentar uma construcao classica do inverso de um ponto no interior de um circulo. No-
vamente, consideremos um ponto P no interior de um circulo ¢, de centro O e raio r, com P distinto
de O. Primeiro tracamos a semirreta OP, e entdo erguemos uma perpendicular a ela pelo ponto P. Na
interseccao desta perpendicular com o circulo ¢, marcamos o ponto Q. Agora, passando por Q, tragamos
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uma tangente a ¢. Chamaremos de P’ a intersecgdo dessa reta tangente com a semirreta OP. (Figura
2.4.) Vejamos por que P’ tem de ser inverso de P. Pelo modo como construimos os pontos P’ e Q, os
tridngulos AOPQ e AOQP’ sdo ambos retangulos, com o angulo ZPOQ em comum. Por isso, sabemos
que AOPQ ~ AOQP’. Além disso, |OQ| = r. Desses fatos, tiramos que:

op _ 0g
0oQ OP

OP x OP’ = 0Q x 0Q
OP x OP’ = r2.

Por definicao, segue que o ponto P’ é o inverso de P em relacgdo ao circulo ¢, como queriamos mostrar.
Para construir o inverso de um ponto exterior ao circulo, seguimos o mesmo caminho, apenas invertendo
a ordem de alguns passos. E evidente que o inverso de um ponto no interior do circulo é exterior ao
circulo, e vice-versa.

Figura 2.4: Construcao do inverso de um ponto em relagdo a um circulo.

Consideremos alguns fatos sobre essa transformacao. Primeiro, a medida do comprimento OP’, con-
forme a definigdo que demos, é bem determinada na equacao OP’ = 6—;. Levando em conta que este
ponto P’ estd sobre a semirreta OP, s6 existe um tnico ponto P’ que satisfaga essas condigdes. De fato,
dois pontos distintos sobre uma semirreta tem de estar a distdncias diferentes da origem. Assim, cada
ponto no plano tem exatamente um inverso (com excegao do centro do circulo de inversdo). Nao apenas

isso, ainda considerando P’ como inverso de P, o inverso P” de P’ tem de satisfazer a OP’ x OP” = r2,

o que leva a OP” = OT—;,. Pelos mesmos argumentos acima, o ponto P” tem de coincidir com o ponto P.
Portanto, o inverso do inverso de um ponto, com rela¢io ao mesmo circulo, € esse mesmo ponto.

Pela definicao, é facil ver que os pontos sobre o circulo tem de ser os inversos deles mesmos. Segue
imediatamente que a transformagao, se aplicada duas vezes, leva quaisquer desses pontos a si mesmos.
J& o centro do circulo é um assunto mais delicado. Se féssemos aplicar a defini¢do como estd, mas com
P e O sendo os mesmos pontos, teriamos que 0 x OP” = r2. Claramente isto ndo pode ser satisfeito para
um segmento OP’ de comprimento finito. Por essa razdo, a transformacao geométrica de inversdo em
relagdo a um circulo nao é definida para o centro do circulo.

Do que consideramos, podemos concluir que a inversdo em relacdo a um circulo é uma involugcdo, uma
transformacdo geométrica que, aplicada duas vezes a uma figura qualquer, resulta na figura original.!
Agora é hora de juntarmos o que definimos e provamos até aqui para demonstrar um resultado de muita
importancia para o modelo de geometria hiperbdlica que veremos no préximo capitulo.

LA reflexo em relagdo a uma reta é um exemplo de involucio. A translacio e a maioria das rotacdes ndo sio involugdes.
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2.4 Existéncia e unicidade de circunferéncias perpendiculares

O teorema enunciado a seguir é de muita importancia para o modelo do Disco de Poincaré. Por isso,
decidimos dedicar toda esta secao a sua demonstracao.

Dados dois pontos no interior de um circulo, ndo colineares com o centro, existe exatamente uma
circunferéncia que passa pelos dois pontos e é ortogonal ao circulo.

Primeiro demonstraremos a existéncia de tal circunferéncia e, a seguir, sua unicidade.

Seja ¢ um circulo de centro O e raio r, e A e B pontos em seu interior ndo alinhados com seu centro.
Tomemos o ponto A’, inverso de A em relagdo a c¢. Por definigdo, A" estd sobre a (semir)reta OA. Sendo
assim, A, B e A’ nao sao colineares, o que implica a existéncia de um circulo d de centro O’ que passa
por esses trés pontos. Como A estd dentro de ¢ e A’ estd fora (pois é inverso de A), o circulo d intersecta
c.

Consideremos uma das retas que passa por O e é tangente a d. Seja T o ponto de tangéncia. Pela
poténcia do ponto O em relacdo ao circulo d, OA - OA’ = OT?2. Mas, como A’ é inverso de A em relacio
ac, OA-OA’ =r% Assim, |OT| = r. Portanto, T estd sobre c.

E sabido que a tangente de um circulo é perpendicular ao raio nesse ponto de tangéncia. Como
OT é tangente a d, e O’T é o raio nesse ponto de tangéncia, as retas OT e O’T sao perpendiculares.
Além disso, por um ponto sobre uma reta, podemos levantar exatamente uma perpendicular. Como a
tangente a ¢ pelo ponto T precisa ser perpendicular a OT, sabemos que O’T ¢é esta tangente. Se OT e
O’T sado tangentes a d e a ¢, respectivamente, no ponto de interseccao T, por defini¢do concluimos que
as circunferéncias ¢ e d sdo ortogonais.

Essa construcao depende de um pequeno fato geométrico: o ponto O precisa ser externo a d, para que
possamos aplicar o que demonstramos sobre poténcia de pontos. A demonstracao é simples. Uma reta
pode cortar um circulo em no maximo dois pontos. A reta OA j4 corta o circulo d nos pontos A e A’,
de forma que o segmento AA’ é toda a porgéo dessa reta interior ao circulo. Como A’ estd na semirreta
OA, AA’ nao contém O, e segue que O é exterior a d.

Figura 2.5: Um circulo d, passando por A, B e A’, é perpendicular a c. Por outro lado, um circulo d
passando por A e B e perpendicular a ¢ também passa por A’.

Resta saber se a construgdo acima é Unica. Seja ¢ um circulo de centro O e raio r, assim como
antes. Também, escolhamos dois pontos A e B em seu interior, ndo colineares com O. Seja d um circulo
ortogonal a ¢ que passe por A e B.

Como c e d se intersectam, seja T um ponto de interseccdo. A reta OT, suporte do raio de ¢, é
perpendicular a reta tangente a ¢ que passa por T. Mas, ja que ¢ e d sao ortogonais, por definicdo a
tangente a ¢ passando por T é perpendicular a tangente a d passando por T. Como mencionamos ha
pouco, por um ponto sobre uma reta é possivel erguer exclusivamente uma perpendicular. Assim, a reta
OT é a tangente a d no ponto T. Disso, vemos também que O é exterior a d, um fato importante para o
que serd discutido a seguir.
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Tracemos a reta OA e marquemos o outro ponto de interseccdo com d, que chamaremos de A’. Pela
poténcia de O em relacdo a d, OA - OA” = OT2. Como OT é raio de ¢, OA - OA’ = r2. Se essa relacio
vale, entdo A’ é inverso de A com relacdo a ¢! Portanto, o circulo d, além de passar por A e B, contém
necessariamente o ponto A’, inverso de A. Trés pontos (néo colineares) determinam de forma tnica uma
circunferéncia, o que conclui a demonstracao de unicidade.

Outra propriedade importante das inversoes é a preservacao de dngulos entre curvas, como os angulos
entre circunferéncias que vimos na Secao 2.1. As provas geralmente usam conceitos elementares de
Calculo e nao sao particularmente dificeis, mas ainda assim saem do escopo desse material. Um esbogo
de demonstragdo, com auxilio didatico do GeoGebra, pode ser encontrado em [7] sob a segdo Inversion
in Circle, como Theorem 3. Uma demonstracio clissica aparece no apéndice de [31].

Atividades

As primeiras atividades desse capitulo, juntas, sdo os passos da demonstragdo de um teorema impor-
tante sobre inversao, enunciado perto do fim da segao.

2.1. Seja ¢ um circulo de centro O, e r uma reta no mesmo plano, externa ao circulo c. Seja T o pé
da perpendicular a r que passa por O, e T’ o inverso de T por c¢. Ademais, seja P um ponto de r
distinto de T, e P’ o seu inverso por c.

(a) Observe que podemos escolher pontos em r arbitrariamente distantes de ¢. Use um software
de geometria dinamica para explorar o que acontece com P’ quando o ponto P se distancia
de c.

(b) Use a definigdo de inversdo para provar que AOPT e AOT'P’ tem dois pares de lados pro-
porcionais.

(¢) Use o caso LAL para provar que AOPT ~ AOT'P’.

(d) Por fim, use os arcos capazes para provar que o inverso de r é o circulo de didmetro OT’, sem
o ponto O.

2.2. Seja ¢ um circulo de centro O, e r uma reta no mesmo plano, tangente ao circulo ¢. Seja T o ponto
de tangéncia.
(a) Seja P um ponto de r, diferente de T, e P’ o seu inverso por c¢. Prove que AOPT ~ AOTP”’.
(b) Prove que o inverso de r é o circulo de didmetro OT, sem o ponto O.
2.3. Seja ¢ um circulo de centro O, e seja r uma reta no mesmo plano, nao incidente em O, e secante ao
circulo ¢ nos pontos R e S. Seja d o tnico circulo que passa por O, R e S.
Seja P um ponto de r, distinto de R e S. Observe que a reta OP corta d em exatamente dois pontos,
qualquer que seja P. Naturalmente, um desses pontos é o préprio O. Vamos chamar o outro ponto
de P’.
(a) Prove que OR = OS.

(b) Mostre que, se P é incidente na semirreta RS, ambos ZORP e ZOP'R sao inscritos em d. Use
este fato para provar que ZORP = ZOP’R, e AORP ~ AOP’R.

(¢) Mostre que AORP ~ AOP’R, independente da posi¢do de P na reta r.

(d) Conclua que P’ é o inverso de P pelo circulo c.

2.4. Seja ¢ um circulo de centro O, e r uma reta no mesmo plano incidente em O. Prove que r é seu
préprio inverso em relagao a c.

2.5. Seja ¢ um circulo de centro O, e seja d um circulo do mesmo plano, de centro O’, com o ponto O
exterior a d. Sejam A e B as intersecgoes da reta OO’ com d, e A’ e B’ seus inversos por c. Seja P
um ponto de d distinto de A e B, e P’ o seu inverso por c.

(a) Prove que AOAP ~ AOP’A" e AOBP ~ AOP'B’.

22



(b) Observe que ZOAP é dngulo externo de AAPB, e que AAPB é reto em P.
(c) Prove que AA’B’P’ é reto em P’.
(d) Conclua que o inverso de d por ¢ é o circulo de didmetro A'B’.

2.6. Sejam ¢ um circulo de centro O, e d um circulo de centro O, com o ponto O no interior de d, mas
O e O distintos. Sejam A e B as intersecgoes da reta OO’ com d, e A’ e B’ seus inversos por c.
Seja P um ponto de d distinto de A e B, e P’ o seu inverso por c.

(a) Prove as congruéncias ZOAP = ZOP’A’ ¢ ZOBM = ZOP'B’.
(b) Prove que AA’P'B’ é reto em P’.

(¢) Conclua que o inverso de d por ¢ também ¢é um circulo.
2.7. Sejam c e d circulos concéntricos em O. Seja P um ponto qualquer de d, e P’ o seu inverso por c.

(a) Expresse o comprimento do segmento OP’ em func¢éo do raio de d.

(b) Termine a prova de que o inverso de d por ¢ é um circulo também concéntrico com c e d.

Conclua que, dado um circulo ¢ qualquer, os inversos de retas e de circulos por ¢ sdo sempre
retas ou circulos.

2.8. Sejam ¢ e d circulos ortogonais. Prove que d é seu préprio inverso por ¢. (Dica: Seja r uma reta
incidente no centro de ¢ e secante a d. Prove que os pontos de interseccao entre r e d sdo inversos
um do outro usando o mesmo método do fim da secao 2.4.)
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Capitulo 3

O modelo do Disco de Poincaré

No século XIX, o matematico italiano Enrico Beltrami concebeu alguns modelos para geometrias nao
euclidianas. Posteriormente, Henri Poincaré viria a fazer um estudo profundo de um desses modelos, hoje
conhecido como Disco de Poincaré.! O modelo do disco nos permitira visualizar algumas propriedades
da geometria hiperbdlica dentro de uma regido limitada do plano euclidiano. As duas se¢des a seguir
abordam os conceitos primitivos de plano, ponto e reta. Depois, vamos rever o significado de angulo, e
algumas relagoes bindrias entre retas. Por fim, uma secao de atividades de geometria dindmica encerra o
capitulo.

3.1 O plano hiperbdlico

Assim como o plano euclidiano é ilimitado em todas as direc¢oes, assim é o plano hiperbdlico. Vamos
analisar o que isso significa. Quando estudamos geometria, geralmente representamos as figuras como
desenhos em uma parte do plano. Nesses desenhos, subentende-se que podemos estender uma reta
indefinidamente. Em linguagem simples, o plano e as retas no plano nao acabam, ndo importa o quanto
queiramos estendé-los.

O plano hiperbdlico guarda semelhangas e di-

ferengas com o plano euclidiano. Assim como na T T D
geometria euclidiana, o plano hiperbdlico estende- 7 o NN

-se indefinidamente em todas as direcoes. As retas 7 .
hiperbdlicas também podem ser prolongadas inde- J/ R "
finidamente. Mas o modo como representamos o /) A Y

plano e as retas por meio do Disco de Poincaré / .
muda drasticamente. Na verdade, nds representa- |
mos o plano hiperbélico inteiro, ilimitado, dentro |
de uma regidao do plano euclidiano limitada por \ !
um circulo. Como isso é possivel serd explicado no \ !
préximo capitulo. \ !

Por ora, é preciso saber que o modelo do Disco . y
de Poincaré é construido em um disco aberto. Di- N P
zer que um disco é aberto quer dizer que estamos ~. o~
falando da regido que ¢ interior a uma circunferén-
cia, mas sem incluir a prépria circunferéncia. Por Figura 3.1: Representacdo de um disco aberto. Os
exemplo, na Figura 3.1 vemos um disco represen- pontos A e B, como exemplos, sdo parte do disco
tado por uma linha tracejada. Os pontos sobre a aberto. Os pontos C e D nédo fazem parte do disco
circunferéncia ndo fazem parte do disco (aberto), aberto.
apenas os pontos dentro do circulo.

LOutro modelo de Beltrami também usa um disco aberto, e ficou conhecido como Disco de Klein. Nesse trabalho,
“modelo do disco” refere-se exclusivamente ao Disco de Poincaré, a menos que seja especificado o contrario.
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3.2 Pontos e retas

Representamos os pontos do plano hiperbélico no Disco de Poincaré assim como fazemos no plano
euclidiano. Mas é preciso fazer uma observacao. Mencionamos na se¢ao anterior que o modelo do disco é
construido sobre um disco aberto. Assim, todos os pontos do plano hiperbdlico serao representados dentro
do circulo, ou seja, no disco aberto. Por exemplo, na Figura 3.1 apenas os pontos A e B representam pontos
do plano hiperbdlico. Entretanto, veremos que a borda do disco nao é de nenhuma forma desinteressante.
Por isso, vamos estudar também os pontos sobre essa borda. Esses pontos ndo fazem parte do plano
hiperbdlico, apesar de serem tteis em diversas construgdes. Vamos nos referir a eles como pontos ideais.
Na Figura 3.1, o ponto C representa um ponto ideal.

Em um plano euclidiano, é possivel escolher um sistema de coordenadas qualquer, e atribuir valores
aos pontos do plano com base nesse sistema. Usando coordenadas cartesianas, por exemplo, um ponto
é escolhido para ser a origem do sistema de coordenadas. Mas a escolha deste ponto como origem é
arbitraria; nao ha, inicialmente, um ponto no plano euclidiano dotado de propriedades especiais que possa
ser chamado de “centro”. O mesmo vale para o plano hiperbélico. Mesmo que estejamos representando os
pontos em um disco, isto ndo significa que o ponto no centro do disco seja o centro do plano em qualquer
sentido intrinseco. Ele é o centro do disco que estamos usando como modelo, mas apenas isso. Dentro da
geometria hiperbdlica, ele ndo tem nenhuma caracteristica especial que o torne distinto dos seus vizinhos.
Mas, assim como os pontos ideais, ele pode ser 1til em algumas construgoes e demonstragoes.

Assim como no plano euclidiano, esperamos que dois pontos no disco definam uma, e apenas uma,
reta hiperbédlica. No modelo do disco, porém, as retas geralmente tomam uma forma alternativa. Elas
serdo representadas por arcos de circunferéncia perpendiculares ao disco.? Como vimos na Secdo 2.4, dois
pontos dentro de um disco definem exatamente uma circunferéncia perpendicular ao disco. A excegao é
quando esses dois pontos sdo colineares com o centro do disco. Neste caso, a reta hiperbdlica definida
pelos dois pontos é um didmetro do disco. Alguns exemplos de retas hiperbélicas no modelo do disco sdo
exibidas na Figura 3.2.

Assim, dois pontos quaisquer no Disco de Poincaré determinam exatamente uma reta, assim como
acontece na geometria euclidiana. Da mesma forma, um ponto divide uma reta em duas semirretas e dois
pontos determinam um segmento de reta.
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(a) Exemplos de retas hiperbdlicas. (b) Trés segmentos de reta hiperbdlicos.

Figura 3.2

20 que séo circunferéncias perpendiculares foi definido no capitulo anterior.
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(a) Semirretas BA e BC formando o angulo ZABC.  (b) A medida do adngulo hiperbdlico ZABC a partir da
construgdo de retas euclidianas.

Figura 3.3

3.3 Angulos, perpendicularidade e paralelismo

Vamos parar por um momento para refletir no que sdo angulos na geometria euclidiana. Normalmente,
angulo é definido como a figura formada por duas semirretas que partem do mesmo ponto. Podemos fazer
o mesmo no disco. Na Figura 3.3a, vemos representadas as semirretas BA e BC, e essa figura nada mais
é que o angulo ZABC.

Tendo dito isto, como podemos medir ZABC? Primeiro, tracemos as retas hiperbélicas AB e BC. E
claro, essas retas se intersectam em B e sdo, para nds, arcos de circunferéncias (ou didmetros do disco
aberto). No caso de serem representadas por arcos, vamos tomar as retas euclidianas tangentes aos arcos
no ponto B. O angulo ZABC na geometria hiperbdlica tem a mesma medida que o angulo euclidiano
formado por essas retas. Este fato é ilustrado na Figura 3.3b.

As vezes acontece de duas retas hiperbélicas se cruzarem em um angulo de 90 graus. Nesse caso, dize-
mos que essas retas sdo perpendiculares, como fazemos na geometria euclidiana. Usando régua e compasso
hiperbdlicos, é possivel mostrar que por um ponto sobre uma reta hiperbdlica ergue-se exatamente uma

perpendicular, e por um ponto fora da reta passa exatamente uma perpendicular.

(a) Pelo ponto C, fora da reta AB, passam as retas CD (b) Algumas paralelas ndo secantes a AB, representadas
em azul, e as duas paralelas limitantes em vermelho.

e CE. Ambas sdo paralelas (ndo secantes) a reta AB.

Figura 3.4: Na geometria hiperbdlica, vale uma versao alternativa do quinto postulado de Euclides.

Ja sabemos que as geometrias nao euclidianas surgiram de questionamentos sobre o quinto postulado
de Euclides. Na geometria hiperbdlica, vale uma versao alternativa do postulado das paralelas: Por um
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ponto fora de uma reta r qualquer passa mais de uma reta paralela a r. Podemos observar este postulado
usando o Disco de Poincaré, conforme ilustrado na Figura 3.4a.

Convém lembrarmos dos pontos ideais que mencionamos na segunda secdo. Quando duas retas pa-
ralelas “se encontram”, ou seja, convergem para o mesmo ponto ideal, dizemos que elas sao paralelas
limitantes. Caso elas simplesmente ndo se intersectem, sem convergir para o mesmo ponto, dizemos que
sdo ndo secantes. Ambos os casos estdo ilustrados na Figura 3.4b. Na geometria hiperbdlica, por um
ponto fora de uma reta passam exatamente duas retas paralelas limitantes. Eram essas duas retas que
Bolyai e Lobachevsky definiram como paralelas, como vimos no primeiro capitulo.

Atividades

As atividades desta secdo sdo uma proposta de exploracao guiada do Disco de Poincaré usando o
software de geometria dinamica GeoGebra. Com sua ajuda é possivel observar algumas propriedades da
geometria hiperbdlica que estudamos neste capitulo. Lembre-se que o interior do disco representa o plano
hiperbdlico. Entao, sempre que uma atividade pedir que vocé escolha um ponto do plano hiperbélico,
vocé deve escolher um ponto no disco aberto. Outras sugestdes de atividades estdo na literatura citada.
[23, p. 99]

Vocé pode encontrar implementacoes do Disco de Poincaré no GeoGebra no site projeto. Por exemplo,
veja [20].

3.1. Escolha dois pontos no plano hiperbdlico e trace a reta hiperbdlica que passa por eles. Observe o
formato da reta:

3.2. Na geometria euclidiana, dado um ponto P do plano e uma reta r nao incidente em P, existe uma
Unica reta incidente em P que nao corta r. Verifique que isso nao é verdade na geometria do disco.

3.3. Escolha trés pontos A, B e C no plano hiperbdlico, ndo colineares. Depois, trace segmentos de reta
hiperbdlicos conectando esses pontos para formar o tridngulo ABC.

(a) Use a ferramenta de medir &ngulos hiperbdlicos para encontrar os valores dos angulos internos
de AABC. O que é possivel notar sobre a soma das medidas desses dngulos?

(b) Use a ferramenta Mover para aproximar os pontos A, B e C. Faga uma nota com o valor da
soma dos angulos internos de AABC. Depois, use a ferramenta Mover para separar os vértices

do tridngulo, aumentando o seu tamanho. O que aconteceu com a soma dos angulos internos
de AABC?

(c) A soma dos angulos internos de AABC tende para algum valor quando os vértices se aproxi-

mam? E quando estes se afastam?

3.4. Escolha dois pontos A e B no plano hiperbdlico, e trace a reta r que passa por eles. Depois, escolha
um ponto P incidente em r e um ponto Q nédo incidente em r.

(a) Use as ferramentas do GeoGebra para tragar as retas perpendiculares a r e incidentes em P e
Q.

(b) Agora que vocé sabe usar essas ferramentas, tente desenhar um retdngulo no disco. Vocé
consegue ver a relacdo entre a impossibilidade dessa tarefa e o item 3.3 (a)?
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Capitulo 4

A geometria do Disco de Poincaré

No capitulo anterior, discutimos a representacdo dos conceitos primitivos de ponto, reta, e plano hi-
perbélico usando o modelo do Disco de Poincaré. Também discutimos os conceitos de perpendicularidade
e paralelismo, e a medicdo de angulos no modelo. Neste capitulo, vamos comparar transformacoes geo-
métricas no plano euclidiano e no plano hiperbélico, usando o modelo do disco. Estamos especialmente
interessados em um tipo especifico de transformagao, que vai nos ajudar a entender a geometria do disco.

4.1 Isometrias na geometria euclidiana

As transformacdes geométricas que preservam distancias sao chamadas de isometrias. Na geometria
euclidiana, alguns exemplos de isometrias sdo a translagdo, a reflexdo por uma reta, e a rotagdo em torno
de um ponto. Vamos aproveitar este momento para visitar esses velhos amigos.

Seja P um ponto e r uma reta qualquer do
plano. Se r ndo é incidente em P, a reflexdo de
P por r serd definida como o ponto P’ tal que a
reta r seja a mediatriz do segmento PP’. Mas, caso
r seja incidente em P, o ponto P sera sua propria
imagem. P -

Observe que construir a imagem de P refletida
por r é uma tarefa muito simples. Basta tracar
uma reta perpendicular a r passando por P, e tra- -
car a circunferéncia de centro no pé da perpendi-
cular, passando por P. A imagem P’ serd a in-
terseccéo entre a perpendicular e a circunferéncia,
como na Figura 4.1.

E possivel compor reflexdes por aplic-las em
sequéncia. Como a reflexdo por uma reta é uma
isometria, a composicdo também serd uma isome-
tria. Na Figura 4.2, as retas r e s sdo transversais,
e T é o seu ponto de interseccdo. O tridngulo cinza é a imagem do tridngulo azul quando refletido pela
reta 7, e o tridngulo vermelho ¢ a reflexao do tridngulo cinza pela reta s. Compor essas duas reflexées tem
o mesmo efeito que “girar” o tridngulo azul em torno do ponto de interseccao T, e o dngulo de rotagao
mede 2a, o dobro do angulo entre as retas 7 e s.

Na Figura 4.3, as retas r e s sdo paralelas. Novamente, o tridngulo cinza é a imagem do azul por uma
reflexdo pela reta r, e o vermelho é a imagem do cinza por uma reflexdo pela reta s. Aplicar as duas
reflexbes em seguida tem o efeito de “mover” o primeiro tridngulo no plano, por uma distancia igual ao
dobro da distancia entre as retas r e s. A direcdo do movimento é a mesma das retas perpendiculares a
res.

Figura 4.1: Construgao do ponto P’, a imagem de P
por uma reflexdo em relagao a reta r.

4.2 Reflexoes no disco

Um teorema interessante da geometria euclidiana diz que qualquer isometria do plano é equivalente
a uma composicio de até trés reflexdes por retas. Com este fato em mente, vamos estudar as isometrias
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Figura 4.2: O tridngulo cinza é a imagem do tridngulo azul quando refletido pela reta r, e o tridngulo
vermelho é a imagem do cinza, refletido pela reta s. Alternativamente, o tridngulo vermelho é a imagem
do azul por uma rotagdo em torno do ponto T.

do disco a partir das reflexdes por retas hiperbdlicas. Entretanto, a maioria das retas no modelo do disco
de Poincaré nao se parece muito com as retas da geometria euclidiana. Por isso, precisamos de uma
definicdo alternativa para reflexoes.

Nossa definicdo de reflexdo no disco precisa imitar algumas propriedades importantes das reflexoes
euclidianas. Por exemplo, a imagem por uma reflexdo de qualquer ponto do plano hiperbélico precisa
estar bem definida. Quer dizer que a imagem de um ponto do disco também precisa ser um ponto do
disco. Além disso, as imagens de retas hiperbdlicas também precisam ser retas hiperbdlicas, e as imagens
de circulos também precisam ser circulos. E queremos que a reflexdo por uma reta hiperbdlica seja uma
isometria, assim como na geometria euclidiana. Entretanto, ainda ndo descrevemos circulos no plano
hiperbélico, nem aprendemos a medir distdncias. Na verdade, depois de definir reflexdes no modelo
do disco de Poincaré, vamos uséd-las para estudar circulos, distdncias, e outros objetos e propriedades
hiperbélicas.

Definiremos a reflexao por uma reta hiperbdlica, quando representada no disco por um de seus dia-
metros, como a reflexdo euclidiana pela reta suporte desse didmetro. Note que a imagem do disco por tal
reflexdo é o proprio disco. Portanto, a transformagao esté bem definida para todos os pontos do plano
hiperbélico, representados no disco. Como essa transformacao é uma isometria da geometria euclidiana,
é claro que retas hiperbdlicas também sdo mapeadas para retas hiperbélicas.

Para as retas hiperbdlicas representadas por arcos de circunferéncia, precisamos dar uma defini¢ao
alternativa de reflexdo. Nesses casos, vamos definir reflexdes por essas retas como a inversao em relagao
a suas circunferéncias de suporte. Como demonstrado no exercicio 2.8, a inversao de um circulo qualquer
por um circulo que lhe seja ortogonal é o préprio circulo. Um resultado um pouco mais forte mostra que
a inversao de um disco por um circulo ortogonal a sua borda é o préprio disco. Este fato é importante
para mais uma vez garantir que a imagem de um ponto do plano seja, de fato, um ponto do plano.

Uma de nossas exigéncias para as propriedades de reflexdes no disco é que a imagem de retas hiper-
bélicas também seja uma reta hiperbdlica. J4 sabemos que a inversao por um circulo transforma retas e

_-"d
‘-

Figura 4.3: O tridngulo cinza é a imagem do tridngulo azul quando refletido pela reta r, e o tridngulo
vermelho é a imagem do cinza, refletido pela reta s. Alternativamente, o tridngulo vermelho é a imagem
do azul por uma translacao.
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(a) A reta hiperbdlica é representada por um didmetro (b) A reta hiperbdlica é representada por um arco de
do disco. circunferéncia no disco.

Figura 4.4: Reflex6es no Disco de Poincaré.

circulos em outras retas e circulos. Entao as retas do plano hiperbdlico, que no modelo de Poincaré sao
representadas por um didmetro ou um arco de circunferéncia ortogonal & borda do disco, serdao transfor-
madas em outras cordas ou arcos no disco. E, como a inversdo é uma transformacao que preserva angulos
entre curvas, essas cordas e arcos vao ser, necessariamente, ortogonais a borda do disco. (Observe que
uma corda é perpendicular a seu circulo se, e somente se, for didmetro desse circulo.) Isso garante que
retas hiperbdlicas tém como imagem outras retas hiperbélicas, quando refletidas.

Em ambas as Figuras 4.5a e 4.5b, os pontos A’ e B’ sdo as imagens dos pontos A e B, refletidos pela

reta r. Como esperado, nos dois casos a imagem da reta AB é a reta A’B’, representada por um arco de
circunferéncia ortogonal & borda do disco.

(a) Os pontos A e B foram refletidos pela reta 7. (b) A reta AB intersecta r.

Figura 4.5: A imagem de uma reta por uma reflexdo no plano hiperbélico também ¢é uma reta.

4.3 A métrica do disco

Estamos acostumados a ideia de que a distancia mais curta entre dois pontos é percorrida sobre uma
reta. Isto ndo deixa de ser verdade na geometria hiperbdlica, mas o que chamamos de “retas” aqui tém
uma forma especial. Para que haja consisténcia, precisamos de um novo jeito de medir o comprimento
de segmentos de reta. O que precisamos se chama métrica: Uma func¢io que toma dois pontos e retorna
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a distancia entre eles.!

Para calcular a distancia entre dois pontos no plano hiperbdlico, usando o modelo do disco, vamos
lancar mao de construgoes euclidianas. Dados os pontos A e B, primeiro tragamos a reta hiperbdlica
AB e entao marcamos os pontos ideais A’ e B’, como na Figura 4.6. A seguir, tracamos os segmentos
euclidianos A’A, A’B, AB’ e BB’. Na férmula a seguir, k representa uma constante positiva. A distancia
entre A e B serd dada por:

A’B x AB’/

d(A,B) =k ‘1“ AAXDBB

Esta expressao, apesar de aparentemente arbitraria, funciona perfeitamente como a métrica do disco.
Antes de mais nada, vemos que o valor da distancia é o valor absoluto de um certo logaritmo. Ser um
valor absoluto nos garante que a distancia entre dois pontos nunca sera negativa. O que acontece quando
os pontos A e B se aproximam? Nesse caso, A’B se aproxima de A’A e AB’ de BB’. Por isso, a razao
% se aproxima de um, e o valor de seu logaritmo, de zero. Vemos assim que a distancia tende a
zero quando os dois pontos se aproximam. No caso de coincidirem, nao conseguimos marcar uma tnica
reta que passe pelos dois pontos, mas definimos coerentemente que a distancia seja zero.

Por outro lado, o que acontece quando um dos pontos, A ou B, se aproxima da borda do disco?
Suponhamos que A esteja proximo da borda. Assim, o comprimento do segmento AA’ se aproxima de
zero, assim como o denominador da razao %. Por isso, o valor dessa razao se torna muito grande,
o que faz com que o valor da distdncia aumente. De fato, podemos tornar essa distdncia tao grande como
quisermos, aproximando suficientemente um dos pontos A ou B da borda. Este fato é coerente com a
nocao de que os pontos ideais estdo a uma distancia infinitamente grande de qualquer ponto no interior

do disco.
A’BxAB’

As expressoes do tipo 374 ppr S80 chamadas de razoes cruzadas. Tanto a reflexdo por uma reta
como a inversdo por um circulo preservam razoes cruzadas. Esse fato é muito importante, pois, para ser

métrica desse modelo, a distancia entre pontos precisa ser preservada pelas isometrias do disco vistas na
2

secao anterior.

(a) d(A,B) = k |In A'B x AB’ (b) A distancia entre A e B é muito grande. Por outro
’ A’A x BB’ lado, a distancia entre C e D é muito pequena.

Figura 4.6: Para calcular a distancia entre dois pontos no disco de Poincaré, usamos construgoes auxiliares.

4.4 As circunferéncias hiperbdlicas

Agora que sabemos medir distdncias no modelo do disco, chegou o momento de estudar outra figura
geométrica elementar, o circulo. Por definicdo, dado um ponto qualquer no plano, chamado centro,
uma circunferéncia é formada por todos os pontos que lhe sejam equidistantes. Neste texto, usamos as

I Métricas sdo fungdes muito importantes, entdo nio é surpresa que haja muito mais a se dizer sobre elas. Na verdade,
existem varios critérios que uma fungdo deve obedecer para ser chamada de métrica. Por exemplo, a distancia entre dois
pontos deve ser sempre positiva, ou entdo nula se, e somente se, os dois pontos coincidirem. Outra propriedade digna de
nota: deve satisfazer a desigualdade triangular.

2Para uma demonstracio de que razdes cruzadas sdo invariantes sob inversdes por circulos, veja [18, p. 481] ou [7].
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palavras circulo e circunferéncia como sindnimas, e reservamos a palavra disco para nos referir ao interior
da figura.> Um segmento unindo um ponto na circunferéncia e seu centro é chamado de raio. E costume
se referir ao “raio” como sendo um valor, o seu comprimento, assim como ja fazemos com angulos e outros
segmentos.

Queremos saber qual o formato das circunferéncias dentro do disco, ou seja: Dado um ponto no disco,
onde estao os pontos a certa distancia fixa, considerando a métrica do disco? Como mencionado na segao
3.2, o plano hiperbdlico em si ndo possui um centro. Mas, na demonstracao a seguir, usaremos o centro
do disco para simplificar as contas e facilitar a visualizagao do resultado.

Seja d um disco de raio r e centro em O. Este é o disco que usaremos como modelo do plano
hiperbdlico. Tomemos o circulo euclidiano ¢, de raio " < r, também com centro em O. Sejam A e B
dois pontos sobre esse circulo. Tracemos as retas hiperbdlicas AO e BO, marcando os pontos ideais A’,
A” B’ e B”, conforme a Figura 4.7. Observe que, como essas retas passam pelo centro do disco, sao
representadas por segmentos de reta euclidianos. Por isso, os pontos A’, A, O e A” sao colineares também
no sentido euclidiano, assim como B’, B, O e B”. As distancias entre A e O, e B e O, sdo dadas por:

A’O x AA”

d(A,0) =k n = 5a7 |

B’O x BB”

Figura 4.7: A distancia hiperbdlica entre A e O, e entre B e O, é a mesma.

Nas expresses acima, |[A’O| = |B’O| = r, |[AA”| = |BB”| = (r+ /), |A’A| = B'B| = (r—1") e
|OA”| = |OB”| = r. Portanto, ambas as distancias podem ser expressas como:

/ /
(0, A) = d(0,B) = & |m " il (7"”)
(r—r")r r—r’

Como A e B sdo pontos genéricos sobre o circulo ¢, concluimos que todos os pontos sobre ¢ sdo
equidistantes, no sentido hiperbédlico, de O. Além disso, uma funcdo f(r’) = In :ﬁ;: é crescente para
r constante e r > r’ > 0. Assim, vemos que qualquer ponto no exterior de ¢ estard a uma distancia
hiperbélica de O maior, e no interior, menor. Do que foi considerado, concluimos que o circulo ¢, na
verdade, é um circulo hiperbdlico!

Agora que conhecemos a representacao de certos circulos hiperbdlicos no Disco de Poincaré, podemos
estudar a forma geral de circulos no disco usando reflexdes hiperbédlicas. Ja sabemos que um circulo
euclidiano concéntrico com o disco representa um circulo no plano hiperbdlico e que, nesse caso, o centro

3Como j4 mencionado, um disco fechado é formado pela circunferéncia e seu interior. Um disco aberto, por outro lado,
é exclusivamente o interior de um circulo.
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do circulo euclidiano coincide com o centro do circulo hiperbélico. Também conhecemos um tipo de
transformacdo isométrica da geometria hiperbdlica. De posse dessa ferramenta, uma pergunta surge
naturalmente: O que acontece quando tomamos um circulo hiperbdlico, representado no centro do disco,
e o refletimos por uma reta hiperbélica?

Se a reta em questdo for representada por um didmetro do disco, o problema se reduz ao caso euclidi-
ano, e o circulo é simplesmente a imagem de si mesmo. Mas, quando a reta de reflexdo é representada por
um arco de circunferéncia, a reflexdo por essa reta é, dentro do modelo do disco, uma inversao euclidiana.
E, das propriedades das inversdes, nés sabemos que a imagem de circulos (que néo passam pelo centro
do circulo de inversao) sdo outros circulos.

(a) Os pontos O e O’ s@o reflexos um do outro pela reta (b) Circulo hiperbdlico de centro A e incidente em B.
r, assim como os circulos em azul e vermelho. O centro euclidiano foi marcado em vermelho.

Figura 4.8: Circulos hiperbdlicos no modelo do disco.

Na Figura 4.8a, o circulo hiperbdlico de centro O é representado por um circulo euclidiano concéntrico
com o disco. A reta hiperbdlica r é representada por um arco de circunferéncia. O ponto O’ é a imagem
do ponto O por uma reflexdo pela reta r no plano hiperbédlico. O circulo em vermelho representa a
imagem do circulo azul pela mesma reflexdao. Observe que o centro euclidiano do circulo em vermelho
nao é O’. Mas, como a reflexdo é uma isometria, o circulo em vermelho é, de fato, um circulo hiperbdlico
de centro O’.

Com isso, aprendemos que circulos euclidianos dentro do disco representam circulos do plano hiper-
bélico, com a ressalva de que, em geral, o centro euclidiano e o centro hiperbdlico desses circulos nao
coincidem. A Figura 4.8b ilustra melhor este fato.

Atividades

Assim como no capitulo passado, propomos algumas atividades de exploracdo do Disco de Poincaré
usando geometria dindmica.

4.1. Marque um ponto O no centro do disco e trace uma semirreta com origem em O e ponto ideal S.
Naturalmente, essa semirreta sera representada por um raio do disco. Depois, encontre uma maneira
de dividir essa semirreta em varios segmentos de mesmo comprimento hiperbdlico, comecando em
O. (Dica: vocé pode tragar uma reta arbitrdria ndo incidente em O e usar uma série de reflexdes;
ou pode usar a ferramenta de desenhar circulos hiperbélicos.)

(a) Observe a aparéncia dos segmentos de reta que vocé marcou. O que isso indica sobre as
medidas de distancia entre pontos préximos & borda do disco?

(b) E possivel dividir todo o segmento de reta euclidiano OS em segmentos menores usando esse
mesmo procedimento um nimero finito de vezes? O que isso ensina sobre a distancia hiper-
bélica entre pontos do plano (representados no disco aberto) e pontos ideais (representados
sobre a borda do disco)?
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4.2.

4.3.

Trace uma reta hiperbdlica r e use um dos seus pontos ideais para tracar uma de suas paralelas
limitantes, s. Depois disso, escolha um ponto P sobre s e use a ferramenta apropriada para obter
a distancia hiperbélica entre o ponto P e a reta r.

Observe o que acontece quando vocé desliza o ponto P em dire¢do ao ponto ideal comum entre r e
s. O que isso mostra sobre a distdncia entre retas paralelas limitantes na geometria hiperbédlica?

Na geometria euclidiana, trés pontos néo colineares sempre definem uma circunferéncia. Isso ainda
acontece na geometria do disco?
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Leituras adicionais

Esperamos que essa pequena introdugao tenha atingido o seu objetivo de ser tanto instrutiva como
prazerosa. H& muito mais a se explorar no modelo do Disco de Poincaré, e muitos outros tépicos in-
felizmente nao puderam ser incluidos. Se tivemos a honra de guiar sua visita & geometria hiperbdlica
até aqui, vamos deixar sugestoes de outros guias que podem acompanhar o leitor a partir desse ponto.
Infelizmente, alguns desses guias falam apenas inglés.

Em Compass and Straightedge in the Poincaré Disk, de Chaim Goodman-Strauss, o autor constréi as
ferramentas necessarias para desenhar figuras no disco usando régua e compasso hiperbdlicos; para ser
mais preciso, o autor mostra como usar régua e compasso convencionais para simular suas contrapartes
hiperbdlicas no modelo do disco. O espirito desse artigo de 2001 certamente pertence a outra época.
O GeoGebra ainda nao existia e alguns dos conselhos sdo pertinentes apenas a quem estd fazendo as
construgdes com régua e compasso fisicos. Mas as instrugoes podem ser adaptadas para criar ferramentas
hiperbdlicas de régua e compasso no GeoGebra. Ao final do artigo, o autor mostra como essas ferramentas
podem ser usadas para tesselar o disco com figuras regulares. [12]

Um dos primeiros produtos educacionais brasileiros a abordar o Disco de Poincaré usando geometria
dindmica foi apresentado em 2013 por Ricardo Ribeiro e Maria Gravina. Disco de Poincaré: uma
proposta para explorar geometria hiperbdlica no GeoGebra tem atividades acessiveis para estudantes do
Ensino Médio. [24]

Em seu site Non-Fuclidean Geometry, Malin Christersson usa animagdes e ferramentas interativas para
apresentar as geometrias nao euclidianas. Uma se¢ao é dedicada a inversoes, com muitas demonstragoes,
e duas outras secoes tratam especificamente do Disco de Poincaré. A segunda dessas usa as tesselagoes
do plano hiperbdlico para estudar algumas das propriedades dessa geometria. Todas as segoes terminam
com uma subsegdo de exercicios, varios deles com GeoGebra. [7]

Um bom livro de introdugdo a Geometria para alunos de graduacio é College Geometry: a Unified
Development, de David Kay. Gostamos em particular da exposigao clara, acompanhada de muitos exem-
plos e bons exercicios. Em especial nos capitulos 7 e 8, o autor trata de ferramentas importantes para
estudar o Disco de Poincaré, como poténcias de pontos, razdo cruzada e transformacoes geométricas.
O capitulo 9 introduz o Disco de Poincaré como modelo da geometria hiperbdlica, mas a abordagem é
principalmente analitica e exige alguma familiaridade com as fungées hiperbdlicas. [18]

H. S. M. Coxeter escreveu muitos livros classicos de Geometria. Mas é no pequeno capitulo Angels
and Dewils, do livto The Mathematical Gardner, que Coxeter conta a histéria de sua correspondéncia
com M. C. Escher. O artista holandés se disse chocado com uma das imagens produzidas por Coxeter e
pediu ajuda para reproduzi-la. Essa correspondéncia viria a inspirar a criacdo das famosas obras da série
Circle Limit. O foco de Coxeter em Angels and Dewvils é algébrico, mostrando os grupos de simetria nas
tesselagoes esféricas e hiperbdlicas construidas por Escher em suas obras. [9]

Por fim, para uma exposi¢ao formal, em portugués, da geometria hiperbdlica recomendamos o livro
de Placido Andrade, Introducio a Geometria Hiperbolica: O Modelo de Poincaré. O leitor encontrara
nesse livro um desenvolvimento completo da teoria e um estudo de muitas outras propriedades e figuras
geométricas exclusivas da geometria hiperbdlica que nao puderam ser incluidas aqui. [1]
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