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RESUMO

Esta dissertacdo apresenta a constru¢do de uma sequéncia didética voltada para o ensino do
calculo do volume de sélidos de revolugdo, através do método das cascas cilindricas no ensino
médio, com o apoio da impressdo 3D e de recursos digitais, de forma a tornar a aprendizagem
mais didética e contextualizada, sem a perda do rigor matematico. Foram desenvolvidos modelos
tridimensionais impressos em 3D de s6lidos com diferentes niveis de aproximacgdo e planilhas
no Excel como ferramentas para a visualizagdo e calculo do volume dos sélidos. Essa aborda-
gem busca promover ao aluno a autonomia e participag@o ativa no processo de construcao de
conhecimento, onde ele investiga e toma as conclusdes a respeito dos célculos, ligando teoria a
pratica. A principal contribui¢c@o do trabalho estd na elaboracdo de uma proposta metodoldgica
que alia recursos tecnoldgicos e praticas inovadoras ao ensino de matematica, ampliando as
possibilidades de aprendizagem. Os resultados esperados incluem uma maior participagio dos
estudantes, o aprofundamento sobre os conceitos de volume e o desenvolvimento de novas

habilidades no saber matematico.

Palavras-chaves: Sequéncia didatica. Método das cascas cilindricas. Impressao 3D.



ABSTRACT

This dissertation presents the construction of a didactic sequence aimed at teaching the calculation
of the volume of solids of revolution, through the method of cylindrical shells in high school,
supported by 3D printing and digital resources, in order to make learning more didactic and
contextualized without losing mathematical rigor. Three-dimensional models of solids with
different levels of approximation were developed and printed in 3D, as well as Excel spreadsheets
used as tools for the visualization and calculation of the volumes. This approach seeks to promote
students’ autonomy and active participation in the process of knowledge construction, where
they investigate and draw conclusions about the calculations, linking theory and practice. The
main contribution of this work lies in the development of a methodological proposal that
combines technological resources and innovative practices in mathematics education, expanding
the possibilities of learning. The expected results include greater student engagement, a deeper
understanding of the concepts of volume, and the development of new skills in mathematical

knowledge.

Keywords: Didactic Sequence. Cylindrical Shell Method. 3D Printing.
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1 INTRODUCAO

A matemadtica estudada em sala de aula, quando desconectada do mundo real, pode
facilmente se tornar um conjunto de equacdes e conteidos abstratos que, aos olhos dos alunos,
ndo possuem significado algum. Essa desconexao se torna ainda mais forte quando o aluno se
torna apenas um receptor daquele contetddo, sem ter uma participacdo em sua construcao e sem
uma contextualizacdo com a realidade em que ele estd inserido. Com afirma Maccarini (2015, p.
15):

Com uma matemadtica extremamente formal, centrada em sua estrutura e no rigor
das suas regras, simbolos e procedimentos, os alunos comecaram a apresentar
dificuldades na aprendizagem, ndo conseguindo estabelecer conexdo entre o
que era ensinado e a realidade vivida. Para os alunos, a matematica ensinada
nas escolas passa a estar distante da realidade, fora do contexto no qual eles
viviam.

Esse distanciamento € ainda mais notdvel quando se trata de assuntos especificos, como
o cdlculo de volumes de sélidos de revolucdo. Esse contetido, quando ndo trabalhado com
ferramentas educacionais, principalmente visuais e palpaveis, se torna de dificil entendimento e
interesse por parte dos alunos, fazendo com que ndo haja uma “conversa” entre o professor e o
aluno.

Com isso, torna-se interessante buscar novos métodos que reaproximem o aluno dos
contetidos matematicos, mantendo o rigor dos cdlculos de modo que os alunos entendam nao
s6 as operacdes realizadas pelo professor, mas se interessem pelo que estd sendo estudado
e aprofundem-se buscando investigar o porqué dos resultados encontrados em cada etapa do
célculo, podendo assim, construir uma conexao e reconhecer o sentido que cada um daqueles
calculos tem com objetos reais.

Nos dltimos anos, as tecnologias digitais e a cultura maker t€m se tornado cada vez mais
presentes no ambiente escolar. Essa realidade faz com que ferramentas provenientes desses ramos
sejam instrumentos poderosos para aproximar o aluno do contetido abordado na matematica.
Como dizem Cunha e Santos (2024, p. 4): “A cultura maker, ao ser associada a Educacao
Matematica, possibilita um aprendizado mais dindmico onde os alunos assumem o protagonismo,
tornam-se mais autbnomos e reflexivos, promovendo um ensino transformador”. E € isso que €
proposto neste trabalho, o uso desses materiais junto da matemadtica para permitir que o aluno
ndo s6 compreenda o conteddo, em especifico, o cdlculo do volume de sélidos de revolugdo
utilizando o método das cascas cilindricas, mas que ele possa “ver” e “tocar” em cada elemento
desse assunto.

Uma das ferramentas que pode ser um 6timo instrumento para o educador € a Impressora
3D, com ela se torna possivel uma nova forma de visualizagdo de varios elementos matematicos
através da construcdo de objetos palpdveis, para observagao e estudo, aproximando teoria de
realidade, como diz Rocha (2018, p. 34):
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As possibilidades de uso da impressdo 3D, possiveis nas principais disciplinas
da Educacgdo Bésica, podem através da criacdo de modelos e representagdes
mais tangiveis, aproximar a teoria de sala de aula com a realidade dos estudantes
e tornar possivel a constru¢do de conhecimento Matemaético.

Desse modo, definimos a questao norteadora desta proposta pedagdgica em: “Como
podemos usar recursos da cultura maker, em especial a impressao 3D, como ferramenta para
facilitar o ensino do método das cascas cilindricas para o ensino médio, sem abrir mao do rigor
matematico envolvido no cdlculo do volume de s6lidos de revolugdao?”. Esse questionamento abre
espago para que possam ser pensadas varias metodologias de ensino que exploram a relagdo aluno
e professor e, também, 0 “como” os alunos absorvem e entendem os contetidos mateméticos e
até onde eles compreendem o que esta sendo executado nos passos do calculo.

O objetivo geral desse trabalho é construir uma sequéncia didatica para o ensino do
calculo do volume de sélidos de revolucdo utilizando o método das cascas cilindricas, com apoio
de objetos impressos em 3D e recursos digitais.

Como objetivos especificos, busca-se explorar o método das cascas cilindricas como
uma nova ferramenta para o célculo de sélidos de revolu¢do no ensino médio; desenvolver
modelos tridimensionais de s6lidos com cascas, com diferentes niveis de aproximacao do sélido
baseado, que sirvam como ferramenta na sequéncia didatica; estudar funcdes geradoras de
s6lidos de revolucdo e a presenca destes s6lidos em objetos vistos no cotiano do aluno; e utilizar
planilhas como ferramenta para observacao da aproximagao dos cédlculos através das varidveis
envolvidas.

A metodologia adotada pelo autor € de carater qualitativo, visto que o trabalho € centrado
no desenvolvimento de um produto educacional, em especifico, uma sequéncia didatica que tem
como ferramenta principal a impressao 3D, para fazer com que os estudantes compreendam
as defini¢des e significados além dos nimeros e féormulas do contetido. Segundo Gerhardt e
Silveira (2009, p. 32), a pesquisa qualitativa busca explicar o porqué das coisas, além de trabalhar
aspectos que ndo podem ser quantificados, desse modo, o foco nao € testar hipdteses por meio
de dados estatisticos, mas sim construir e documentar um possivel roteiro de ensino que se
baseie na integracdo entre cultura maker, teoria matematica e recursos digitais, para que se
possa tentar compreender os conceitos e cdlculos nos conteudos estudados obtendo, assim, uma
nova ferramenta para a aplicagdo em sala de aula. Com isso, essa proposta tem uma abordagem
descritiva e construtiva para o ensino da matematica.

A estrutura desta dissertacdo foi organizada em cinco capitulos. O primeiro capitulo é
esta introdu¢do, que traz as primeiras ideias e no¢oes do que serd abordado nos proximo capitulos.
No Capitulo 2, é apresentado a fundamentago tedrica que sustenta o uso de recursos como a
impressao 3D e as planilhas de excel como ferramentas para o ensino. Também € discutido o
uso dessas tecnologias no ensino da matemadtica além de apresentar a sequéncia didatica como o
método e parte do produto educacional do trabalho, justificando o seu uso. O Capitulo 3 traz

todo o referencial tedrico matematico necessério para o desenvolvimento das aulas da sequéncia
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didética, dando énfase na deducdo da equagdo para o célculo do volume de sé6lidos de revolugdao
através do método das cascas cilindricas e a sua adaptagdo para ser utilizada no ensino médio,
além de apresentar a deducao das equagdes para o cdlculo do volume do cone e de um paraboloide.
No Capitulo 4 € apresentado o passo a passo para a construcao dos materiais didaticos que serdo
utilizados nas aulas, sdo eles as planilhas no excel para o célculo do volume das cascas e os
sOlidos que devem ser impressos em 3D. Por fim, o Capitulo 5 traz a sequéncia didatica e todas
as aulas que a compdem, contendo os objetivos, materiais utilizados, desenvolvimentos previsto,

roteiros para as aulas e as formas de avaliagdo.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 A matematica e sua relacio com o mundo real

A matemdtica, quando ensinada sem uma contextualizacdo com o meio, tende a ser
vista pelos alunos como um conjunto de equacdes e regras que nao tem sentindo ou importancia
para sua formacao. Isso colabora para o desinteresse e para a dificuldade de aprendizagem dos
contetidos da matéria. Cabral (2017, p. 11) afirma que € preciso que o professor seja incansavel na
promocao de um didlogo que estimule o estudante na identificacdo de propriedades, reconstru¢io
de conceitos e até no estabelecimento de generalizacdes, mesmo que de forma intuitiva.

Esse didlogo estd inteiramente ligado a forma como os conceitos sdo apresentados e ao
nivel de envolvimento do aluno. Como diz Luccas e Batista (2008, p. 9):

A contextualizacdo dos objetos matemadticos pode estimular os alunos para que

se sintam motivados a aprender, principalmente quando envolve um contexto
diferente do puramente matematico — tdo enfatizado pela perspectiva formalista.

Outro aspecto possibilitado pela contextualizagdo consiste em saciar deter-
minados questionamentos presentes no ambito escolar, tais como: Por que é
importante aprender isto? Em que situagdes cotidianas eu vou utilizar o que
estou aprendendo? O que tem a ver isto que estou estudando em Matematica
com a minha vida?

Dessa forma, se torna interessante que os conteidos de matemaética ensinados possam
partir de contextos reais, promovendo o pensamento critico e a curiosidade por parte do estudante.
Assim, utilizar representacdes visuais, com objetos palpdveis, e recursos digitais para ensinar o
calculo de volumes de sélidos de revolucdo, pode tornar o contetido mais interessante e cativante

para o aluno.
2.2 O método das cascas cilindricas no ensino médio

O método das cascas cilindricas € um conteiudo normalmente estudado no ensino
superior, mais precisamente no cdlculo de volumes através de integral, mas que possui um
potencial didético notdvel para o ensino médio quando usado como método para o ensino do
calculo de volumes na Geometria. A proposta de apresentar esse método, usando de apoio visual
por meio dos s6lidos impressos em 3D, permite que o estudante desenvolva a percepgdo visual
de todos os elementos pertencente aquele sélido e, assim, tenha uma nova visao sobre a ideia de
aproximacao no cdlculo de areas e volumes.

Fiorentini e Lorenzato (2012, p. 43) apontam a mudanca no método de ensino da
matematica no decorrer dos anos, com o uso das Tecnologias de Informa¢ao e Comunicacgdo e
as Tecnologias Educacionais cada vez mais presentes no cotidiano da sala de aula. Destacam
também a importincia de materiais manipuldveis para tornar a matematica mais significativa.

Quando os alunos analisam as cascas cilindricas impressas, podem visualizar como cada casca,
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a medida que se afina, se torna uma parte do s6lido em que elas se basearam, compreendendo
melhor como aquele sélido se forma e como o célculo de seu volume € estudado, sendo assim
uma nova forma de entender e validar os calculos realizados pelos estudantes, aproximando o

aprendizado desse processo experimental.

2.3 Cultura maker e impressao 3D no ensino da matematica

A cultura maker propde uma abordagem pedagdgica que se baseia na resolucao de

problemas e experimentagdo por meio da andlise e construcio de prototipos.

A base do movimento maker, entdo, encontra-se na atividade pratica, na experi-
mentacdo. Na educacio, as praticas experimentais podem significar processos
de aprendizagem mais significativos, promovendo o trabalho coletivo e a reso-
lugdo de problemas de forma critica, estimulando o conhecimento de métodos,
técnicas de investigacdo e andlise de dados, além de facilitar a compreensdo de
conceitos e estimular a criatividade. No ambito da cultura maker essas praticas
sdo chamadas de atividades maker. Reis, Branddo e Santos (2024, p. 66)

Com isso, essa cultura defende e oferta uma aprendizagem significativa através da
interacdo ativa do aluno com o conhecimento e com o meio em que ele se insere. Assim, se
torna enriquecedor utilizar do movimento maker para o desenvolvimento e ensino de contetidos
na disciplina de matematica, principalmente quando se pode construir modelos palpaveis para
andlise em sala de aula, que € o caso apresentado na proposta didética deste trabalho.

Em especial, inserido no movimento maker, o uso da impressao 3D como ferramenta
que possibilita a criagdo de objetos geométricos, proporciona ao aluno uma experiéncia tatil
e visual do conteddo estudado. Santos e Andrade (2020) dizem que o crescimento no uso da
impressao 3D estd agregado especialmente pelo fato dos objetos impressos serem muito precisos
em sua construgdo, tornando os objetos muito uUteis para a experimentacdo e testes reais e
funcionais. Tudo isso, faz com que o uso dessa ferramenta seja o ideal para a sequéncia didatica
desenvolvida, por conta das atividades que sdo propostas, sendo elas observacdo e a medi¢@o dos
s6lidos geométricos impressos.

Pesquisas como Rocha (2018) mostram que materiais preparados e impressos em 3D
podem se tornar uma ferramenta facilitadora no aprendizado de conceitos da geometria e calculo
por meio da manipulacdo de modelos. E € isso que este trabalho busca utilizar, propondo o uso

dessa ferramenta como facilitadora para a compreensao do método das cascas cilindricas.

2.4 Recursos digitais: O uso de planilhas no ensino

As planilhas, se tornam um aliado didatico potente quando se quer explorar a matematica
através de aproximagdes e execuc¢do de calculos de forma automética. Macédo e Silva (2016)
apontam que o Excel se torna um recurso notével pois faz com o que o aluno seja o protagonista,

testando valores e os modificando dependendo da sua necessidade, além de facilitar os calculos
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matematicos, que muitas vezes sao extensos e repetitivos, por serem feitos de forma automatica.
Isso, pode fazer com que os contetudos sejam aprofundados de forma mais rdpida sem a perda do
significado e do entendimento de cada parte do processo.

O uso de planilhas eletronicas, como o Excel, nesta proposta serd principalmente como
ferramenta para a constru¢do dos modelos geométricos em 3D e como comprovacdo dos célculos
realizados pelos alunos. Essa abordagem permite que os alunos explorem conceitos de variagao,
soma e modificacdo de parametros de forma mais interativa, o que pode facilitar a compreensao

da l6gica de aproximacdo envolvida nos calculos do método das cascas cilindricas.

2.5 A sequéncia didatica como recurso metodolégico

A sequéncia didética € “um conjunto de atividades ligadas entre si, planejadas para
ensinar um conteudo, etapa por etapa, organizadas de acordo com os objetivos que o professor
quer alcancar para aprendizagem de seus alunos” Peretti e Costa (2013, p. 6). Para tal, é
interessante que tais atividades sejam organizadas de modo a promover uma aprendizagem
significativa e progressiva, para que o aluno desenvolva as competéncias desejadas pelo professor
durante as aulas que envolvem essa sequéncia.

Nesta dissertacdo, a sequéncia diddtica proporciona aos alunos a introdugdo e apren-
dizagem do método das cascas cilindricas como método para calcular volumes. Ela se baseia,
como serd explanado nos proximos capitulos, de uma abordagem que une a teoria, modelagem
computacional e manipulacdo de modelos fisicos como ferramentas para a realizacio de seus
passos. Toda essa organizacao favorece a compreensao ndo apenas dos calculos, mas também
dos conceitos por trds da equagdo principal para o calculo dos volumes dos sélidos de revolugdo.

Cabral (2017, p. 11) vem nos falar que ao desenvolvermos uma sequéncia didética, é
importante que durante o processo de desenvolvimento das atividades, o professor faca com
que os alunos experimentem, observem e deduzam os saberes sobre aquele conteido mas que
isso seja feito de modo que ndo “fira” o rigor matematico presente em cada defini¢cdo. E € isso
que é proposto neste trabalho, o desenvolvimento dos alunos através de experimentos e testes
matematicos, mas que eles ainda executem a matemadtica propriamente dita, com a utilizagdo
de todos os conceitos e equagdes necessarias no processo do calculo dos volumes dos sélidos
estudados.

Desse modo, o aluno transcende a ideia de apenas copiar o que é posto para ele
como verdade e pode comecar a questionar o real sentindo de cada elemento que compde
uma determinada equacgdo, deixando de ser apenas um receptor e passando a ser um agente no

processo de constru¢do do conhecimento. Como relata Libaneo (2013, p. 78):

O professor passa a matéria, o aluno recebe e reproduz mecanicamente o que
absorveu. O elemento ativo € o professor que fala e interpreta o conteido. O
aluno, ainda que responda o interrogatdrio do professor e faga os exercicios
pedidos, tem uma atividade muito limitada e um minimo de participac¢do na
elaboragcdo dos conhecimentos. Subestima-se a atividade mental dos alunos
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privando-os de desenvolverem suas potencialidades cognitivas, suas capacidades
e habilidades, de forma a ganharem independéncia de pensamento. O ensino
deve ser mais do que isso. Compreende a¢des conjuntas do professor e dos
alunos pelas quais estes sio estimulados a assimilar, consciente e ativamente, 0s
conteudos e os métodos, de assimild-los com suas forgas intelectuais proprias,
bem como a aplicé-los, de forma independente e criativa, nas varias situacdes
escolares e na vida prética.

Essa visdo reforca o papel do aluno na proposta desta dissertacio como um atuante
na formac¢do de conhecimento, em que a sequéncia didatica € construida para que ele explore,
teste e valide cdlculos com apoio de modelos impressos em 3D e recursos digitais, evitando uma

aprendizagem passiva.



23

3 REFERENCIAL TEORICO MATEMATICO

O proposito deste capitulo € apresentar todo o desenvolvimento das equagdes matemati-
cas que serdo usadas para a realizag¢ao das atividades propostas no Capitulo 5. Como referéncias,
temos Stewart (2013), Leithold (1994) e Guidorizzi (2001), onde o desenvolvimento a seguir
pode ser verificado.

O método das cascas cilindricas nos apresenta um formato diferente para o calculo de
volumes dos sélidos geométricos, mas o mais interessante deste método é que, através dele,
também podemos encontrar os modelos que sao usados no Ensino Médio para o calculo do
volume de s6lidos geométricos com corpos redondos. E € esta sequéncia de provas que faremos

no decorrer deste capitulo.
3.1 O método das cascas cilindricas

Considere uma funcdo f continua em um intervalo [a,b] do eixo x,onde 0 <a<be
f(x) > 0 no intervalo [a,b], e a drea formada pela sombra abaixo dessa curva, como ilustra o
Gréfico 3.1:

Grafico 3.1 — Grifico da fungdo f e a drea embaixo de sua curva no intervalo [a,b].
y

f

a b
Fonte: Elaboragdo prépria.
Ao revolucionar essa funcio e sua sombra em torno do eixo y, obtém-se o Gréfico 3.2:

Grafico 3.2 — Sélido gerado pela revolugdo da func@o f em torno do eixo y.

y

Fonte: Elaboragao prépria.
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Observe que a revolucdo dessa funcdo gerou um sélido de revolucdo. Através do método
das cascas cilindricas, conseguimos construir uma equagdo que calcule o volume desse sélido.
A ideia € fatiar essa funcdo paralelamente ao eixo y, formando retdngulos limitados em x por
Xi—1 < x; e de altura f(X;) onde X; € o valor médio desse intervalo! , como representado no
Graéfico 3.3:

Grifico 3.3 — Retangulo formado limitado em x por [x;_,x;] e em y por f(57).

y
f

%

a Xi—1 Xi b

Fonte: Elaboragéo propria.

Ao revolucionar esse retangulo em torno do eixo y, obtemos um cilindro vazado por
outro cilindro interno, como ilustra o Gréfico 3.4 e, a partir daqui, comecamos o desenvolvimento.
Chamaremos esse cilindro vazado de casca, e, ao preencher todo o intervalo da funcdo com essas
cascas, deixando a espessura da casca o mais fino quanto quisermos, mais nos aproximaremos
do real formato do sélido gerado no Gréfico 3.2 e, ao calcularmos a soma dos volumes dessas

cascas, mais nos aproximaremos do volume real do sélido inicial.

Grafico 3.4 — Casca da funcdo f revolucionada em torno do eixo y.

y

Fonte: Elaboragao propria.

' Vale ressaltar que a escolha de ¥; de forma que ele seja ponto médio do subintervalo [x;_1,x;] foi definida para

que os célculos sejam facilitados no desenvolvimento da equagdo, ndo sendo obrigatério, em outros casos, que
esse ponto seja médio no intervalo definido.
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Para calcular o volume de uma casca, podemos subtrair o volume do cilindro externo

pelo volume do cilindro interno:
Vc — Vce - Vci-

Aqui, devemos relembrar a equacao para o cdlculo do volume de um cilindro. Por Dolce
e Pompeo (2013, p. 212), podemos afirmar que o volume de um cilindro qualquer pode ser

calculado por
V=n-rh, (3.1

onde r € o raio da base do cilindro e /4 a sua altura.
Denotaremos como V., o volume da casca que queremos calcular, V., e V,; como os
volumes dos cilindros externo e interno respectivamente, seus raios como R e r, e a altura por h.

Dessa forma, pela Equacgao 3.1, temos
V.= T-RZ-h—7-r* h.
Colocando 7 - h em evidéncia
V.=n-h(R*—r?).

Note que R> — r? é um produto notével, o produto da soma pela diferenca de dois termos,

assim, podemos fazer
Ve=m-h(R+r)(R—r).

Multiplicando o segundo membro da equacao por 1 = %,

Vo= (R4 R)R-1)-2 =
chz-n-h-(R;Lr)-(R—r). (3.2)

A partir daqui, € vélido algumas observacdes. Note que R € a distancia da origem até x;,

r é a distancia da origem até x;_| e h é a distAncia da origem até f(¥;). Dai,
R=xi—0=R=x;

r:xi,1—0:>r:x,-,1;
h=fx)—0=h=f(x).

Assim, a Equacdo 3.2, pode ser escrita na forma

. Xi+Xx;_
chz-ﬂ-f(xi)-%-(X,‘—X,’_l). (3.3)
Perceba, também, que
(xi +xi—1) _x
- M

2
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nos dé o ponto médio X; do intervalo [x;_1,x;| e que x; —x;_1 € a varia¢@o entre x;_; € x;, assim
podemos escrever

Xi—Xi—1 = Axj—1;.
Para facilitar e padronizar a espessura das cascas, € interessante que escolhamos os
valores para xg, X1, ..., X, de forma que
Xl —X0 =X2 —X] =" =Xp —Xn—1,
com
a=xg<x1<xp<---<Xxi_1<x;=b.

Assim, Axg | = Ax;p = -+ = Ax,_1 , = Ax. Logo, reescrevendo a Equagao 3.3, temos
Vo=2-7-%- f(x)-Ax. (3.4)

A Equagdo 3.4 calcula o volume da casca de indice i. Agora, considere que dividimos o
solido de revolucdao em n cascas, o somatorio do volume de todas as n cascas nos dd o volume
aproximado do sélido. Assim, considerando Vs o volume do sélido de revolucido e V., o volume
da n-ésima casca

Vi=Va+Va+-+Va=
Ve=2-m-X1 f(¥1) Ax+2- 733 f(2)  Ax 4+ +2- 70X f (%) - Ax. (3.5)

Colocando 2 - © - Ax em evidéncia
Ve=2-m-Ax-[x7- f(31) + X2 f(32) + - + % - f (%)]- (3.6)

E ¢é exatamente esta ultima equacdo que usaremos para desenvolver as atividades da

sequéncia didética.
3.2 Melhorando a Equacao 3.6

Apesar da Equacio 3.6 ja nos fornecer um método interessante para o cédlculo do
volume de um sélido de revolu¢do, podemos desenvolver ainda mais esse modelo, de modo que
o resultado calcule com precisdo o volume desejado. Para isso, vamos observar a Equacdo 3.5 e

colocar apenas 2 - & em evidéncia
Ve=2-1-57 f(70) - Ax+2- -5 f(72) - Ax -+ 2T f(T) - Ax
=2 [ () AT () At f () A

Observe que a expressao dentro dos colchetes é um somatério de n termos, assim,

podemos escrever

Vo=2.1-Y % f(5) A (3.7)
i=1
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n
A expressdo Z X; - f(x7) - Ax é uma soma de Riemmann e o limite dessa soma quando n
i=1
tende a infinito existe pois a fungdo f € continua no intervalo [a,b]. Esse limite € a integral

/abxf(x)dx.

Tal definicdo e prova podem ser encontrados em Guidorizzi (2001, p. 299), fica a
curiosidade do leitor a consulta para mais aprofundamento da afirmacao acima.

Reescrevendo a Equacdo 3.7, temos

b
Vi = 271'/ xf(x)dx. (3.8)

Esta ultima equacdo serve para calcularmos o volume de qualquer sélido de revolucao,
gerado pela revolucdo de uma fungdo f continua no intervalo [a,b], com f(x) > 0 no mesmo

intervalo, em torno do eixo y.
3.3 O volume do cone

A partir da Equagdo 3.8 podemos calcular também o volume de alguns sélidos conheci-
dos, adaptando uma determinada funcao para que gire em torno do eixo y. Por exemplo, vamos
eleger uma funcdo afim f(x) = px+ ¢ decrescente como modelo, limitando ela ao intervalo [a, ]
em x, onde a = 0 e b € raiz da fungio, ao revoluciond-la em torno do eixo y formamos um cone,

como mostra o Grafico 3.5:

Grifico 3.5 — Cone gerado pela revolucio da fungdo f em torno do eixo y.

Fonte: Elaboragao propria.

Agora, usando a Equacao 3.8, podemos calcular o volume do sélido do Gréfico 3.5.

Como f(x) = px+ g, entdo
b
Vi = 271:/ xf(x)dx
a

b
:27r/ x(px+q)dx.
0
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Distribuindo x para os termos dentro dos paréntesis:

b
Vs = 271:/ px® + gxdx.
0

A partir desse ponto, podemos integrar a funcdo resultante no intervalo da integral
definida:

2+1 1+1\ (P
pXx qgx
V, =21
: (2+1+1+1)0
3 2\ b
o (P LN
3 AR

Agora, substituindo os limites de integracao e simplificando a expressao, temos:

b3 b2 .03 .0?
o] ( ) () -

3 2 3 2
b3 b2
V, =2m [pT + qT] . (3.9)

Aqui, vale algumas observagdes sobre a fungdo f(x), como ela gera um cone ao ser
revolucionada no eixo y, podemos comparar alguns elementos do cone com alguns elementos e
coeficientes da equagdo. Note que f(0) nos da o ponto em que f toca o eixo y, que também é a

altura h do cone gerado, entdao

f(0)=p-0+g= f(0)=h=q.

Dai, também podemos isolar o coeficiente p em termos de elementos do cone. Observe

que x =b = f(x) =0 e que o raio r do cone € a distincia de b até a origem. Entdo
r=b—0=r=b.

Assim, temos:

pr+h=0=
pr=—h=
h
p=—
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A partir daqui, basta desenvolvermos e simplificarmos a expressao:

Ve =21

—h) -2 h-r?
e
2-(=h)-r*+3-h-r?
]
[ —2hr? 4+ 3hr?
]

=2n

=27

mhr?
3
Que, por Dolce e Pompeo (2013, p. 230), podemos afirmar ser a férmula para o cdlculo

Vs = (3.10)

do volume de um cone de raio r e altura .

Tal demonstragdo serve como base para que o leitor entenda o processo e os passos de
adaptacao das funcdes para o cdlculo do volume de um sé6lido de revolucao pelo método das
cascas cilindricas.

Usaremos o cone como 0 nosso primeiro objeto de estudo no Capitulo 5, com ele sera
feito o estudo das cascas com 4, 8 e 16 camadas, por isso a necessidade de entender como se

calcula o seu volume.
3.4 O volume de um paraboloide

Os passos para se calcular o volume de um paraboloide de raio r e altura s, que é a
revolucdo de uma pardbola, de concavidade voltada para baixo e em que o vértice estd no eixo y,
de fungdo f(x) = jx? + kx+1 em torno do eixo y, ilustrado no Gréfico 3.6, sdo andlogos aos ja

feitos para calcular o volume do cone.

Grafico 3.6 — Paraboloide gerado pela revolugio da fungdo f em torno do eixo y.

Fonte: Elaboracio propria.

Usando novamente a Equagdo 3.8, podemos calcular o volume do paraboloide pela
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integral:
b
Vs = 277:/ x(jx* +kx+1)dx.
0

Desenvolvendo essa equagio, e calculando a integral no intervalo [a, b], encontramos

Vs =21 E+k—b3+E
S 4 3 2 )

Observe que o raio r desse paraboloide € a distancia de b até a origem, logo
r=b—0=r=0>b.
Assim,

4 3 2

A respeito dos coeficientes j, k e [ da funcdo, temos algumas observagdes. Observe que

-4 k3 12
V, =2n (L+L+L). G.11)

o termo independente / indica onde a funcdo toca o eixo y e esse ponto coincide com o vértice da

parédbola, que também € a sua altura. Logo,
l=y,=h.

Para encontrar os outros dois coeficiente em termos de r € /i, basta montarmos o sistema

para f(—b) e f(b) que sdo os valores de f para as raizes da fungdo. Assim,

Jb* +kb+1= f(b)
J(=b)* +k(=b) +1= f(=b)

Dadas as observagdes feitas acima, podemos entdo desenvolver a ultima expressao:

jrr+kr+h=0
Jj(=r)24+k(=r)+h=0

=

jr2 +kr=-h
jr?—kr=—h

Pelo método da soma em um sistema de equagdes, temos:

2h h

2jr2:—2h:>j:—ﬁ:>j:—r—2.

Substituindo j na primeira equagao do sistema, encontramos

h
(——2) P 4kr=—h= —h+kr=—h=kr=0.

r
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Como r # 0 para que exista o paraboloide, entdo k = 0. Encontrados os valores dos

coeficientes e substituindo na Equagdo 3.11, segue:

Vs =21

=2r

=27

[ L hr?
2

(_r%)"4+0-r3

4 3
[—hr? N hr?
4 2

4

[—hr* 4+ 2hr2]

TThr?
2

Vs = (3.12)

Por fim, a Equacdo 3.12 nos déd o volume de um paraboloide de raio r e altura h. Esse

s6lido € relevante pois podemos usi-lo como exemplo para calcular quantos mL cabem em uma

taca na qual o interior se assemelha a ele, e € o que faremos como atividade no Capitulo 5.



4 RECURSOS E MATERIAIS

Este capitulo tem como objetivo apresentar ao leitor a construcao de todos os materiais
usados como ferramenta para o desenvolvimento das atividades da sequéncia didatica exibida no
préximo capitulo.

Os materiais sao de total autoria do autor desta dissertacdo. Para a sua construcao
foram utilizadas as equagdes e definicdes do Capitulo 3, junto de defini¢cdes dos livros Iezzi e
Murakami (2013), Iezzi (2013) e Dolce e Pompeo (2013). Os materiais construidos também

serdo disponibilizados através de links no decorrer do capitulo.
4.1 Tabelas do cone e paraboloide

Apesar do material principal utilizado na sequéncia didética serem os objetos impressos
em 3D, outra ferramenta que serd apresentada aos alunos no decorrer das aulas s@o as tabelas para
o célculo do volume dos sélidos estudados. Essas tabelas calculam automaticamente os valores
dos raios médios das cascas, a altura de cada casca, o produto X; - f(X;) também de cada casca,
essencial para o desenvolvimento da Equacdo 3.6, bem como a soma de todos esses produtos e o
volume total do sélido estudado.

Neste processo, essa ferramenta € poderosa para fazer com que os alunos possam
observar cada um dos elementos da equacdo e como eles variam dependendo da quantidade de
cascas que escolhamos dividir o sélido, pois nas tabelas também poderemos variar a quantidade
de cascas que queremos dividir o sélido.

Dois dos elementos que as tabelas nos proporciona também s@o essenciais para cons-
truirmos os sélidos 3D, sdo eles a espessura e a altura de cada casca. Com elas conseguimos
construir cada um dos sélidos de revolug¢do, com a quantidade de cascas que quisermos.

Nas subse¢des a seguir, temos O passo a passo para a construgdo das tabelas e a

explicacdo dos elementos que as compde.
4.1.1 A tabela de construcao e cilculo do volume do cone

A seguir, serd dado o passo a passo para a construcio da tabela que nos dd o célculo do
volume do sélido que se aproxima do cone pelo método das cascas. Os passos aqui desenvolvidos
foram executados no Microsoft Office Excel, versdao do Office 365. Pode haver algumas variagdes
no programa dependendo da versao utilizada pelo leitor.

Inicialmente, observe a imagem da tabela! ji com cada célula nomeada (Figura 4.1).

! Nas imagens onde aparece “Intervalo de rotagio”, entenda como “Intervalo de revolugio”.
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Figura 4.1 — Tabela Excel para o cdlculo do volume do cone.

032 ~ i fx
A B Z D E F G H 1 J
1
2 Tabela para a construcao do sélido geométrico (cone) pelo método das cascas cilindricas
3
_ L Raio interno da| Raio externo | Raio médio da . L
Configuragao do solido Valor Casca Altura da casca Raio médio x Altura da casca
4 casca da casca casca
5 Valor (a) da funcao afim Cascal
6 Valor (b) da funcao afim Casca 2
7 Valor do raio inicial Casca3
8 Valor do raio final Cascad
9 Intervalo de rotacao Cascab
10 Quantidade de cascas Casca 6
11 Espessura da casca Casca7
12 Casca 8
13 Casca9
14 Casca 10
15 Cascall
16 Casca 12
17 Casca 13
18 Casca 14
19 Casca 15
20 Casca 16
21 Casca 17
22 Casca 18
23 Casca 19
24 Casca 20
25 Soma total
26 Volume do sélido

Fonte: Registrado pelo autor.

Algumas coisas devem ser observadas nessa tabela. Inicialmente, observe que ela tem
uma parte para a configuracao da funcdo e também do sélido que sera gerado. Nela, € possivel
alterar os coeficientes da fun¢do, bem como o inicio e o fim do intervalo que define os raios
inicial e final do sélido, que representam o intervalo [a,b] mencionado no Capitulo 3. Agora,

observando a Equagao 3.6
Ve=2-m-Ax-[¥1- f(¥1) + X2 f(22) + - + X - f (%))

note, junto da Figura 4.1, que temos uma célula para definir o médulo do intervalo de revolucao,
esse valor servird para calcularmos, junto da quantidade de cascas, a espessura de cada casca
do solido (Ax, na Equacdo). J4 na parte que informa os mddulos do raio interno, externo, médio
(X7, na equagdo), altura da casca (f(X;), na equacdo) e o produto do raio médio pela altura da
casca (X; - f(X;), na equag@o), sdo plotados automaticamente por férmulas que serdo definidas
no decorrer dessa subse¢cdo. Assim, cada um desses elementos nos d4 uma parte calculada da
Equacdo 3.6, assim basta usarmos esses elementos para calcular o valor do sélido.

Seguindo agora para a configuracdo de cada célula da tabela, vamos comecar modifi-
cando as células da parte “configuracio do sélido”.

Definimos inicialmente os valores (a), célula C5, e (b), célula C6, da fungdo que
queremos estudar, considerando que essa tabela trabalha com fungdes afim da forma f(x) =

ax+ b. Esses valores devem ser modificados manualmente (Figura 4.2).
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Figura 4.2 — Valores (a) e (b) da fun¢do afim estudada.

A B C
1
2 Tabela
3
Configuragao do sélido Valor
4
5 Valor (a) da fungao afim -1,5
6 Valor (b) da fungao afim
7 Valar dn rain inicial

Fonte: Registrado pelo autor.

Observe que os valores de (a) e (b) foram modificados para -1,5 e 6 respectivamente.
Esses nimeros serdo os que formardo a fungdo que estudaremos no Capitulo 5.
Os médulos do raio inicial, célula C7, e final, c€lula C8, do sélido também devem ser

inseridos manualmente digitando-os nas respectivas células (Figura 4.3).

Figura 4.3 — Valores dos raios inicial e final da fun¢do afim estudada.

| A B C
1
2 Tabela
3
4 Configuragao do solido Valor
5 Valor (a) da fungao afim -1,5
6 Valor (b) da fungao afim 6
7 Valor do raio inicial 0
8 Valor do raio final 4
9 Intervalo de rotacao

Fonte: Registrado pelo autor.

Os valores 0 e 4 para o raios inicial e final, respectivamente, também obedecem ao cone
que estudaremos no Capitulo 5.

Agora, observe a Figura 4.4.

Figura 4.4 — Caracteristicas das cascas do sélido.

A B C A B C A B C

1 1 !
Tabela 2 Tabela 2 Tabela
3 3 3
Configuragéo do sélido Valor Configuragao do sélido Valor Configuragio do sélido Valor

4 4 4
5 Valor (a) da funcéo afim -15 5 Valor (a) da fungao afim -1,5 5 Valor (a) da fungao afim -15
6 Valor (b) da funcao afim 6 6 Valor (b) da fungao afim 6 Valor (b) da fungao afim
7 Valor do raio inicial 0 7 Valor do raio inicial 0 7 Valor do raio inicial 0
8 Valor do raio final 4 8 Valor do raio final 4 8 Valor do raio final 4
g Intervalo de rotacao 4 9 Intervalo de rotagao 4 9 Intervalo de rotagao
10 Quantidade de cascas 10 Quantidade de cascas 10 Quantidade de cascas 20
11 Espessura da casca 11 Espessura da casca 0,2 11 Espessura da casca

(a) Quantidade de cascas. (b) Intervalo de revolug@o. (c) Espessura da casca.

Fonte: Registrado pelo autor.

Observe as trés células marcadas na Figura 4.4a, com elas temos algumas informacdes
que definem o formato do nosso sélido. A Primeira delas, marcada de vermelho (célula C9), nos

diz o médulo do intervalo no qual o s6lido se forma ao revolucionar em torno do eixo x, que €
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definido pelo comando “=C8-C7” marcado de vermelho na Figura 4.4b, ele calcula a distancia
entre o raio final e inicial do solido. A segunda, marcada de azul (célula C10), nos diz em quantas
cascas queremos dividir o solido, esse valor € colocado manualmente e, para esta tabela, varia
de 1 a 20. A terceira, marcada de verde (célula C11), nos d4 a espessura da casca (Ax), que é
um dos elementos mais importantes no cédlculo do volume do sélido. Na tabela, ela é definida
pelo comando “=C9/C10” marcado de vermelho na Figura 4.4c, ou seja, ele faz uma divisao do
intervalo em x do sélido pela quantidade de cascas e, assim, calcula a espessura das cascas.

Dessa forma, finalizamos a configuracao do sélido. Agora, vamos configurar a tabela
em si, para que os valores sejam plotados automaticamente quando os dados na tabela de
configuracio forem colocados.

Iniciamos colocando o valor do raio interno da primeira casca, que serd o raio inicial.
Para isso, basta configurarmos para a célula FS “pegar” o valor da célula C7, usando o comando

“=C7” em F5, como ilustra a Figura 4.5.

Figura 4.5 — Valor do raio interno da primeira casca do sélido.

A B C D E F
1
2 Tabela para a construcao do sdlido geométrico (c
3

Raio int R
Configuragao do sélido Valor Casca alo nterno

4 dacasca
5 Valor (a) da funcao afim -1,5 Cascal 0
6 Valor (b) da funcao afim 6 Casca 2
7

Valor do raio inicial 0 Casca 3

Fonte: Registrado pelo autor.

ApOGs isso, vamos definir o raio externo da primeira casca. Aqui, colocamos uma
condicional, para o comando funcionar apenas quando o raio interno da casca for menor que
0 raio externo, pois, caso contrdrio, aquela casca ndo existiria. Com a célula G5 selecionada,

digitamos o comando “=SE(F5<C8;F5+C11;0)”, como mostra a Figura 4.6.

Figura 4.6 — Valor do raio externo da primeira casca do sélido.

G5 v fr =SE(F5¢C8;F5+C11;0)

A B C D E F G
1
2 Tabela para a construgao do sélido geométrico (cone) pelo mé!
3

Configuracao do sélido Valor Casca Raio intermo | Raio externo | R

4 dacasca dacasca
5 Valor (a) da funcao afim -1,5 Cascal 0 0,2
6 Valor (b) da fungao afim 6 Casca 2
7 Valor do raio inicial 0 Casca3
8 Valor do raio final 4 Casca4
) Intervalo de rotacao 4 Cascab
10 Quantidade de cascas 20 Casca 6
11 Espessura da casca 0,2 Casca7

Fonte: Registrado pelo autor.

Agora, vamos entender esse comando. No Excel, o comando “SE” € uma regra condi-

cional “se, sendo”, que tem a configuragcdo “=SE(teste 16gico;[Valor se verdadeiro];[Valor se
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falso])”, ou seja, ele faz um teste 16gico, que no caso representado na Figura 4.6 ¢ testar se
a Célula F5 tem um valor menor que a célula C8, se for verdadeiro, entdo ele vai imprimir o
resultado da soma do valor da célula F5 com C11, ou seja, efetuar a soma do raio interno com a
espessura da casca gerando, assim, o valor do raio externo da casca, se for falso, ele imprimird 0
na célula, pois aquela casca ndo existir4.

Para raio interno da segunda casca, célula F6, usaremos o comando condicional dado
por “=SE(G5<C$8;G5;0)”, como ilustra a Figura 4.7.

Figura 4.7 — Valor do raio interno da segunda casca do sélido.

A B C D E F
1
2 Tabela para a construgao do sélido geométrico |
3

§ _ . Raio interno ||
Configuracao do sélido Valor Casca

4 dacasca
5 Valor (a) da fungao afim -1,5 Cascal 0
6 Valor (b) da fungao afim 6 Casca 2 0,2
7 Valor do raio inicial 0 Casca 3
8 Valor do raio final 4 Casca4

Fonte: Registrado pelo autor.

Nesse comando, ele testa se o raio externo da casca anterior € menor que o raio final do
s6lido, se sim, entdo ele copia esse valor, pois o raio externo da casca anterior € o raio interno da
casca em questdo, se nao for menor, entdo ele imprime 0 pois aquela casca ndo existe.

Para o restante dos raios internos, o comando sera similar, sempre testando o valor do
raio externo da casca menor, entdo ele pode ser copiado pra o restante das células. Para isso,
basta clicar no canto inferior direito da célula F6 e arrastar até a célula da ultima casca naquela

coluna, como mostra a Figura 4.8.

Figura 4.8 — Valor dos raios internos das cascas 3 a 20 do sdlido.

Raio interno da Raiointernoda| F Raio interno da| Raio externo
Casca casca Gasca casca Casca casca dacasca

Cascal 0 Cascal 0 Cascal 0 0,2
Casca 2 0,2 = Casca2 0,2 Casca?2 0,2

Casca3 el Casca3 Casca3 0

Cascad Cascad Casca4 0

Casca 5 Cascab Casca5 0

CascaB Casca6 Casca6 0

Casca7 Casca7 B Casca7 0

Casca 8 Casca 8 Casca8 0

Casca9 Casca9 : Casca9 0

Casca 10 Casca 10 Casca 10 0

Cascall Cascall Cascall 0

Casca12 Casca 12 Casca12 0

Casca 13 Casca 13 Casca 13 0

Casca1d Casca 14 Casca 14 0

Casca 15 Casca 15 Casca 15 0

Casca 16 Casca 16 Casca 16 0

Cascal7 Casca 17 Casca17 0

Casca 18 Casca 18 Casca 18 0

Casca 19 Casca 19 Casca 18 0

Casca 20 Casca 20 Casca 20 0 _

(a) Canto inferior di- (b) Arrastar até a ul- (¢) Cascas com o comando fun-

reito da célula. tima célula. cionando.

Fonte: Registrado pelo autor.



Capitulo 4. Recursos e Materiais 37

O Excel ird alterar automaticamente as células do comando para que a l6gica sempre
seja em relacdo ao raio externo da casca anterior e o raio final do s6lido, assim, na casca 2, G5
passa a ser G6 e assim por diante, o Unico valor que nao ird se alterar € G8, pois estd com “$” na
escrita, travando o comando para sempre ler o valor dessa célula.

Para o raio externo da segunda casca, usaremos a condicional do raio externo da primeira
casca dentro de outra condicional. Além de testar se o raio interno € menor que o raio interno da
casca, que é o comando “SE(F6<C$8;F6+C$11;0)”, também devemos testar se esse raio € maior
que o raio inicial, pois se ndo for, entdo essa casca serd a primeira casca. Assim, o comando para
a célula G6 é “=SE(C$7<F6;SE(F6<C$8;F6+C$11;0);0)“ (Figura 4.9).

Figura 4.9 — Valor do raio externo da segunda casca do sélido.

G6 ~ fx [ —SE(C$7<F6;SE(F6<C$8;F6+C$11;0);0) I
A B C D E F G
1
2 Tabela para a construcao do sélido geométrico (cone) pelo mé
3
. _ ) Raio interno | Raio externo
Configuracao do sélido Valor Casca
4 da casca da casca
5 Valor (a) da fungéo afim -1,5 Cascal 0 0,2
6 Valor (b) da fungao afim 6 Casca?2 0,2 0,4
7 Valor do raio inicial 0 Casca 3
8 Valor do raio final 4 Casca4d
9 Intervalo de rotagao 4 Cascab
10 Quantidade de cascas 20 Casca6
11 Espessura da casca 0,2 Casca7

Fonte: Registrado pelo autor.

Note que o primeiro comando do pardgrafo anterior sé € testado se F6 for maior que
C7, pois ele estd no resultado verdadeiro da condigdo.
Para o restante das cascas externas, basta fazer o procedimento ja realizado na Figura

4.8 e copiar os dados para as outras células da coluna (Figura 4.10).

Figura 4.10 — Valor dos raios externos das cascas 3 a 20 do sélido.

Raio interno da| Raio externo | F Raio interno da| Raio externo |F Raio interno da| Raio externo | F
Casca Casca Casca
casca dacasca casca dacasca casca dacasca

Cascal 0 02 Cascal 0 0.2 Cascal 0 02
Casca2 02 04 Casca 2 02 04 Casca2 02 04
Casca3 04 E Casca3 04 Casca3 0.4 0.6
Casca4 0 Cascad 0 Casca4 06 0,8
Cascab 0 Casca5s 0 Casca5 08 1

Casca6 0 Casca 6 0 | Casca6 1 1,2
Casca?7 0 Casca7 0 | Casca7 12 14
Casca8 0 Casca 8 0 | Casca8 1,4 1,6
Casca® 0 Casca 9 0 | Casca9 16 1,8
Casca 10 0 Casca 10 0 | Casca 10 18 2

Casca 11 0 Cascall 0 Cascall 2 22
Casca 12 0 Casca12 0 Casca 12 22 24
Casca 13 0 Casca13 0 Casca13 24 26
Casca 14 0 Cascald 0 Casca 14 26 2,8
Casca 15 0 Cascals 0 Casca 15 28 3

Casca 16 0 Casca16 0 Casca 16 3 32
Casca 17 0 Casca17 0 Casca17 32 34
Casca 18 0 Casca18 0 Casca 18 34 36
Casca 19 0 Casca19 0 Casca 19 3,6 3,8
Casca 20 0 Casca20 0 Casca 20 3,8 4

(¢) Cascas com o co-
mando funcionando.

(b) Arrastar até a dltima
célula.

(a) Canto inferior direito
da célula.

Fonte: Registrado pelo autor.
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Para calcular o raio médio da primeira casca (x7), que € o ponto que precisaremos
para encontrar a altura daquela casca e que também esta presente na Equagao 3.6, usaremos o
comando “=(F5+G5)/2”, que nos da a coordenada média em x dos raios interno e externo casca
(Figura 4.11).

Figura 4.11 - Valor do raio médio da primeira casca do sélido.

H5 v i i =(F5+G5)/2
A B C D E F G H
1 -
2 Tabela para a construgao do sélido geométrico (cone) pelo método das cascas
3
Raio int da| Raio ext Raio médio d
Configuragao do sélido Valor Casca alointerno daj Haio externo | Raio medio da
4 casca da casca casca
5 Valor (a) da fungao afim -1,5 Cascal 0 0,2 0,10
6 Valor (b) da fungao afim 6 Casca 2 0,2 0,4
7 Valor do raio inicial 0 Casca 3 0,4 0,6
Q Malar da rain final A Moacra A ne na

Fonte: Registrado pelo autor.

Para calcular os outros raios médios basta repetir os passos das Figuras 4.8 e 4.10. Esse
passo se repetird para a altura e também para o produto entre o raio médio e altura da casca.

No calculo da altura da casca 1 (f(x7)), devemos usar uma condicional para saber a
existéncia da casca. Usaremos o comando “=SE(H5>0;(C$5*H5)+C$6;0)”. Esse comando testa
se existe um raio médio, existindo e ele calcula a altura dessa casca, substituindo o raio médio na
equacdo da funcdo estudada, por isso s@o usadas as células C5 e C6, pois sdo os coeficientes da

func¢do. Nao existindo o raio médio, ndo existe a altura (Figura 4.12).

Figura 4.12 — Valor da altura da casca do sélido.

15 vt Jx | =sE(H5>0;(C357H5)+C8650) |
A B C D E F G H |
2 Tabela para a construgao do sélido geométrico (cone) pelo método das cascas cilindricas
3
Raio int da | Raio ext Raio médio d
Configuragao do sélido Valor Casca alo Intemo fa Raio extemo | Raie metdio da Altura dacasca |R
4 casca da casca casca
5 Valor (a) da funcao afim -1,5 Cascal 0 0,2 0,10 5,85
6 Valor (b) da fungao afim 6 Casca 2 0,2 0,4 0,30

Fonte: Registrado pelo autor.

Com o raio médio e a altura da casca calculados, podemos calcular o produto X7 - f(X7).

Para isso, usamos na célula J5 o comando “=H5*I5” (Figura 4.13).

Figura 4.13 — Valor do produto entre o raio médio e a altura da casca.

15 v i fx =H5*I5

A B C D E F G H | J
2 Tabela para a construgao do sélido geométrico (cone) pelo método das cascas cilindricas
3
Raio int da| Raio ext Rail édio d
Configuragao do sélido Valor Casca alointerno da Ralo externo | Ralo medio ca Altura da casca |Raio médio x Altura da casca
casca da casca casca

5 Valor (a) da fungao afim -1,5 Cascal 0 0,2 0,10 5,85 0,59

Valor (b) da fungao afim 6 Casca2 0,2 0,4 0,30 5,55
= NIt A i iieit n Aaon na ne nen c nE

Fonte: Registrado pelo autor.
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Com todos os elemento da Equagdo 3.6, podemos calcular a soma X7 - f(X7) + 3 -
f(2)+---+x20- f(x20) e depois o volume do sélido.

Para calcular a soma dos produtos, na célula J25, basta usarmos o comando “SOMA”
do excel, na forma “=SOMA(J5:J24)”. Os dois pontos fazem com que o comando some todas as
células de J5 até J24 (Figura 4.14).

Figura 4.14 — Soma dos produtos da primeira até a vigésima casca.

A B C D E F G H J
1
2 Tabela para a construcéo do sélido geométrico (cone) pelo método das cascas cilindricas
3
Configuragao do sélido Valor Casca Raio interno | Raio externo| Raio médio Altura da casca Raio médio x Altura da
4 da casca da casca da casca casca
5 Valor (a) da fungao afim -1,5 Cascal 0 0,2 0,10 5,85 0,59
6 Valor (b) da fungéo afim 6 Casca 2 0,2 0,4 0,30 5,55 1,67
7 Valor do raio inicial 0 Casca 3 0,4 0,6 0,50 5,25 2,63
8 Valor do raio final 4 Cascad 0,6 0,8 0,70 4,95 3,47
9 Intervalo de rotagdo 4 Casca’ 0,8 1 0,90 4,65 4,19
10 Quantidade de cascas 20 Casca 6 1 1,2 1,10 4,35 4,79
11 Espessura da casca 0,2 Casca7 1,2 1,4 1,30 4,05 5,27
12 Casca8 14 1,6 1,50 3,75 5,63
13 Casca9 1,6 18 1,70 3,45 5,87
14 Casca 10 18 2 1,90 3,15 5,99
15 Casca 11 2 2,2 2,10 2,85 5,99
16 Casca 12 2,2 2,4 2,30 2,55 5,87
17 Casca 13 2,4 2,6 2,50 2,25 5,63
18 Casca 14 2,6 2,8 2,70 1,95 5,27
19 Casca 15 2,8 3 2,90 1,65 4,79
20 Casca 16 3 3,2 3,10 1,35 4,19
21 Casca 17 3,2 3.4 3,30 1,05 3,47
22 Casca 18 3.4 3,6 3,50 0,75 2,62
23 Casca 19 3,6 3.8 3,70 0,45 1,66
24 Casca 20 3.8 4 3,90 0,15 0,58
25 Soma total: 80,10

Fonte: Registrado pelo autor.

Por fim, usamos “=2*PI()*C11*J25”, na célula J26, para calcular o volume do sélido
(Figura 4.15).

Figura 4.15 — Volume do sé6lido com 20 cascas.

126 v i =2%PI()*C11%3125
A B C D E F G H I J
2 Tabela para a construcao do solido geométrico (cone) pelo método das cascas cilindricas
B
Configuragao do sélido Valor Casca Raiointerno | Raio externo | Raio médio da Alturadacasca |Raio médio xAltura dacasca
4 dacasca dacasca casca
5 Valor (a) da fungao afim -1,5 Cascal 0 0,2 0,10 5,85 0,59
6 Valor (b) da fungao afim 6 Casca?2 0,2 0,4 0,30 5,65 1,67
7 Valor do raio inicial 0 Casca3 0,4 0,6 0,50 5,25 2,63
8 Valor do raio final 4 Cascad 0,6 0,8 0,70 4,95 3,47
9 Intervalo de rotagao 4 Cascab 0,8 1 0,50 4,65 4,19
10 Quantidade de cascas 20 Cascab 1 1,2 1,10 4,35 4,79
11 Espessurada casca 0,2 Casca7 1,2 14 1,30 4,05 5,27
12 Casca8 14 16 1,50 3,75 5,63
13 Casca9 1,6 1.8 1,70 3,45 5,87
14 Casca 10 1,8 2 1,90 3,15 5,99
15 Cascall 2 2,2 2,10 2,85 5,99
16 Cascal2 2,2 2,4 2,30 2,55 5,87
17 Casca 13 2,4 2,6 2,50 2,25 5,63
18 Cascald 2,6 2,8 2,70 1,95 527
19 Casca 15 2,8 3 2,90 1,65 4,79
20 Cascal6 3 3,2 3,10 1,35 4,19
21 Cascal?7 3.2 3.4 3,30 1,05 3,47
22 Casca 18 3.4 3,6 3,50 0,75 2,62
23 Casca 19 3,6 3,8 3,70 0,45 1,66
24 Casca 20 3.8 4 3,90 0,15 0,58
25 Soma total: 80,10
26 Volume do sélido 100,66

Fonte: Registrado pelo autor.
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Com esses passos, conseguimos calcular o volume do sélido de cascas que se aproxima
do cone, com até “20 cascas de aproximagdo”. Além disso, essa tabela também nos da a altura e
espessura de cada casca o solido, i1sso nos permite construir o s6lido com as cascas no aplicativo

Fusion 360, que ainda faremos neste capitulo.
4.1.2 A tabela de construgdo e calculo do volume do paraboloide

Para o paraboloide, a tabela ndo tem muitas mudangas, apenas alguns elementos e
células mudam de posicdo, pois o paraboloide € gerado por uma fun¢do quadrética da forma
f(x) = ax® 4+ bx +c, ou seja, tem trés coeficientes. Com isso, a tabela de configuracio do sélido

ganha mais uma célula. Observe pela Figura 4.16 como fica a tabela com os trés coeficientes.

Figura 4.16 — Coeficientes a, b e ¢ da fun¢do quadratica.

A B C
1
2 | Tabela par
3

Configuracdo do sélido Valor
4
5 Valor (a) da fungdo quadratica | -0,25
6 Valor (b) da fungdo quadritica 0
7 Valor (c) da fungdo quadratica 6,25
8 Valor do raio inicial | 0 |
Fonte: Registrado pelo autor.
Observe que a = —0,25, b =0 e ¢ = 6,25. Esses valores foram colocados proposital-

mente pois a pardbola formada pela fun¢do com esses coeficientes € a pardbola que usaremos
para formar a parte interna da taca de bebida, que usaremos como ferramenta no Capitulo 5.
Essa taca tem Scm como raio de sua borda, entdo os raios inicial e final do paraboloide

s@o 0 e 5 respectivamente (Figura 4.17).

Figura 4.17 — Raios inicial e final do sélido.

A B C
1
2 | Tabela par
3
Configuragao do solido Valor
4
5 Valor (a) da fungao quadratica | -0,25
6 Valor (b) da fungao quadrética 0
7 Valor (c) da fungao quadratica 6,25
8 Valor do raio inicial 0
9 Valor do raio final 5
10 Intervala de rotacao 5

Fonte: Registrado pelo autor.

Da mesma forma que foi feito para o calculo do intervalo de revolucao e espessura das
cascas solido inspirado no cone, aqui vamos subtrair o raio final pelo inicial, usando “=C9-C8”,
para calcular o intervalo de revoluc¢ao do sélido e “=C10/C11” para calcular a espessura de cada

casca. A quantidade de cascas deve ser colocada manualmente. (Figura 4.18).
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Figura 4.18 — Caracteristicas das cascas do sélido.

A B C A B C
' i
2 Tabela par: 2 Tabela par,
3 3
Configuracao do sélido Valor Configuragao do sélido Valor
4 4
3 Valor (a) da fungao quadratica -0,25 5 Valor (a) da fungao quadratica -0,25
6 Valor (b) da funcéo quadratica 0 6 Valor (b) da fungao gquadratica ]
7 Valor (c) da fungao quadréatica 6,25 7 Valor (c) da fungao quadratica 6,25
8 Valor do raio inicial 0 8 Valor do raio inicial 0
9 Valor do raio final 5 3 Valor do raio final 5
10 Intervalo de rotacéo 5 10 Intervalo de rotagéo 5
11 Quantidade de cascas 20 11 Quantidade de cascas 20
12 Espessura da casca 0,25 12 | Espessura da casca 0,25
ke 13
(a) Intervalo de revolucdo. (b) Espessura da casca.

Fonte: Registrado pelo autor.

Em relacdo aos raios de cada casca, também tivemos algumas alteracdes por conta da
mudanca de posicionamento nas células de configurac¢ao do sélido. Usaremos “=C8” para indicar

o raio interno da primeira casca (Figura 4.19).

Figura 4.19 — Raio interno da primeira casca.

F5 ~

A C D E F
I
2 Tabela para a construgéo do sélido geométrico (pa
3

) - L Raio interno
Configuragao do sélido Valor Casca

4 da casca
5 Valor (a) da fungdo quadratica | -0,25 Casca 1 0
6 Valor (b) da funcéo quadratica 0 Casca 2 0,25
7 Valor (c) da fungdo quadratica 6,25 Casca 3 0,5
8 Valor do raio inicial 0 Cascad 0,75
(2] WVl A wmim £2m = [g ey — 1

Fonte: Registrado pelo autor.

Para definir o raio externo da primeira casca, usaremos “=SE(F5<C9;F5+C12;0)” (Fi-
gura 4.20).

Figura 4.20 — Raio externo da primeira casca.

G5 vl e [ :SE(F5<C9_;F5+C12_;@)I
A B C D E F G
1
2 Tabela para a construgéo do sélido geométrico (paraboloide) pelc
3
Raio int Rai t F
Configuragao do sélido Valor Casca alointemo | Ralo externo
4 da casca da casca
5 Valor (a) da fungao quadratica | -0,25 Cascal 0 0,25
6 Valor (b) da fungao quadratica 0 Casca 2 0,25 0,5
7 Valor (c) da fungao quadratica 6,25 Casca 3 0,5 0,75
8 Valor do raio inicial 0 Casca 4 0,75 1
9 Valor do raio final 5 Casca b 1 1,25
10 Intervalo de rotagao 5 Casca 6 1,25 1,5
11 Quantidade de cascas 20 Casca 7 1,5 1,75
12 Espessura da casca 0,25 Casca 8 1,75 2

Fonte: Registrado pelo autor.
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A légica por trds dessa condicional € a mesma apresentada na definicdo do raio externo
da primeira casca do s6lido derivado do cone.

Essa mesma logica se mantém para definir os comandos para definir o restante dos
raios interno e externo das cascas, pondo, respectivamente, as formulas “=SE(G5<C$9;G5;0)” e
“=SE(C$8<F6;SE(F6<C$9;F6+C$12;0);0)” para a segunda casca e arrastando esses comandos

para o restante das cascas (Figura 4.21).

Figura 4.21 — Raios interno e externo das cascas do sélido.

A B C D E F G
1
2 Tabela para a construcéao do sélido geométrico (paraboloide) pelc
3
Raio int Raio ext F
Configuragdo do sélido Valor Casca alonterno alo externo
4 da casca da casca
5 Valor (a) da fungéo quadratica | -0,25 Casca 1 0 0,25
6 Valor (b) da fungdo quadrética 0 Casca 2 0,25 0,5
7 Valor (c) da fungao quadratica 6,25 Casca 3 0,5 0,75
8 Valor do raio inicial 0 Cascad 0,75 1
9 Valor do raio final 5 Casca b 1 1,25
1n Intervala de rataran s Casra /A 12/ 1R
(a) Comando para o raio interno.
G6 v f [ :SE(C$8<F6_‘,SE(F6<C$9;F6+C$12_‘,6)_‘,6)|
| A B C D E F G
]
2 Tabela para a construgédo do sélide geométrico (paraboloide) pelo
3
Raio int Raio ext F
Configuragao do sélido Valor Casca alo interne a0 exteme
4 da casca da casca
5 Valor (a) da fungdo quadrética | -0,25 Casca 1 0 0,25
6 Valor (b) da fungéo quadratica Q Casca 2 0,25 0,5
7 Valor (c) da fungéo quadratica 6,25 Casca 3 0,5 0,75
8 Valor do raio inicial 0 Cascad 0,75 1
9 Valor do raio final 5 Casca b 1 1,25
10 Intervalo de rotagao 5 Cascab 1,25 1,5
11 Quantidade de cascas 20 Casca 7 1,5 1,75
12 Espessura da casca 0,25 Casca 8 1,75 2

(b) Comando para o raio externo.

Fonte: Registrado pelo autor.

Para o célculo do raio médio, o comando nao se altera em nada comparado ao do sélido
anterior, sendo “=(F5+G5)/2” (Figura 4.22).

Figura 4.22 — Raio médio da primeira casca.

H5 v i Je | =(Fs5+G5)/2

| A B C D E F G H
I
2 Tabela para a construgao do sélido geométrico (paraboloide) pelo método das ci
3

Configuraco do selido Valor Casca Raic interno | Raio externc |Raio médic da

4 da casca da casca casca
5 Valor (a) da fungdo quadratica -0,25 Casca 1l 0 0,25 0,13
6 Valor (b) da fungao quadrética 0 Casca 2 0,25 0,5 0,38
7 Valor (c) da fungdo quadratica 6,25 Casca 3 0,5 0,75 0,63
a \slar da vain imicial n Facea A n 78 1 naa

Fonte: Registrado pelo autor.
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Para o restante das cascas, basta arrastar o comando para as outras células, como ja
feito com os outros comandos, isso se repetird nas células da altura das cascas e do produto entre
raio médio e altura das cascas.

A maior mudanca é para o cdlculo da altura da casca. Aqui, usamos o comando
“=SE(H5>0;(C$5*(H572))+(C$6*H5)+C$7;0)”. Observe que o teste 16gico da condicional “SE”
se mantém, o que muda € a férmula para no caso quando € verdadeiro, nele, é usado o modelo
da fun¢do quadratica, ja que aqui estamos formando um sélido baseado no paraboloide. Assim,
temos os coeficientes C5, C6 e C7 sendo usados para formar a equacao, com o raio médio da

casca sendo substituido no lugar de x (Figura 4.23).

Figura 4.23 — Altura das cascas do sélido.

I5 i f | :SE(H5>0;(C$5*(H5"2))+(C$6*H5)+C$7;8)I
A B C D E F G H |
1
2 Tabela para a construgao do sélido geométrico (paraboloide) pelo método das cascas cilindricas
3
Raio int Raio ext Rai édio d
Configuracao do sélido Valor Casca alonterno | Rao externe | Ralo MeCio €l - altura da casca
4 da casca da casca casca
5 Valor (a) da fungdo quadrética -0,25 Casca 1l 0 0,25 0,13 6;'25
6 Valor (b) da fungdo quadratica 0 Casca 2 0,25 0,5 0,38 6,21
7 Valor (c) da fungdo quadrética 6,25 Casca 3 0,5 0,75 0,63 6,15
8 Valor do raio inicial 0 Cascad 0,75 1 0,88 6,06

Fonte: Registrado pelo autor.

Para o produto entre o raio médio e a altura da casca, o comando ndo sofre alteragdes,
continuando “=H5*I5” (Figura 4.24).

Figura 4.24 — Valor do produto entre o raio médio e a altura da casca.

15 v i fx =H5*I5

A B C D E F G H | J

Tabela para a construcéo do sélido geométrico (paraboloide) pelo método das cascas cilindricas

. - Raio interno | Raio externo |Raio médio da Raio médio x Altura da
Configuragéo do sélido Valor Casca Altura da casca
4 da casca da casca casca casca
5 Valor (a) da fungdo quadrdtica | -0,25 Casca 1 0 0,25 0,13 6,25 0,78
6 Valor (b) da fungao quadratica 0 Casca 2 0,25 0,5 0,38 6,21 2,33
7 Valor (c) da fungao quadrdtica 6,25 Casca 3 0,5 0,75 0,63 6,15 3,85
a \Inle A i il n P A n s 1 naa ana = an

Fonte: Registrado pelo autor.

Com os todos os elementos definidos, podemos calcular a soma dos produtos e o volume
do sélido. Para isso, somamos os produtos do raio médio com a altura de todas as cascas, usando
“=SOMA(J5:J24)” e, por fim, calculamos o volume do sélido usando “=2*PI1()*C12*J25” (Figura
4.25).
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125

Figura 4.25 — Calculo do volume do sélido.

v i fr =SOMA(J5:324)

B

C

D E

E

G

H

Tabela para a construgo do sélido geométrico (paraboloide) pelo método das cascas cilindricas

- . Raio interno | Raio externo [Raio médio da Raio médio x Altura da
Configuragéo do sélido Valor Casca Altura da casca

da casca da casca casca casca

Valor (a) da fungao quadrética | -0,25 Casca 1 0 0,25 0,13 6.25 0,78
Valor (b) da funco quadrética | 0 Casca2 0.25 05 0,38 6.21 2,33
Valor (c) da fungdo quadrética | 6,25 Casca3 05 0,75 0,63 6,15 3,85
Valor do raio inicial [ Cascad 0.75 1 0,88 6,06 5,30
Valor do raio final 5 Casca 5 1 1,25 1,13 5,93 6,68
Intervalo de rotagao 5 Cascab 125 15 1.38 5.78 7,94
Qi de cascas 20 Casca 7 15 1,75 1,63 5,59 9,08
Espessura da casca 0,25 Casca8 175 2 1.88 537 10,07
Casca9 2 2,25 2,13 5,12 10,88

Casca 10 2,25 2,5 2,38 4,84 11,49

Casca 11 25 2,75 2,63 4,53 11,88

Casca 12 275 3 2,88 4,18 12,03

Casca 13 3 3,25 3.13 381 11,90

Casca 14 3,25 3,5 3,38 3,40 11,48

Casca 15 35 3,75 3,63 2,9 10,75

Casca 16 375 4 3,88 2,50 9,67

Casca 17 4 4,25 413 2,00 8,23

Casca 18 4,25 4,5 4,38 1,46 6.41

Casca 19 45 4,75 4,63 0,90 417

Casca 20 4,75 5 4,88 0,31 1,50

Soma total: 156,45

(a) Soma dos produtos da primeira até a vigésima casca.

v fe =2*PI()*C12*325

B L2 D E F G H I J
Tabela para a ao do sélido étri ide) pelo método das cascas cilindricas
Configuragéo do slido Valor Casca Raio interno | Raio externo [Raio médio da Altura da casca Raio médio x Altura da
da casca da casca casca casca
Valor (a) da fungao quadratica | -0,25 Casca 1 0 0,25 0,13 6,25 0,78
Valor (b) da fungao i 0 Casca 2 0,25 0,5 0,38 6,21 2,33
Valor (c) da funcao quadratica 6,25 Casca 3 0,5 0,75 0,63 6,15 3,85
Valor do raio inicial 0 Cascad 0,75 1 0,88 6,06 5,30
Valor do raio final 5 Casca 5 1 1,25 1,13 5,93 6,68
Intervalo de rotagao 5 Casca 6 1,25 1,5 1,38 5,78 7,94
Qi i de cascas 20 Casca7 15 1,75 1,63 5,59 9,08
Espessura da casca 0,25 Casca 8 1,75 2 1,88 5,37 10,07
Casca 9 2 2,25 2,13 5,12 10,88
Casca 10 2,25 2,5 2,38 4,84 11,49
Casca 11 25 2,75 2,63 4,53 11,88
Casca 12 2,75 3 2,88 4,18 12,03
Casca 13 3 3,25 3,13 3,81 11,90
Casca 14 3,25 3,5 3,38 3,40 11,48
Casca 15 3,5 3,75 3,63 2,96 10,75
Casca 16 3,75 4 3,88 2,50 9,67
Casca 17 4 4,25 4,13 2,00 8,23
Casca 18 4,25 4,5 4,38 1,46 6,41
Casca 19 4,5 4,75 4,63 0,90 4,17
Casca 20 4,75 5 4,88 0,31 1,50
Soma total: 156,45
Volume do sélido 245,74

(b) Volume do sélido com 20 cascas.

Fonte: Registrado pelo autor.

Com isso, conseguimos o volume do s6lido baseado no paraboloide e também a espes-

sura e altura de cada casca, elementos bastante tteis para a constru¢ao dos sélidos no aplicativo

Fusion 360.

Dessa forma, as tabelas para calcular o volume dos sélidos baseados no cone e no

paraboloide estdo construidas?, podendo variar a quantidade de cascas de uma até vinte. Essa
variagdo se torna uma ferramenta poderosissima para trabalhar com os alunos, pois eles podem
comparar o valor do volume dos s6lidos com cada quantidade de casca e, assim, observar para

que valor esse volume esta se encaminhando.

Como sugestio, o leitor pode tentar construir essa mesma tabela para outros tipos de

funcdo, exponencial, logaritmica e até mesmo circular e eliptica, sempre isolando o termo y nas

duas ultimas para que a equagdo fique em funcgdo de x.

2

Link para download do arquivo em formato
google.com/spreadsheets/d/1v{26_IR2xIuNXsksJyRotHZhGBGbK_97/edit?usp=sharing&ouid=

xls

das tabelas.

109630566864520703501 &rtpof=true&sd=true>. Acesso em: 08 jul. 2025.

Disponivel

em: <https://docs.


https://docs.google.com/spreadsheets/d/1vf26_lR2xIuNXsksJyRotHZhGBGbK_97/edit?usp=sharing&ouid=109630566864520703501&rtpof=true&sd=true
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1vf26_lR2xIuNXsksJyRotHZhGBGbK_97/edit?usp=sharing&ouid=109630566864520703501&rtpof=true&sd=true
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1vf26_lR2xIuNXsksJyRotHZhGBGbK_97/edit?usp=sharing&ouid=109630566864520703501&rtpof=true&sd=true
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4.2 Sélidos de revolucao

A construgdo dos sélidos de revolucdo e da taga que usaremos como ferramentas no
préximo capitulo serd realizada no programa de computador chamado Fusion 360°. Ele é um
programa desenvolvido pela Autodesk e € gratuito para uso nao comercial. Fica como sugestao
ao leitor o aprofundamento sobre o programa e suas ferramentas.

Nesta secao serd exposto o passo a passo para a construcdo dos solidos mencionados e

como deixa-los prontos para colocar em uma fatiadora* para a Impressio 3D.

4.2.1 Conhecendo o Fusion 360

Com o programa instalado no computador e o usudrio tendo feito o cadastro no pro-

grama, a pagina inicial de projetos pode ser observada na Figura 4.26.

Figura 4.26 — Pagina inicial de um projeto no Fusion 360.

X %= K- LAAAd & Sem titulo™ x 4+ O 0O © A @ or
SOLIDO SUPERFICIE MALHA CHAPA PLASTICO UTILIDADES GERENCIAR
il fatm °® W = 3ELE
it & .y @ *
RIAR MODIFICAR » MONTAGEM ~ CONFIGURAR ¥ CONSTRUIR ™ INSPECIONAR INSERIR » SELECIONAR ¥
«¢« NAVEGADOR L] N&o salvo:  As alteraces podem ser perdidas Salvar TT—
ol ® \
[ % Configuracdes do documento
23 Vistas nomeadas
> Origem
|
i
SONG
~_
~
COMENTARIOS © dbra W Q3§ B
M <P > > T e

Fonte: Registrado pelo autor.

Algumas func¢des estdo marcadas na imagem, sdo fun¢des que usaremos com frequéncia
para a construcao dos solidos. Em vermelho, esse botdo cria um novo esboco, que serd o passo

inicial para a constru¢do dos nossos objetos. Em azul, temos o botdo de extrusdo, como ele
3

Link para download do programa. Disponivel em: <https://www.autodesk.com/br/products/fusion-360/
overview>. Acesso em: 09 jul. 2025.

Fatiador € o programa onde o arquivo do sélido a ser impresso é configurado de acordo com as especificagoes da
impressora 3D utilizada. Alguns dos fatiadores mais conhecidos sdo o Ultimaker Cura, PrusaSlicer e OrcaSlicer.


https://www.autodesk.com/br/products/fusion-360/overview
https://www.autodesk.com/br/products/fusion-360/overview
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conseguimos elevar um afundar uma superficie. Em Verde, temos o botao de revolugdo, que é o
botdo que usaremos para revolucionar as figuras geométricas em torno do eixo y. Em roxo, esse
objeto é capaz de mudarmos a vista que temos do sélido, se uma das faces forem clicadas, entao
a vista serd daquela face do sélido, se for arrastada, entdo o posicionamento do sélido muda. Em
amarelo, temos o centro e os eixos do espaco cartesiano. Trataremos o eixo z do programa como
0 nosso eixo y de revolucao.

Antes de iniciar a constru¢do do sé6lido, para melhor desenvolvimento, a medida padrao
do programa deve ser alterada, para isso, basta clicar no botdo de “op¢des de usurdrio” no
canto superior direito do programa (em vermelho) e selecionar ‘“Preferéncias”, com a janela
aberta, busque por “Unidades padrao/ Projeto” (em azul) e altere “As unidades padrdo para novos
projetos” para “cm” (em verde). Assim todas as medidas serdo colocadas em centimetros nos

projetos (Figura 4.27).

Figura 4.27 — Configurando a unidade padrao de medida do Fusion.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Feita a configuracdo, o aplicativo estd pronto para a constru¢ao dos solidos.

4.2.2 Construcao do s6lido baseado no cone

O primeiro passo para construir o sélido € iniciar um esbo¢o. Com esse esbog¢o, forma-
mos os retangulos com a espessura e altura das cascas e revolucionamos elas em torno do eixo y,
dessa forma, cada casca é gerada. Para todos os tipos de s6lidos, o primeiro passo serd o esbogo.
Para configurarmos o esbogo, clicamos em “novo esbo¢o” (em vermelho) no canto

superior esquerdo da barra de criacdes do projeto. Em seguida, escolhemos o plano em que
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queremos criar o esboco (retangulo azul) (Figura 4.28a), assim, o ambiente estd pronto para a

construcdo do solido de revolugado (Figura 4.28b).

Figura 4.28 — Criando o ambiente do esbogo.
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(b) Ambiente do esbogo pronto.

Fonte: Registrado pelo autor.

Observe a ferramenta destacada em roxo na Figura 4.28b, ela € a ferramenta para criar

retangulos, que € o que usaremos para criar as cascas.

4.2.2.1 Sdolido com 4 cascas

Para a construgdo do sélido de 4 cascas, precisamos de duas informagdes cruciais,

a espessura e a altura de cada casca. Essas informag¢des podem ser consultadas na tabela ja
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construida no Excel. Basta colocarmos as informac¢des na configuracdo da tabela e teremos
automaticamente as informacgdes que necessitamos. Como ja informado, os coeficientes da
fungdo sdo a = —1,5 e b = 6, os raios inicial e final sdo 0 e 4, respectivamente, € queremos

dividir o sélido em 4 cascas. assim, obtemos as informacgdes que queremos (Figura 4.29).

Figura 4.29 — Tabela do Excel baseada no cone configurada para 4 cascas.

‘ Tabela para a construgao do sélido geométrico (cone) pelo métedo das cascas cilindricas

~ . Raio interno | Raio externo |Raio médio da
Configuragao do sélido Valor Casca Alturadacasca |R
dacasca dacasca casca

Cascal 0 1 0,50 5,25
Casca 2 1,50 3,75
2,50 2,25
3,50 0,75

o

Valor (a) da funcao afim
Valor (b) da fungéo afim
Valor do raio inicial
Valor do raio final
Intervalo de rotacao
Quantidade de cascas
Espessura da casca

Casca3
Cascad

Cascab
Casca 8

[N INFS PN
ololo|r|w|n

Casca7

slo|ojofw|m|m

Fonte: Registrado pelo autor.

Observe na figura que a espessura e as alturas das 4 cascas estdo definidas, assim,
podemos comecar a construc¢ao do esboco.

Com o ambiente pronto, selecionamos a ferramenta de retangulo em dois pontos, ja des-
tacado na Figura 4.28b. Em seguida, clicamos na origem do gréfico e arrastamos diagonalmente
para a direita e para cima (em roxo), com isso, aparecerdo dois ambientes para digitarmos a
altura (em vermelho) e o comprimento (em azul) daquele retingulo, nesse momento, observando
as informacdes da Figura 4.29, digitamos 5,25 para a altura e 1 para o comprimento,lembrando
que o comprimento € a espessura da casca, pressionamos “Enter” no teclado. Desse modo o
primeiro retangulo esta pronto Figura 4.30.

Figura 4.30 — Primeiro retdngulo do esbogo do sélido de 4 cascas.
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-

Fonte: Registrado pelo autor.

Para o restante dos retangulos, basta seguir os mesmos passos de construcdo, sempre
observando as informagdes da tabela. Lembrando de puxar o retangulo a partir o ponto em x que

seja o raio externo da casca anterior (Figura 4.31).
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Figura 4.31 — Esboco do restante dos retangulos do sélido.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Com os retangulos finalizados, basta clicar em “Concluir esbo¢o” do lado direito da

tela e podemos passar para a revolucdo das cascas (Figura 4.32).
Figura 4.32 — Esboco do sélido de 4 cascas finalizado.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Para criar os sélidos, usaremos a ferramenta de revolu¢do, no canto superior, proximo

da ferramenta de esboco, em vermelho (Figura 4.33).

Figura 4.33 — Botao de revolucdo do Fusion.
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Fonte: Registrado pelo autor.
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Com a ferramenta selecionada, e com a op¢ao “Perfil” selecionada no quadro “Revolu-
cionar”, escolhemos primeiro a figura do plano que queremos revolucionar, apontado pela seta
na Figura 4.34a. Em seguida, devemos selecionar a op¢do “Eixo” no quadro “Revolucionar” e
selecionar o eixo marcado de azul, na Figura 4.34b. Por fim, devemos Digitar a angulacdo que
queremos revolucionar o sélido, como queremos fazer um sélido fechado, digitamos 360 (Figura

4.34c. Ap6s isso, basta clicar em “OK” que o s6lido da primeira casca estard concluido.

Figura 4.34 — Revolucdo da primeira casca do s6lido com 4 cascas.
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(c) Digitar a angulaggo de revolugao.

Fonte: Registrado pelo autor.
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Antes de iniciar a construcio, observe que o esboco desaparece. Isso acontece pois ele é
desabilitado automaticamente. Para habilitd-lo novamente, basta clicar no olho ao lado da op¢ao

do esboco na aba “Navegador”, destacado em vermelho na Figura 4.35.
Figura 4.35 — Botao de revolucdo do Fusion.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Os passos para a construcdo da segunda casca sdo os mesmo da primeira, mas devemos
dar atenc¢do a duas partes na revolucao, essas observacdes valem para a construcao de todas as
cascas restantes. Primeiro, ao selecionar o eixo de revolu¢do, devemos selecionar o mesmo €ixo
da primeira casca, como ilustra a Figura 4.36a. Segundo, ap0s a defini¢do da angulagdo, em
“Operacdo” na caixa “Revolucdo” devemos selecionar “Novo corpo”, dessa forma, as cascas nao
se mesclardo entre elas (Figura 4.36b). Apds isso, basta clicar em “OK” que o sélido da segunda
casca estara concluido.

Figura 4.36 — Observacdes na revolugdo da segunda casca do sélido com 4 cascas.
——y
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Fonte: Registrado pelo autor.

As cascas restantes seguem os mesmo passos. Apos finalizado a formacao das cascas, o
solido ficard como na Figura 4.37. Observe que cada uma das cascas ficou como um “Corpo”

separado.

Figura 4.37 — Sélido de revolugdo com 4 cascas concluido.
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Fonte: Registrado pelo autor.

4.2.2.2 Solido com 8 e 16 cascas

A forma de construcdo dos outros dois solidos, de 8 cascas e 16 cascas, segue exatamente
0s mesmos passos. Sendo o primeiro a analise da espessura e das alturas das cascas na tabela, o
segundo a construc¢do do esboco das cascas no plano no fusion e, por fim, a revolucdo das cascas
em torno do eixo y também feita no fusion.

A Figura 4.38 ilustra os trés pontos para o s6lido de 8 cascas.
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Figura 4.38 — Construgao do sélido de revolugdo com 8 cascas.

Tabela para a construgao do sclido geométrico (cone) pelo métado das cascas cilindricas

Configuragao do sélido Valor Casca Raio interno. | Raio externo | Raio médio da Alturada casca | Raio médio xAltura da casca
dacasca dacasca casca

Valor (a) da fungao afim -1,5 Cascal 0 0,5 0,25 5,63 1,41
Valor (b) da funcdo afim 6 Casca 2 0,5 1 0,75 4,88 3,66
Valor do raio inicial 0 Casca 3 1 1,5 1,25 4,13 5,16
Valor do raio final 4 Cascad 1,5 2 1,75 3,38 5,91
Intervalo de rotagao 4 Casca b 2 2,5 2,25 2,63 5,91
Quantidade de cascas 8 Cascab 2,5 3 2,75 1,88 5,16
Espessurada casca 0,5 Casca?7 3 3.5 3,25 1,13 3,66

Casca 8 3.5 4 3,75 0,38 141

Casca9 0 0 0,00 0,00 0,00

(a) Tabela da espessura e altura das cascas para sélido com 8 cascas.
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(b) Esbogo das cascas do sélido de 8 cascas.
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(c) Sélido de revolugdo com 8§ cascas concluido.

Fonte: Registrado pelo autor.

Observe que ao fazer a revolucdo das cascas, foram criados novos “corpos’ para cada
casca, esse método serd util quando esses sélidos forem preparados para a impressdao 3D e
também deve ser feito no sélido de 16 cascas.

Outra observacao que deve ser feita é na quantidade de cascas dos trés sélidos, ela ndao
foi escolhida ao acaso e sim para facilitar os cdlculos e medidas, pois assim teremos espessuras

de 1cm para o solido de 4 cascas, 0,5¢m para o de 8 cascas e 0,25¢m para o de 16 cascas.
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Na Figura 4.39 Vemos os passos finalizados para a construc¢do do sélido de 16 cascas.

Figura 4.39 — Construgdo do sélido de revolugdo com 16 cascas.

Tabela paraa construgao do sélido geométrico (cone) pelo método das cascas cilindricas

Configurag o do sélido Valor Casca Raiointerno | Raio externo | Ralomedioda |\ . o o | Raio médio x Altura da casca
dacasca dacasca casca
Valor (a) da fungao afim -1,5 Cascal 0 0,25 0,13 5,81 0,73
Valor (b) da fungao afim 6 Casca 2 0,25 0,5 0,38 5,44 2,04
Valor do raio inicial 0 Casca 3 0,5 0,75 0,63 5,06 3,16
Valor do raio final 4 Cascad 0,75 1 0,88 4,69 4,10
Intervalo de rotagao 4 Cascab 1 1,25 1,13 4,31 4,85
Quantidade de cascas 16 Casca 6 1,25 1,5 1,38 3,94 541
Espessura da casca 0,25 Casca7 15 1,75 1,63 3,56 579
Casca8 1,75 2 1,88 3,19 5,98
Casca9 2 2,25 2,13 2,81 5,98
Casca10 2,25 2,5 2,38 2,44 579
Cascall 2,5 2,75 2,63 2,06 5,41
Cascal2 2,75 3 2,88 1,69 4,85
Cascal3 3 3,25 3,13 1,31 4,10
Cascal4 3,25 3,5 3,38 0,94 3,16
Cascal5 3,5 3,75 3,63 0,56 2,04
Casca 16 3,75 4 3,88 0,19 0,73

(a) Tabela da espessura e altura das cascas para sélido com 16 cascas.
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(b) Esboco das cascas do sélido de 16 cascas.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Com os trés sélidos criados, basta exporta-los em formato .stl para que possam ser

colocados para impressao 3D, esse passo serd trabalhado nas préximas subsecoes.
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4.2.3 Cone base para os solidos

Outro s6lido muito importante € o cone que foi base para os sélidos de cascas. Assim, é
interessante que também se tenha ele impresso, com as medidas estudadas, ou seja, 4 centimetros
de raio e 6 centimetros de altura.

Para construirmos o cone, precisaremos usar outra ferramenta no esbo¢o. Com “Novo
esbogo” selecionado, aperte a tecla “L” ou selecione o primeiro botdo no canto superior esquerdo
(em azul), essa ferramenta nos permite criar linhas. Com a ferramenta selecionada, clique em
cima da origem do plano e arraste sobre o eixo x, ela criard a linha, como nosso cone tem 4

centimetros de raio, entdo arraste até que marque 4 cm na linha e solte o botdo do mouse (Figura
4.40).

Figura 4.40 — Primeira linha do esbogo do cone.

soOLIDO SUPERFICIE MALHA CHAPA PLASTICO UTILIDADES GERENCIAR ESBOGO
PROJETO ~ D @ IK %} @ i ‘7 O © {9 p=] é_.l_ E :L_%:
CRIAR ¥ MODIFICAR ~ RESTRICOES * CONFIGURAR ¥ INSPECIONAR INSERIR ~ SELECIONAR ¥ CONCLUIR ESBOCO ™
«« NAVEGADOR ] Nio salvo:  As alteracées podem ser perdidas Salvar
« o ®

D #¥ Configuracdes do documento

[ Vistas nomeadas

b origem © PALETA DE ESBOGO "

[ Esbocos ¥ Opgdes
Tipo de linha £3
Olhar =]
Grade de esbogo (¥
Snap )
Fatia (m]
Perfil 5]
Pontos @
Dimensdes @
Restrigbes )
Geometrias projetadas @
Geomeirias de construgio [

-25

@L
************************* Esboco 3D @

00deg  Especificar préximo ponto Concluir esbogo
000 cl

Fonte: Registrado pelo autor.

Para construir a segunda linha, com a funcao de criar linha selecionada, vamos nova-
mente partir da origem do plano, mas agora vamos seguir pelo eixo y para definirmos a altura
do sélido. Entdo deslizamos a linha verticalmente até que ela marque 6 centimetros. Apés isso,

basta soltarmos o botdo do mouse e a linha se forma (Figura 4.41).
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Figura 4.41 — Segunda linha do esbogo do cone.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Observe que as duas linhas ficaram com pontas soltas, essas pontas servirdo para
fecharmos o esbogo. Para isso, com a op¢ao de criar linha selecionada, vamos clicar em uma das
pontas e ligar com a outra, assim o figura geométrica do esbogo fechard. Apds isso, basta clicar

em “concluir esboco” (Figura 4.42.

Figura 4.42 — Linha que fecha o esbogo do cone.
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Fonte: Registrado pelo autor.

O restante da construcio segue os passos que ja conhecemos. Basta clicar no botdo de
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revolucdo, selecionar a figura no plano, selecionar o eixo y e colocar a angulagdo para 360 graus

e o sdlido se formard, temos a sua visualizagdo na Figura 4.43

Figura 4.43 — Cone gerado.

Fonte: Registrado pelo autor.

4.2.4 Construcio da taca de bebida através do paraboloide

Outra ferramenta que serd utilizada nas aulas é uma taca de bebida. Essa taca foi
desenvolvida para que o interior de seu copo seja um paraboloide. Dessa forma, é possivel
calcular sua capacidade através do método das cascas.O método de construgcdo dessa tacga se
baseia também em montar o seu esboco e revoluciona-lo em volta do eixo y.

Iniciamos construindo a pardbola do inferior do copo da taca. A fung¢do que gera essa
pardbola é a que projetamos na tabela que construimos nesse capitulo, ou seja, y = —0,25x% +
6,25. Essa fun¢do tem como y do vértice 6,25, que coincide com o €ixo y, € tem como raizes -5
e 5 que também coincidem com o raio do paraboloide que essa fungdo gera>.

Iniciando a construcao, selecionamos “Novo esbo¢o” no menu, €, no menu superior

clicamos em “CRIAR” e depois a op¢ao “Curva conica” (Figura 4.44).

Figura 4.44 — Selecionando a ferramenta “Curva Conica”.
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Fonte: Registrado pelo autor.

3> Essa fungio foi montada de forma que seu paraboloide tivesse um volume préximo de 250cm? e que suas

medidas de raio e altura fossem faceis de se usar
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Para construir a pardbola interna, faremos trés passos: primeiro definimos os extremos
da parabola em x que no caso sdo as raizes da funcio f, clicando em -5 em x e arrastando até
5 também em x (Figura 4.45a); em seguida, definimos o vértice dessa curva, no Fusion para
definirmos a altura da pardbola sendo 6,25, devemos colocar o ponto no dobro desse valor, ou
seja, em 12,5 no eixo y (Figura 4.45b); por fim, vamos definir o tipo de curva estamos formando,
no Fusion, para desenharmos uma pardbola, a constante de construcio da curva deve ser 0,5,

como indicado na Figura 4.45c. Dessa forma, a pardbola esta construida.

Figura 4.45 — Construindo a parabola interna da taga.
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(b) Definindo a altura da pardbola. (¢) Definindo o coeficiente da curva cOnica.

Fonte: Registrado pelo autor.

Os passos para construir a pardbola externa do copo da taca sdo os mesmos. Nela,
definiremos os extremos da base como -5,5 e 5,5, dessa forma, a borda da taga terd 0,5¢m de
espessura (Figura 4.46a. Aqui, como topo ou altura dessa parabola, definimos 7,25 como o y
de seu vértice, dessa forma, o ponto do vértice serd 14,5 em y (Figura 4.46b). Com essa curva
também se trata de uma pardbola, a sua constante continua sendo 0,5 (Figura 4.46¢). Assim, a

parédbola externa também fica construida.
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Figura 4.46 — Construindo a parabola externa da taca.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Para fechar essas parabolas em uma figura, basta ligarmos os pontos com a ferramenta
“linha” no menu de ferramentas. Ligamos o ponto -5,5 ao -5 (Figura 4.47a) e o ponto 5 ao 5,5
(Figura 4.47b) no eixo x.

Figura 4.47 — Fechando as parabolas.

Clique para alterar o plano do esboco

- -
/ ‘ ' / [
[ | Especificar proximo ponto i

(a) Fechando as pontas da esquerda. (b) Fechando as pontas da direita.

Fonte: Registrado pelo autor.

Com a pardbola fechada, vamos tragar dois segmentos, com a ferramenta “linha” ainda
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nesse esbo¢o que servirdo para delimitar nossa drea de revolucdo. O primeiro deles deve partir
do vértice de uma pardbola e ir até a outra, perceba que esse segmento € tracado exatamente em
cima do eixo y, ele é feito pois servird como limite inferior da nossa figura (Figura 4.48a). O
segundo deve delimitar o limite superior horizontal que revolucionaremos, essa reta também
servird para criar uma drea quando a figura for revolucionada, para que possa ser colada na base
da taca. Para isso, devemos tragar um segmento paralelo ao eixo x que passe em 7 no €ixo y

como ilustra a Figura 4.48b.

Figura 4.48 — Delimitando a drea de revolugéo da parabola.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Com isso, basta clicar em “Concluir esbo¢o” e o0 esbogo que servird para criar 0 copo

da taca estd pronto. Observe destacado em cinza na Figura 4.49.

Figura 4.49 — Esboco para a construgdo do copo da taga pronto.

b & Origem

4 Esbocos

[ oo |

-25

Fonte: Registrado pelo autor.
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Para a base da taca, faremos um novo esbogo. A ideia de separar a modelagem da taca
em dois sélidos € para que fique mais f4cil de imprimir as partes.

Com “Novo esbo¢o” selecionado, vamos usar a ferramenta “Retangulo” para formar o
pé da taga. Para isso, clicamos na coordenada (0, 14.5) e arrastamos até a coordenada (5, 15) do

gréfico, formando um retangulo, como ilustra a Figura 4.50.

Figura 4.50 — P¢ da taga.
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Fonte: Registrado pelo autor.

O préximo passo serd fazer o tronco da taca, para isso, precisaremos usar a ferramenta
“Linha”, que ja conhecemos, e duas novas ferramentas, o “Circulo” e “Elipse”, os trés no menu

de ferramentas do esbogo. A sele¢do dessas novas ferramentas pode ser vista na Figura 4.51.

Figura 4.51 — Selecionando novas ferramentas.
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(a) Ferramenta “Circulo por didmetro central” em azul.



Capitulo 4. Recursos e Materiais 62
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(b) Ferramenta “Elipse”.

Fonte: Registrado pelo autor.

Com a ferramenta “Circulo por didmetro central” selecionamos o centro do circulo,
clicando na coordenada (4.5,10.5), e arrastamos para cima formando seu raio até que o circulo
tangencie o retangulo do pé da base, como mostra a Figura 4.52.

Figura 4.52 — Circulo que faz parte do tronco da taga.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Com “Linha” selecionado, vamos tracar uma linha sobre o eixo y, essa linha servira
para delimitar a base da taca pela esquerda no eixo x. Para isso, clicamos na coordenada (0,7) e
arrastamos a linha até que encontre o pé da base na coordenada (0, 14.5), como ilustra a Figura
4.53.
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Figura 4.53 — Linha que delimita o esbogo do tronco da taga pela esquerda.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Ja com a ferramenta “Elipse” selecionada, como descrito na Figura 4.51b, vamos
executar trés passos: primeiro selecionamos o ponto central da elipse na coordenada (1,8); em
seguida selecionamos o primeiro eixo da elipse, arrastando e clicando na coordenada (1.5,8)
(Figura 4.54a); por fim, arrastamos e clicamos na coordenada (1,7) definindo o segundo eixo da
elipse (Figura 4.54b).

Figura 4.54 — Formacio da elipse do tronco da taca.
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Fonte: Registrado pelo autor.
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Para fechar o esbog¢o da base da taca, vamos usar “Linha” e ligar dois pontos de encontro.
Primeiro, criamos uma reta que tangencia tanto a elipse quanto o circulo, ligando esses dois
elementos, para isso, tragamos a linha partindo da coordenada (0.5, 8) até chegar em (0.5, 10.5)
(Figura 4.55a). Em seguida, tracamos uma linha que conecte o ponto inicial da linha central, na

coordenada (0,7) com a curva da elipse em (1,7), tangenciando a elipse (Figura 4.55b).

Figura 4.55 — Fechando o esboco da base da taga.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Dessa forma, o esboco da base do tronco estd pronta, e usaremos a forma destacada de
azul na Figura 4.56 para gerar essa base.

Figura 4.56 — Esboco da base da taga pronto.

Fonte: Registrado pelo autor.

Para gerar o sélido da taca, usaremos a ferramenta “Revolucdo”, assim como nos
outros solidos ja construidos. Os passos para gerar o s6lidos sdo os mesmos usados nos solidos

anteriores.
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Inciaremos revolucionando o copo da taca, para isso, selecionamos o objeto destacado

na Figura 4.49 e revolucionamos ele em torno do eixo y, como mostra a Figura 4.57.

Figura 4.57 — Selecionando o esboco do copo da taca e o eixo que ele serd revolucionado.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Com o eixo selecionado, basta colocarmos o dngulo como 360 e clicar em “OK” na

caixa “Revolucionar” e o sélido estard pronto (Figura 4.58).

Figura 4.58 — Sélido do copo da taga pronto.
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Fonte: Registrado pelo autor.
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Para a base da taca, € preciso lembrar de selecionar os dois objetos do esboco, o pé da

base e o tronco da base, apontados na Figura 4.59. A sele¢do do do eixo e o valor do dngulo sdo

os mesmos do sélido passado.

Figura 4.59 — Selecionando os esbogos da base da taca que serdo revolucionados.

SOLIDO SUPERFICIE MALHA CHAPA PLASTICO UTILIDADES GERENCIAR
=11 =
e EEBOW BT O @ =
e ’ E
CRIAR ¥ MODIFICAR ¥ MONTAGEM ¥ CONFIGURAR ¥ CONSTRUIR ™ INSPECIONAR ¥
<« NAVEGADOR (-] A Nao salvo:  As alteracdes podem ser perdidas Salvar

« o XN ®

¥ Configurages do documento

B vistas nomeadas

S |

© i compos
©® (J compoz

[
>
[ Origem
a

& [P} Esbogo2

Fonte: Registrado pelo autor.

3 &

INSERIR ¥

i

SELECIONAR ¥

© REVOLUCIONAR »
Eixo [} Selecionar

Eixodoprojeto @)

Operacéio (L Novo corpo -

(i} Cancelar | |

Uma observacdo durante a criagdo desse solido, € que na opgao “Operagdo” na caixa

“Revolucionar”, devemos selecionar “Novo corpo”, para que esse solido fique separado do copo,

assim, facilitamos a impressao do s6lido, como sera explicado adiante (Figura 4.60).

Figura 4.60 — “Novo corpo” na opgdo “Operacdo” na revolugdo da base da taca.
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Com isso, a construcao da taca estd concluida.
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4.2.5 Salvando os solidos para impressdao 3D

Para que possamos imprimir as cascas dos s6lidos baseados no cone, de modo que cada
casca fique separada das outras, devemos separar a impressao em duas parte, imprimindo as
cascas alternadamente, justamente por isso, ao criar os sélidos, criamos cada casca como um

novo corpo, pois dessa forma, ao salvar o sélido para impressdo, podemos escolher quais cascas
queremos selecionar.

Usando esse método, vamos salvar o sélido de quatro cascas. Para isso, no menu
“navegador” do lado esquerdo do sélido, na aba “corpos”, observe que cada cascas estd numerada
de 1 a 4. Devemos ocultar alternadamente as cascas e depois salvar cada um desses modelos.

Primeiramente, ocultamos o “Corpo2” e “Corpo4”, como mostra a Figura 4.61.

Figura 4.61 — Selecionando as cascas da primeira parte dos arquivos que serdo salvos para a impressao 3D.
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Fonte: Registrado pelo autor.

Para salvar a Figura, clicamos em “Arquivo”, no canto inferior direito e selecionamos
“Exportar” (Figura 4.62a). Em seguida, colocamos um nome para o arquivo, no caso desse sélido,
foi escolhido “Cone_4c_pl”, “4¢” refere-se as 4 cascas e “pl” € a parte 1 da impressao desse
s6lido. Abaixo, em “Tipo”, devemos escolher o formato que o arquivo serd salvo, selecionamos
o formato “.stl”, que é o formato lido pelas fatiadoras de impressao 3D. Por fim, basta escolher a

pasta para salvar o arquivo e clicar em “Exportar” (Figura 4.62b).



Capitulo 4. Recursos e Materiais

68

Figura 4.62 — Exportando o arquivo.
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Fonte: Registrado pelo autor.

A parte 2 do sélido segue 0os mesmos passos para exportacdo, ocultando o “Corpol” e o

“Corpo3” e deixando a amostra o “Corpo2” e o “Corpo4” e, ao exportar, salvando o nome do

arquivo como “Cone_4c_p2”.

Com os s6lidos de 8 cascas e 16 cascas o método € o mesmo, dividindo a exportacdo em

duas partes, alternando as cascas que ficam a amostra na parte 1, e trocando as cascas que ficam

a amostra pelas que foram ocultas na parte 2. O método de exportacdo € o mesmo ja utilizado

para exportar o sélido de 4 cascas.

O preparo da taga para ser exportada também € dividida em duas partes. Na parte 1,
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colocamos apenas o copo da taca para ser exportada, ocultando a base da taca (Figura 4.63a). Na
parte 2, ocultamos o copo e exportamos apenas a base da taca (Figura 4.63b). Esse método é
usado aqui para que, quando o arquivo for para a impress@o, a impressora use menos material

com suportes para partes da taca, economizando filamento e tempo de impressao.

Figura 4.63 — Exportando as partes da taga.
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Fonte: Registrado pelo autor.

A partir daqui, o leitor deve escolher o fatiador que usa em sua impressora para preparar
0 arquivo para impressdo e configurar o arquivo de acordo com as suas preferéncias. Como
sugestdo, os passos preparando o arquivo na fatiadora Ultimaker Cura podem ser observados no
Apéndice A.

Para que os sélidos com cascas encaixem, pode ser necessdrio lixar a superficie das
bases usando uma lixa a base de agua. Com as duas partes da taga impressas, basta cola-las com

supercola ou algum outro material autocolante.
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5 A SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo, € feito o desenvolvimento de todas as aulas necessdrias para abordar
o uso da impressao 3D como ferramenta para o cdlculo do volume de sélidos geométricos
pelo método das cascas cilindricas no ensino médio. Os livros usados para estruturar todas as
aulas e contetidos sdo 3 volumes da colecdo Fundamento de Matematica Elementar, Volume 1 -
Conjuntos e Fungoes - lezzi e Murakami (2013), Volume 7 - Geometria Analitica - lezzi (2013)
e Volume 10 - Geometria Espacial - Dolce e Pompeo (2013) e o livro Célculo - Stewart (2013),
mencionados no capitulo de referencial tedrico matemaético desta dissertagao.

Cada aula contém titulo, tempo estimado, objetivos, materiais necessarios, desenvolvi-
mentos detalhado, atividades propostas e avaliacdo. Todos os links para acessar os arquivos para
impressao dos modelos 3D ou outros arquivos necessdrios para a realizacio das aulas também

estdo disponibilizados no decorrer no capitulo.
5.1 Aula 1 - Introducao ao volume por cascas cilindricas

Esta aula pode ser trabalhada tanto no segundo ano do ensino médio, apds a aula sobre
volume de sélidos geométricos, como no terceiro ano do ensino médio, como uma extensiao do
conteudo de geometria analitica. O tempo estimado dessa aula é de 50 minutos, podendo ser

adaptado e estendido, dependendo da necessidade da turma e do professor.
5.1.1 Objetivo da aula

* Apresentar o conteido de cdlculo do volume de sélidos geométricos;

* Introduzir ao aluno a construcao de sélidos geométricos através da revolucdo de uma

fungdo sobre um eixo do plano cartesiano;

* Induzir os alunos a observar, manipular e refletir sobre o sélido gerado a partir da revolugao
sobre o eixo y, da fungdo y = —%x+ 6, por meio de sélidos impressos em uma impressora

3D a partir de cascas cilindricas;

* Trabalhar com a ideia de “afinar” as cascas para observar que o sélido se aproxima da

forma de um cone;

* Desafiar os alunos a propor uma forma, através de uma férmula geral, de calcular o volume

total de qualquer cone usando o método das cascas cilindricas.

5.1.2 Conteudos abordados

Volume de solidos geométricos;
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* Visualizacdo de sélidos de revolugdo;

* Introducdo ao método das cascas cilindricas.
5.1.3 Materiais e recursos

* Quatro sélidos geométricos impressos em 3D! (Trés formados por cascas cilindricas, com
diferenca dos raios externo e internos das cascas de 0,25 cm, 0,5 cm e 1 cm, e um cone de
6 cm de altura e raio de 4cm)?, gerado através revolugio da fungio y = — %x + 6 sobre o

eixo y do plano cartesiano (Figura 5.1).

Figura 5.1 — Sélidos para a primeira aula.

(a) S6lido Geométrico com 4 cascas. (b) Sé6lido Geométrico com 8 cascas.

(¢) Sélido Geométrico com 16 cascas. (d) Cone exemplo dos sélidos.

Fonte: Registrado pelo autor.

¢ Calculadora;
¢ Quadro Branco;

* Régua ou paquimetro.

1
2

A construgdo desses s6lidos no aplicativo Fusion 360 pode ser verificado no Capitulo 4.
Link para download dos arquivos em formato .stl para a impressdo dos sélidos. Disponivel em: <https://drive.
google.com/drive/folders/1chiygAxylOed5jyRupQynZ02ZO61E3xT?usp=sharing>. Acesso em: 12 jun. 2025.


https://drive.google.com/drive/folders/1chiygAxyl0ed5jyRupQynZ02ZO6lE3xT?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1chiygAxyl0ed5jyRupQynZ02ZO6lE3xT?usp=sharing
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* Projetor para apoio visual. (Opcional).
5.1.4 Desenvolvimento da aula

Inicio (10 minutos)

O professor pode iniciar a aula apresentando trés solidos formados por cilindros encai-
xados que, juntos, lembram a forma de um cone, e perguntar: “Qual € o volume desse objeto?
Como poderiamos estimar ou calcular o volume apenas com o que pode ser medido neles e o
que vocés aprenderam até o momento?”. Durante as respostas dadas pelos alunos, o educador
tenta levar os alunos a perceber que as cascas de cada sélido sdo cilindros vazados, pois, a partir
dai, que a atividade se desenvolvera.

Ap6s essa rodada de discussdes, o professor deve dividir a sala em grupos e os modelos
distribuidos de forma que cada grupo fique com um dos trés sélidos (mais de um sélido do
mesmo tipo pode ser impresso, se necessdrio). Como sugestdo, os grupos podem ser divididos de
forma proporcional a quantidade de cascas de cada sélido, por exemplo, o grupo que ficou com o
solido de 8 cascas deve ter 4 integrantes, enquanto que o grupo que ficou com o sélido de 16
cascas deve ter 8 integrantes.

Desenvolvimento (30 minutos)

Ap0s a divisdo dos grupos e distribuicao dos sélidos, o professor deve retomar a ideia
abordada na discussao e sugerir aos alunos para que pensem em cada pedago do sélido como um
cilindro vazado, e, a partir dai, indaga como poderia ser feito o cdlculo daquele sélido. Espera
um tempo para que os alunos tentem chegar a ideia de subtrair o volume do cilindro externo
pelo interno, podendo auxilid-los a chegarem a isso se tiverem dificuldade. Apds essa etapa, o
professor pede aos alunos para usarem esse raciocinio e tentarem calcular o volume aproximado
do sélido completo, somando o volume encontrado de cada casca. Retomando a recomendagdo
anterior quanto forma que o grupo ficou dividido, cada integrante calculard o volume de duas
cascas.

Para que os célculos sejam realizados, € necessario que os alunos mecam o raio interno
e externo das cascas de cada sélido e a sua altura, pois assim conseguem calcular o volume
daquele solido. Para medir esses raios, os alunos podem usar uma régua para aferir o didmetro
interno e externo da casca e, apds isso, apenas dividir os valores por dois. Essa informacgdo pode
ser relembrada pelo professor durante a aula.

Se torna interessante também uma breve revisao da férmula do volume de um cilindro,
dadaporV =rm- r2-h, segundo Dolce e Pompeo (2013, p. 212), usando 7 = 3, 14, e lembrando
que r e h sdo respectivamente o raio e a altura do cilindro. Dessa forma, os alunos tém todas
as ferramentas para efetuar todos os cdlculos. Abaixo, as Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 mostram os
resultados esperados que cada grupo deve encontrar para o clculo do volume de cada sélido, os
valores sdo aproximados a duas casas decimais, podendo haver uma leve variagdao dependendo

da aproximacdo que cada aluno usar.
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Tabela 5.1 — Calculo do volume do sdlido com 4 cascas.

Raio Raio Altura do Volume do Volume do Volume
Cascas externo interno cilindro (1) cilindro externo cilindro interno da casca
(R) (r (Vee=7-R>-h) (Vei=m-r*-h) (Vee = Vei)
Casca 1 Iem 0 5,25cm 3,14-12.5,25 = 16,49cm? 3,14-0%.5,25=0 16,48 —0 = 16,49cm’
Casca 2 2cm lcm 3,75cm 3,14.22.3,75=47,1cm®  3,14-12.3,75=11,78cm® 47,1 —11,78 = 35,33cm?
Casca 3 3cm 2cm 2,25cm 3,14-3%2.2,25=63,59cm®  3,14-2%.2,25 =28,26cm> 63,58 — 28,26 = 35,33cm’
Casca 4 4cm 3cm 0,75cm 3,14-4%.0,75=37,68cm®  3,14-3%.0,75=21,19cm® 37,68 — 21,19 = 16,49cm>

Fonte: Elaboragéo propria.

ApOs calcular o volume das 4 cascas, na Tabela 5.1, basta somar cada uma e encontramos

o volume total do sélido (Viy):

Vts = Vcl +Vc2 +Vc3 +Vc4
=16,49+35,33+35,33+16,49
=103, 64cm’.

Tabela 5.2 — Calculo do volume do sdlido com 8 cascas.

Raio Raio Altura do Volume do Volume do Volume
Cascas externo  interno cilindro cilindro externo cilindro interno da casca

(R) () (h) (Vee =7-R*-1) (Vei=m-r*-h) Vee = Vei)
Casca 1 0,5cm 0 5,63cm 3,14-0,5%-5,63 = 4,42cm? 3,14-0%-5,63=0 4,41 —0=4,42cm?
Casca 2 lem 0,5cm 4,88cm 3,14-1%-4,88 = 15,31cm? 3,14-0,5%-4,88 = 3,83cm? 15,31 —3,83 = 11,48cm’®
Casca 3 1,5cm lem 4,13cm 3,14-1,5%-4,13 =29, 14cm?® 3,14-12-4,13 = 12,95cm? 29,14 — 12,95 = 16,19c¢m?
Casca 4 2cm 1,5cm 3,38cm 3,14-2%.3,38 = 42,39cm? 3,14-1,5%-3,38 =23,84cm> 42,39 —23,84 = 18,55cm>
Casca5  2,5cm 2cm 2,63cm 3,14.2,5%.2,63 = 51,52cm® 3,14-2%2.2,63 = 32,97cm? 51,52 —32,97 = 18,55¢cm?
Casca 6 3cm 2,5cm 1,88cm 3,14-3%.1,88 = 52,99cm? 3,14-2,5%-1,88 = 36,8cm> 52,99 — 36,8 = 16, 19¢m®
Casca7  3,5cm 3cm 1,13cm 3,14-3,5% 1,13 =43 27cm’® 3,14-3%2.1,13 = 31,79cm? 43,27-31,79 = 11,84cm?
Casca 8 4cm 3,5cm 0,38cm 3,14-4%.0,38 = 18, 84cm? 3,14-3,5%.0,38 = 14,42cm? 18,84 — 14,42 = 4,42¢m?

Fonte: Elaboracao propria.

Com o resultado do volume da cada uma das cascas do sélido de 8 cascas, realizado na

Tabela 5.2, podemos calcular o volume total desse sélido:

Vts :Vcl+V02+"'+Vc7+Vc8
=4,42+11,484+16,19+4+ 18,55+ 18,554+ 16,19+ 11,48 +4,42
=101,27cm’.
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Tabela 5.3 — Calculo do volume do s6lido com 16 cascas

Raio Raio Altura do Volume do Volume do Volume
Cascas externo  interno cilindro cilindro externo cilindro interno da casca
(R) G) (h) (Vee=m-R*- 1) Vei=m-r*-h) Vee = Vei)
Casca 1 0,25cm 0 5,81cm 3,14-0,25%-5,81 = 1, 14em’® 3,14-0%-5,81=0 1,14—0=1,14cm?
Casca 2 0,5cm  0,25cm 5,44cm 3,14-0,5%-5,44 = 4,27cm? 3,14-0,252-5,44 = 1,07 4,27 1,07 = 3,2cm?
Casca3  0,75cm  0,5cm 5,06cm 3,14-0,75%-5,06 = 8,94cm? 3,14-0,5%-5,06 = 3,97 8,94 —3,97 = 4,97cm?
Casca 4 lem 0,75cm 4,69cm 3,14-1%-4,69 = 14,72cm? 3,14-0,75%-4,69 = 8,28 14,72 — 8,28 = 6,44cm?
Casca 5 1,25cm lem 431cm 3,14-1,25%-4,31 = 21,16¢cm? 3,14-1%-4,31 =13,54 21,16 — 13,54 = 7,62cm’®
Casca 6 1,5cm 1,25cm 3,94cm 3,14-1,5%-3,94 = 27,82cm’ 3,14-1,25%-3,94 = 19,32 27,82 —19,32 = 8,5cm?
Casca 7 1,75cm 1,5cm 3,56cm 3,14-1,75%-3,56 = 34,26cm? 3,14-1,5%-3,56 = 25,17 34,26 —25,17 =9,09cm?
Casca 8 2cm 1,75cm 3,19cm 3,14-2%.3,19 = 40,04cm? 3,14-1,75%-3,19 = 30,65 40,04 — 30,65 = 9,38cm’
Casca9  2,25cm 2cm 2,81cm 3,14-2,252.2.81 =44, 71lcm? 3,14.2%.2,81 =35,33 44,71 —35,33 = 9,38cm’
Cascal0  2,5cm  2,25cm 2,44cm 3,14-2,5%.2,44 = 47, 84cm’® 3,14-2,252.2,44 = 38,75 47,84 — 38,75 = 9,09cm>
Cascall  275cm  2,5cm 2,06cm 3,14-2,75%-2,06 = 48,98cm?> 3,14-2,5%.2,06 = 40,48 48,98 — 40,48 = 8, 5cm’
Casca 12 3cm 2,75cm 1,69cm 3,14-3%.1,69 = 47,69cm? 3,14-2,75%-1,69 = 40,07 47,69 — 40,07 = 7,62cm’
Casca 13 3,25cm 3cm 1,31cm 3,14-3,252.1,31 = 43,53cm? 3,14-3%2.1,31 =37,09 43,53 —37,09 = 6,44cm’
Cascal4  3,5cm  3,25cm 0,94cm 3,14-3,5%.0,94 = 36,06cm> 3,14-3,252.0,94 = 31,09 36,06 — 31,09 = 4,97cm?
Cascal5 3,75cm  3,5cm 0,56cm 3,14-3,752.0,56 = 24, 84cm? 3,14-3,5%2.0,56 = 21,64 24,84 —21,64 =3, 2cm’
Casca 16 4em 3,75cm 0,19cm 3,14-4%2.0,19 = 9,42cm? 3,14-3,752.0,19 = 8,28cm’> 9,42 8,28 =1, 14cm?

Fonte: Elaboragao propria.

Com o resultado dos volumes das 16 cascas pela Tabela 5.3, o volume total do sélido

com 16 cascas é

VZS :Vcl +V62+"'+Vc15 +Vc16
=1,14+3,2+4,97+6,44+7,62+8,5+9,09+9,38+
+9,384+9,094+8,54+7,62+6,444+4,97+3,2+1,14

=100, 68cm’.

Enquanto os alunos efetuam os cdalculos, perguntas como “Vocés percebem algum
padrdo na variacdo dos raios e altura das cascas?” ou “O que acontece com o formato do sélido,
se afinarmos mais as cascas?” com a finalidade de fazer os alunos comecarem a pensar no cone
como a forma final do sélido.

Fechamento (10 minutos)

Ap6s a finalizacdo dos cdlculos pela turma, o professor deve comparar junto com os
grupos, os volumes encontrados para cada tipo de solido e fazé-los perceber o fato dos volumes
serem muito parecidos para solidos que tem o mesmo raio e alturas préximas. Mediante os
resultados encontrados, o professor mostra a turma o cone exemplo das cascas (Figura 5.1d)
e calcula junto da turma, usando a Equacao 3.10 para o calculo do cone, o seu volume para
fazer a comparagdo com os volumes encontrados pelo grupo. Usando a equacao demonstrada no

referencial tedrico, e sabendo que o cone tem 4cm de raio e 6cm de altura, temos:
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112

V. .3,14-4%.6

1
3
>~ 100,48cm’>.

Com isso, deve-se perceber a proximidade dos valores e, assim, sugerir que método das
cascas cilindricas pode resultar em um valor aproximado para o calculo do volume do cone.

A partir dessa aula, o professor introduz aos alunos o Método das Cascas Cilindri-
cas, ainda sem a equacao, para o célculo do volume de sélidos de revolucao, dando énfase a
importancia da visualiza¢do e manipulacio dos sélidos.

Como desafio final, o professor pode pedir aos alunos para desenvolver uma possivel

equacao para calcular o volume de um cone qualquer, usando o método das cascas.
5.1.5 Avaliacdo

A avaliacdo desta aula se d4 de forma qualitativa, através da observagdo das reflexdes
feitas durante a aula, vindas ou ndo das perguntas norteadoras feitas durante a atividade. Além
disso, também pode ser feita pela participa¢do dos grupos e estratégias usadas para contornar

problemas encontrados durante o desenvolvimento dos célculos.
5.2 Aula2 - A Equacido do método das cascas para o calculo do volume de um cone

Nesta aula, serd apresentada a forma adaptada para o ensino médio da equacdo do
método das cascas cilindricas. E recomendado que ela seja trabalhada apenas apés a aula
introdutdria, para que os alunos ja tenham alguma nocao do contetido. Também sera feito a
relacdo das medidas dos raios e da altura das cascas com seus representantes no plano cartesiano,
pois a equacdo se baseia em coordenadas cartesianas. O tempo médio dessa aula € de 50 a 60

minutos, podendo ser estendido de acordo com a necessidade da turma e do professor.
5.2.1 Objetivo da aula

* Fazer a relacdo das medidas dos sélidos usados na dltima aula com pontos do plano

cartesiano;

* Relacionar a juncao dos sélidos com o cone e a fun¢@o que o gerou através da revolucdo

em torno do eixo y;

Generalizar o processo de soma do volume das cascas;

* Apresentar a Equacdo 3.6 para o cdlculo do volume pelo método das cascas, ja definida no
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Capitulo 3, reescrita a seguir

Ve=2-1-Ax-[x1- f(R1) + %2 f(2) + - 4+ % - f (%))

* Usar o Excel para automatizar os cdlculos das cascas e do volume;

* Trabalhar a ideia de aproximacao e limite.

5.2.2 Conteudos abordados

* Funcdo Afim;
* Interpretagdo de sé6lidos de revolucdo no plano cartesiano;
* O método das cascas cilindricas;

* Interpretacdo geométrica da equacdo do método das cascas;

5.2.3 Materiais e recursos

¢ Quadro branco;

Projetor ou TV;

Tabela Excel para cédlculo do volume por cascas (cone)? (Figura 5.2);

Figura 5.2 — Tabela Excel para o cdlculo do volume do cone.

032 v i fx
A B € D E F G H 1
1
2 Tabela para a construgao do solido geomeétrico (cone) pelo método das cascas cilindricas
3
i - Raio interno da| Raio externo | Raio médio da L
Configuracao do solido Valor Casca Altura da casca Raio médio x Altura da casca
4 casca dacasca casca
5 Valor (a) da fungao afim Casca 1l
6 Valor (b) da funcao afim Casca 2
7 Valor do raio inicial Casca3
8 Valor do raio final Cascad
9 Intervalo de rotacao Cascab
10 Quantidade de cascas Casca6
11 Espessura da casca Casca 7
12 Casca 8
13 Casca9
14 Casca 10
15 Cascall
16 Cascal2
17 Cascal3
18 Cascal4
19 Cascal5
20 Casca 16
21 Cascal7
22 Cascal8
23 Casca19
24 Casca20
25 Soma total:
26 Volume do solido

Fonte: Elaboracio propria.

3

A configuragdo desta tabela pode ser verificada no Capitulo 4.

S.D
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¢ Calculadora;

* Impressdo da tabela para preenchimento e uso manual.
5.2.4 Desenvolvimento da aula

Inicio (10 minutos)

Para o inicio dessa aula, se torna interessante o professor recapitular o que foi realizado
na aula anterior, relembrando o uso dos modelos fisicos estudados e, como ao unir todas as
cascas, elas se assemelhavam a um cone. Essa conversa deve conduzir os alunos a observar os
padrdes entre o raio interno e externo das cascas, sua espessura e altura, isso, para conduzi-los a
construcdo grafica daquele sélido.

Nesse Momento, o professor pode relembrar, através de uma tabela, os valores encontra-
dos para os raios externos e internos, espessura e altura das cascas dos solidos, e assim construir
um grafico com esses valores, formando uma fatia da casca para que se veja os retangulos
formados, a fim de comparar o que acontece com suas medidas e coordenadas. Para facilitar os
calculos e otimizar o tempo, o professor pode utilizar o s6lido de 4 cascas, é o que faremos aqui.

Os modelos da tabela e grafico estdo representados a seguir.

Tabela 5.4 — Raio externo e interno, espessura e altura das cascas do s6lido com 4 cascas.

Raio . Raio Espessura Altura do
Cascas externo interno da casca (Ax) cilindro (%)
(R) (r)
Casca 1 lem 0 1-0=1cm 5,25cm
Casca 2 2cm lem 2—1=1cm 3,75cm

Casca 3 3cm 2cm 3—2=1cm 2,25cm
Casca 4 4cm 3cm 4—3=1cm 0,75cm

Fonte: Elaboragado prépria.

Através da Tabela 5.4, temos os valores do raio interno e externo de cada casca e
também suas alturas, assim, podemos montar um grifico que desenhe os retangulos fatiados de

cada casca (Grafico 5.1).
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Grafico 5.1 — Retangulos resultantes da fatia do sélido de cascas, no plano cartesiano.
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Fonte: Elaboragéo propria.

Desenvolvimento (30 a 40 minutos)

A partir do Gréfico 5.1, o professor pode comecar induzir os alunos a perceberem que
aquele sélido de cascas foi construido através de uma fungdo revolucionada em torno do eixo
y. Para isso, ele pode plotar pontos do grafico que construam a reta desejada. Para tal fim, o
professor comeca a calcular os raios médios de cada casca e desenha um segmento tracejado
até que intersecte a coordenada da altura daquela casca. Apds isso, ele nomeia cada um desses
pontos de intersecdo e traca a reta que passe por esses pontos. Para melhor entendimento, vamos
considerar xo = 0, x; = 1, ..., x4 = 4. Para calcular o raio médio de uma casca, basta fazermos a
média aritmética das coordenadas em x que representem o raio interno e externo daquela casca®,

pela equacdo

)lexllT—i_x’ (5.2)
Dai, segue:

0+1
ﬁzﬂéﬂiﬁ:%}jﬂzQi

142
=g S an=1s

243
=R g s gons

344
ﬁzﬁgﬁiﬂ:%%iﬂzii

Descobertos os raios médios, basta seguir os proximos passos indicados anteriormente

e construir o novo grafico com a reta definida (Grafico 5.2).

4 E interessante usarmos esse método para calcular o raio médio pois a turma pode nio ter estudado geometria

analitica, que geralmente é vista apenas no 3° ano do ensino médio, e assim néo saber o método para o cédlculo
de um ponto médio.
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Grafico 5.2 — Reta encontrada através da intersec¢@o dos raios médio com as alturas dos retangulos.
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Fonte: Elaboragéo propria.

Nessa etapa da aula, com as informagdo definidas, basta agora descobrirmos equagdo
dessa reta. Podemos fazer esse processo de duas formas: através de um sistema de equagdes
ou calculando o determinante entre 3 pontos®, o segundo método servird apenas para as turmas
que j4 viram o conteido de geometria analitica. Tais desenvolvimentos podem ser conferidos a

seguir.

a) Descobrindo a fun¢do pelo método do sistema de equagdes:

Através desse método, vamos escolher dois pontos Py para montar o sistema de equagoes.
Considerando que os pontos formaram a reta, entdo sabemos que a funcdo procurada é da

forma f(x) = ax+ b. Pegando P e Py como exemplo, podemos fazer

Py = f(1.5)=3,75
P = £(2.5)=2,25

Dai, segue

a-(1,5)+b=3,75 1,5a+b=3,75
=
a-(2,5)+b=2,25 2,5a+b=2,25

Multiplicando a primeira equag@o do sistema por (—1) em ambos os membros e usando o

método da adi¢do, conseguimos descobrir 0s a:

(1,5a+b)-(—1)=3,75-(—1) —1,5a—b=-3,75
= =a=—1,5.
2,5a+b=2,25 2,5a+b=2,25

3> Fica a cargo do leitor revisar esses dois métodos nos livros referenciados neste capitulo.
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Substituindo @ em uma das equagdes, temos:

(=1,5)(1,5)+b=3.75=—2,25+b=3,75=b=13,75+2,25 = b = 6.

Logo, a fun¢do formada é
f(x)=—1,5x+6. (5.3)

b) Descobrindo a equagdo da reta por determinante:

Analisando a reta, agora usando Py e Py, basta usarmos suas coordenadas para encontrar a
equacdo dessa reta. Por lezzi (2013, p. 28), podemos encontrar a equacio da reta igualando
o determinante de 3 pontos, 2 conhecidos e um desconhecido, a 0, contanto que estes
pertencam a reta. Considerando Py(x,y), Pg(0.5,5.25) e Pg(3.5,0.75), temos

X y 1
0,5 5,25 1|=0.
3,5 0,75 1

Calculando o determinante, através do método de Sarrus, lezzi e Hazzan (2013, p. 84):

det(f) =(x-5,25-1+y-1-3,5+1-0,5-0,75)
—(1-5,25-3,5+x-1-0,754y-0,5-1) =0.

Dai, segue
5,25x+3,5y+40,375—(18,375+40,75x+0,5y) =0 =

5,25x+3,5y+0,375 — 18,375 —0,75x — 0,5y) = 0 =
4,5x+3y—18 =0,

A partir daqui, basta isolarmos o y e encontraremos a equacgao da reta:

3y=—-4,5x+18 =

—4.5x+ 18
==
3
y=—1,5x+6. 5.4)

y
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Nesse momento, com a fun¢do definida, o professor revela que foi com essa fun¢ao
que os sélidos usados na primeira aula foram modelados e que, através dela, revolucionando-a
em torno do eixo y, ela forma o cone da Figura 5.1d, podendo até mostrar novamente aos
alunos o sélido. Nesse momento, também € interessante mostrar que ao calcularmos Py, de fato
encontramos 6, que € onde a reta intercepta o €ixo y €, por consequéncia, € a altura do cone e ao
calcularmos P, encontramos 0, que € onde a reta intercepta o eixo x e isso faz com que 4 seja o
raio do cone.

Sabendo a funcdo que usamos para gerar o sélido de revolugdo com cascas, temos o
suficiente para crid-lo com quantas cascas quisermos e calcular o volume desse sélido. E a hora

de apresentar aos alunos a Equacdo 5.1:
Ve=2-m-Ax-[x7- f(X1) + X2 f(R2) + - + % - f (%)]-

Nesse momento, relembre detalhadamente o que é cada um dos pontos. Que X7, X7, ...,

X, podem ser calculados pela Equacdo 5.2, que
Ax = x; —xi )

com

X]—X0=Xp—X] = =X;—Xj—]

e também que a altura de cada casca € calculada através de f(X;).
Como exemplo, o professor pode calcular junto com a turma, o volume do sélido que
tomamos no inicio do desenvolvimento da aula, para mostrar que, de fato, a equacgdo funciona.
Considerando a fungdo f(x) = —1,5x+ 6, no intervalo [0, 1] em x, e dividindo esse

intervalo em 4 partes, com xg = 0, x; = 1, xp = 2, x3 = 3 e x4 = 4, ao calcular Ax, temos
AxX=xi—xi 1= MA=xx—x1=>=A&x=2—-1=>Ax=1.

Com isso, podemos calcular o volume do sélido. Para isso, devemos calcular o ponto
médio e altura de cada uma das cascas e também o produto entre esses elementos, os cdlculos

podem ser verificados na Tabela 5.5.

Tabela 5.5 — Calculo do volume do sélido com 4 cascas

Coordenada Coordenada Ponto Altura do

Cascas externa (x;) interna (x;_;) médio (x;) cilindro em X; (f(¥;)) % f (%)

Casca 1 1 0 01l —0,5 (~1,5)-0,5+6=525 0,5-5,25=2,625
Casca 2 2 1 1%2:1,5 (-1,5)-1,5+6=3,75 1,5-3,75=5,625
Casca 3 3 2 %:2,5 (-1,5)-2,5+6=2,25 2,5-2,25=15,625
Casca 4 4 3 M4 =35 (-1,5):3,5+6=0,75 3,5-0,75=2,625

Fonte: Elaboragao prépria.



Capitulo 5. A Sequéncia Diddtica 82

Com cada um dos elementos calculados, basta substituirmos eles na Equagdo 5.1 e

teremos o volume do solido:

Ve=2-m-Ax-[x1- f(31) +X2- f(32) + 33 - f(33) + X3 - £(X3)]
=2.3,14-1-[2,62545,625+5,625+2,625]
=103, 62.

Ap6s finalizar os cdlculos, dé énfase a quanto o resultado encontrado se aproxima do
calculado na aula anterior, afirmando que esse método € muito pratico e seguro para o calculo do
volume do cone estudado.

Fechamento (10 minutos)

Para finalizar a aula, o professor pode fazer uma recapitulacdo de todos os passos
que foram desenvolvidos nas duas aulas para o estudo desse método de calculo de volumes,
comecando da andlise dos sélidos impressos, da medida e observacdo dos padrdes até finalizar
com a procura da funcio que gerou aquele sélido e o cdlculo do volume usando a Equacgdo 5.1.

ApOs essa breve revisdo, o professor pode finalizar mostrando a tabela para o célculo do
volume no Excel. Nesse momento, € interessante mostrar como a tabela funciona, indicando e
explicando o que s@o os elementos de cada coluna e como se configura a tabela para que obedeca
a funcdo descoberta nesta aula colocando os seus coeficientes e o intervalo que define o volume

do so6lido de revolucao (Figura 5.3).

Figura 5.3 — Configuracdo da func¢do afim.

A B C

A B C
1 1
2 Tabela 2 Tabela
3 3
4 Configuracao do sélido Valor Configuragao do sélido Valor
A
5 Valor (a) da fungao afim 15 5 Valor (a) da fungéo afim -1,5
6 Valor (b) da funcgao afim 6 Valor (b) da fungao afim 6
7 Valor do raio inicial 7 Valor do raio inicial 0
8 Valor do raio final 8 Valor do raio final 4
9 Intervalo de rotagao g Intervalo de rotagéo
10 Quantidade de cascas 10 Quantidade de cascas
(a) Coeficientes da funcdo. (b) Intervalo de revolugdo da fungdo.

Fonte: Registrado pelo autor.

Com isso, o professor pode mostrar aos alunos os volume calculados na tabela do Excel
para 8 e 16 cascas, afim de comparar os valores do volume encontrados na tabela com os volume

encontrados pelos alunos na primeira aula (Figura 5.4).
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Figura 5.4 — Volume do cone para 8 e 16 cascas.

Tabela para a construgao do solido geométrico (cone) pelo método das cascas cilindricas

Configuracao do solido Valor Casca Rafonterno | Rafo externo | Rato médio da Alturadacasca |RaiomédioxAltura da casca
dacasca dacasca casca
Valor (a) da fungao afim -1,5 Cascal 0 0,5 0,25 5,63 1,41
Valor (b) da funcao afim 6 Casca 2 0,5 1 0,75 4,88 3,66
Valor do raio inicial 0 Casca3 1 1,5 1,25 4,13 5,16
Valor do raio final 4 Cascad 1,5 2 1,75 3,38 5,91
Intervalo de rotacao 4 Cascab 2 2,5 2,25 2,63 591
Quantidade de cascas 8 Cascab 2,5 3 2,75 1,88 5,16
Espessura da casca 0,5 Casca7 3 3,5 3,25 1,13 3,66
Casca 8 3,5 4 3,75 0,38 141
Casca9 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 10 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascall 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascal2 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascal3 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascal4 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascald 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 16 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascal7 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 18 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 19 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 20 0 0 0,00 0,00 0,00
Soma total: 32,25
Volume do sélido 101,32

(a) Volume do cone para 8 cascas.

Tabela para a construcao do sélido geométrico (cone) pelo método das cascas cilindricas

Configuragao do sélido Valor Casca Raionterna | Raio externo | Raio médio da Alturadacasca |Raio médioxAltura da casca
dacasca dacasca casca
Valor (a) da fungao afim -1,5 Cascal 0 0,25 0,13 5,81 0,73
Valor (b) da fungao afim 6 Casca 2 0,25 0,5 0,38 5,44 2,04
Valor do raio inicial 0 Casca 3 0,5 0,75 0,63 5,06 3,16
Valor do raio final 4 Cascad 0,75 1 0,88 4,69 4,10
Intervalo de rotacao 4 Cascab 1 1,25 1,13 4,31 4,85
Quantidade de cascas 16 Casca6 1,25 1,5 1,38 3,94 541
Espessura da casca 0,25 Casca? 1,5 1,75 1,63 3,56 5,79
Casca 8 1,75 2 1,88 3,19 5,98
Casca9 2 2,25 2,13 2,81 5,98
Casca 10 2,25 2,5 2,38 2,44 5,79
Cascall 2,5 2,75 2,63 2,06 541
Casca 12 2,75 3 2,88 1,69 4,85
Casca 13 3 3,25 3,13 1,31 4,10
Casca 14 3,25 3,5 3,38 0,94 3,16
Casca 15 3,5 3,75 3,63 0,56 2,04
Casca 16 3,75 4 3,88 0,19 0,73
Cascal7 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 18 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 19 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 20 0 0 0,00 0,00 0,00
Soma total: 64,13
Volume do sélido 100,73

(b) Volume do cone para 16 cascas.

Fonte: Registrado pelo autor.

Como atividade para os alunos, o professor pode passar para cada um dos alunos
calcular individualmente o volume dos sé6lidos de 8 e 16 cascas, da mesma funcio da Equagao
5.3, através da Equacdo 5.1, e comparar os resultados encontrados com os resultados da Figura
54.

Como provocagao, pode-se fazer peguntas do tipo: “E se a fun¢do for uma curva, sera
que esse método também funciona?”. Isso servird como gancho para a proxima etapa, que sera

calcular o volume de sélidos formados por curvas.
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5.2.5 Avaliacdo

Nesta aula, a avaliacdo € feita de forma qualitativa, observando a participagdo dos
alunos no decorrer das demonstracdes e provas. Além de ser avaliada ao comparar os resultados
encontrados pelos alunos no célculo dos volumes da primeira aula, com os feitos através da
Equacao principal desta aula.

Uma proposta colocada € pedir aos alunos que expliquem o que significa as reticéncias
e 0 x, na parte X7 - f(x7) +x2- f(x2) +--- + X, - f () da Equagdo 5.1, com a finalidade de saber

se os alunos compreenderam cada parte da mesma.
5.3 Aula 3 - A capacidade de uma taca de bebida

A partir desta aula comegaremos a trabalhar o método das cascas com curvas. Além
disso, serd mostrado que esse método pode ser usado para descobri algumas informacdes que
podem ser tteis no cotidiano. O exemplo que serd usado é o cdlculo da capacidade de uma taga
de bebida.

5.3.1 Objetivo de aula

* Usar a equagdo do método das cascas para calcular o volume da taca gerada pela funcdo
f(x) = —0,25x> +6,25;

* Comparar os resultados encontrados pelos alunos com o valor exato calculado pela Equacgdo
3.12;

» Usar o Excel para analisar resultado para outras quantidades de cascas.
5.3.2 Contetdo abordados

* Volume pelo método das cascas;

* Comparacao de resultados por aproximacao.
5.3.3 Materiais e recursos

* Taca com interior gerado pela fungio f(x) = —0, 25x% 4+ 6,25 impressa em 3D®, represen-

tada pela Figura 5.5.

6 Link para download do arquivo em formato .stl para a impressio do sélido. Disponivel em: <https://drive.google.

com/drive/folders/1RJzZICDvZdPTOK2NfipeUsxQtenybANDbS ?usp=sharing>. Acesso em: 29 jul. 2025.


https://drive.google.com/drive/folders/1RJzICDvZdPTOK2NfipeUsxQtenybANbS?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1RJzICDvZdPTOK2NfipeUsxQtenybANbS?usp=sharing
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Figura 5.5 — Taca de bebida

Fonte: Registrado pelo autor.

* Tabela Excel com a funcio e os cdlculos de cada passo do volume da taca’ com cilculo

até a 20° casca, como ilustra a Figura 5.6;

Figura 5.6 — Tabela em Excel com os dados e todos os passos do célculo do volume da taca

Tabela para a construcado do sélido geométrico (paraboloide) pelo método das cascas cilindricas

) N - Raio interno | Raio externo |Raio médio da Raio médio x Altura da
Configuragao do sélido Valor Casca Altura da casca

da casca da casca casca casca
Valor (a) da fungdo quadrética | -0,25 Cascal 0 0 0,00 0,00 0,00
Valor (b) da fungdo quadratica 0 Casca 2 0 0 0,00 0,00 0,00
Valor (c) da fungdo quadratica 6,25 Casca3 0 0 0,00 0,00 0,00
Valor do raio inicial 0 Casca 4 0 0 0,00 0,00 0,00
Valor do raio final 0 Casca b 0 0 0,00 0,00 0,00
Intervalo de rotacéo 0 Cascab 0 0 0,00 0,00 0,00
Quantidade de cascas 20 Casca7 0 0 0,00 0,00 0,00
Espessura da casca 0 Casca 8 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 9 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 10 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascall 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 12 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 13 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 14 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 15 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 16 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 17 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 18 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 19 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 20 0 0 0,00 0,00 0,00
Soma total: 0,00
Volume do sélido 0,00

Fonte: Registrado pelo autor.

e Calculadora;
* Quadro Branco;

* Projetor ou TV;

7 Link para download do arquivo em formato .xls da tabela. Disponivel em: <https://docs.google.com/spreadsheets/

d/1vi26_IR2xIuNXsksJyRotHZhGBGbK_97/edit?usp=sharing&ouid=109630566864520703501 &rtpof=
true&sd=true>. Acesso em: 29 jul. 2025.


https://docs.google.com/spreadsheets/d/1vf26_lR2xIuNXsksJyRotHZhGBGbK_97/edit?usp=sharing&ouid=109630566864520703501&rtpof=true&sd=true
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1vf26_lR2xIuNXsksJyRotHZhGBGbK_97/edit?usp=sharing&ouid=109630566864520703501&rtpof=true&sd=true
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1vf26_lR2xIuNXsksJyRotHZhGBGbK_97/edit?usp=sharing&ouid=109630566864520703501&rtpof=true&sd=true
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5.3.4 Desenvolvimento da aula

Inicio (10 minutos)

Nesta terceira aula, o professor pode iniciar a aula ja com a taga em maos e perguntar
algo do tipo: “Observando o tamanho da taga, vocé€s podem estimar a sua capacidade, ou seja,
quantos mL’s de um liquido ela suporta?”. Entdo escutando respostas dos alunos, pode continuar:
“Serd que existe um método que possa nos dar um valor para essa capacidade?”. A ideia aqui é
induzir os alunos a equag¢ao do método das cascas, como meio para encontrar a capacidade da
taca.

Para tal, o professor pode colocar o copo da taca virada para baixo, e perguntar para os
alunos que tipo de func¢do o formato do copo da taca lembrava a eles, a inten¢ao aqui € leva-los a
pensar no interior do copo como uma funcdo quadratica, mais precisamente com concavidade
voltada para baixo.

Nesse momento, € conveniente mostrar aos alunos que o interior do copo daquela
taca foi construida através de uma fun¢@o quadritica, e que a fun¢do em especifico é f(x) =
—0,25x> + 6,25, que pode ser representada pela Figura 5.7.

Figura 5.7 — Proje¢do da funcéo f(x) que define o interior da taga, em azul.

Fonte: Registrado pelo autor.

Desenvolvimento (30 minutos)

A atividade principal aqui é bem simples: fazer com que os alunos calculem a capacidade
aproximada dessa tagca. Desse ponto, o professor deve comecar indicando que para essa funcao,
o raio da borda da taga é de Scm, ou seja, que intervalo no qual vamos dividir a fungdo é [0, 5]
em x. Desse modo, a turma pode ser dividade em grupos, onde os grupos vao calcular o volume
para 5 e 10 cascas. Nesse momento, como o intervalo é de 0 a 5, € relevante falar aos alunos que
dividir a quantidade de cascas em multiplos de 5 facilitar os calculos na hora da divisado, pois o
intervalo de revolugdo tem 5 unidades.

Usando novamente a Equacdo 5.1 para o cdlculo do volume, devemos encontrar Ax e os
produtos X; - (7). Os resultado para 5 cascas e 10 cascas, como exemplo, com aproximagio de

duas casas decimais e com 7 = 3, 14, podem ser verificados a seguir:

¢ Para o sélido com 5 cascas:

Ax=xi—xi 1=>MAh=x—x1=>A&x=2—-1=>Ax=1
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Tabela 5.6 — Calculo do volume da Taga com 5 cascas

Cascas Coordenada .Coordenada ?o.ntoi N Altura iio _ % £(%)
externa (x;) interna (x;_;) médio (x;) cilindro em X; (f(x7))

Casca 1 1 0 01 —0,5 (-0,25)-(0,5)%+6,25=6,19  0,5-6,19=3,09

Casca 2 2 1 L2195 (-0,25)(1,5246,25=5,69 1,5-5,69=38,53

Casca 3 3 2 3 =25 (-0,25)-(2,5)%+6,25=4,69 2,5-4,69=11,72

Casca 4 4 3 H4—-35 (-0,25)-(3,57+6,25=3,19 3,5-3,19=11,16

Casca 5 5 4 445 (-0,25)-(4,5)246,25=1,19 4,5-1,19=5,34

Com os elementos do paraboloide com 5 cascas calculados na Tabela 5.6, o volume do

solido €

Fonte: Elaboragao propria.

=2.3,14-1-[3,09+8,53+ 11,724 11,16+ 5,34]
=250,22cm’.

¢ Para o sélido com 10 cascas:

Vi=2-m Ax-[x1- f(¥1) +X2- f(%2) +X3- f(¥3) +Xa - f(Xa) + X5 - f(X5)]

A=xi—xi 1=MA=x—x1=Ax=1-0,5=Ax=0,5

Tabela 5.7 — Calculo do volume da Tagca com 10 cascas

Coordenada

Coordenada

Ponto

Altura do

Cascas externa (x;) interna (x;_;) médio (x;) cilindro em X; (f (7)) % f (%)

Casca 1 0,5 0 % =0,25 (-0,25)- (0.,25)2 +6,25=6,23 0,25-6,23=1,56
Casca 2 1 0,5 05t 0,75  (~0,25)-(0,75)2+6,25=6,11  0,75-6,11 =4,58
Casca 3 1,5 1 W15 =125 (-0,25)-(1,25)2+6,25=5,86  1,25-5,86 =7,32
Casca 4 2 1,5 L342 _ 1,75 (=0,25)-(1,75)2+6,25=5,48  1,75-5,48 = 9,60
Casca 5 2,5 2 B2 _225  (-0,25)-(2,25)246,25=4,98 2,25-4,98 = 11,21
Casca 6 3 2,5 2343 975 (—0,25)-(2,75)2+6,25=4,36  2,75-4,36 = 11,99
Casca 7 3,5 3 335 325 (-0,25)-(3,25)246,25=3,61 3,25-3,61 = 11,73
Casca 8 4 3,5 3344 375 (=0,25)-(3,75)246,25=2,73 3,75-2,73=10,25
Casca 9 45 4 B3 _ 405 (-0,25)-(4,25)246,25=1,73  4,25-1,73="7,37
Casca 10 5 45 315 —475  (-0,25)-(4,75)2+6,25=0,61  4,75-0,61 =2,89

Com os elementos do paraboloide com 10 cascas calculados na Tabela 5.7, o volume

do sélido é

Fonte: Elaboracio prépria.

V=27 Ax-[x1- f(X1) + %2+ f(%2) + -+ ¥10- f (¥10)]
=2-3,14-0,5-[1,564+4,58+7,32+9,6 + 11,21+

+11,994 11,73+ 10,25 +7,37+2,89]

=246, 54cm>.
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Uma ferramenta interessante, que também serve para verificar os calculos dos alunos de
forma mais rapida, € a tabela do Excel mencionada no Capitulo 4. Com ela, podemos verificar o
volume para quantas cascas tivermos dividido o s6lido, com o méaximo sendo 20. Observe nas

Figuras 5.8 € 5.9, a comparacdo dos calculos ja feitos para 5 e 10 cascas.

Figura 5.8 — Tabela do Excel que calcula o volume do paraboloide com 5 cascas

Tabela para a construgdo do sélido geométrico (paraboloide) pelo método das cascas cilindricas

) _ . Raio interno | Raio externo |Raio médio da Raio médio x Altura da
Configuracéo do sélido Valor Casca Altura da casca
da casca da casca casca casca
Valor (a) da funcéo quadratica -0,25 Casca 1 0 1 0,50 6,19 3,09
Valor (b) da fung¢éo quadratica 0 Casca 2 1 2 1,50 5,69 8,53
Valor (c) da funcéo quadratica 6,25 Casca 3 2 3 2,50 4,69 11,72
Valor do raio inicial 0 Casca 4 3 4 3,50 3,19 11,16
Valor do raio final 5 Casca 5 4 5 4,50 1,18 5,34
Intervalo de rotagdo 5 Casca 6 0 0 0,00 0,00 0,00
Quantidade de cascas 5 Casca 7 0 0 0,00 0,00 0,00
Espessura da casca 1 Casca 8 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 9 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 10 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 11 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 12 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 13 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 14 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 15 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 16 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 17 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 18 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 19 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 20 0 0 0,00 0,00 0,00
Soma total: 39,84
Volume do sélido 250,35

Fonte: Registrado pelo autor.

Observe que na Figura 5.8, a tabela preenche os valores para 5 cascas e o restante das

cascas tem seus elementos zerados.

Figura 5.9 — Tabela do Excel que calcula o volume do paraboloide com 10 cascas

Tabela para a construgao do sélido geométrico (paraboloide) pelo método das cascas cilindricas

. _ . Raio interno | Raio externo |Raio médio da Raio médio x Altura da
Configuragao do sélido Valor Casca Altura da casca

dacasca da casca casca casca

Valor (a) da fungéo quadrética -0,25 Casca 1 4] 0,5 0,25 6,23 1,56
Valor (b) da fungao quadratica 0 Casca 2 0,5 1 0,75 6,11 4,58
Valor (c) da fungéo quadrética 6,25 Casca 3 1 1,5 1,25 5,86 7,32
Valor do raio inicial 0 Casca4d 1,5 2 1,75 5,48 9,60
Valor do raio final 5 Casca b 2 2,5 2,25 4,98 11,21
Intervalo de rotagao 5 Casca 6 2,5 3 2,75 4,36 11,99
Quantidade de cascas 10 Casca 7 3 3,5 3,25 3,61 11,73
Espessura da casca 0,5 Casca 8 3,5 4 3,75 2,73 10,25
Casca 9 4 4,5 4,25 1,73 7.37

Casca 10 4,5 5 4,75 0,61 2,89

Casca 11 0 0 0,00 0,00 0,00

Casca 12 0 0 0,00 0,00 0,00

Casca 13 0 0 0,00 0,00 0,00

Casca 14 0 0 0,00 0,00 0,00

Casca 15 0 0 0,00 0,00 0,00

Casca 16 0 0 0,00 0,00 0,00

Casca 17 0 0 0,00 0,00 0,00

Casca 18 0 0 0,00 0,00 0,00

Casca 19 0 0 0,00 0,00 0,00

Casca 20 0 0 0,00 0,00 0,00

Soma total: 78,52
Volume do sélido 246,66

Fonte: Registrado pelo autor.

E interessante que nesse momento, o professor esteja com a tabela editdvel® sendo

8 As configuracdes de edigio da tabela podem ser verificadas no Capitulo 4.
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mostrada no projeto ou TV, para explicar aos alunos o que € cada um dos valores presentes na
tabela. O ponto principal aqui € explicar a tabela de configuragdo do s6lido, que como se trata de
um paraboloide, € formado por uma fun¢ao quadratica, tendo 3 coeficientes a, b e c. Além disso,
mostrar que basta modificar os valores nessa tabela de configuracio, como raio inicial, raio final
ou quantidade de cascas, que os célculos se alteram automaticamente.

Fechamento (10 minutos)

Aqui, o professor pode fazer uma breve revisio de conversao de volume para capacidade.
O objetivo € converter junto aos alunos o volume que encontraram para saber a capacidade da
taca. Por Steigenberger (2024, p. 43), temos que

ldm® = 1000mL.
Dividindo ambos os membros por 1000, encontramos que
lem® = 1mL.

Como os volume calculados na aula sdo dados em centimetro cibicos, a conversao
se torna facil. Os grupos que calcularam o volume do paraboloide com 5 cascas, encontraram
250,22c¢m? para seu volume que, convertendo, equivale a 250,22mL de capacidade. Para os

alunos que calcularam com 10 cascas, a conversio do volume para capacidade fica
246,54cm’ = 246, 54mL.

Desse modo, o professor pode perguntar aos alunos como comprovar aquela capacidade.
Uma forma diferente de conseguir essa comprovagao, € encher a taca de dgua e depois de cheia
despejar em algum recipiente que tenha o medidor de capacidade em mL. Com o medidor
preenchido préximo aos 245mlL, o professor pode mostrar aos alunos que aquele método de fato
funciona, agora, com um exemplo prético aplicado.

Por fim, como atividade para casa, o professor pode pedir aos alunos para calcular o

volume da taca para 20 cascas, para que possam comparar o valor no inicio da préxima aula.
5.3.5 Avaliagdo

Nesta aula, a avaliagc@o continua sendo qualitativa, observando a participag@o dos alunos
no decorrer da aula e o trabalho em equipe para calcular o volume da tacga. Fica a critério do
professor, a entrega dos cadernos para revisao dos célculos e até uma pequena apresentacao de
cada grupo do resultado encontrados por eles.

A sequéncia didatica pensada foi desenvolvida nessas trés aulas, podendo ser dividida
em mais aulas, ou incluindo novos sélidos a desejo do professor. Sempre lembrando que elas

devem ser adaptadas a realidade da sala de aula que o professor tem acesso.
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5.4 Sugestoes para contornar limitacoes quanto a Impressora 3D

Um problema que pode ser enfrentado pelos professores ao desenvolverem esta proposta
€ a limitacdo quanto a impressao 3D — ou mesmo a falta dela. Para contornar essa limitacao,
o professor pode procurar, dentro de sua cidade, empresas que realizam impressdes em 3D,
levando os modelos construidos e salvos em formato .stl. Caso nfo haja essa possibilidade, outra
sugestdo € solicitar esses solidos de forma online. Atualmente, existem empresas que prestam
esse servigo pela internet, permitindo que o cliente faga o pedido do projeto ou, caso ja tenha o
arquivo pronto, solicite apenas a impressao e o envio dos objetos.

Como sugestio de sites, destacam-se a EngiPrinters’ e a 3D KL!%, que fornecem

or¢camento e valor para envio de cada peca impressa.
5.5 Observacoes e sugestoes a respeito da sequéncia didatica

O desenvolvimento dessa sequéncia didatica foi pensada para que uma nova forma
de calcular o volume de sélidos geométricos fosse ensinado aos alunos do ensino médio. O
maior desafio é conseguir desenvolver essas aulas sem perder o rigor matematico mas ainda sim
tornando a aula experimental e interessante aos alunos. Além disso, foi pensado uma sequéncia
que ndo tomasse muitas aulas do planejamento do professor, para que ndo atrapalhe o segmento
das aulas anuais.

Uma sugestao para o professor, principalmente para o que tem disponibilidade de mais
tempo em sala, € que uma quarta aula pode ser desenvolvida, dando foco as tabelas produzidas
no excel. Nessa quarta aula, o professor pode ensinar os alunos a construir as tabelas por
completo, utilizando o passo a passo feito no Capitulo 4, com a finalidade de apresentar uma
nova ferramenta poderosa para automatizar varios tipos de célculo, que é o Excel.

Os coeficientes da funcao afim e quadratica utilizadas nessa sequéncia didética foram
pensados de forma ndo aleatdria. Os valores a = —% e b = 6 foram escolhidos para que o sélido
tivesse 6 unidades de altura e 4 unidades de raio, assim, foi utilizado o método desenvolvido
na aula 2 para descobrir a equacado dessa funcdo e seus coeficientes. A escolha do raio sendo
4 unidade foi para que quando as cascas variassem em quantidade, a medida e célculos desses
raios ainda fosse de fécil operagdo, o mesmo pode ser aplicado a altura.

Para encontrar a funcdo quadraitica usada na aula 3, foi utilizado o auxilio de uma
inteligéncia artificial, o ChatGPT, o prompt usado para desenvolver a funcao foi: “Me dé uma
funcdo quadratica para revolucionar onde o volume acima do eixo x apds revolucionada seja
proximo a 250 unidades cubicas, o eixo de simetria coincida com o eixo y, com concavidade
voltada para baixo, suas raizes sejam —5 e 5, e o vértice seja proximo a 6. Além disso essa

func¢do revolucionada deve parecer a uma taca de bebida”. Vale ressaltar que apesar do uso da

9 Link para acessar o site. Disponivel em: <https://engiprinters.com.br/> . Acesso em: 05 set. 2025.

10" Link para acessar o site. Disponivel em: <https://3dklimpressao3d.com.br/> . Acesso em: 05 set. 2025.


https://engiprinters.com.br/
https://3dklimpressao3d.com.br/
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inteligéncia artificial ser muito til para desenvolver essas e outras fungdes, o autor recomenda a
verificagdo de tais fungdes através de aplicacdes e cdlculos que comprovem essas caracteristicas
para que se tenha mais seguranca da fungdo que estd sendo usada. A escolha de tais valores para
altura e raio do copo da taca se deu para simular uma taca real que o autor possui e que tem
medidas préximas a essas, dessa forma, cria-se uma ligacao entre o real e o calculado, mostrando
que a matemadtica e seus elementos pode estar presente no cotidiano. Como sugestao, o professor
também pode desenvolver junto aos alunos o calculo para fun¢gdes onde ele também ndo conhece
o volume do sélido, assim se inserindo também em um ambiente de descoberta e investiga¢cdo no
decorrer da aula, e, ao final, comprovando através das tabelas e da equacao desenvolvida nos

Capitulos 3 e 4 o volume do s6lido investigado.
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6 CONCLUSOES

No decorrer da escrita de toda a dissertacao, foi descrito como a integragdo da cultura
maker e dos recursos tecnoldgicos ao ensino da matemadtica pode trazer uma nova forma dos
alunos compreenderem e aprenderem conteidos mais complexos, como o cédlculo de volume
de solidos de revolucao. Essa proposta diddtica busca ndo sé apresentar um contetido mais
complexo ao aluno, mas envolver completamente o aluno em todos os passos de construcao
do conhecimento, onde ele deixa de ser apenas um expectador e passar a ser um atuante no
desenvolvimento do conhecimento. Essa experiéncia se fortalece muito mais, ao se valorizar
a experimentacao, a manipulacdo de objetos concretos e a andlise de resultados, recursos que
devem estar presentes no desenvolvimento da matematica.

Ao manipular os materiais geométricos, os alunos sio levados a uma nova forma de
visualizar a matematica, com esse recurso, os estudantes podem conseguir observar com mais
clareza cada elemento que compde aquele sdlido, dessa forma, eles sdo levados a compreender
melhor os fundamentos do célculo das cascas de cada sélido, por exemplo. A utilizacao das
tabelas em Excel também facilita bastante o desenvolvimento das atividades, possibilitando
a precisdo e rapidez na execugdo dos passos do calculo, além de servir como parametro de
aproximacao e andlise sem abrir mao do rigor matemaético.

Além disso, a estrutura da sequéncia didética foi pensada para que as aulas ficassem
bem definidas, com cada elemento bem determinado, mas que ainda fosse flexivel para que
cada professor pudesse adaptd-la as necessidade de cada turma, visto a existéncia de diferentes
contextos escolares para cada regido. Além disso, a descri¢do detalhada da construgdo das
tabelas e das figuras em 3D fornece ao professor novos recursos, que podem ser objetos de
aprofundamento para o educador.

Como possibilidade para trabalhos futuros, sugere-se a aplicacao pratica desta sequéncia
nas turmas do ensino médio, com a finalidade de analisar os resultados a respeito do desempenho
dos alunos em cada atividade proposta da sequéncia e também a aceitacido da proposta pelos
professores e em como eles também adaptaram cada uma das aulas as suas necessidades.

Também se torna interessante a expansao do uso da construcdo de sélidos para outros
modelos, como um jarro ou uma rosquinha, por exemplo, para analisar o método das cascas a
outros tipos de funcdo. Além de expandir o uso da planilha do excel para automatizar outros

modelos de cédlculo, como sequéncias e progressoes.
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APENDICE A - PREPARANDO O ARQUIVO
PARA IMPRESSAO NA FATIADORA
ULTIMAKER CURA

Os passos detalhados neste Apéndice permitem com que seja possivel a impressao de
todos os sélidos construidos no Capitulo 4. O programa que serd usado para fatiar e criar os
arquivos de impressio serd o Ultimaker Cura!.

Com o programa instalado e aberto, uma janela aparece informando que vocé deve
escolher em qual impressora voc€ vai imprimir os s6lidos, basta escolher a impressora na lista

para que o aplicativo faga as configuracdes e instale os seus plug-ins. (Figura A.1).

Figura A.1 - Lista de selecdo da Impressora 3D.

Adicionar Impressora

Adicionar uma impressora de rede

Adicionar uma impressora local

0

Abax 3D Technologies

Alfawise . _
Nome da impressora ~ Anet A8

Anet

AnkerMake

Anycubic

Artillery

Ateam Ventures Co. Ltd.

ATMAT sp. 7 0.0.

Adicionar impressora UltiMaker via Digital Factory Adicionar

Fonte: Registrado pelo autor.

Observe que a Impressora Anet A8 estd selecionada na Figura A.1, essa é a impressora

usada pelo autor para a impressao dos solidos. A Impressora Anet A8 € uma impressora 3D tipo

' Link para download do programa. Disponivel em: <https://ultimaker.com/software/ultimaker-cura/>. Acesso

em: 04 ago. 2025.
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DIY, com volume de impressao de 220x220x240 mm, mesa aquecida de aluminio e estrutura em
acrilico. Com recomendacdo para impressdao em PLA e PETG, possui bico de 0,4 mm, camada
de 0,1 a 0,4 mm e chega a 250°C no hotend. Funciona via cartio SD e acompanha ferramentas
basicas e filamento para teste (Figura A.2).

Figura A.2 — Impressora 3D Anet AS.

Fonte: MAKER FREEDOM. Anet A8. Disponivel em: <https://makerfreedom.com/
anet-a8-3d-printer-best-utility-under-200/>. Acesso em: 4 ago. 2025.

A configuracdo € similar para outras impressoras, ficando a cargo do leitor a sele¢do de
sua impressora.

A tela inicial do programa pode ser vista na Figura A.3.
Figura A.3 — Pégina inicial - Ultimaker Cura.

Arquivo(f)  Editar  Ver

s benstes  Pre
M UltiMaker Cura PRE MONITOR

Fonte: Registrado pelo autor.

Observe em azul, na Figura A.3, que a impressora Anet A8 esté selecionada, em verde
o tipo de filamento, podendo selecionar outro tipo de filamento e em vermelho as configuracdes
de impressdo. Essas configuracdes seguem as preferéncias do leitor, para a impressao dos sélidos

desta dissertagdo em especifico, as configuracdes podem ser visualizados na Tabela A.1.


https://makerfreedom.com/anet-a8-3d-printer-best-utility-under-200/
https://makerfreedom.com/anet-a8-3d-printer-best-utility-under-200/
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Tabela A.1 — Configuragdes especificas para a impressao.

Ajustes de Impressao

Perfil 0.15mm
Qualidade: Altura de Camada 0.15mm
Paredes: Espessura de Parede 0.8mm
Paredes: Numero de Filetes 2
Paredes: Expansdo Horizontal 0.0mm
Preenchimento: Densidade 20.0%
Preenchimento: Padrdao de Preenchimento Cubico
Material: Temperatura de Impressao 210°C
Material: Temperatura da Mesa 60°C
Velocidade de Impressao 50.0mm/s

Fonte: Elaboracdo propria.

O restante das opcdes de configuracao seguem o padrdo do programa.
A partir daqui, basta abrir o arquivo que desejamos imprimir, neste exemplo, serd usado

o arquivo “Cone_4c_pl” (Figura A.4).

Figura A.4 — Sélido a ser fatiado para a impressao.

Aquivo(E)  Editar  Ver  Ajustes

A UltiMaker Cura PRE-VISUALIZAGAO MONITOR

(] Anet A8 Generic =% Normal -0.15mm

Fatiar

Fonte: Registrado pelo autor.

Por fim, clicamos em “Fatiar” no canto inferior direito da tela para preparar o arquivo.

O solido j4 fatiado pode ser observado na Figura A.S.



APENDICE A. Preparando o arquivo para impressdo na fatiadora Ultimaker Cura 99

Figura A.5 — Sélido a fatiado pronto para a impressao.

M, UltiMaker Cura PRE-VISUALIZAGAO MONITOR

(] Anet A8 v | Z% Normal-0.15mm

@® 3 horas 3 minutos

Salvar no Disco

Fonte: Registrado pelo autor.

Observe que com o sélido fatiado, podemos ver o tempo de duracido da impressdo e a
quantidade de filamento que serd usado. Com isso, basta clicar em “Salvar no Disco” e escolher
o local que o arquivo serd salvo. Assim, basta passar esse arquivo salvo para a impressora e
comecar a impressao.

Em alguns casos, como na impressao da base da tacga, serd necessario uma pequena

alteracdo antes de fatiar o sélido, observe como o arquivo fica quando aberto na fatiadora (Figura
A.6).

Figura A.6 — Base da taga na fatiadora.

AA8_Base_da_taca - UltiMaker Cura _ 5 x

Arquivo(E)  Editar  Ver  Ajustes  Extensdes  Preferéncias  Ajuda (H)

A UltiMaker Cura PREPARAR PRE-VISUALIZAGAO MONITOR

(] Anet A8 v D) cenericra v | =% Normal-0.15mm B2ox QO on

Fonte: Registrado pelo autor.

A impressao desse s6lido nessa posicao ndo se torna pratica pois além de aumentar a
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quantidade de uso de filamento, pois seria necessario um grande suporte abaixo do pé da base,
também aumentaria muito o tempo de duracdo da impressdo. Aqui, € necessdrio virar esse s6lido
em torno do eixo z. Para isso, selecionamos o s6lido e no canto esquerdo a ferramenta de rotagao.

A partir dai, basta selecionar o eixo verde e o rotacionar em 180° (Figura A.7).

Figura A.7 — Base da taga de ponta-cabega.

Arquivo(E)  Editar  Ver  Ajustes

M UltiMaker Cura PRE-VISUALIZAGAO MONITOR

=
) | Anetas v (D cenericea v | =% Normal-0.15mm

S5 A

() Alinhar Rotagdo

Fonte: Registrado pelo autor.

Com isso, o solido ficard como representado na Figura A.8.

Figura A.8 — Base da taca rotacionada em 180°.

AA8_Base_da_taca - UltiMaker Cura o X

Arquivo(E)  Editar  Ver  Ajustes  Extensdes  Preferéncias  Ajuda (H)
A, UltiMaker Cura PREPARAR PRE-VISUALIZAGAO MONITOR

(] Anet A8 Generic =% Normal-0.15mm

Fonte: Registrado pelo autor.

A partir dai, basta fatiar e salvar o s6lido como no outro exemplo.
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