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5 A SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo, € feito o desenvolvimento de todas as aulas necessdrias para abordar
o uso da impressao 3D como ferramenta para o cdlculo do volume de sélidos geométricos
pelo método das cascas cilindricas no ensino médio. Os livros usados para estruturar todas as
aulas e conteudos sdo 3 volumes da cole¢cdo Fundamento de Matemética Elementar, Volume 1 -
Conjuntos e Fungoes - lezzi e Murakami (2013), Volume 7 - Geometria Analitica - lezzi (2013)
e Volume 10 - Geometria Espacial - Dolce e Pompeo (2013) e o livro Célculo - Stewart (2013),
mencionados no capitulo de referencial tedrico matematico desta dissertacao.

Cada aula contém titulo, tempo estimado, objetivos, materiais necessarios, desenvolvi-
mentos detalhado, atividades propostas e avaliacao. Todos os links para acessar os arquivos para
impressao dos modelos 3D ou outros arquivos necessarios para a realizacao das aulas também

estdo disponibilizados no decorrer no capitulo.
5.1 Aula 1 - Introducao ao volume por cascas cilindricas

Esta aula pode ser trabalhada tanto no segundo ano do ensino médio, apds a aula sobre
volume de sélidos geométricos, como no terceiro ano do ensino médio, como uma extensao do
conteido de geometria analitica. O tempo estimado dessa aula € de 50 minutos, podendo ser

adaptado e estendido, dependendo da necessidade da turma e do professor.
5.1.1 Objetivo da aula

* Apresentar o conteido de cdlculo do volume de sdlidos geométricos;

* Introduzir ao aluno a construciao de sélidos geométricos através da revolucao de uma

funcdo sobre um eixo do plano cartesiano;

* Induzir os alunos a observar, manipular e refletir sobre o sélido gerado a partir da revolugao
sobre o eixo y, da fungdo y = —%x-l— 6, por meio de sélidos impressos em uma impressora

3D a partir de cascas cilindricas;

* Trabalhar com a ideia de “afinar” as cascas para observar que o sélido se aproxima da

forma de um cone;

* Desafiar os alunos a propor uma forma, através de uma férmula geral, de calcular o volume

total de qualquer cone usando o método das cascas cilindricas.
5.1.2  Conteddos abordados

* Volume de sélidos geométricos;
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* Visualizacdo de sélidos de revolugdo;

* Introducao ao método das cascas cilindricas.
5.1.3 Materiais e recursos

* Quatro sélidos geométricos impressos em 3D! (Trés formados por cascas cilindricas, com
diferenga dos raios externo e internos das cascas de 0,25 cm, 0,5 cm e 1 cm, e um cone de
6 cm de altura e raio de 4cm)?, gerado através revolugio da fungio y = — %x + 6 sobre o
eixo y do plano cartesiano (Figura 5.1).

Figura 5.1 — Sélidos para a primeira aula.

(a) Solido Geométrico com 4 cascas. (b) Sélido Geométrico com 8 cascas.

(c) Sélido Geométrico com 16 cascas. (d) Cone exemplo dos sélidos.

Fonte: Registrado pelo autor.

¢ Calculadora;
¢ Quadro Branco;

* Régua ou paquimetro.

1
2

A construgdo desses s6lidos no aplicativo Fusion 360 pode ser verificado no Capitulo 4.
Link para download dos arquivos em formato .stl para a impressao dos sélidos. Disponivel em: <https://drive.
google.com/drive/folders/1chiygAxylOedSjyRupQynZ02ZO6IE3xT ?usp=sharing>. Acesso em: 12 jun. 2025.
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* Projetor para apoio visual. (Opcional).
5.1.4 Desenvolvimento da aula

Inicio (10 minutos)

O professor pode iniciar a aula apresentando trés sélidos formados por cilindros encai-
xados que, juntos, lembram a forma de um cone, e perguntar: “Qual € o volume desse objeto?
Como poderiamos estimar ou calcular o volume apenas com o que pode ser medido neles e o
que voces aprenderam até o momento?”. Durante as respostas dadas pelos alunos, o educador
tenta levar os alunos a perceber que as cascas de cada sélido sdo cilindros vazados, pois, a partir
dai, que a atividade se desenvolvera.

Ap0s essa rodada de discussoes, o professor deve dividir a sala em grupos e os modelos
distribuidos de forma que cada grupo fique com um dos trés sélidos (mais de um sélido do
mesmo tipo pode ser impresso, se necessario). Como sugestao, os grupos podem ser divididos de
forma proporcional & quantidade de cascas de cada sélido, por exemplo, o grupo que ficou com o
solido de 8 cascas deve ter 4 integrantes, enquanto que o grupo que ficou com o sélido de 16
cascas deve ter 8 integrantes.

Desenvolvimento (30 minutos)

Ap0s a divisdo dos grupos e distribui¢ao dos sélidos, o professor deve retomar a ideia
abordada na discussao e sugerir aos alunos para que pensem em cada pedago do sélido como um
cilindro vazado, e, a partir dai, indaga como poderia ser feito o cdlculo daquele s6lido. Espera
um tempo para que os alunos tentem chegar a ideia de subtrair o volume do cilindro externo
pelo interno, podendo auxilid-los a chegarem a isso se tiverem dificuldade. Apds essa etapa, o
professor pede aos alunos para usarem esse raciocinio e tentarem calcular o volume aproximado
do sélido completo, somando o volume encontrado de cada casca. Retomando a recomendag¢do
anterior quanto forma que o grupo ficou dividido, cada integrante calculard o volume de duas
cascas.

Para que os célculos sejam realizados, € necessario que os alunos me¢am o raio interno
e externo das cascas de cada sélido e a sua altura, pois assim conseguem calcular o volume
daquele sélido. Para medir esses raios, os alunos podem usar uma régua para aferir o didmetro
interno e externo da casca e, apds isso, apenas dividir os valores por dois. Essa informagado pode
ser relembrada pelo professor durante a aula.

Se torna interessante também uma breve revisao da férmula do volume de um cilindro,
dadaporV =r1- r2-h, segundo Dolce e Pompeo (2013, p. 212), usando & = 3, 14, e lembrando
que r e h sdo respectivamente o raio e a altura do cilindro. Dessa forma, os alunos tém todas
as ferramentas para efetuar todos os cdlculos. Abaixo, as Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 mostram os
resultados esperados que cada grupo deve encontrar para o cdlculo do volume de cada sélido, os
valores sdo aproximados a duas casas decimais, podendo haver uma leve variacdo dependendo

da aproximacdo que cada aluno usar.
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Tabela 5.1 — Calculo do volume do sélido com 4 cascas.

Raio Raio Altura do Volume do Volume do Volume
Cascas externo interno cilinl:lro ) cilindro externo cilindro interno da casca
R) () (Vee=7-R*- 1) Vei=m-r>-h) Vee = Vi)
Casca 1 lem 0 5,25cm 3,14-12.5,25 = 16,49cm® 3,14-0%.5,25=0 16,48 — 0 = 16,49cm®
Casca 2 2cm lem 3,75cm 3,14-22.3,75=47,1cm®>  3,14-12.3,75=11,78cm® 47,1 —11,78 = 35,33cm?
Casca 3 3cm 2cm 2,25cm 3,14-3%.2,25=63,59cm®  3,14-2%.2,25=28,26cm> 63,58 — 28,26 = 35,33cm?
Casca 4 4cm 3cm 0,75cm 3,14-4%.0,75=37,68cm®  3,14-3%.0,75=21,19cm> 37,68 — 21,19 = 16,49cm>

Fonte: Elaboragdo prépria.

Ap6s calcular o volume das 4 cascas, na Tabela 5.1, basta somar cada uma e encontramos

o volume total do sélido (V;y):

Vts - Vcl + VcZ + Vc3 +Vc4
= 16,49 +35,33+35,33+ 16,49
=103, 64cm’.

Tabela 5.2 — Calculo do volume do sélido com 8 cascas.

Volume do
cilindro externo
(Vee =7-R*- )

Volume do
cilindro interno
(Vei=m-r*-h)

Volume
da casca
Vee —Viei)

Raio Raio Altura do
Cascas externo  interno cilindro
(R) (r) (h)
Casca 1 0,5cm 0 5,63cm
Casca 2 lcm 0,5cm 4,88cm
Casca 3 1,5cm lcm 4,13cm
Casca 4 2cm 1,5cm 3,38cm
Casca 5 2,5cm 2cm 2,63cm
Casca 6 3cm 2,5cm 1,88cm
Casca 7 3,5cm 3cm 1,13cm
Casca 8 4cm 3,5cm 0,38cm

3,14-0,5%-5,63 = 4,42¢cm?
3,14-12-4,88 = 15,31cm?®
3,14-1,5%-4,13 = 29, l4cm?
3,14-22-3,38 = 42,39¢cm?
3,14-2,5%-2,63 = 51,52cm’®
3,14-3%.1,88 = 52,99¢cm?
3,14-3,5%-1,13 =43, 27cm’®
3,14.4%.0,38 = 18,84cm’

3,14-0%.5,63=0
3,14-0,5%-4,88 = 3,83cm?
3,14-1%2-4,13 = 12,95¢m?
3,14-1,5%-3,38 = 23,84cm’®
3,14-22.2,63 = 32,97cm®
3,14-2,5%-1,88 = 36,8cm?
3,14-32.1,13 = 31,79cm?
3,14-3,5%.0,38 = 14,42¢cm?®

4,41 —0=4,42cm?
15,31 —3,83 = 11,48cm?
29,14 —12,95 = 16,19cm?
42,39 23,84 = 18,55cm’
51,52 —32,97 = 18,55cm’
52,99 — 36,8 = 16,19cm?
43,27 -31,79 = 11,84cm’
18,84 — 14,42 = 4. 42¢m?

Fonte: Elaboragdo prépria.

Com o resultado do volume da cada uma das cascas do solido de 8 cascas, realizado na

Tabela 5.2, podemos calcular o volume total desse sélido:

Vts :Vc1+V02+"'+Vc7+VCS
=4,42+11,48+16,19+4 18,55+ 18,55+ 16,19+ 11,48 +4,42

= 101,27cm’.
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Tabela 5.3 — Calculo do volume do s6lido com 16 cascas

Raio Raio Altura do Volume do Volume do Volume
Cascas externo  interno cilindro cilindro externo cilindro interno da casca

®) Q) Q) (Voo =7-R*- 1) (Vi =m-r*-h) (Vee = Vi)
Cascal  0,25cm 0 5,81cm 3,14-0,252.5,81 = 1,14cm’ 3,14-0%-5,81 =0 1,140 =1, 14cm®
Casca 2 0,5cm  0,25cm 5,44cm 3,14-0,52-5,44 = 4,27cm’ 3,14-0,25%-5,44 = 1,07 4,27 1,07 =3,2cm?
Casca3  0,75cm 0,5cm 5,06cm 3,14-0,75%.5,06 = 8,94cm? 3,14-0,5%-5,06 = 3,97 8,94 —3,97 = 4,97cm?
Casca 4 lem 0,75cm 4,69cm 3,14-12-4,69 = 14, 72cm? 3,14-0,75%-4,69 = 8,28 14,72 — 8,28 = 6,44cm?
Casca 5 1,25cm lem 431cm 3,14-1,252-4,31 = 21,16cm? 3,14-12-4,31 = 13,54 21,16 — 13,54 = 7,62cm?
Casca 6 1,5cm 1,25cm 3,94cm 3,14-1,5%-3,94 = 27,82cm? 3,14-1,25%-3,94 =19,32 27,82—19,32 = 8,5cm?
Casca 7 1,75cm 1,5cm 3,56cm 3,141,752 -3,56 = 34,26cm? 3,14-1,5%-3,56 = 25,17 34,26 — 25,17 = 9,09¢m>
Casca 8 2cm 1,75cm 3,19cm 3,14-22.3,19 = 40,04cm> 3,14-1,752-3,19 = 30,65 40,04 — 30,65 = 9,38cm>
Casca9  2,25cm 2cm 2,81cm 3,14-2,252-2,81 = 44, 71cm’ 3,14-2%-2,81 = 35,33 44,71 — 35,33 = 9,38cm>
Cascal0  2,5cm  2,25cm 2,44cm 3,14-2,5%.2,44 = 47,84cm> 3,14.2,252.2,44 = 38,75 47,84 — 38,75 = 9,09cm>
Cascall  2,75cm  2,5cm 2,06cm 3,14-2,75%-2,06 = 48,98cm> 3,14.2,5%.2,06 = 40,48 48,98 — 40,48 = 8,5¢m’
Casca 12 3cm 2,75cm 1,69cm 3,14-32.1,69 = 47,69cm> 3,14-2,752 1,69 = 40,07 47,69 — 40,07 = 7,62cm>
Casca 13 3,25cm 3cm 1,31cm 3,143,252 1,31 = 43,53cm’ 3,14-3%.1,31 = 37,09 43,53 — 37,09 = 6,44cm>
Cascal4  3,5cm  3,25cm 0,94cm 3,14-3,5%.0,94 = 36,06cm> 3,14-3,252.0,94 = 31,09 36,06 — 31,09 = 4,97cm?
Cascal5 3,75cm  3,5cm 0,56cm 3,14-3,752.0,56 = 24, 84cm? 3,14-3,5%2.0,56 = 21,64 24,84 — 21,64 =3, 2cn®
Casca 16 4em 3,75cm 0,19cm 3,14-42.0,19 = 9,42¢m? 3,14-3,752.0,19 = 8,28cm?> 9,42 8,28 =1, 14cm?

Fonte: Elaboragdo prépria.

Com o resultado dos volumes das 16 cascas pela Tabela 5.3, o volume total do sélido

com 16 cascas €

Vts :Vcl +V62+' ot +Vc15 +Vc16
=1,144+3,24+4,97+6,44+7,62+8,5+9,09+9,38+
1+9,384+9,09+8,5+7,62+6,44+4,97+3,2+1,14

=100, 68cm’.

Enquanto os alunos efetuam os cadlculos, perguntas como “Vocés percebem algum
padrdo na variacdo dos raios e altura das cascas?”” ou “O que acontece com o formato do sélido,
se afinarmos mais as cascas?” com a finalidade de fazer os alunos comecarem a pensar no cone
como a forma final do sélido.

Fechamento (10 minutos)

Ap6s a finalizacdo dos cdlculos pela turma, o professor deve comparar junto com os
grupos, os volumes encontrados para cada tipo de sé6lido e fazé-los perceber o fato dos volumes
serem muito parecidos para solidos que tem o mesmo raio e alturas préximas. Mediante os
resultados encontrados, o professor mostra a turma o cone exemplo das cascas (Figura 5.1d)
e calcula junto da turma, usando a Equacgdo 3.10 para o calculo do cone, o seu volume para
fazer a comparacao com os volumes encontrados pelo grupo. Usando a equagao demonstrada no

referencial tedrico, e sabendo que o cone tem 4cm de raio e 6cm de altura, temos:

Ve==-m-r-h

1
3
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1%

V. =.3,14-4%.6

1
3
100,48cm’.

112

Com isso, deve-se perceber a proximidade dos valores e, assim, sugerir que método das
cascas cilindricas pode resultar em um valor aproximado para o calculo do volume do cone.

A partir dessa aula, o professor introduz aos alunos o Método das Cascas Cilindri-
cas, ainda sem a equacao, para o célculo do volume de sélidos de revolucdo, dando €nfase a
importancia da visualiza¢do e manipulacio dos sélidos.

Como desafio final, o professor pode pedir aos alunos para desenvolver uma possivel

equacdo para calcular o volume de um cone qualquer, usando o método das cascas.
5.1.5 Avaliacdo

A avaliacdo desta aula se d4 de forma qualitativa, através da observacdo das reflexdes
feitas durante a aula, vindas ou ndo das perguntas norteadoras feitas durante a atividade. Além
disso, também pode ser feita pela participa¢ao dos grupos e estratégias usadas para contornar
problemas encontrados durante o desenvolvimento dos célculos.

5.2 Aula 2 - A Equaciao do método das cascas para o calculo do volume de um cone

Nesta aula, serd apresentada a forma adaptada para o ensino médio da equacdo do
método das cascas cilindricas. E recomendado que ela seja trabalhada apenas apds a aula
introdutdria, para que os alunos ja tenham alguma no¢ao do contetido. Também sera feito a
relacdo das medidas dos raios e da altura das cascas com seus representantes no plano cartesiano,
pois a equacdo se baseia em coordenadas cartesianas. O tempo médio dessa aula € de 50 a 60
minutos, podendo ser estendido de acordo com a necessidade da turma e do professor.

5.2.1 Objetivo da aula

* Fazer a relagdo das medidas dos sélidos usados na tultima aula com pontos do plano

cartesiano;

* Relacionar a juncao dos sélidos com o cone e a fun¢do que o gerou através da revolucdo
em torno do eixo y;

Generalizar o processo de soma do volume das cascas;

Apresentar a Equagdo 3.6 para o calculo do volume pelo método das cascas, ja definida no
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Capitulo 3, reescrita a seguir

Vi=2-m-Ax-[X7- f(xX7)+%2- f(R2) + - + % - ()]

Usar o Excel para automatizar os cdlculos das cascas e do volume;

Trabalhar a ideia de aproximacao e limite.

5.2.2 Conteudos abordados

Funcao Afim;

Interpretacdo de sélidos de revolucdo no plano cartesiano;

O método das cascas cilindricas;

Interpretacao geométrica da equacdo do método das cascas;

5.2.3 Materiais e recursos

¢ Quadro branco;

Projetor ou TV;

Tabela Excel para cdlculo do volume por cascas (cone)® (Figura 5.2);

Figura 5.2 — Tabela Excel para o cilculo do volume do cone.

032 v i fx
A B & D E Iz G H 1
1
2 Tabela para a construgao do solido geométrico (cone) pelo método das cascas cilindricas
—
2 - i Raio interno da| Raio externo | Raic médio da 9 o~
Configuracao do sélido Valor Casca Altura da casca Raio médio x Altura da casca
4 casca da casca casca
5 Valor (a) da fungao afim Cascal
6 Valor (b) da funcao afim Casca2
7i | Valor do raio inicial Casca3
8 Valor do raio final Cascad
9 Intervalo de rotagao Cascab
10 Quantidade de cascas Cascab
11 Espessura dacasca Casca7
12 | Casca8
13 Casca9
14 Casca 10
15| Casca 1l
16 Casca12
172 Casca 13
18| Cascald
19 Casca 15
20 Casca 16
21 Casca17
22 Casca 18
23| Casca 19
24 Casca 20
25 Soma total:
26 | Volume do selido

Fonte: Elaboragdo prépria.

3

A configuracdo desta tabela pode ser verificada no Capitulo 4.

S.D
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¢ Calculadora;

* Impressdo da tabela para preenchimento e uso manual.
5.2.4 Desenvolvimento da aula

Inicio (10 minutos)

Para o inicio dessa aula, se torna interessante o professor recapitular o que foi realizado
na aula anterior, relembrando o uso dos modelos fisicos estudados e, como ao unir todas as
cascas, elas se assemelhavam a um cone. Essa conversa deve conduzir os alunos a observar os
padrdes entre o raio interno e externo das cascas, sua espessura e altura, isso, para conduzi-los a
construgdo gréfica daquele sélido.

Nesse Momento, o professor pode relembrar, através de uma tabela, os valores encontra-
dos para os raios externos e internos, espessura e altura das cascas dos sélidos, e assim construir
um grafico com esses valores, formando uma fatia da casca para que se veja os retangulos
formados, a fim de comparar o que acontece com suas medidas e coordenadas. Para facilitar os
calculos e otimizar o tempo, o professor pode utilizar o sélido de 4 cascas, € o que faremos aqui.

Os modelos da tabela e grafico estdo representados a seguir.

Tabela 5.4 — Raio externo e interno, espessura e altura das cascas do sélido com 4 cascas.

Raio . Raio Espessura Altura do
Cascas externo interno da casca (Ax) cilindro (%)
(R) (r)
Casca 1 lecm 0 1-0=1cm 5,25¢cm
Casca 2 2cm lecm 2—1=1cm 3,75cm

Casca 3 3cm 2cm 3—2=1cm 2,25cm

Casca 4 4cm 3cm 4—-3=1cm 0,75cm

Fonte: Elaboragdo prépria.

Através da Tabela 5.4, temos os valores do raio interno e externo de cada casca e
também suas alturas, assim, podemos montar um grafico que desenhe os retangulos fatiados de

cada casca (Grafico 5.1).
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Grifico 5.1 — Retingulos resultantes da fatia do sdlido de cascas, no plano cartesiano.

y

5,25

3,75 F---

2,25 -1 -

0,75 L---1 S )

1 2 3 4

Fonte: Elaboragdo prépria.

Desenvolvimento (30 a 40 minutos)

A partir do Gréfico 5.1, o professor pode comegar induzir os alunos a perceberem que
aquele sélido de cascas foi construido através de uma fungao revolucionada em torno do eixo
y. Para isso, ele pode plotar pontos do gréfico que construam a reta desejada. Para tal fim, o
professor comeca a calcular os raios médios de cada casca e desenha um segmento tracejado
até que intersecte a coordenada da altura daquela casca. Apds isso, ele nomeia cada um desses
pontos de intersecdo e traca a reta que passe por esses pontos. Para melhor entendimento, vamos

considerar xo =0, x; = 1, ..., x4 = 4. Para calcular o raio médio de uma casca, basta fazermos a
4

9

média aritmética das coordenadas em x que representem o raio interno e externo daquela casca
pela equacgdo

_ Xi—1t+X
= 5.2
> (5.2)
Dai, segue:
0+1
ﬁzﬁ%ﬁéﬁzéféﬁzQi
142
x_zz)%jx_zz%jx_zzl,s,
. X2+x3 243 o
= =x3=—=x3=2,5;
X3 2 3 2 X3 )
344

2
Descobertos os raios médios, basta seguir os proximos passos indicados anteriormente

e construir o novo grafico com a reta definida (Gréfico 5.2).

4 E interessante usarmos esse método para calcular o raio médio pois a turma pode nio ter estudado geometria

analitica, que geralmente € vista apenas no 3° ano do ensino médio, e assim ndo saber o método para o célculo
de um ponto médio.
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Griafico 5.2 — Reta encontrada através da interseccio dos raios médio com as alturas dos retingulos.

y
5,25 \QT'
N
3,75 __%_ \Qlfz
TN
2,25 ":T"--E——\QC3
TN
075 bt do i LN
I : : | N

05 15 25 35

Fonte: Elaboragdo prépria.

Nessa etapa da aula, com as informagdo definidas, basta agora descobrirmos equacgdo
dessa reta. Podemos fazer esse processo de duas formas: através de um sistema de equagdes
ou calculando o determinante entre 3 pontos>, o segundo método servird apenas para as turmas
que ja viram o conteido de geometria analitica. Tais desenvolvimentos podem ser conferidos a

seguir.

a) Descobrindo a fun¢do pelo método do sistema de equagdes:

Através desse método, vamos escolher dois pontos P para montar o sistema de equagoes.
Considerando que os pontos formaram a reta, entdo sabemos que a fun¢do procurada € da
forma f(x) = ax+ b. Pegando Pg; e Py como exemplo, podemos fazer

Ps = £(1.5) =3,75
Pe = £(2.5) =2,25

Dai, segue
a-(1,5)+b=3,75 1,5a+b=3,75
=
a-(2,5)+b=2,25 2,5a+b=12,25

Multiplicando a primeira equag@o do sistema por (—1) em ambos os membros e usando o

método da adicao, conseguimos descobrir os a:

(1,5a+b)-(—1)=3,75-(-1) —1,5%a—b=-3,75
= =a=-—1,5.
2,5%a+b=2,25 2,5%a+b=2,25

> Fica a cargo do leitor revisar esses dois métodos nos livros referenciados neste capitulo.
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Substituindo a em uma das equacdes, temos:

(=1,5)(1,5)+b=3.75=—2,25+b=3,75=b=3,75+2,25=b = 6.

Logo, a func¢do formada é
f(x)=—1,5x+6. (5.3)

b) Descobrindo a equagdo da reta por determinante:

Analisando a reta, agora usando Py e Py, basta usarmos suas coordenadas para encontrar a
equacao dessa reta. Por lezzi (2013, p. 28), podemos encontrar a equagdo da reta igualando
o determinante de 3 pontos, 2 conhecidos e um desconhecido, a 0, contanto que estes
pertencam a reta. Considerando Py(x,y), P (0.5,5.25) e Pg(3.5,0.75), temos

X y 1
0,5 5,25 1|=0.
3,5 0,75 1

Calculando o determinante, através do método de Sarrus, lezzi e Hazzan (2013, p. 84):

det(f) =(x-5,25-14+y-1-3,54+1-0,5-0,75)
—(1-5,25-3,5+x-1:0,75+y-0,5-1) =0.

Dai, segue
5,25x+3,5y+40,375—(18,37540,75x+0,5y) =0 =

5,25x+3,5y+0,375— 18,375 —0,75x— 0,5y) = 0 =

4 5x+3y—18=0.
A partir daqui, basta isolarmos o y e encontraremos a equagao da reta:

3y=—-4,5x+18 =

—4.5x+ 18
=2 =
3
y=—1,5x+6. 5.4

y
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Nesse momento, com a fun¢do definida, o professor revela que foi com essa fun¢ao
que os solidos usados na primeira aula foram modelados e que, através dela, revolucionando-a
em torno do eixo y, ela forma o cone da Figura 5.1d, podendo até mostrar novamente aos
alunos o sélido. Nesse momento, também € interessante mostrar que ao calcularmos Py, de fato
encontramos 6, que € onde a reta intercepta o eixo y e, por consequéncia, € a altura do cone e ao
calcularmos P,, encontramos 0, que € onde a reta intercepta o €ixo x e isso faz com que 4 seja o
raio do cone.

Sabendo a func@o que usamos para gerar o s6lido de revolugdo com cascas, temos o
suficiente para crid-lo com quantas cascas quisermos e calcular o volume desse s6lido. E a hora

de apresentar aos alunos a Equacao 5.1:
Ve=2-m-Ax-[¥1- f(31) +%2- f(2) - + % - f(T)]-

Nesse momento, relembre detalhadamente o que € cada um dos pontos. Que X7, X3, ...,

X, podem ser calculados pela Equacao 5.2, que
Ax = x;i — X1,

com

X| = X0 =X —X| = =X —Xj|

e também que a altura de cada casca é calculada através de f(X;).
Como exemplo, o professor pode calcular junto com a turma, o volume do sélido que
tomamos no inicio do desenvolvimento da aula, para mostrar que, de fato, a equagdo funciona.
Considerando a fung@o f(x) = —1,5x+ 6, no intervalo [0, 1] em x, e dividindo esse

intervalo em 4 partes, com xo =0, x; = 1, x; = 2, x3 = 3 e x4 = 4, ao calcular Ax, temos
A=xi—xi_1=>M=xr—x1=>=MA&x=2—-1=Ax=1.

Com isso, podemos calcular o volume do sélido. Para isso, devemos calcular o ponto
médio e altura de cada uma das cascas e também o produto entre esses elementos, os calculos

podem ser verificados na Tabela 5.5.

Tabela 5.5 — Calculo do volume do sélido com 4 cascas

Cascas Coordenada .Coordenada E’o.nto_ 3 Altura _do - % (%)
externa (x;) interna (x;_;) médio (x;) cilindro em X; (f(x;))

Casca 1 1 0 OLZI:O,S (-1,5)-0,5+6=5,25 0,5-5,25=2,625

Casca 2 2 1 l%2:1,5 (-1,5)-1,5+6=3,75 1,5-3,75=5,625

Casca 3 3 2 2i23:2,5 (-1,5)-2,5+6=2,25 2,5-2,25=5,625

Casca 4 4 3 3i24:3,5 (-1,5)-3,5+6=0,75 3,5-0,75=2,625

Fonte: Elaboragdo prépria.
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Com cada um dos elementos calculados, basta substituirmos eles na Equagdo 5.1 e

teremos o volume do sélido:

Ve=2-w-Ax-[x1- f(X1) +X2- f(X2) +X3- f(X3) +X5- [ (X3)]
=2.3,14-1-[2,62545,625+5,625+2,625]
=103, 62.

Ap6s finalizar os cédlculos, dé énfase a quanto o resultado encontrado se aproxima do
calculado na aula anterior, afirmando que esse método é muito pratico e seguro para o célculo do
volume do cone estudado.

Fechamento (10 minutos)

Para finalizar a aula, o professor pode fazer uma recapitulacdo de todos os passos
que foram desenvolvidos nas duas aulas para o estudo desse método de calculo de volumes,
comegando da andlise dos s6lidos impressos, da medida e observacdo dos padrdes até finalizar
com a procura da funcdo que gerou aquele sélido e o cdlculo do volume usando a Equacdo 5.1.

Ap0s essa breve revisdo, o professor pode finalizar mostrando a tabela para o cdlculo do
volume no Excel. Nesse momento, € interessante mostrar como a tabela funciona, indicando e
explicando o que sdo os elementos de cada coluna e como se configura a tabela para que obedeca
a fungdo descoberta nesta aula colocando os seus coeficientes e o intervalo que define o volume
do sélido de revolugao (Figura 5.3).

Figura 5.3 — Configuracdo da funcdo afim.

A B C

A 8 L €
1
2 Tabela 2 Tabela
2 3
. Configuragao do sélido Valor Configuragao do sélido Valor
| 4
5| Valor (a) da fungao afim 18 5 Valor (a) da fungao afim -1,5
6 Valor (b) da fungao afim 8 6 Valor (b) da fungao afim 6
i Valor do raio inicial 7 Valor do raio inicial 0
8 Valor do raio final 8 Valor do raio final 4
9 Intervalo de rotagao g Intervalo de rotagao
10 Quantidade de cascas 10 Ouantidade de cascas
(a) Coeficientes da fun¢do. (b) Intervalo de revolugdo da fungdo.

Fonte: Registrado pelo autor.

Com isso, o professor pode mostrar aos alunos os volume calculados na tabela do Excel
para 8 e 16 cascas, afim de comparar os valores do volume encontrados na tabela com os volume
encontrados pelos alunos na primeira aula (Figura 5.4).
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Figura 5.4 — Volume do cone para 8 e 16 cascas.

Tabela para a construgao do sélido geométrico (cone) pelo método das cascas cilindricas

Configuracao do sélido Valor Casca Relainterio, | Raioexeino) Rainmedinde Alturadacasca |Raio médioxAltura da casca
dacasca dacasca casca
Valor (a) da fungdo afim -1,5 Cascal 0 0,5 0,25 5,63 1,41
Valor (b) da funcao afim 6 Casca 2 0,5 1 0,75 4,88 3,66
Valor do raio inicial 0 Casca 3 1 1.5 1,25 4,13 5,16
Valor do raiofinal 4 Cascad 1.5 2 175 3,38 5,91
Intervalo de rotagao 4 Cascab 2 25 2,25 2,63 5,91
Quantidade de cascas 8 Cascab 2,5 3 2,75 1,88 5,16
Espessurada casca 0,5 Casca7 3 3.5 3,25 1,13 3,66
Casca8 3,5 4 3,75 0,38 1,41
Casca9 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascal0 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascall 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascal2 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascald 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascald 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 15 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascal6 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascal7 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 18 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascal9 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 20 0 0 0,00 0,00 0,00
Soma total: 32,25
Volume do sélido 101,32

(a) Volume do cone para 8 cascas.

Tabela para a construgao do sélido geométrico (cone) pelo método das cascas cilindricas

Configuragéo do sélido Valor Casca Raiointerno | Raio externo | Raio médio da Alturadacasca |Raio médioxAltura da casca
dacasca dacasca casca
Valor (a) da fungao afim -1,5 Cascal 0 0,25 0,13 5,81 0,73
Valor (b) da fungao afim 6 Casca 2 0,25 0,5 0,38 5,44 2,04
Valor do raio inicial 0 Cascald 0,5 0,75 0,63 5,06 3,16
Valor do raio final 4 Cascad 0,75 1 0,88 4,69 4,10
Intervalo de rotagao 4 Casca b 1 1,25 1,13 4,31 4,85
Quantidade de cascas 16 Cascab 1,25 1,5 1,38 3,94 5,41
Espessura da casca 0,25 Casca7 1.5 1,75 1,63 3,56 5,79
Casca8 1,75 2 1,88 3,19 5,98
Casca8 2 2,25 2,13 2,81 5,98
Cascal0 2,25 2,5 2,38 2,44 5,79
Cascall 2,5 2,75 2,63 2,06 5,41
Cascal2 2,75 3 2,88 1,69 4,85
Cascald 3 3,25 3,13 1,31 4,10
Cascald 3,25 3.5 3,38 0,94 3,16
Cascalb 3,5 3,75 3,63 0,56 2,04
Casca 16 3,75 4 3,88 0,19 0,73
Cascal7 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascal8 0 0 0,00 0,00 0,00
Cascal9 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 20 0 0 0,00 0,00 0,00
Soma total: 64,13
Volume do sélido 100,73

(b) Volume do cone para 16 cascas.

Fonte: Registrado pelo autor.

Como atividade para os alunos, o professor pode passar para cada um dos alunos
calcular individualmente o volume dos sélidos de 8 e 16 cascas, da mesma func¢do da Equacdo
5.3, através da Equacdo 5.1, e comparar os resultados encontrados com os resultados da Figura
54.

Como provocacao, pode-se fazer peguntas do tipo: “E se a fun¢do for uma curva, sera
que esse método também funciona?”. Isso servird como gancho para a proxima etapa, que sera

calcular o volume de sélidos formados por curvas.
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5.2.5 Avaliacdo

Nesta aula, a avaliacdo € feita de forma qualitativa, observando a participagdo dos
alunos no decorrer das demonstracdes e provas. Além de ser avaliada ao comparar os resultados
encontrados pelos alunos no célculo dos volumes da primeira aula, com os feitos através da
Equacao principal desta aula.

Uma proposta colocada € pedir aos alunos que expliquem o que significa as reticéncias
e 0 x, na parte X1 - f(¥7) +x2 - f(32) + - - + %, - f(X) da Equagdo 5.1, com a finalidade de saber
se os alunos compreenderam cada parte da mesma.

5.3 Aula 3 - A capacidade de uma taca de bebida

A partir desta aula comegaremos a trabalhar o método das cascas com curvas. Além
disso, serd mostrado que esse método pode ser usado para descobri algumas informacdes que
podem ser tteis no cotidiano. O exemplo que serd usado € o calculo da capacidade de uma taga
de bebida.

5.3.1 Objetivo de aula

* Usar a equagdo do método das cascas para calcular o volume da taca gerada pela funcdo
f(x) = —0,25x> 4 6,25;

* Comparar os resultados encontrados pelos alunos com o valor exato calculado pela Equacao
3.12;

» Usar o Excel para analisar resultado para outras quantidades de cascas.
5.3.2 Contetdo abordados

* Volume pelo método das cascas;

* Comparacao de resultados por aproximacao.
5.3.3 Materiais e recursos

* Taca com interior gerado pela fungio f(x) = —0,25x% 46,25 impressa em 3D®, represen-

tada pela Figura 5.5.

6 Link para download do arquivo em formato .stl para a impressio do sélido. Disponivel em: <https://drive.google.

com/drive/folders/1RJzZICDvZdPTOK2NfipeUsxQtenybANbDS ?usp=sharing>. Acesso em: 29 jul. 2025.
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Figura 5.5 — Taca de bebida

Fonte: Registrado pelo autor.

+ Tabela Excel com a funcio e os cilculos de cada passo do volume da taca’ com calculo

até a 20" casca, como ilustra a Figura 5.6;

Figura 5.6 — Tabela em Excel com os dados e todos os passos do célculo do volume da taca

Tabela para a construcéo do sélido geométrico (paraboloide) pelo método das cascas cilindricas

) _ . Raio interno | Raio externo |Raio médio da Raio médio x Altura da
Configuragao do sélido Valor Casca Altura da casca

da casca da casca casca casca
Valor (a) da fungao guadratica -0,25 Casca 1 0 0 0,00 0,00 0,00
Valor (b) da fungao quadrética 0 Casca 2 0 0 0,00 0,00 0,00
Valor (c) da fungdo quadratica 6,25 Cascad 0 0 0,00 0,00 0,00
Valor do raio inicial 0 Cascad 0 0 0,00 0,00 0,00
Valor do raio final 0 Casca b 0 0 0,00 0,00 0,00
Intervalo de rotacac 0 Casca b 0 0 0,00 0,00 0,00
Quantidade de cascas 20 Casca7 0 0 0,00 0,00 0,00
Espessura da casca 0 Casca 8 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 8 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 10 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 11 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 12 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 13 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 14 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 15 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 16 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 17 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 18 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 19 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 20 0 0 0,00 0,00 0,00
Soma total: 0,00
Volume do sdlido 0,00

Fonte: Registrado pelo autor.

¢ Calculadora;
¢ Quadro Branco;

* Projetor ou TV;

Link para download do arquivo em formato .xls da tabela. Disponivel em: <https://docs.google.com/spreadsheets/
d/1vf26_IR2xIuNXsksJyRotHZhGBGbK_97/edit?usp=sharing&ouid=109630566864520703501&rtpof=
true&sd=true>. Acesso em: 29 jul. 2025.
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5.3.4 Desenvolvimento da aula

Inicio (10 minutos)

Nesta terceira aula, o professor pode iniciar a aula ja com a taca em maos e perguntar
algo do tipo: “Observando o tamanho da taca, voc€s podem estimar a sua capacidade, ou seja,
quantos mL’s de um liquido ela suporta?”’. Entdo escutando respostas dos alunos, pode continuar:
“Sera que existe um método que possa nos dar um valor para essa capacidade?”. A ideia aqui é
induzir os alunos a equagdo do método das cascas, como meio para encontrar a capacidade da
taca.

Para tal, o professor pode colocar o copo da taca virada para baixo, e perguntar para os
alunos que tipo de fun¢do o formato do copo da taca lembrava a eles, a intencao aqui € leva-los a
pensar no interior do copo como uma fun¢ao quadratica, mais precisamente com concavidade
voltada para baixo.

Nesse momento, é conveniente mostrar aos alunos que o interior do copo daquela
taca foi construida através de uma fun¢do quadritica, e que a fungdo em especifico é f(x) =

—0,25x> + 6,25, que pode ser representada pela Figura 5.7.

Figura 5.7 — Projecéo da fun¢do f(x) que define o interior da taga, em azul.

Fonte: Registrado pelo autor.

Desenvolvimento (30 minutos)

A atividade principal aqui é bem simples: fazer com que os alunos calculem a capacidade
aproximada dessa taga. Desse ponto, o professor deve comecar indicando que para essa funcao,
o raio da borda da taca é de Scm, ou seja, que intervalo no qual vamos dividir a funggo é [0, 5]
em x. Desse modo, a turma pode ser dividade em grupos, onde os grupos vao calcular o volume
para 5 e 10 cascas. Nesse momento, como o intervalo é de 0 a 5, € relevante falar aos alunos que
dividir a quantidade de cascas em multiplos de 5 facilitar os cdlculos na hora da divisao, pois o
intervalo de revolucdo tem 5 unidades.

Usando novamente a Equacdo 5.1 para o cdlculo do volume, devemos encontrar Ax e 0s
produtos X; - f(X;). Os resultado para 5 cascas e 10 cascas, como exemplo, com aproximagao de
duas casas decimais e com 7 = 3, 14, podem ser verificados a seguir:

e Para o solido com 5 cascas:

Ax=xi—xi 1=>MA=x—x1=A&x=2—-1=>Ax=1
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Tabela 5.6 — Calculo do volume da Taca com 5 cascas

Cascas Coordenada .Coordenada g’o.ntoi N Altura do % £(%)
externa (x;) interna (x;_;) médio (X;) cilindro em x; (f(x;))

Casca 1 1 0 Hl=0,5 (-0,25):(0,5)%+6,25=6,19 0,5-6,19=3,09

Casca 2 2 1 215 (-0,25)-(1,52+6,25=5,69 1,5-5,69=8,53

Casca 3 3 2 3 =25 (-0,25)-(2,5)%+6,25=4,69 2,5-4,69=11,72

Casca 4 4 3 H4 =35 (-0,25):(3,5%+6,25=3,19 3,5:3,19=11,16

Casca 5 5 4 4 =45 (-0,25)-(4,5%+6,25=1,19 4,5-1,19=5,34

Fonte: Elaboragdo prépria.
Com os elementos do paraboloide com 5 cascas calculados na Tabela 5.6, o volume do
solido é
Ve=2-m-Ax-[¥1- f(1) + %2 f(2) + %5 - f(33) + 32 - f () + 55 - £ (%5)]

=2.3,14-1-[3,0948,53 + 11,72+ 11,16 +5,34]
=250,22cm>.

e Para o sélido com 10 cascas:

A=xi—xi1=>=M=x—x1=MA&=1-0,5=Ax=0,5

Tabela 5.7 — Célculo do volume da Taca com 10 cascas

Coordenada  Coordenada Ponto Altura do

Cascas externa (x;) interna (x;_;) médio (x}) cilindro em x; (f(x7)) % f(%)

Casca 1 0,5 0 03 — 0,25 (-0,25)-(0,25)246,25=6,23  0,25-6,23 =1,56
Casca 2 1 0,5 03+ — 0,75 (-0,25)-(0,75)2+6,25=6,11  0,75-6,11 =4,58
Casca 3 1.5 1 TS =125 (-0,25)-(1,25)2+6,25=5,86  1,25-5,86 =7,32
Casca 4 2 1.5 32 175 (-0,25)-(1,75)24+6,25=5,48  1,75-5,48 = 9,60
Casca 5 25 2 T3 =225 (-0,25)-(2,25)2+6,25=4,98 2,25-4,98 = 11,21
Casca 6 3 2.5 23 275 (-0,25)-(2,75)2+6,25=4,36  2,75-4,36 = 11,99
Casca 7 35 3 ¥35 -325  (-0,25)-(3,25)2+6,25=3,61 3,25-3,61 =11,73
Casca 8 4 3,5 3 375 (-0,25)-(3,75)246,25=2,73 3,75-2,73 =10,25
Casca 9 45 4 B3 =425 (-0,25)-(4,25)2+6,25=1,73  4,25-1,73=7,37
Casca 10 5 45 1385 —4.75  (-0,25)-(4,75)>+6,25=0,61  4,75-0,61 =2,89

Fonte: Elaboragdo prépria.

Com os elementos do paraboloide com 10 cascas calculados na Tabela 5.7, o volume

do sélido €
Ve=2-m-Ax-[x1- f(31)+%2- f(32) +- - +X10- f(X10)]
=2-3,14.0,5-[1,564+4,58+7,32+9,6 + 11,21+
+11,994 11,73 + 10,25 +7,37 +2,89)
=246, 54cm’.
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Uma ferramenta interessante, que também serve para verificar os cdlculos dos alunos de
forma mais répida, € a tabela do Excel mencionada no Capitulo 4. Com ela, podemos verificar o
volume para quantas cascas tivermos dividido o sélido, com o méximo sendo 20. Observe nas

Figuras 5.8 € 5.9, a comparacdo dos cdlculos ja feitos para 5 e 10 cascas.

Figura 5.8 — Tabela do Excel que calcula o volume do paraboloide com 5 cascas

Tabela para a construgao do sélido geométrico (paraboloide) pelo método das cascas cilindricas

. _ i Raio interno | Raio externo [Raio médio da Raio médio x Altura da
Configuracéo do sélido Valor Casca Altura da casca
da casca da casca casca casca
Valor (a) da funcdo quadrdtica -0,25 Cascal 0 1 0,50 6,19 3,09
Valor (b) da fungdo quadratica 0 Casca?2 1 2 1,50 5,69 8,53
Valor (c) da fungdo quadrdtica 6,25 Casca 3 2 3 2,50 4,69 11,72
Valor do raio inicial 0 Cascad 3 4 3,50 3,19 11,16
Valor do raio final L3 Casca b 4 5 4,50 1,19 5,34
Intervalo de rotagdo 53 Casca b 0 0 0,00 0,00 0,00
Quantidade de cascas B Casca7 0 0 0,00 0,00 0,00
Espessura da casca 1 Casca 8 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca9 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 10 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 11 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 12 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 13 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 14 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 15 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 16 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 17 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 18 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 19 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 20 0 0 0,00 0,00 0,00
Soma total: 39,84
Volume do sélido 250,35

Fonte: Registrado pelo autor.

Observe que na Figura 5.8, a tabela preenche os valores para 5 cascas e o restante das

cascas tem seus elementos zerados.

Figura 5.9 — Tabela do Excel que calcula o volume do paraboloide com 10 cascas

Tabela para a construgao do sélido geométrico (paraboloide) pelo método das cascas cilindricas

~ Raio interno | Raio externo |Raio médio da Raio médio x Altura da
Configuragao do sélide Valor Casca Altura da casca
da casca da casca casca casca
Valor (a) da fungao quadratica -0,25 Cascal 0 0,5 0,25 6,23 1,56
Valor (b) da fungac quadratica 0 Casca 2 0,5 1 0,75 6,11 4,58
Valor (c) da fungao quadratica 6,25 Casca 3 1 15 1,25 5,86 7:32
Valor do raio inicial 0 Cascad 1,5 2 1,75 5,48 9,60
Valor do raio final 5 Casca s 2 2,5 2,25 4,98 11,21
Intervalo de rotagac 5 Casca 6 2,5 3 2,75 4,36 11,98
Quantidade de cascas 10 Casca 7 3 3,5 3,25 3,61 11,73
Espessura da casca 0,5 Casca 8 3,5 4 3,75 273 10,25
Casca 9 4 4,5 4,25 1,73 7,37
Casca 10 4,5 5 4,75 0,61 2,89
Casca 11 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 12 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 13 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 14 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 15 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 16 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 17 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 18 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 19 0 0 0,00 0,00 0,00
Casca 20 0 0 0,00 0,00 0,00
Soma total: 78,52
Volume do sélido 246,66

Fonte: Registrado pelo autor.

E interessante que nesse momento, o professor esteja com a tabela editivel® sendo

8 As configuracdes de edicio da tabela podem ser verificadas no Capitulo 4.
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mostrada no projeto ou TV, para explicar aos alunos o que é cada um dos valores presentes na
tabela. O ponto principal aqui € explicar a tabela de configuragdo do s6lido, que como se trata de
um paraboloide, é formado por uma fun¢do quadratica, tendo 3 coeficientes a, b e c. Além disso,
mostrar que basta modificar os valores nessa tabela de configuragido, como raio inicial, raio final
ou quantidade de cascas, que os célculos se alteram automaticamente.

Fechamento (10 minutos)

Aqui, o professor pode fazer uma breve revisao de conversao de volume para capacidade.
O objetivo € converter junto aos alunos o volume que encontraram para saber a capacidade da
taca. Por Steigenberger (2024, p. 43), temos que

1dm® = 1000mL.
Dividindo ambos os membros por 1000, encontramos que
lem® = 1mL.

Como os volume calculados na aula sao dados em centimetro cubicos, a conversao
se torna facil. Os grupos que calcularam o volume do paraboloide com 5 cascas, encontraram
250,22c¢m? para seu volume que, convertendo, equivale a 250,22mL de capacidade. Para os

alunos que calcularam com 10 cascas, a conversiao do volume para capacidade fica
246,54cm® = 246, 54mL.

Desse modo, o professor pode perguntar aos alunos como comprovar aquela capacidade.
Uma forma diferente de conseguir essa comprovacao, é encher a taca de dgua e depois de cheia
despejar em algum recipiente que tenha o medidor de capacidade em mL. Com o medidor
preenchido préximo aos 245mL, o professor pode mostrar aos alunos que aquele método de fato
funciona, agora, com um exemplo pratico aplicado.

Por fim, como atividade para casa, o professor pode pedir aos alunos para calcular o

volume da taga para 20 cascas, para que possam comparar o valor no inicio da préxima aula.
5.3.5 Avaliacdo

Nesta aula, a avaliagc@o continua sendo qualitativa, observando a participagcdo dos alunos
no decorrer da aula e o trabalho em equipe para calcular o volume da taga. Fica a critério do
professor, a entrega dos cadernos para revisao dos célculos e até uma pequena apresentacao de
cada grupo do resultado encontrados por eles.

A sequéncia diddtica pensada foi desenvolvida nessas trés aulas, podendo ser dividida
em mais aulas, ou incluindo novos sélidos a desejo do professor. Sempre lembrando que elas

devem ser adaptadas a realidade da sala de aula que o professor tem acesso.
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5.4 Sugestoes para contornar limitacées quanto a Impressora 3D

Um problema que pode ser enfrentado pelos professores ao desenvolverem esta proposta
€ a limitacdo quanto a impressdao 3D — ou mesmo a falta dela. Para contornar essa limitacao,
o professor pode procurar, dentro de sua cidade, empresas que realizam impressdes em 3D,
levando os modelos construidos e salvos em formato .stl. Caso nio haja essa possibilidade, outra
sugestao € solicitar esses solidos de forma online. Atualmente, existem empresas que prestam
esse servigco pela internet, permitindo que o cliente faga o pedido do projeto ou, caso ja tenha o
arquivo pronto, solicite apenas a impressao e o envio dos objetos.

Como sugestio de sites, destacam-se a EngiPrinters” e a 3D KL!°, que fornecem

or¢amento e valor para envio de cada peca impressa.
5.5 Observacoes e sugestoes a respeito da sequéncia didatica

O desenvolvimento dessa sequéncia didatica foi pensada para que uma nova forma
de calcular o volume de sélidos geométricos fosse ensinado aos alunos do ensino médio. O
maior desafio é conseguir desenvolver essas aulas sem perder o rigor matemdtico mas ainda sim
tornando a aula experimental e interessante aos alunos. Além disso, foi pensado uma sequéncia
que ndo tomasse muitas aulas do planejamento do professor, para que ndo atrapalhe o segmento
das aulas anuais.

Uma sugestao para o professor, principalmente para o que tem disponibilidade de mais
tempo em sala, é que uma quarta aula pode ser desenvolvida, dando foco as tabelas produzidas
no excel. Nessa quarta aula, o professor pode ensinar os alunos a construir as tabelas por
completo, utilizando o passo a passo feito no Capitulo 4, com a finalidade de apresentar uma
nova ferramenta poderosa para automatizar varios tipos de cdlculo, que é o Excel.

Os coeficientes da funcao afim e quadratica utilizadas nessa sequéncia diddtica foram
pensados de forma ndo aleatdria. Os valores a = —% e b = 6 foram escolhidos para que o sélido
tivesse 6 unidades de altura e 4 unidades de raio, assim, foi utilizado o método desenvolvido
na aula 2 para descobrir a equacado dessa funcgdo e seus coeficientes. A escolha do raio sendo
4 unidade foi para que quando as cascas variassem em quantidade, a medida e célculos desses
raios ainda fosse de facil opera¢do, o mesmo pode ser aplicado a altura.

Para encontrar a fun¢do quadratica usada na aula 3, foi utilizado o auxilio de uma
inteligéncia artificial, o ChatGPT, o prompt usado para desenvolver a func¢do foi: “Me dé uma
fungdo quadratica para revolucionar onde o volume acima do eixo x apds revolucionada seja
proximo a 250 unidades cubicas, o eixo de simetria coincida com o eixo y, com concavidade
voltada para baixo, suas raizes sejam —5 e 5, e o vértice seja proximo a 6. Além disso essa

fun¢do revolucionada deve parecer a uma taca de bebida”. Vale ressaltar que apesar do uso da

9 Link para acessar o site. Disponivel em: <https://engiprinters.com.br/> . Acesso em: 05 set. 2025.

10" Link para acessar o site. Disponivel em: <https://3dklimpressao3d.com.br/> . Acesso em: 05 set. 2025.
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inteligéncia artificial ser muito util para desenvolver essas e outras fungdes, o autor recomenda a
verificagdo de tais fungdes através de aplicacdes e cdlculos que comprovem essas caracteristicas
para que se tenha mais segurancga da funcdo que estd sendo usada. A escolha de tais valores para
altura e raio do copo da taca se deu para simular uma taga real que o autor possui e que tem
medidas proximas a essas, dessa forma, cria-se uma ligacao entre o real e o calculado, mostrando
que a matematica e seus elementos pode estar presente no cotidiano. Como sugestio, o professor
também pode desenvolver junto aos alunos o calculo para fungdes onde ele também nao conhece
o volume do s6lido, assim se inserindo também em um ambiente de descoberta e investigagdo no
decorrer da aula, e, ao final, comprovando através das tabelas e da equacao desenvolvida nos

Capitulos 3 e 4 o volume do s6lido investigado.



