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RESUMO

O ensino e a aprendizagem significativos de matematica sao temas pertinentes nas
pesquisas em Educacao Matematica. Nesse sentido, esta dissertagdo discute me-
todologias alternativas ao ensino tradicional de matematica, fundamentando-se nas
teorias de Skovsmose (2001, 2014) e Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020). Para
tanto, esse trabalho teve como objetivo elaborar uma sequéncia didatica, que foi apli-
cada na Escola de Educacao Basica Professor Laércio Caldeira de Andrada, em Sao
José, Santa Catarina, amparada pelos documentos curriculares das escolas estaduais
catarinenses. A atividade, desenvolvida com estudantes da 22 série do Ensino Mé-
dio, tomou como ponto de partida conhecimentos prévios de analise combinatéria e
probabilidade, promovendo uma investigagdo matematica na qual o professor atuou
como mediador. Os resultados apontaram que a metodologia investigativa favoreceu
a aprendizagem do conteudo de probabilidade, ampliando o envolvimento dos estu-
dantes e revelando compreensdes que, embora expressas em linguagem cotidiana,
se aproximam de conceitos formais como eventos equiprovaveis e espaco amostral.
Tais compreensdes emergiram quando os estudantes relacionaram situagcdes de acaso
exploradas nas atividades a ideia de que os resultados possiveis de um experimento
se completam mutuamente, reconhecendo que a soma das probabilidades de todos os
eventos elementares corresponde a um todo. Também foram levantadas discussées
criticas sobre jogos de azar e apostas esportivas, evidenciando a potencialidade da
Educacao Matematica Critica em promover reflexdes sobre a aplicacao social dos
conceitos matematicos. Por fim, a aplicacdo da sequéncia didatica elaborada permitiu
observar que as investigacdes matematicas podem favorecer aprendizagens significati-
vas e atitudes reflexivas aos estudantes, desde que adaptadas a realidade das turmas.
Mais ainda, a sequéncia didatica possibilitou ao professor colocar-se, também, na si-
tuacao de fazer descobertas ao propor um ambiente mais flexivel de aprendizagem
se comparada ao modelo de aula tradicional. Recomenda-se, sobretudo, que futuras
pesquisas mantenham vivo o diadlogo entre o espaco académico e o chao da escola,
de modo que teoria e pratica continuem a se alimentar mutuamente.

Palavras-chave: Investigac6es Matematicas. Cenarios para investigagéo. Ensino.



ABSTRACT

The meaningful teaching and learning of mathematics are relevant topics in research
on Mathematics Education. In this context, this dissertation discusses methodologies
that offer an alternative to traditional mathematics instruction, based on the theories of
Skovsmose (2001, 2014) and Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020). To this end, the
study aimed to develop a didactic sequence, which was implemented at the Professor
Laércio Caldeira de Andrada Basic Education School in Sdo José, Santa Catarina,
guided by the curricular documents of the state schools in Santa Catarina. The activity,
carried out with 2@ year high school students, took prior knowledge of combinatorics
and probability as a starting point, promoting a mathematical investigation in which the
teacher acted as a mediator. The results indicated that the investigative methodology
favored the learning of probability, enhanced student engagement and revealing under-
standings that, although expressed in everyday language, approach formal concepts
such as equiprobable events and sample space. These understandings emerged when
students connected situations of chance explored in the activities to the idea that the
possible outcomes of an experiment mutually complete each other, recognizing that
the sum of the probabilities of all elementary events corresponds to the whole. Critical
discussions about gambling and sports betting also arose, highlighting the potential
of Critical Mathematics Education to promote reflections on the social application of
mathematical concepts. Finally, the implementation of the developed didactic sequence
allowed the observation that mathematical investigations can promote meaningful learn-
ing and reflective attitudes in students, provided they are adapted to the reality of the
classes. Furthermore, the didactic sequence also allowed the teacher to be in a situa-
tion of making discoveries by proposing a more flexible learning environment compared
to the traditional classroom model. It is strongly recommended that future research
maintains the dialogue between the academic sphere and the classroom practice, so
that theory and practice continue to mutually inform each other.

Keywords: Mathematical investigations. Scenarios for investigations. Teaching.
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1 INTRODUGAO

“[...] & essencial que a
educacao matematica busque
caminhos que a desviem da
norma predominante de
domesticacao dos estudantes”

Skovsmose (2001, p. 10)

A formagéao continuada do professor que ensina matematica é assegurada pela
Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (Brasil, 1996). Pesquisas em Educa-
cao Matematica reforcam a importancia de metodologias que favoregam aprendizagens
significativas. A heterogeneidade das salas de aula no ensino médio impde desafios
adicionais, como as dificuldades de aprendizagem em matematica atribuidas a fatores
como desinteresse, desigualdades socioeconémicas, defasagens anteriores e praticas
pedagdgicas pouco eficazes (Kuhn, 2020; Sousa; Ventura, 2022).

Nesse cenario, o trabalho de Ole Skovsmose destaca-se ao propor uma Educa-
cao Matematica Critica, defendendo praticas que estimulem o pensamento reflexivo
e a participagao ativa dos estudantes. Segundo o autor, promover aprendizagem sig-
nificativa exige ir além do ensino tradicional, abrindo espaco para metodologias que
valorizem a experiéncia do estudante. Uma dessas abordagens é a dos “cenarios para
investigacao”, em que os estudantes sao convidados a explorar situagées contextu-
alizadas, levantando questdes, dialogando e elaborando caminhos préprios para a
resolucao dos problemas (Skovsmose, 2014).

Complementando essa perspectiva, a proposta de Investigagcdes Matematicas
em sala de aula (Ponte; Brocardo; Oliveira, H., 2020) refor¢a a importancia de tor-
nar os alunos protagonistas no processo de constru¢dao do conhecimento matematico,
aproximando-os do fazer matematico por meio de tarefas abertas e colaborativas. Pes-
quisas recentes (Musmanno et al., 2021; Fratucci et al., 2020; Nascimento; Quartieri,
2020) reforcam os beneficios dessa abordagem para o desenvolvimento da argumen-
tacao, da criatividade e da criticidade.

Apesar dos avangos tedricos, os dados de desempenho dos estudantes brasi-
leiros em matematica seguem preocupantes. Em 2022, o Programa Internacional de
Avaliacao de Estudantes (PISA) indicou que 73% dos alunos brasileiros apresentaram
baixo desempenho em matematica (INEP, 2023b), enquanto o indice de Desenvol-
vimento da Educacgao Béasica (IDEB) mostrou quedas entre 2019 e 2023 em todos
0s niveis avaliados (INEP, 2023a). Tais indicadores revelam a urgéncia de propostas
pedagdgicas que motivem e envolvam os estudantes como um caminho possivel para
contribuir com a promog¢&o de uma aprendizagem mais significativa.

Com base nesse contexto, esta pesquisa tem como foco a proposicao e analise
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de uma sequéncia didatica baseada em Investigacdes Matematicas, voltada ao ensino
de probabilidade em turmas da 22 série do ensino médio de uma escola publica da rede
estadual em Sao José, Santa Catarina (SC). A proposta se ancorou na cultura escolar
local, articulando o conteudo de probabilidade ao contexto da Gincana Esportiva anual
da escola, buscando construir pontes entre o conhecimento matematico e as vivéncias
dos estudantes.

Parte-se da hipétese de que as investigagbes matematicas, em contraste com o
ensino tradicional, favorecem o desenvolvimento de uma Educacao Matematica Critica,
promovendo o protagonismo estudantil, a argumentagéo e a tomada de decisdes fun-
damentadas. Com isso, pretende-se contribuir com alternativas metodoldgicas viaveis
para o ensino de matematica na educacéao basica, considerando tanto os desafios im-
postos pelos curriculos quanto as potencialidades existentes nos contextos escolares
reais.

1.1 OBJETIVOS

Dado o contexto explorado acima, esta pesquisa tem como objetivo geral desen-
volver e analisar uma sequéncia didatica, fundamentada na perspectiva da Educacao
Matematica Critica e na metodologia das Investigacdes Matematicas, para o ensino de
probabilidade em turmas da 22 série do ensino médio de uma escola publica da rede
estadual em S&o José, SC.

Para que se efetive o objetivo geral, foram tracados os seguintes objetivos espe-
cificos:

[) Discutir os cenarios para investigacao e as investigacbes matematicas em
sala de aula como abordagens metodolégicas.

Il) Elaborar uma sequéncia didatica com uma atividade fundamentada na me-
todologia das investigacdes matematicas no ensino de probabilidade.

[Il) Aplicar e avaliar a sequéncia didatica na promocao de competéncias investi-
gativas em probabilidade e da Educacdo Matematica Critica entre estudantes
da 22 série do ensino médio.
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2 DESENVOLVIMENTO

Na tentativa de melhor identificar e qualificar a lacuna de pesquisa a ser discu-
tida durante o desenvolvimento desta dissertagao, inicialmente foi feita uma revisao
sistematica explorando indexadores relacionados ao tema de interesse. Para isso, fo-
ram realizadas buscas no Portal de Periddicos da Coordenacao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) em abril de 2024.

Os trabalhos selecionados foram artigos que trataram de sugerir uma pratica
pedagdgica alternativa a tradicional para o ensino de matematica. Assim, as investiga-
cbes matematicas (Ponte; Brocardo; Oliveira, H., 2020) e os cenarios para investigacao
(Skovsmose, 2014) apresentam-se como metodologias possiveis na atuagao do pro-
fessor de matematica da educacéao basica, promovendo situacdes de protagonismo
do aluno. Isto é, situacdes que favorecem a aprendizagem significativa rumo a uma
educacao matematica critica.

2.1 EDUCACAO MATEMATICA CRITICA

Influenciado pela Teoria Critica da escola de Frankfurt e pela proposta educaci-
onal de Paulo Freire, o pesquisador Ole Skovsmose (2001, 2014) enuncia a Educacao
Matematica Critica (EMC) como uma concepc¢ao tedrica que se dedica a discutir o
ensino de matematica para a formacéo critica dos sujeitos.

Ao modelo tradicional, que coloca o professor como apresentador de ideias e
técnicas matematicas a serem trabalhadas posteriormente pelos alunos, Skovsmose
(2000) o enquadra no paradigma do exercicio. Em geral, ha uma seleg¢édo de exercicios
— que, porventura, sao retirados do livro didatico, formulado por um profissional externo
aquela sala de aula — cuja premissa € a de que existe uma, e somente uma, resposta
correta para eles.

Uma Educacédo Matematica que se preocupa com a aprendizagem significativa
de seus alunos busca a formagéao critica de seus sujeitos. Isso significa que, para
além das habilidades matematicas, os alunos devem desenvolver a capacidade de
pensar criticamente e agir diretamente na construcédo de oportunidades mais igualita-
rias. Desse modo, o ensino tradicional de matematica precisa ser questionado a fim
de que se promovam atividades de carater investigativo em que possam ser admitidas
multiplas respostas (Skovsmose, 2001).

Buscando alternativas ao ensino tradicional, Skovsmose (2014) dedicou-se aos
cenarios para investigacdo como uma abordagem de aprendizagem baseada em proje-
tos. Seu interesse por atividades investigativas esta relacionado a EMC, pois auxiliam
na exposi¢ao dos estudantes a situagcdes de aprendizagem que os estimulem a conhe-
cer o contexto trabalhado. Tal oportunidade permite ao estudante pensar e questionar,
estabelecendo relagdes entre o conteudo escolar e a realidade na qual esta inserido.
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Assim como na perspectiva Freiriana, um cenario para investigacao tem no
didlogo a abertura de possibilidades de sentidos, pois convida os alunos a formularem
questdes e a procurarem explicacdes. Sendo assim, 0s cenarios para investigacao
contribuem para praticas de sala de aula que divergem das praticas baseadas em
exercicios, principalmente no que se refere aos processos percorridos pelos alunos em
busca de solugdes para questées colocadas pelo professor (Costa Leite et al., 2024).

Nessa perspectiva, Skovsmose (2014) sugere que cenarios para investigacao
e listas de exercicios constituem diferentes milieus! de aprendizagem. A diferencia-
céo entre esses milieus se da pelas referéncias feitas pelos alunos nas experiéncias
realizadas pelo autor durante as atividades, por vezes visando conceitos puramente
matematicos, ou que trabalham objetos que apresentam semelhancas com a realidade,
ou entdo que se apoiam em situagdes da vida real, conforme Quadro 1.

Quadro 1 — Milieus de aprendizagem

Lista de exercicios | Cenarios para investigacao
Referéncias a matematica pura (1) (2)
Referéncias a uma semirrealidade (3) (4)
Referéncias a vida real (5) (6)

Fonte: Skovsmose (2014).

O quadro acima apresenta uma matriz de milieus de aprendizagem que combina
os trés tipos de referéncias com os dois paradigmas de atividades de sala de aula. Apds
a exibicdo dessa matriz, Skovsmose (2000) passa a comentar cada um dos ambientes
de aprendizagem, apontando também exemplos de atividades.

Segundo o autor, o milieu de aprendizagem do tipo (1) apoia-se no contexto da
matematica pura, como acontece nas tradicionais listas de exercicios, fazendo refe-
réncia apenas a objetos puramente matematicos. Exercicios com enunciados do tipo
reduza, resolva, calcule e determine sdo amostras desse ambiente de aprendizagem.
Ainda fazendo referéncia a matematica pura, o milieu de aprendizagem do tipo (2)
caracteriza-se por cenarios para investigacao sobre numeros e figuras geométricas
(Skovsmose, 2014).

Fazendo referéncia a uma semirrealidade, o milieu de aprendizagem do tipo (3)
trabalha com uma situacao artificial com o objetivo de ajudar os alunos a contextuali-
zar seus procedimentos matematicos, porém tratando toda informagdo como exata e
verdadeira. Enquanto isso, o milieu de aprendizagem do tipo (4) trabalha a semirrea-
lidade como um cenario para investigagao, podendo fazer uso de jogos de simulagao
de realidade com a ajuda de computadores, por exemplo. Caso ndo se tenha acesso a
recursos digitais, o essencial é envolver os alunos em situagées que precisem emitir
suas opinides e participar da tomada de decisdes (Skovsmose, 2014).

1

Milieu € uma palavra francesa que designa “meio, centro” (Skovsmose, 2014).
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O milieu de aprendizagem do tipo (5) faz referéncia a situagdes da vida real e,
portanto, é preciso informar-se a respeito das situagdes antes de se formular exerci-
cios nesse ambiente de aprendizagem. Por ultimo, o milieu de aprendizagem do tipo
(6) elabora um cenario para investigacao que deve se apoiar na realidade, seja do
contexto escolar, seja da sociedade em que se insere a comunidade escolar. Com
referéncias reais, torna-se possivel que os alunos produzam diferentes significados
para as atividades, mobilizando conhecimentos matematicos com autonomia, em que
0 pressuposto da existéncia de apenas uma resposta correta ndo faz mais sentido.

Skovsmose (2014) reforca o desafio de desenvolver ambientes de aprendiza-
gem do tipo (5) e do tipo (6) e, ao mesmo tempo, aponta caminhos de inspira¢ao para
a elaboracdo de atividades dessa natureza. Nesse sentido, o pesquisador enxerga
grande potencial nos noticiarios, seja na se¢cao de economia, de esportes, de previsao
do tempo ou de anuncio de ofertas, devido a abundancia de dados que podem se
tornar problemas de matematica.

As linhas que dividem os diferentes milieus de aprendizagem nao sao tao claras:
ha regides de sobreposicao entre ambientes adjacentes. Isso significa que exercicios
que costumam ser mais fechados podem ir se abrindo aos poucos, bem como cenarios
para investigacdo podem ser trabalhados como tarefas de um projeto, para que se
tornem mais fechados.

Dessa maneira, a matriz apresentada no Quadro 1 deve servir de orientacao
para que cada professor de matematica reflita sobre suas aulas. O pesquisador Skovs-
mose (2014) considera problematico restringir as atividades aos milieus dos tipos (1)
e (3), mas estes podem servir como ponto de partida para um determinado conteudo,
que pode ser explorado posteriormente através de uma atividade investigativa no mi-
lieu dos tipos (2) e (4). Logo, percorrer trajetérias entre diferentes milieus ajuda os
alunos a atribuirem novos significados as atividades realizadas em sala de aula.

Nessa busca por alternativas ao ensino tradicional, &€ possivel encontrar manei-
ras de construir uma aprendizagem significativa para os alunos. E isso que preconiza
a EMC: fornecer aos estudantes instrumentos que os auxiliem a ler e escrever sua
realidade com a matematica, ao invés de apenas ensina-los formulas e modelos mate-
maticos.

2.2 INVESTIGAGOES MATEMATICAS NO ENSINO DE MATEMATICA

O rigor e a certeza parecem acompanhar a histéria da matematica e a constru-
cao de conhecimento na area. Porém, a exploracdo daquilo que é desconhecido pode
contrastar com aquele cenario de exatidao e, de algum modo, a matematica passa a
figurar como uma ciéncia experimental ou indutiva. Quando nos deparamos com um
problema em matematica, existe uma tendéncia natural de resolvé-lo; no entanto, a
adocao de uma postura investigativa tem o potencial de proporcionar descobertas tao
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ou mais importantes do que a solu¢ao do problema original.

A interacao entre varios matematicos é primordial quando interessados nas
mesmas questdes: a refutacdo ou confirmacao de resultados, a aceitagdo da validade
de uma demonstracao e a escrita de teoremas estdo apoiadas no trabalho coletivo
de uma comunidade matematica. Faz sentido, portanto, proporcionar aos alunos da
sala de aula de matematica momentos de trabalho exploratério, nos quais viverao
processos de formulacao de questdes, elaboracao de conjecturas e comunicacao de
resultados.

No cenario da matemética escolar, cada rede de ensino estabelece suas dire-
trizes para a construgdo de um curriculo que possa refletir os objetivos e interesses
de se ensinar matematica em suas salas de aula. De modo geral, a Lei de Diretrizes
e Bases da Educacgédo Nacional (Brasil, 1996) e a Base Nacional Comum Curricular
(Brasil, 2018) regulamentam a educagao escolar no territério brasileiro e definem o
conjunto de aprendizagens essenciais para todos os estudantes da Educacao Basica,
respectivamente.

Na perspectiva das investigagdes matematicas, é necessario pensar em formas
concretas de organizar atividades que permitam aos estudantes vivenciar processos de
exploracao e formulagéo de conjecturas. Na préxima secao, apresenta-se a concepgao
geral da metodologia adotada para esse fim.

2.2.1 Concepcao geral da metodologia

Buscando promover experiéncias do préprio fazer matematico, os autores Ponte,
Brocardo e Hélia Oliveira (2020) apresentam as investigacdes matematicas como tare-
fas de exploracao, tratando de situacées mais abertas se comparadas aos exercicios
e problemas convencionais das aulas de matematica. Como discutido no trabalho de
Machado e Lacerda (2021), tarefas investigativas criam situacées nas quais os alu-
nos passam a ser matematicos, isto é, aqueles que buscam solugdes, investigam e
defendem suas estratégias, atuando com criticidade sobre o processo de ensino e
aprendizagem.

Dentre as diversas possibilidades metodoldgicas para o ensino de matematica,
nado se descarta o trabalho utilizando listas de exercicios tradicionais. A ideia é apre-
sentar possibilidades de ensino e aprendizagem que possam compor um curriculo
interessante, que desenvolva efetivamente o conhecimento matematico dos alunos em
diferentes niveis de desempenho. Buscando caracterizar as investigacbes matemati-
cas, Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020) descrevem que

Uma atividade de investigacdo desenvolve-se habitualmente em trés fases
(numa aula ou conjunto de aulas): (i) introdugao da tarefa, em que o professor
faz a proposta a turma, oralmente ou por escrito, (ii) realizagao da investigacao,
individualmente, aos pares, em pequenos grupos ou com toda a turma, e (iii)
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discusséo dos resultados, em que os alunos relatam aos colegas o trabalho
realizado (Ponte; Brocardo; Oliveira, H., 2020, p. 25).

Buscando por aplicagdes das investigacdes matematicas na educagéo basica, o
trabalho de Nascimento e Quartieri (2020) considera aspectos relevantes ao observar
que, por meio da atividade investigativa, os alunos utilizaram conhecimentos adquiridos
anteriormente para aprender um novo conteudo. Além disso, o trabalho em grupos
colaborativos foi essencial para a elaboracao de estratégias e conjecturas diferenciadas.
Dessa forma, entendeu-se que a realizagdo da atividade por meio da investigacao
matematica possibilitou novos horizontes para a aprendizagem em sala de aula.

Devido ao aspecto coletivo da atividade investigativa, com base na experiéncia
de uma pratica pedagogica em uma turma da educacgao basica, os autores Costa e
Ferruzzi (2020) inferiram que as investiga¢cdes matematicas favorecem o dialogo entre
0s participantes, contribuindo, assim, para a aprendizagem. Mais do que isso, ficou
evidente a oportunidade de vivéncia e interacdes entre professor e aluno, mas também
entre os proprios alunos, colocando-os como atores de sua aprendizagem.

Para garantir um desempenho satisfatério nas investigacbes matematicas em
sala de aula, bem como sua aplicabilidade em turmas de matematica na educagao
basica, é essencial cuidar de cada fase dessa tarefa investigativa, conforme Ponte,
Brocardo e Hélia Oliveira (2020). Em especial, os momentos iniciais devem ter atencao
especial ao considerar alunos com pouca ou nenhuma experiéncia em investigacoes
matematicas.

Salientando a necessidade de incentivar a escrita argumentativa no decorrer
das aulas de matematica, os pesquisadores Mariani e Quartieri (2019) analisaram a
aplicacao de atividades de investigagcdo matematica em uma turma de ensino funda-
mental na educacgao basica. Durante as atividades, buscou-se compreender o racio-
cinio utilizado pelos alunos, questionando-os de forma que buscassem alternativas
de resolucdo. Feitas as observacdes das atividades e analisados os dados coletados,
notou-se uma melhora significativa nos argumentos utilizados pelos alunos da primeira
para a segunda atividade, uma vez que eles se mostraram mais familiarizados com a
proposta investigativa. Além disso, considerou-se que esta pratica pedagogica pode
contribuir para a educacao matematica, aproximando os conteldos matematicos de
contextos conhecidos pelos alunos.

2.2.2 Etapas da investigacao matematica

A primeira etapa trata-se do arranque da atividade investigativa, sendo o mo-
mento em que o professor faz a exposicado da tarefa a ser realizada, podendo ser
fornecida aos alunos por escrito, o0 que nao desobriga uma breve explanacao oral.
Deve-se garantir que toda a turma compreenda o significado de investigar: a natureza
dessa tarefa se afasta das atividades tradicionais da aula de matematica. Isso acon-
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tece pois nem sempre existe um objeto bem delimitado a ser explorado e, por isso, 0s
alunos devem formular suas préprias questées com base na situacao apresentada.

A prépria interpretagéo da tarefa configura, por si s6, um dos objetivos da inves-
tigacdo matematica (Ponte; Brocardo; Oliveira, H., 2020). Assim, o professor ndo deve
esgotar as possibilidades de exploracdo nesse momento de largada, mas construir
um ambiente de aprendizagem onde os alunos se sintam livres para colocar suas
questdes, pensar sobre elas, explora-las e comunica-las. E interessante que os alunos
saibam, desde ja, que o trabalho a ser produzido sera socializado com os demais
colegas e o professor, promovendo para eles um espaco de estimulo e de valorizagao
pessoal.

Avancando para a segunda etapa, quando o trabalho investigativo passara a
ser desenvolvido de fato, o professor assume um papel mais de retaguarda. Isso quer
dizer que os préprios coletivos formados pelos alunos devem assumir o0 protagonismo
da tarefa, e espera-se que facam uso de varios processos que caracterizam a investi-
gacao matematica. Entre eles, “a exploracao e formulagcéao de questdes, a formulacao
de conjecturas, o teste e a reformulacdo de conjecturas e, ainda, a justificacdo de
conjecturas e a avaliacao do trabalho (Ponte; Brocardo; Oliveira, H., 2020, p. 29)”.

E comum que os grupos de alunos precisem gastar algum tempo nessa explo-
racao inicial, uma vez que é ali que eles vao se familiarizando com os dados apre-
sentados e se apropriando do sentido da tarefa investigativa. Por isso, destaca-se a
potencialidade do trabalho em grupo no surgimento de alternativas para a exploragao
da tarefa e a formulagédo de questdes sobre a situacao dada.

O surgimento de questdes e a elaboragao das conjecturas estdo apoiados no
desenvolvimento de cada grupo de trabalho e sua prépria dinamica. Por vezes, os
alunos apresentam dificuldades em formular de maneira explicita suas conjecturas e,
desse ponto, sucede a importancia da realizacao de registros escritos do trabalho de
investigacao.

Tal fato se d& pela necessidade de argumentar e defender suas ideias levanta-
das, promovendo, assim, a refutacdo ou confirmagéo das conjecturas elaboradas. E
oportuno ao professor contrapor a tendéncia dos alunos de observar regularidades
em um numero pequeno de casos, estimulando-os na procura por contraexemplos e
lembrando-os do importante momento da socializagdo dos resultados.

O registro escrito desempenha um papel fundamental no trabalho investigativo
e deve ser valorizado pelo professor. Por um lado, h&a a possibilidade de desenvolver
a capacidade dos alunos de comunicar matematicamente, traduzindo seus proprios
pensamentos por meio da escrita dos resultados e esclarecendo suas ideias. Por outro
lado, a escrita dos resultados serve como instrumento avaliativo para o professor, tanto
no que diz respeito aos trabalhos desenvolvidos pelos alunos quanto a execucao de
suas aulas planejadas.
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A nocao de prova matematica pode ser introduzida gradualmente aos pequenos
investigadores enquanto o professor os leva a compreender o carater provisério das
conjecturas. Ao buscarem uma justificagao aceitavel, baseada em raciocinios coeren-
tes e em seus conhecimentos, os alunos podem assimilar a necessidade de verificacdo
das afirmacdes levantadas. Reside ai outro aspecto fundamental do papel de mode-
rador assumido pelo professor, que orienta os grupos de trabalho a conciliar suas
dificuldades de exploracdo e escrita de resultados.

Dando continuidade as etapas da investigagdo matematica, avanca-se para
a discussdo dos resultados, momento esse de suma importancia para a partilha e
socializagdo dos conhecimentos mobilizados pelos alunos durante a tarefa investigativa.
Desempenhando um papel de moderador, 0 professor age na garantia de que sejam
comunicados os resultados e os processos de maior relevancia, estimulando os alunos
a confrontarem suas estratégias, conjecturas e justificacdes (Ponte; Brocardo; Oliveira,
H., 2020).

Mais uma vez, o aluno é convidado a exercitar sua capacidade de comunicar
matematicamente, enriquecendo o significado da investigacdo. Os autores Ponte, Bro-
cardo e Hélia Oliveira (2020) lembram que, mesmo que momentos de discussao nao
sejam rotina nas aulas de matematica, o professor que conhece bem os seus alunos
pode ter mais seguranca ao estruturar uma aula de discusséo. Deve atentar-se aos
tempos e aos sinais que vém dos alunos, concedendo-lhes maior ou menor flexibilidade
durante as socializagoes.

Enquanto um grupo socializa os resultados de sua investigagao, as intervengoes
de outros grupos devem ser combinadas entre o professor e a turma. A depender da
dindmica de cada grupo, pode-se eleger um porta-voz dos resultados para a partilha
dos caminhos percorridos e das decis6es tomadas pelo grupo, contribuindo para a con-
tinuidade do processo investigativo. Isso acontece pois o professor tem a liberdade de
propor uma ordem que o0s grupos farao as socializagcdes, encaminhando as discussoes
e as justificacdées para uma possivel conclusdo por meio de um raciocinio por maioria
de razao.

2.2.3 Papel do professor

A este ponto, deve estar claro que, em investigacbes matematicas, o papel do
professor ndo é o de detentor do conhecimento, nem o de transmissor de conteudo
a seus alunos. Pelo contrario, estabelece-se uma interacao entre as partes na qual o
professor retira-se do lugar tradicional de centralizador da informacéo e divide com os
alunos a responsabilidade da construgéo do conhecimento. Nesse cenério, o professor
concede-lhes a autonomia necessaria para nao interferir na autoria da investigacgao,
que deve ser exclusiva dos alunos. Por outro lado, deve garantir que o trabalho investi-
gativo aconteca com fluidez e de forma significativa do ponto de vista da matematica.
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Segundo Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020), essa reorganizagao de pa-
péis na sala de aula compde um desafio extra para o professor, pois 0s alunos se-
réo retirados da tendéncia natural, nas aulas de matematica, de procurar respostas
para perguntas colocadas pelo professor. Para evitar esse comportamento, desde os
momentos iniciais da investigacao, o professor deve apontar-lhes possibilidades de
interrogar matematicamente as situagdes e formular boas questdes a partir dai.

Outro aspecto da postura assumida pelo professor € a de permanecer atento a
forma como os alunos encaram o trabalho investigativo, para que nao limitem a tarefa
a encontrar uma resposta, como se costuma fazer em um simples exercicio. Durante a
realizagédo das investigacdes, o docente deve aproximar-se de cada grupo de trabalho
e recolher informagdes sobre o desenrolar da atividade, fazendo-lhes perguntas e
pedindo-lhes explicacdes.

Nao se trata, nesse momento, de ajuizar-se sobre os trabalhos observados,
mas de esforcar-se para ouvir os alunos e compreendé-los, evitando corrigi-los sobre
alguma afirmacao ou conceito matematicamente pouco corretos. Esses periodos de
avaliagcéo do progresso dos trabalhos auxiliam o professor a decidir sobre a quantidade
de tempo que os grupos de alunos ainda precisam para desenrolar suas investigacoes
e avancar para a fase das discussées.

Além do mais, essas visitas feitas aos grupos de alunos durante o desenvolvi-
mento de suas investigacdes constituem uma oportunidade para o professor manifestar
seu raciocinio matematico. “Trata-se, também, de uma ocasiao privilegiada para o pro-
fessor evidenciar como se aborda o teste de conjecturas, pensando em voz alta com
os alunos” (Ponte; Brocardo; Oliveira, H., 2020, p. 48). E possivel verificar o quanto
os alunos se apropriaram das etapas de formulacéo e teste das conjecturas e, mais
uma vez, o professor é instigado a avaliar os momentos oportunos para trabalhar com
0 processo de prova - experimentando principios de um processo de demonstragao
- matematica. Porém, recomenda-se sempre motivar seus alunos a justificarem suas
afirmagoes.

De um modo geral, o aspecto predominante na atuagéo do professor durante as
investigagbes matematicas € o de apoio que concede aos seus alunos. Deve privilegiar
uma postura interrogativa, colocando questdes abertas, seja para clarificar ideias ou
para compreender um raciocinio, promovendo aos alunos uma reflexdo sobre seus
préprios trabalhos. Configura, assim, um desafio a atuacao profissional docente que
sai de uma postura tradicional de validar e corrigir conceitos em desenvolvimento e é
colocado numa situagcao que exige flexibilidade para lidar com situacées novas e, por
vezes, imprevisiveis.
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2.2.4 Avaliacao em investigacoes matematicas

As investigac6es matematicas, apresentadas aqui como uma atividade de apren-
dizagem alternativa ao ensino tradicional, também exigem a realizacao de avaliagao.
Os professores Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020) apontam uma diversidade de
instrumentos avaliativos, de natureza oral e escrita, que buscam verificar a aprendiza-
gem dos alunos com base em objetivos curriculares.

Fazendo uso de um instrumento avaliativo de natureza escrita, os relatorios
constituem uma opcao a ser realizada por um aluno ou por um grupo de alunos. Os
relatérios abrigam a chance de os alunos descreverem, para além de suas conclusées,
0S processos que usaram na tarefa de investigacao que os levaram a tais conclusées.
Estimulados pelo professor, podem apresentar uma descricdo o mais detalhada pos-
sivel do trabalho realizado, incluindo as questdes levantadas em relacéo a situacéao
proposta, as fontes consultadas, a maneira como organizaram os dados, as conjectu-
ras provadas e ndo provadas, as decisdes e procedimentos utilizados para a validagao
das conjecturas, entre outros.

Quando a escrita de relatérios ndo € algo familiar aos alunos, é interessante
que eles saibam o que estd sendo pedido e que conhegam 0s aspectos a serem
considerados em sua avaliagdo. Por esse motivo, recomenda-se que o professor realize
um conjunto de indicagdes precisas, de modo a construir, com os alunos que realizam
investigacdes matematicas, uma espécie de roteiro para o relatério. Ter indicacoes
escritas permite que os alunos facam sua releitura quantas vezes forem necessarias,
0 que nao exclui conversar sobre 0 que se pretende com o relatorio.

Segundo Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020), depois de elaborados os
relatérios, podem ser estabelecidas escalas quantitativas ou qualitativas para compor a
avaliacdo. A construcao dessas escalas se da a partir de um objetivo de aprendizagem -
ou conjunto de objetivos - que pode ser graduado em diferentes niveis e, depois, faz-se
a correspondéncia entre esse objetivo e o nivel atingido nos relatérios dos alunos.

Mais importante do que a escala adotada sao os critérios utilizados na avaliacao
e a devolutiva que o professor faz a seus alunos. Ao adotar esse tipo de avaliagao,
ha a oportunidade de se fazer uma consideracéo global do trabalho, mas também de
apontar sugestdes para melhorar a investigacao apresentada.

Considerando outras formas de avaliagédo do trabalho investigativo, sdo apresen-
tadas a observacgéo informal e as apresentac¢des orais. Instrumento rotineiro das aulas
de matematica, a observacao informal € uma forma natural de avaliar os alunos, pois,
por meio dela, o professor é capaz de observar as suas atitudes e a maneira como
mobilizam conhecimentos matematicos formais e informais.

Vale destacar que a observagcao nao é, necessariamente, uma atitude passiva
realizada pelo professor. Isso significa que o professor se encontra na possibilidade de
fazer perguntas aos alunos, buscando perceber a forma como estdo pensando e seus
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processos de raciocinio, a fim de complementar suas observacdes sobre um aluno ou
um grupo deles.

Ja as apresentagdes orais, que podem acontecer naturalmente na socializacdo
dos resultados das investigacoes matematicas, constituem um instrumento de avalia-
cao a ser considerado pelo professor. Além disso, contribuem para a aprendizagem
dos alunos ao estimular suas capacidades de comunicac¢ao e argumentacao. Por meio
das apresentacdes, pode-se conhecer a compreensdo do processo investigativo, os
processos de raciocinio e as decisdes, permitindo avaliar diversos objetivos.

Ao conhecer tais instrumentos avaliativos, é possivel ainda adotar uma avaliagéo
multifacetada em que “o professor pode fazer, correntemente, a observacao direta dos
alunos e grupos durante a realizacao de tarefas e alternar as apresentacdes orais com
a producao de relatérios escritos, individuais ou de grupo” (Ponte; Brocardo; Oliveira,
H., 2020, p. 121).

Em suma, as investigagdes matematicas desenham uma perspectiva curricular
que pode ser implementada na sala de aula e que se preocupa com a aprendizagem
dos alunos. Aproxima-los da experiéncia de fazer matematica torna a sala de aula um
ambiente de trabalho envolvente e estimulante. Segundo o professor Jodo Pedro da
Ponte, o ensino de matematica torna-se carente se nao for dada a oportunidade aos
alunos para atuarem como pequenos matematicos (Wichnoski, 2022).

2.3 ENSINO DE PROBABILIDADE

A promulgacédo da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2018)
designa-a como um guia normativo que estabelece os conhecimentos e habilidades
essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo da escolaridade. Nessa
direcao, a area de conhecimento da Matematica e suas tecnologias se apresenta a
partir de cinco competéncias especificas a serem desenvolvidas ao longo do ensino
médio.

A partir desse documento, os curriculos de matematica das escolas brasileiras
que oferecem o ensino médio devem contemplar as diretrizes estabelecidas para ga-
rantir o desenvolvimento das habilidades listadas ao longo das cinco competéncias
especificas. Nesse sentido, a BNCC nao se apresenta como uma lista de conteudos
a serem cumpridos, mas como um conjunto de apontamentos de conhecimentos a
serem garantidos aos alunos.

2.3.1 Diretrizes curriculares

Dentro da estrutura da Base Nacional Comum Curricular, no que se refere a
area de conhecimento da Matematica e suas Tecnologias para o ensino médio, deseja-
se dar continuidade as aprendizagens desenvolvidas no ensino fundamental, agora
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ainda mais fazendo referéncia a realidade do aluno.
Para isso, elenca o desenvolvimento de cinco competéncias especificas que
devem ser garantidas aos estudantes do ensino médio. S&o elas:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpre-
tar situagcdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos
das Ciéncias da Natureza e Humanas, ou ainda questdes econémicas ou
tecnologicas, divulgados por diferentes meios, de modo a consolidar uma for-
macao cientifica geral.

2. Articular conhecimentos mateméaticos ao propor e/ou participar de acoes
para investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar decisdes éticas
e socialmente responsaveis, com base na analise de problemas de urgéncia
social, como os voltados a situagbes de saude, sustentabilidade, das implica-
¢Oes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, recorrendo a conceitos,
procedimentos e linguagens proprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus cam-
pos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade
e Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao
das solugdes propostas, de modo a construir argumentagao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional
etc.), na busca de solugdo e comunicagéo de resultados de problemas, de
modo a favorecer a construgao e o desenvolvimento do raciocinio matematico.
5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como obser-
vacao de padroes, experimentacoes e tecnologias digitais, identificando a ne-
cessidade, ou ndo, de uma demonstragdo cada vez mais formal na validagédo
das referidas conjecturas (Brasil, 2018, p. 523).

Associadas a cada uma das competéncias, sao indicadas habilidades a serem
alcancadas na etapa do ensino médio. Dentre elas, foi identificada a unidade tematica
Probabilidade e Estatistica, sendo esta o objeto de interesse dessa pesquisa. Para
o desenvolvimento da sequéncia didatica a ser aplicada como parte dessa pesquisa,
foram assinaladas as habilidades que se relacionam a tematica de probabilidade.

Na Competéncia Especifica 1, temos a habilidade “(EM13MAT106) Identificar
situagdes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer escolhas levando-se em
conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele método contraceptivo, optar por
um tratamento médico em detrimento de outro etc.)” (Brasil, 2018, p. 533).

Relacionada a Competéncia Especifica 3, temos “(EM13MAT310) Resolver e
elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos ordenaveis ou nao de
elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias
diversas, como o diagrama de arvore” (Brasil, 2018, p. 533), que € uma habilidade
que espera-se ter sido desenvolvida antes da atividade de investigagdo matematica
planejada nessa dissertagao.

Ainda na Competéncia Especifica 3, temos:

(EM13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleaté-

rios, realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar proble-
mas que envolvem o calculo da probabilidade;
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(EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de pro-
babilidade de eventos em experimentos aleatérios sucessivos (Brasil, 2018,
p.537).

Depois, na Competéncia Especifica 5, temos “(EM13MAT511) Reconhecer a
existéncia de diferentes tipos de espacos amostrais, discretos ou nado, e de eventos,
equiprovaveis ou nao, e investigar implicagdes no célculo de probabilidades” (Brasil,
2018, p. 541).

E interessante destacar, por fim, que as investigagdes matematicas tém real
potencial no desenvolvimento da Competéncia 5, especificamente. Ao propor situa-
cbes da realidade, os alunos serdo convidados a levantar suas proprias questoes,
formular conjecturas, refuta-las ou valida-las, comunicando suas conclusdes. Esses as-
pectos podem contribuir na compreensao que os alunos possuem sobre a matematica,
ressignificando-a como resultado de atividade humana.

2.3.2 Fundamentos basicos

Apés a discussao sobre a Educacao Matematica Critica e a metodologia das
investigac6es matematicas, esta secao tem por objetivo apresentar os fundamentos
formais da teoria da probabilidade, que servem de base conceitual para a sequéncia
didatica proposta neste trabalho.

Embora as atividades investigativas planejadas estejam voltadas a Educacgéo
Bésica e privilegiem situagbes contextualizadas, é essencial que o professor tenha
dominio dos conceitos estruturantes da teoria probabilistica. A construcao rigorosa
desses conceitos, baseada em definicdes axiomaticas, propriedades e demonstragdes,
contribui ndo apenas para a seguranga conceitual do docente, mas também para a
elaboracéo de situacdes didaticas mais precisas e significativas.

Neste sentido, serdo expostos a seguir 0os principais elementos da formula-
¢do moderna da probabilidade, com énfase no modelo axiomatico desenvolvido por
Kolmogorov, abordando no¢des como espaco amostral, eventos, medidas de probabi-
lidade, independéncia e probabilidade condicional. Essa formalizacao se apoia, prin-
cipalmente, na obra de James (2023), servindo como referéncia matematica para a
pratica pedagdgica desenvolvida na sequéncia didatica.

2.3.2.1 Espag¢o Amostral

Assim sendo, suponhamos que um experimento seja realizado sob certas con-
dicdes fixas. Seja Q2 o conjunto de resultados possiveis, onde por resultado possivel
entende-se resultado elementar e indivisivel do experimento. Q2 sera chamado espaco
amostral do experimento. Desse modo, vamos supor:

(i) a todo resultado possivel corresponde um, e somente um, ponto w € Q; e
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(i) resultados distintos correspondem a pontos distintos em Q, isto é, w nao
pode representar mais de um resultado.

Entéo, todo evento associado a um experimento pode ser identificado a um sub-
conjunto do espaco amostral Q. Com efeito, seja Q 0 espagco amostral e A um evento
associado ao experimento, isto €, um evento que seguramente ira ou nao ocorrer sem-
pre que for realizado o experimento. Para fixarmos ideias, suponhamos que Q consista
exatamente nos resultados possiveis do experimento, de modo que Q) ndo contenha
resultados impossiveis. Suponhamos, entédo, que w seja o resultado do experimento.
Se A ocorre, dizemos que w € favoravel a A. Se A nao ocorre, dizemos que w nao é
favoravel a A (ou ainda, que w ¢é favoravel ao evento "ndo A”). Identificaremos o evento
A e o subconjunto de Q que contém todo w favoravel a A.

Chegamos a seguinte definicao, que adotaremos no caso geral, inclusive nos
casos em que utilizamos um espaco amostral maior que o estritamente necessario:

Definicao 1. Seja Q 0 espaco amostral do experimento. Todo subconjunto A C Q) sera
chamado evento. Q) é o evento certo, & 0 evento impossivel. Se w € ), o evento {w} é
dito elementar (ou simples).

Definicao 2. Um evento A ao qual iremos atribuir uma probabilidade sera chamado
evento aleatorio.

Suponhamos que a classe dos eventos aleatérios possua certas propriedades
bésicas e intuitivas, que serdo essenciais para o desenvolvimento posterior da teoria e
do célculo de probabilidades. Indicando com A a classe dos eventos aleatérios, vamos
estipular as seguintes propriedades para A:

A1. QO € A (definiremos P(Q) = 1).

A2. Se A c A, entdo A€ € A (¢ evidente que definiremos

P(A®) =1 — P(A)).

A3. SeAc AeBe A, entdo AU B € A (i.e., se atribuirmos uma probabilidade a
A e outra a B, entdo atribuiremos uma probabilidade a ”A ou B”).

Em outras palavras, vamos supor que A seja uma algebra de eventos:

Definicao 3. Seja A um conjunto nao-vazio. Uma classe A de subconjuntos de Q
satisfazendo A1, A2 e A3 é chamado algebra de subconjuntos de Q.

Proposicao 1. Seja A uma algebra de subconjuntos de Q). Entao valem as seguintes
propriedades:
Ad oche

n n
A5. Vn,VAq,...,An€ A, temos | J A€ A e ) A €A.
i=1 i=1
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Esta proposicao diz que uma algebra é fechada para um numero finito de apli-
cagOes das operagdes U,N e .

Demonstraggdo. A1 e A2 implicam A4. Para A5, temos A3 = A{UAs € A = (A1 U

n
A)UAz € A= ...= (J Aj €A, porinducéo.
i=1
Agora, basta observar que

n n ¢
Na- (U#)
i=1 i=1

e aplicar sucessivamente A2, a parte ja provada de A5 e, novamente, A2.
0

Seguidamente, vamos supor que a classe dos eventos aleatérios também satis-
faca:
o0
A3. Se Ape Aparan=123,...,entdo |J An € A.
n=1
Definicao 4. Uma classe A de subconjuntos de um conjunto nao-vazio Q) satisfazendo
A1, A2 e A3’ é chamada o—algebra de subconjuntos de Q.

Observacoes. (1) Uma o—Igebra é sempre uma algebra, pois A3 é conse-
quénciade A3, jaque AUB=AUBUBUB... € AseA éo—algebra.

(2) Podemos supor que A é uma o—algebra em vez de algebra, pelo Teorema
da Extensédo de Carathéodory. Este teorema da Teoria da Medida garante
que uma probabilidade definida em uma algebra, e de acordo com os axi-
omas usuais, pode ser estendida de uma Unica maneira para a o—algebra
gerada pela algebra.

(3) Em inglés, usa-se as vezes o termo “field” (corpo) no lugar de "algebra” e
"o—field” no lugar de "o—algebra”. Para o tradutor de Gnedenko, o—algebra
€ "Borel field”. Em francés, é "tribu”.

Proposicao 2. Seja A uma o—algebra de subconjuntos de Q). Se A1, Ao, ... € A, entdo
o0
ﬂ Ap € A.

n=1

Demonstragéo.

D)

w C
1 n=1

Podemos dizer, entdo, que uma o—algebra é fechada para um nimero enume-
ravel de aplicagdes das operagdes U, N e €.

n

]
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Passamos agora a definir probabilidade, sendo que um método de o fazer é o
da frequéncia relativa: poderiamos definir P(A) como o limite da frequéncia relativa da
ocorréncia de A em n repeticdes independentes do experimento, com n tendendo ao
infinito, i.e.,

1 " numero de ocorréncias de A em n “ensaios”
independentes do experimento. '

Esta é a definicao “frequentista” ou “estatistica” de probabilidade. Baseia-se na
experiéncia, comum a todos nés, da estabilidade da frequéncia relativa de ocorréncia
de eventos, quando realizamos muitas repeticdes do experimento. Essa definigédo foi
usada por von Mises na construcdo de uma teoria de probabilidade.

Outro método de definir probabilidade é o de estabelecimento de axiomas, co-
nhecido como definicdo axiomatica de probabilidade. Para isso, vamos admitir que
existem as probabilidades em uma certa o—algebra A de eventos, chamados even-
tos aleatérios; vamos supor que a todo A € A seja associado um namero real P(A),
chamado probabilidade de A, de modo que 0s axiomas a seguir sejam satisfeitos.

Axioma 1. P(A) > 0.
Axioma 2. P(Q)) = 1.

Axioma 3. (Aditividade finita). Se Aq, ..., An € A sao disjuntos (2 a 2), entdo

(Os eventos sao disjuntos, ou disjuntos 2 a 2, se sdo mutuamente exclusivos,
e, AinAj=asei#])

Observacoes. Como Aq U A> U Az = (Ay U As) U Az, podemos usar indu-
¢ao para mostrar que o Axioma 3 esta satisfeito (para todo n) quando esta
satisfeito para n = 2. Uma funcao P satisfazendo Axiomas 1, 2 e 3 é cha-
mada probabilidade finitamente aditiva. Embora alguma coisa tenha sido
feita com tais probabilidades, é matematicamente mais conveniente supor
o—aditividade:

Axioma 3’. (o—aditividade). Se A4, Ao,... € A sao disjuntos (i.e., mutua-
mente exclusivos), entao

P (U An> =Y P(An).
n=1 n=1

Proposicao 3. O Axioma 3’ implica o Axioma 3, i.e., se P é o—aditiva, entao é finita-
mente aditiva.
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Demonstragdo. Suponhamos satisfeito o Axioma 3’, e sejam Aq, ..., Ap € A disjuntos.
Notemos inicialmente que P(2) = 0, ja que

P(Q) = PQUBUZU..)=PQ)UP®)+P(2) +

Definamos Ay = @ parak=n+1,n+2,.... Entdo A4, Ao, ... s&o disjuntos, logo
n oo oo
P (U Ak> =P (U Ak> =Y P(Ay)
k=1 k=1 k=1

]

Definicao 5. Uma fungao P definida numa o—algebra A e satisfazendo os Axiomas 1, 2
e 38’ chama-se uma medida de probabilidade em A ou simplesmente uma probabilidade
em A.

Ocorre que, dados os Axiomas 1, 2, 3, o Axioma 3’ é equivalente ao:

Axioma 4. ("Continuidade no vazio”). Se a sequéncia (An),>1, onde Ap € AVn, de-
crescer para o vazio, entao P(Apn) — 0 quando n — oc.

Observacéo. (An),~1 decresce para o vazio (Ap | 9) significa Ap O Ap,1Vn,

ou seja, (An),>1 decresce,e (| Ap=9
B n>1

Proposicao 4. Dados os Axiomas 1, 2, 3 o Axioma 4 é equivalente ao Axioma 3’

(i.e., uma probabilidade finitamente aditiva é uma probabilidade se, e somente se, é
continua no vazio).

Demonstragdo. (i) Suponhamos o Axioma 3’. Sejam A4, Ao, ... € A tais que Ap | 2.
Queremos provar que P(Ap) — 0. Temos

(0.
A= (A =AU (A — Ag)U... = | J(Ak — Aks1),
k=1

pelo diagrama:
Os "anéis” Ay — Ak,1 séo disjuntos, porque a sequéncia é decrescente, e per-
tencem a A, ja que A é fechada para diferengas. Pelo Axioma 3’,

o0
=Y P(A— Akst),
k=1

portanto a série é convergente e

n—1
> P(Ak = Aks1) —— P(Ay).
k=1



Capitulo 2. Desenvolvimento 30

Figura 1 — Diagrama de "anéis” Ay — Ak, 1

Fonte: James (2023).

Pela aditividade finita,
P(Ax — Aks1) = P(Ak) — P(Aks1),
logo

n—1
P(A) = lim_ /; (P(AK) = P(A,1)) = lim_(P(A1) — P(An),
e entdo P(Ap) — 0.
(if) Suponhamos o Axioma 4 e sejam Aq, Ao, ... € A disjuntos. Queremos provar
oo (0.¢] (0.}
que P| U An ] = >_ P(An). Seja A= |J Ap, entéo
n=1 n=1 n=1

(302

k 00
P(A) =Y P(An)+P ( U An> :

n=1 n=k+1

e pela aditividade finita,

0
Seja By = |J An, entéo By | @ e portanto P(By) — 0 (pelo Axioma 4). Logo
n=k+1

M=

P(An) m P(A),
1

S
]

P(An). ]

L

i.e., P(A) =

1]
—

n
Corolario 1. Os dois seguintes sistemas de axiomas sao equivalentes:
Sistema I: Axiomas 1, 2, 3’
Sistema Il: Axiomas 1, 2, 3, 4.
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Demonstraco. O sistema | é equivalente aos Axiomas 1, 2, 3, 3’, pois ja vimos que o
Axioma 3’ implica o Axioma 3. Agora basta aplicar a Proposi¢céo 1.4. O

Observacao. Entdo para verificar se P é probabilidade em A, basta verificar
0s axiomas do sistema | ou os axiomas do sistema Il.

Propriedades de probabilidade. Seja P uma probabilidade em uma o—algebra
A. Suponhamos que todo A abaixo pertenca a A. Entdo as seguintes propriedades
sao consequéncias dos axiomas:

P1.

P2.
P3.

P4.

P5.

P6.

P(A°) =1 — P(A). (Consequéncia dos Axiomas 2 e 3).
Caso particular importante: P(@) =1 — P(Q) = 0.

0 < P(A) < 1. (Consequéncia do Axioma 1 e P1.)

Ay C Ao = P(Aq) < P(Ap). (Pela aditividade finita, P(Ay) = P(A1) + P(Ay —
Aq) > P(A1), pelo Axioma 1.)

n n
P < A,-) < Y P(A)). (Pela aditividade finita,
l i=1

i=1

P(A1 U Ag) = P(Aq) + P(Ay N AS) < P(Aq) + P(A),

por P3, ja que Ay N AT C Ay. Completa-se a prova por indug&o.)
o0 o0

P U1 Al < 21 P(A)).
1= 1=

(Continuidade de probabilidade). Se An 1 A, entdao P(An) T P(A). Se Ap | A,
entdao P(An) | P(A).

Demonstragéo de P6. Vamos supor que An | A, i.e., que Ap D ApiiVne

() An=A.Entdo, P(An) > P(An.1), por P3, e (An—A) | @ = P(Ap—A) — 0,
n>1

pela continuidade do vazio. A aditividade finita implica P(An — A) = P(An) —
P(A), pois A C Ap. Resumindo, temos P(Apn) — P(A) — 0 e {P(An)}n>1

decrescente, logo P(An) | P(A).
Se Ap t Afi.e., An C ApiVne |J An = A), entdo AS | AC. Logo, P(AS) |

n>1
P(A°), ou seja, 1 — P(An) | 1 — P(A); portanto, P(An) 1 P(A). l

Modelo probabilistico. Terminamos a formulacdo do modelo matematico para
um experimento, ou modelo probabilistico. E constituido de:

(@) Um conjunto ndo-vazio Q, de resultados possiveis, 0 espagco amostral.

(b) Uma o—algebra A de eventos aleatdrios.

(c) Uma probabilidade P definida em A.
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Agora vamos retirar nosso modelo do contexto de um experimento e reformula-lo
como um conceito matematico abstrato.

Definicao 6. Um espaco de probabilidade é um trio (2, A, P), onde
(a) Q é um conjunto nao-vazio,
(b) A é uma o—algebra de subconjuntos de O, e

(c) P é uma probabilidade em A.

A partir de agora, tudo sera estudado em espacgos de probabilidade, apesar de
mantermos a linguagem de experimentos e eventos. (Ja vimos que todo modelo pro-
babilistico € um espaco de probabilidade. Reciprocamente, o espaco de probabilidade
(Q, A, P) pode ser considerado um modelo para o experimento “selecionar um ponto
de Q conforme a probabilidade P”).

2.3.2.2 Probabilidade condicional

Definicao 7. Seja (2, A, P) um espaco de probabilidade. Se B € A e P(B) > 0, a
probabilidade condicional de A dado B é definida por

P(AN B)

P(B) AcA.

P(A| B) =

Observacao. Se P(B) = 0, P(A | B) pode ser arbitrariamente definida. A
maioria dos livros faz P(A | B) = 0, mas nao € interessante fazer P(A | B) =
P(A) para que P(A | B) seja uma probabilidade em A (como fungédo de A). E
também conveniente, por independéncia, fazer P(A | B) = P(A).

Consideremos um diagrama de Venn:

Figura 2 — Diagrama de Venn: intersecdo AN B

Fonte: James (2023).

Se A e B sédo desenhados de modo que as areas de A, B e AN B sejam pro-
porcionais as suas probabilidades, entdo P(A | B) € a propor¢ao do evento B ocupada
pelo evento A. Note que P(A | B), A € A, é realmente uma probabilidade em A, ou
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seja, determinar P(A | B) passa por restringir o universo Q. Consequentemente as
propriedades sdo mantidas, por exemplo:

P(A° | B)=1— P(A| B).

Probabilidade condicional possui uma interpretacao intuitiva em termos de fre-
quéncias relativas. Pensando em probabilidade como limite de frequéncia relativa,
temos:

P(AN B)
PA|B)= ——"'=
lim 1 " numero de ocorréncias de “A e B”
n—oo N em n ensaios independentes do experimento
B lim 1 y nuamero de ocorréncias de B
n—oo n em n ensaios independentes do experimento

im numero de ocorréncias de AN B em n ensaios
"~ n—oo nUmero de ocorréncias de B nos mesmos n ensaios

Entdo, quando n é grande, P(A | B) € aproximadamente igual ao quociente do
namero de ocorréncias de A e B sobre o nimero de ocorréncias de B em n ensaios
independentes do experimento, i.e., P(A | B) é aproximadamente a propor¢ao, entre 0s
experimentos em que ocorre o evento B, daqueles em que o evento A também ocorre.

Decorre da definicao que P(ANB) = P(B)P(A | B), e esta igualdade é valida tam-
bém quando P(B) = 0. Esta igualdade se generaliza: sendo A, B, C eventos aleatérios,
temos P(AN BN C) = P(AP(B| A)P(C | AN B).

Demonstracdo. PIANBN C)=PANB)P(C|AnB)=PAPB|APC|ANB). O
Por indugao, temos o seguinte:

Teorema 1. (Teorema da Multiplicagdo ou Teorema da Probabilidade Composta). Seja
(Q, A, P) um espaco de probabilidade. Entao
(i) PLANB) = P(A)P(B| A) = P(B)P(A| B),VA, B € A,

(i) P(A1 0 Ap 1.1 An) = P(A1)P(Ag | A1)P(Ag | A1 11 Ag)...
o PAn AN .. NA, 1), YA, ..., AnEA, Vn=23,...

Agora suponhamos que A4, Ao, ... sejam eventos aleatorios mutuamente exclu-
sivos e exaustivos (i.e., que os A; sejam distintos = mutuamente exclusivos e UA; = Q).
Entdo os A; formam uma particdo do conjunto amostral Q.
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Vamos admitir que a sequéncia A, Ao, ... seja finita ou enumeravel - entao, por
exemplo, A e A€ formam uma particdo, VA € A.
Para todo evento B € A, temos B = | J(A; U B). Como os A; séo disjuntos, entao
i
os BN A, séo disjuntos e

=) P(AinB)= ZP P(B|A)).
i

Logo temos o seguinte

Teorema 2. (Teorema da Probabilidade Total (ou Absoluta)). Se a sequéncia (finita ou
enumeravel) de eventos aleatorios A4, Ao, ... formam uma particdo de Q, entdo

ZP P(B| Aj), VBe€A.

Usando esse teorema, podemos calcular a probabilidade de A; dada a ocorrén-

cia de B:
P(A ) (BIA)

ZP P(B|Aj)

PAINB) _

P(AI1 B = 5

P(A; | B) =

Essa é a formula de Bayes. Ela é util quando conhecemos as probabilidades dos
A; e a probabilidade de B dado A;, mas nao conhecemos diretamente a probabilidade
de B.

Observacao. A férmula de Bayes €, as vezes, chamada de formula de pro-
babilidades “posteriores”. Com efeito, as probabilidades P(A;) podem ser
chamadas probabilidades "a priori” e as P(A; | B), probabilidades "a posteri-
ori”.

2.3.2.3 Independéncia

Definicao 8. Seja (2, A.P) um espaco de probabilidade. Os eventos aleat6rios Ae B
sao (estocasticamente) independentes se

P(An B) = P(A) - P(B).

Observacao. Eventos de probabilidade zero ou um sao independentes de
qualquer outro: se P(A) =0, entdo P(An B) =0 e A e B sédo independentes,
VB € A. Se P(B) = 1, entdo P(ANB) = P(A)— P(AnBC) e, como AnB¢ c B°
implica P(AN B®) < P(B°) =0, temos P(ANB€) =0e P(AN B) = P(A)P(B).
Logo, A e B sé@o independentes, VA € A.

Proposicao 5. A é independente de si mesmo se, e somente se, P(A) =0 ou 1.
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Demonstragdo. P(A) = P(An A) = P(A)P(A) < P(A)=0ou 1. O]

Proposicdo 6. Se A e B sdo independentes, entdo A e B também séo independentes
(e também A° e B, e ainda A€ e B°).

Demonstracdo. Vamos supor A,B independentes. Entdo P(ANB°) = P(A)— P(ANB) =
(pela independéncia) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A) - P(B°). O

Aqui esta uma justificagdo intuitiva da Definigcdo 8: B € independente de A se
tanto a ocorréncia quanto a ndo ocorréncia de A ndo afetam a probabilidade de B
ocorrer, i.e., P(B| A) = P(B) e P(B | A°) = P(B). Estas duas equagdes significam que

P(AnB)=P(AP(B|A) =PAPB) e

P(A° N B) = P(A)P(B | A°) = P(A°)P(B);
pela Proposicao 6, basta uma destas ultimas equacdes para a definicao.

Observacao. Se An B = &, entdo A e B nao sao independentes (a menos
que um deles tenha probabilidade zero).

Definicao 9. Os eventos aleatérios A;, i € I (I € um conjunto de indices), s&o indepen-
dentes 2 a 2 (ou a pares) se

P(AinAj) = P(A)P(A)) Vijeli#]

Definicao 10. (a) Os eventos A4,...,Ap(n > 2) sdo chamados (coletivamente ou
estocasticamente) independentes se

P(A, NA,N...NA; )= P(A,)P(A,) ... P(A )

o
Vi<iij<b<...<im<nVm=23,...,n(i.e., setodas as combina¢des satisfazem a
regra produto).

(b) Os eventos A4, Ao, ... sé@o independentes se Vn > 2, A4, Ao, ..., An s@0 indepen-
dentes.

(c) Os eventos A;,i € | (onde (/) € um conjunto de indices tal que #/ > 2) sao
independentes se toda subfamilia finita deles € de eventos independentes, i.e., se
A, Ais Aj, -, Ajs@o independentes para toda combinagao {is, . .., im} de elementos

7 oo gy .

de ,Lvym=2,3,....

Observacoes. (1) Tais eventos sdo chamados, as vezes, estatisticamente
ou mutuamente independentes.

(2) Vemos pelo item (c) que toda subfamilia de uma familia de eventos inde-
pendentes é de eventos independentes.
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Proposicao 7. Se A;,i € | é uma familia de eventos independentes, entdo para qual-
quer escolha B; € {A;, A}, a familia B;, i € | também é independente.

Demonstracéo. Pelo item (c) da definicdo de independéncia, é suficiente provar que
toda subfamilia finita By, .. ., Bn de eventos satisfaz a regra do produto:

n
P(ByN...NBn)=]]P(B)
i=1

onde B; c {A;, Af} e Aq,...,An s&o eventos independentes. A prova seré feita por
inducao finita em n.

1. Caso Base (n=2): Se A e A, séo independentes, pela Proposicéo 6, a regra
do produto € valida para todas as quatro combinacdes de By e Bo.

2. Hipbtese de Inducao (n = k): Assumimos que a proposicao & vélida para k

eventos: se Ay, ..., Ak sé@o independentes, entdo P(By1 N...N By) = H, 1 P(B;), onde
€ {A;, A7}
3. Passo Indutivo (n = k + 1): Sejam A4, ..., Ax,q1 eventos independentes e
B; € {A;, Af} para i =1,...,k+ 1. Definimos C = By N ... N B. Pela Hipétese de
Inducéo, P(C H, 1P O evento que queremos calcular € P(C N By, 1).
Caso 3.1. Bii1 = Ak+1. Como Aq, ..., Ak,1 sé@o coletivamente independentes,
Ak, € independente de qualquer evento formado por Ay, ..., Ax e seus complementos.

Logo, C e Ak, 1 sé@o independentes.

i=1 i=1

k k+1
P(C N Agyt) = P(C)P(Akyy) = (HP ) (Aks1) = [T P(B)).

Caso 3.2: By,1 = A7, ;. Queremos mostrar que P(C N A7 ) = P(C)P(AL ;).
Usamos a relagdo da Proposicao 6:

P(CNAS..) = P(C) — P(CN A1)

Pelo Caso 3.1, C e Ak, 1 sdo independentes: P(CN Ak.1) = P(C)P(Ak,1). Substituindo
na equacao anterior:

P(C N AL,4) = P(C) — P(C)P(Ak,1) = P(C)(1 — P(Ag,4)) = P(C)P(AL,1).

Substituindo P(C) pela Hipétese de Indugao:

k+1

P(CNAS, ) = (HP ) (AZ,1) =[] P(B)

i=1

O passo indutivo é valido em ambos os casos. Portanto, por indugéo finita, a
proposicao é valida para todo n > 2. O
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A exposicao formal dos conceitos probabilisticos, apresentada nesta secao,
fornece um alicerce tedrico sélido que sustenta as decisdes didaticas adotadas na
sequéncia investigativa desenvolvida. Embora a linguagem matematica aqui utilizada
ultrapasse os conteldos tradicionalmente abordados na Educacgéo Basica, ela se mos-
tra relevante para a pratica docente ao permitir a andlise criteriosa das estratégias dos
estudantes e a mediacao pedagoégica qualificada durante a resolugdo de problemas
envolvendo incerteza.

Com base nesse referencial formal, o préximo capitulo detalha os procedimentos
metodoldgicos da pesquisa, incluindo a elaboragéo e aplicagdo da sequéncia didatica
fundamentada na metodologia das investigacdes matematicas, com foco no ensino de
probabilidade.
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3 METODOLOGIA

3.1 TIPO E ABORDAGEM DA PESQUISA

Para a discussao das abordagens metodolégicas, foram dialogadas as teorias
apresentadas nas obras "Um convite a Educacdo Matematica Critica", de Ole Skovs-
mose € "Investigacdes Matematicas na sala de aula", de Jodo Pedro da Ponte, Joana
Brocardo e Hélia Oliveira. Na perspectiva da Educacao Matematica, a ideia é apresen-
tar alternativas ao ensino tradicional de matematica, ndo como uma solug&o universal,
mas como uma possibilidade de mobilizar conhecimentos a partir dessas teorias.

Nesse sentido, esta pesquisa é de natureza qualitativa, de carater interpretativo
e, em direcao a seu objetivo geral, visa compreender os sentidos atribuidos pelos es-
tudantes ao conteudo de probabilidade a partir da implementacao de uma sequéncia
didatica baseada em Investigagcdes Matematicas. A sequéncia didatica & um instru-
mento de planejamento do professor, no qual é possivel escolher e organizar uma
sucessao de atividades que atendam a um determinado objetivo de aprendizagem.
Isto é, uma sequéncia didatica consiste em um grupo de decisdes de aspecto metodo-
l6gico e pratico que guiardo a atividade docente em sala de aula. Nao se trata de uma
estrutura rigida; entretanto, deve apresentar flexibilidade diante das interacbes com
os estudantes e das condicdes as quais estao submetidos (Silva; Oliveira, M. M. de,
2009).

3.2 PARTICIPANTES E CONTEXTO

O local em que se aplicou a sequéncia didatica é a Escola de Educacgéao Basica
Professor Laércio Caldeira de Andrada, na cidade de Sao José, SC. Trata-se de uma
escola da rede estadual de Santa Catarina, atendendo turmas do Ensino Fundamen-
tal (Anos Iniciais e Anos Finais), bem como do Ensino Médio, nos turnos matutino,
vespertino e noturno (EEBLCA, 2025).

As primeiras aulas da atual E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada encontram
registro no ano de 1959, quando a professora Helena Demay Mendes iniciou com uma
turma de aproximadamente 20 alunos, ainda sob a denominagao de Escola Isolada de
Campinas. Desde entdo, a instituicdo de ensino passou por todos os tipos de organi-
zacao e tipos de estabelecimento do ensino primario previstos pela regulamentacao
vigente em Santa Catarina ainda na década de 1960 (EEBLCA, 2025).

Hoje, a E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada localiza-se na Av. Altamiro di
Bernardi, numero 561, no bairro Campinas, em S&o José, SC (Figura 3). Consultando
o Projeto Politico Pedagégico (PPP) em vigéncia da instituicdo, a unidade de ensino
atendeu 1176 alunos no ano de 2024, distribuidos nos periodos matutino, vespertino e
noturno. Registros apontam que mais da metade desses alunos é oriunda de diversos
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Figura 3 — Localizacdo da E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada

Fonte: Autoria prépria utilizando imagens do Google Earth (2025).

bairros préximos, incluindo municipios vizinhos, que procuram cursar o ensino médio
durante o dia. No ano de 2025, a E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada contempla
dezoito turmas do ensino fundamental e mais vinte e quatro turmas de ensino médio
(EEBLCA, 2025).

Das oito turmas de 22 série do ensino médio na unidade escolar, cinco séo
atendidas no periodo matutino, duas no periodo vespertino € uma no noturno. Ainda,
trés delas tém como professor de matematica o pesquisador desse trabalho, fator
bastante relevante na deciséo do tipo de intervencao que foi construida e aplicada no
desenvolvimento do conteudo de probabilidade.

Nesse cenario, essa dissertacdo dedicou-se a construir uma sequéncia didatica
que foi aplicada nas trés turmas da 22 série do ensino médio da E. E. B. Prof. Laércio
Caldeira de Andrada, da qual o autor dessa pesquisa é professor regular de matema-
tica. Além disso, essa sequéncia didatica pode se transformar em uma sugestdo de
aplicagdo em turmas do ensino médio, de modo geral.

Para a organizacao do relato da aplicacao da sequéncia didatica, as turmas
participantes serdo aqui identificadas por T1, T2 e T3, assim como a identidade dos
alunos sera preservada. Para a identificacdo dos grupos, serdo utilizadas as deno-
minacoes G1, G2, G3, G4, G5, G6, G7 e G8, ajustando-se a quantidade de grupos
formados em cada turma.

3.3 PLANEJAMENTO DA INTERVENCAO

A pratica pedagogica planejada por meio da sequéncia didatica foi elaborada
sob a perspectiva da teoria das investigacées matematicas (Ponte; Brocardo; Oliveira,
H., 2020) e dos cenarios para investigagao (Skovsmose, 2014). Aprovada no calenda-
rio escolar, a Gincana Esportiva da E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada, prevista
para acontecer no terceiro trimestre letivo, movimenta os estudantes desde o inicio do
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ano. Desde entéo, ja se organizam para confeccionar as camisetas ou uniformes que
serao um dos elementos da identidade visual da classe durante os dias de campeo-
nato. As turmas relataram um historico de envolvimento significativo na participacéo e
dedicacao aos jogos que, em um clima amistoso, promovem situagcdes de coletividade.

Analisando os planejamentos anuais da componente curricular de matema-
tica nas turmas de ensino médio da E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada,
identificaram-se os contetdos e habilidades a serem desenvolvidos. Buscou-se tomar
aqueles com potencial de dialogar a matematica escolar com a cultura da comunidade,
envolvendo a Gincana Esportiva, tendo a probabilidade um lugar de destaque nesse
contexto.

ldentificado o conteddo em potencial, tomou-se a unidade tematica Probabili-
dade e Estatistica conforme a BNCC (Brasil, 2018) no que se refere a etapa do ensino
meédio. Nesse aspecto, o conceito de probabilidade deve ser ampliado e consolidado
ao se trabalhar com as diversas realidades, contextos e situagdes dos estudantes. Em
consulta ao Curriculo Base do Territorio Catarinense para o Ensino Médio (Santa Ca-
tarina, 2020), ha uma concordancia sobre a organizagao curricular na qual se insere
o conteudo de probabilidade, uma vez que o documento tem a BNCC como base
curricular.

Sendo assim, foram tomadas as trés turmas da 22 série do ensino médio men-
cionadas anteriormente. Considerando que sao turmas ja familiarizadas com o pes-
quisador, uma vez que se trata do professor regular de matematica das turmas em
questao, entendeu-se que seriam necessarios cinco encontros de 45 minutos cada um
deles, os quais ocorreram durante o horario e espaco habituais de aula das turmas,
no tempo das aulas de matematica. Isto significa que os estudantes participantes nao
precisaram se deslocar para espacos diferentes dos ja praticados na rotina escolar,
nem em horarios distintos do cotidiano.

De qualquer forma, os estudantes foram previamente informados sobre a rea-
lizagdo dessa pesquisa, conhecendo seus objetivos, suas etapas e seus resultados
esperados. Foram esclarecidas as duvidas sobre a participagdo dos alunos na pes-
quisa, zelando pela confidencialidade dos dados e pela privacidade dos participantes,
de acordo com a Resolugdo CNS 510/2016 (Brasil, 2016), a Resolucdo CNS 466/2012
(Brasil, 2012), bem como as demais normativas e legislacdes vigentes e aplicaveis.

Houve total adeséo por parte dos estudantes, ndo havendo situacdes de nao-
participacado ou desisténcia. Além disso, a atividade investigativa desenvolvida com-
punha uma das avaliag6es trimestrais planejadas para a disciplina de Matematica,
conforme previsto pela Portaria Normativa n® 874/25 (Secretaria de Estado da Educa-
cao de Santa Catarina, 2025), que regulamenta os procedimentos para aplicacao e
registro de avaliagbes na rede estadual de ensino de Santa Catarina.

Para as turmas em questao, foi planejada a aplicagdo da sequéncia didatica
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detalhada no Apéndice A. Os cinco encontros foram organizados da seguinte maneira:
(1) Levantamento dos conhecimentos prévios acerca de probabilidade e didlogo sobre
fendbmenos aleatorios; (2) Organizagao dos estudantes em grupos espontaneos e ar-
ranque da atividade investigativa; (3) Desenvolvimento das investigacdes matematicas,
intercalando momentos de atencdo aos comandos do professor pesquisador, utilizando
exposicao oral e o quadro, e momentos de trabalho coletivo entre o proprio grupo; (4)
Discussao dos resultados obtidos e justificacdo das probabilidades encontradas; e (5)
Socializacao dos resultados e avaliacao colaborativa. No decorrer da pratica, foram pro-
duzidos materiais em papel e escrita que compuseram parte da avaliagéo da atividade
investigativa.

3.4 INSTRUMENTOS E PROCEDIMENTOS DE ANALISES

Os dados coletados durante as investigacbes matematicas em sala de aula
consistiram, exclusivamente, nos materiais escritos elaborados pelos estudantes, além
dos diarios de campo produzidos pelo professor pesquisador a fim de registrar as ob-
servacoes feitas durante as etapas da investigacdo matematica com os estudantes. As
atividades didaticas fundamentaram-se na perspectiva das investigacdes matematicas
discutida por Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020), que apontam uma variedade
de instrumentos de avaliacédo, de natureza oral e escrita, que estdo a disposicéo do
professor. Ja para o tratamento e interpretacdo dos dados, adotou-se a Analise de
Conteudo proposta por Bardin (2016). A analise seguiu uma abordagem qualitativa,
estruturada nas seguintes categorias: mobilizacdo de conceitos probabilisticos, cons-
trucao de estratégias investigativas e indicios de pensamento critico.

Entre os instrumentos de avaliagdo, destacaram-se os relatérios escritos, que
nao apenas documentam os resultados de um trabalho previamente realizado, mas
também podem incluir os processos utilizados para alcancar tais conclusdes. Outra
forma de avaliagao foi a observacgao informal dos alunos durante a realizagéao de tarefas
investigativas, na qual o professor pode perceber como eles aplicam conhecimentos
matematicos formais e informais. Além disso, as apresentacdes orais puderam ser uti-
lizadas como um método avaliativo, permitindo ao professor avaliar diversos aspectos,
incluindo atitudes, valores, capacidades de comunicagéo e argumentagao.

E importante destacar que todos os instrumentos de avaliagdo citados acima
também compdem os instrumentos da pesquisa, ao possibilitar a andlise dos resulta-
dos.

Ao fim das investigacbes matematicas, esperou-se como desfecho primario ex-
plorar as percepgdes e a mobilizagdo de conhecimentos dos estudantes da 22 série do
ensino médio da E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada, em Sao José, sobre o con-
teudo de probabilidade apds a execugcédo de uma sequéncia didatica elaborada a partir
da metodologia das investigacées matematicas (Ponte; Brocardo; Oliveira, H., 2020),
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visando identificar indicios de pensamento critico e argumentagdo que caminham para
uma Educacao Matematica Critica.

A presente pesquisa ndo se preocupa em invalidar ou menosprezar o ensino
tradicional de matematica nas escolas de educacao basica, mas sim em apontar alter-
nativas para a promoc¢ao da educagao matematica. A emancipacao do sujeito aprendiz,
prevista no curriculo (Santa Catarina, 2020; Brasil, 2018), passa por refletir sobre como
a matematica tem sido trabalhada por professores que ensinam matematica.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Inicialmente, foi realizada fundamentacéao teérica e aprofundamento sobre o
topico de cenarios para investigacao, segundo as obras de Skovsmose (2001, 2014),
e também sobre o tdpico de investigagcdes matematicas, baseado nos autores Ponte,
Brocardo e Hélia Oliveira (2020). As reflexdes provocadas por essas leituras contribui-
ram para a construcdo da sequéncia didatica descrita no Apéndice A para o ensino de
probabilidade.

Com a sequéncia didatica construida a partir das leituras e reflexdes tedricas,
procedeu-se a sua implementacao nas turmas participantes. Durante as atividades, fo-
ram observadas as intera¢des dos estudantes com os problemas propostos, bem como
as estratégias investigativas adotadas, permitindo analisar como os conceitos proba-
bilisticos foram mobilizados na pratica. A seguir, apresenta-se a descricao detalhada
dos resultados obtidos a partir dessa experiéncia pedagodgica.

4.1 PERFIL DAS TURMAS E ORGANIZAGAO DA ATIVIDADE

Durante a aplicacdo da sequéncia didatica, foram feitas observacdes e anota-
cOes sob a perspectiva do professor pesquisador. Esses dados foram compilados e
organizados em diarios de campo do professor pesquisador durante as aulas. De modo
geral, verificou-se que as turmas T1, T2 e T3 sdo heterogéneas entre si e apresentam
caracteristicas que sao préprias de suas dindmicas. Numericamente, no momento da
aplicacao das investigacdes matematicas em sala de aula, as turmas eram compostas
por 20, 29 e 20 alunos, respectivamente, de diferentes origens, sendo que varios deles
ja estudam na mesma turma desde o inicio do ensino médio.

Com a experiéncia pedagogica do professor pesquisador como docente dessas
turmas, foi possivel tracar um perfil para cada uma delas. Mais especificamente sobre
a dindmica coletiva de cada turma, podemos destacar que a T71 aparenta ser mais
apatica se comparada as outras duas turmas, ja que, em geral, os alunos sdo pouco
participativos nas aulas tradicionais e bastante passivos acerca dos conteudos traba-
Ihados de maneira expositiva. Esse comportamento é substituido quando se propde
uma atividade em que os alunos podem se organizar em grupos, situacao na qual é
possivel observar maior envolvimento deles com a construcao de sua aprendizagem.
Nota-se mais situagdes de proatividade, de discussao entre seus pares - mesmo que
dentro do préprio grupo - e de suas individualidades mais expostas.

No entanto, a 73 apresenta maior interacao entre seus componentes, seja para
discutir ideias relacionadas aos conteudos, seja para debater o andamento das aulas
e 0 convivio entre os colegas. Apesar de ser a turma com a menor quantidade de
alunos, trabalhar com grupos é um tanto desafiador, pois o perfil da maioria dos alunos
€ de conversa e defesa de interesses particulares, situacdes que exigem cenarios de
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negociacao entre eles para que possam participar de maneira ativa na construcao da
aprendizagem.

Além disso, a turma também conta, em sua composicdo, com um aluno atendido
pela educacao especial na perspectiva da educacéo inclusiva, cujo trabalho nas aulas
de matematica parte de suas potencialidades, que estdo na consolidacdo das opera-
¢bes de multiplicacdo e divisdo de numeros naturais. Esse aluno esteve acompanhado,
em tempo integral, por uma professora auxiliar que, sempre que possivel, tentava inclui-
lo nas atividades em grupo. Porém, sua realidade acabava exigindo que se trabalhasse
majoritariamente de forma individual, pois o0 aluno rejeitava as atividades coletivas.

Ja a T2 tem como caracteristica uma identidade de turma, pois, mesmo que os
alunos possuam perfis diversos, agem coletivamente em unidade. Nas aulas tradicio-
nais, ha alunos que se destacam pela sua espontaneidade, outros por seus questiona-
mentos e ainda aqueles por serem mais introspectivos. Quando se trata de trabalhar
em grupo para a constru¢ao de conhecimento, conseguem organizar-se de maneira au-
tbnoma, destacando-se alguns perfis de lideranga e proatividade, mas também aqueles
com os quais facilmente se dialoga sobre a composigéo e funcionamento dos grupos.

Na sequéncia didatica, foram planejadas cinco aulas para a aplicacao das in-
vestigagcdes matematicas, conforme o Apéndice A. Cada turma envolvida possui trés
aulas de matematica por semana em sua grade curricular e, para as turmas 71, T2 e
T3, os encontros das investigacdes matematicas ocorreram na primeira quinzena de
abril do ano de 2025, ajustando-se ao horario de aulas de cada turma.

Na 72 aula: Fenbmenos aleatorios e Historizag&o, foi preparado um material
expositivo utilizando apresentacao de slides a fim de promover um diadlogo com as
turmas sobre a nocao de fenémenos aleatérios e a compreensao da matematica acerca
desse assunto. Com o auxilio do material produzido, foi possivel trazer imagens de
contextos em que se trabalha com a nocao de aleatoriedade e os alunos, em geral, ja
puderam fazer associagdes com seus cotidianos. Cabe destacar que alguns deles ja
comegaram a procurar moedas em suas mochilas e a propor alguns langcamentos.

Nesse momento, os alunos que costumam ser mais participativos em aulas
tradicionais comecaram a fazer apontamentos sobre jogos de apostas, incluindo expe-
riéncias proprias ou familiares com os jogos de loteria, por exemplo. Ja era possivel
observar os estudantes mobilizando conhecimentos com base em suas crencgas: en-
quanto havia relatos de que familiares haviam desistido de apostar na mega-sena,
havia outros de que, fielmente, ndo deixavam de apostar no numero 36. Questionada
sobre 0 motivo da escolha pelo numero 36, a aluna comentou que seu avé acompa-
nha ha muitos anos os sorteios e, segundo ele, esse numero foi sorteado um maior
namero de vezes. Tratava-se, portanto, de uma tentativa de aumentar as chances de
ser premiado.

A exposicao e os dialogos se encaminharam para pensarmos em uma maneira



Capitulo 4. Resultados e Discussées 45

de quantificar as chances de determinados resultados quando se refere a fenGmenos
aleatérios. Aproveitando o ensejo das moedas em maos de alguns alunos, o professor
propds que eles fizessem alguns langamentos e anotassem seus resultados. Na turma
T1, em que apenas um aluno manuseava uma moeda convencional, percebeu-se uma
mobilizacdo da atencao de boa parte da turma para o colega que fazia os langamentos.
Naquela ocasiédo, de um total de 10 langamentos de sua moeda, foram observados 6
resultados para coroa e 4 resultados para cara.

Quando na T2, em que trés alunos detinham uma moeda convencional, seus
colegas mais préximos acompanhavam os dez langamentos e os resultados obtidos.
Deu-se a oportunidade de problematizar acerca de possiveis motivos para que tivésse-
mos encontrado resultados distintos entre os trés alunos que realizaram langamentos.
E interessante relatar que, intuitivamente, foi citada a nogcdo de uma moeda viciada
quando um aluno se deparou com a anotagao de 7 resultados para coroa e 3 resultados
para cara.

Embora néao tivera sido abordado de maneira explicita, foi possivel desenvolver
ideias de que a matematica apresenta diferentes concepg¢des acerca da quantificagao
das chances de um determinado evento ocorrer. O caso classico da moeda foi em-
blematico ao resgatar os conhecimentos mobilizados pelos alunos ainda no ensino
fundamental, quando se foi trabalhada a nogao de que, no langamento de uma moeda
convencional, os resultados sao ditos equiprovaveis. Em nenhuma das tentativas de
dez langamentos ocorridos durante essa 12 aula obteve-se a igualdade de resultados
para cara e para coroa.

Pela aleatoriedade caracteristica dos fenébmenos aleatérios, a 73, tomada pela
ideia da imprevisibilidade, chegou a levantar questionamentos sobre jogos de apostas
eletronicos, como o famoso caso do Jogo do Tigrinho!. Também foram apontados
aplicativos de apostas esportivas e, segundo um grupo de alunos dessa turma, ja ha
registros de casos de jogadores de futebol investigados por envolvimento com mani-
pulacéo de resultados de partidas em troca de dinheiro. A turma mostrou-se bastante
interessada nesse tépico dos aplicativos de aposta, e seria oportuno aprofundar o
tema, orientando pesquisas desenvolvidas pelos proprios alunos para que, em um mo-
mento posterior, pudessem socializar seus resultados com os demais colegas. Porém,
dada a dificuldade do tempo, foram sugeridas apenas pesquisas particulares, sem o
carater de uma atividade da disciplina de matematica, o que acabou desmotivando
boa parte dos alunos.

Por mais que essa 12 aula da sequéncia didatica ainda n&o tenha dado inicio ao

1 Segundo a Wikipédia, Fortune Tiger (conhecido popularmente como Jogo do Tigre ou Jogo do
Tigrinho) é um jogo de apostas e cassino online caracterizado como um jogo de azar, desenvolvido
pela empresa maltesa PG Soft. Tornou-se popular no Brasil em 2023, com promessas de ganhos
substanciais em um curto periodo de tempo pela internet, mas tornou-se alvo de investigagdo no
ano seguinte devido ao aumento expressivo do endividamento de brasileiros com apostas online
(Wikipédia, 2024).
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processo de investigacao realizado pelos alunos, avalia-se que foi de extrema importan-
cia para abrir um espaco de participagdo no qual os alunos pudessem contribuir com
suas experiéncias. Nao se notou a preocupacao rotineira dos alunos de se ter certeza
sobre o que se fala diante da turma, mas, envolvidos pelas diferentes perspectivas
de se pensar a quantificacao de chances, puderam compartilhar suas experiéncias e
entendimentos sobre esse assunto.

Na 22 aula: Introducado da tarefa investigativa, os alunos foram orientados que
passariam a trabalhar, nessa e nas proximas trés aulas, em grupos. Tratou-se, portanto,
de expor para as turmas a natureza de uma atividade investigativa, uma vez que as
trés turmas relataram nao conhecer as investigacdbes matematicas. Entao, foi sugerido
que os alunos se organizassem em grupos de 2 a 4 integrantes, conforme a afinidade
entre eles, buscando que houvesse didlogos espontaneos e maior familiaridade no
processo da atividade investigativa, que ja era uma novidade por si so.

A formacao dos grupos na T71 aconteceu de forma espontanea e os alunos
acabaram se juntando em trés duplas, um trio, dois quartetos e, mesmo de maneira
inesperada, uma aluna decidiu que faria o trabalho individualmente. Houve a interven-
¢ao do professor, nesse caso, na tentativa de inclui-la em algum grupo com o qual ela
tivesse mais afinidade; porém, sem sucesso. Nessa turma, totalizaram-se oito grupos
de trabalho que permaneceram sem alteracdes durante as aulas de investigacao e, de
modo geral, tiveram bom andamento, exceto pela aluna que trabalhou de forma indivi-
dual. Nesse caso particular, foram registradas auséncias na aula do desenvolvimento
e da socializagédo das investigagdes, momentos cruciais para o progresso da atividade
investigativa.

Antes da composicao final dos grupos na T2, havia cinco alunos que nao tinham
se incluido em nenhum grupo existente. Entdo, o professor interveio, reunindo-os e
sugerindo que formassem um grupo com cinco integrantes. Num primeiro momento,
parece ter havido concordancia com a sugestdo, mas, ao longo dessa aula, ainda
trés desses alunos se arranjaram em outros grupos. Assim, para o desenvolvimento
da atividade investigativa, a turma acabou se organizando em uma dupla, um trio e
seis quartetos, totalizando oito grupos. Essa configuracao se estendeu até o fim da
sequéncia didatica.

Agora, formar os grupos na T3 foi um trabalho arduo, conforme esperado. So-
mente dois quartetos foram compostos de modo auténomo pelos alunos, exigindo que
o restante dos alunos negociasse sua distribuicdo nos demais grupos. Foi uma manha
de bastante discussao, pois o perfil conflituoso de alguns alunos os levava a barganhar
composicdes ndo planejadas para a atividade. No fim, além dos dois quartetos ja for-
mados, o restante dos alunos se distribuiu em mais dois trios e em outros dois alunos
que decidiram trabalhar de forma individual. Nessa composigao final, que totalizou seis
grupos, o aluno atendido pela educagéo especial acabou nao participando da atividade
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investigativa, em decisdo conjunta com sua professora auxiliar.

Assim, formados os grupos nas trés turmas, organizamos o ambiente de sala
de aula para o trabalho em grupo, reunindo-os em estacdes de trabalho coletivo. En-
tdo, cada grupo recebeu, de maneira impressa, as instrucdes para as investigacdes
matematicas que comecariam a desenvolver a partir dali. A verséo das instrugdes dis-
ponibilizada para os grupos de alunos continha o arranque da investigagdo matematica
e uma sugestao de roteiro para a escrita do relatério, conforme exibido a seguir.

ARRANQUE DA INVESTIGAGAO MATEMATICA

Procure construir um chaveamento sorteando as equipes abaixo para disputas
na modalidade “mata-mata”.

Turmas 100, 101, 102, 103, 104
Turmas 200, 201, 202, 203, 204
Turmas 300, 301, 302, 303, 304

Registre os resultados obtidos e determine as possibilidades e probabilidades
de sua turma se tornar campea de uma modalidade.

ROTEIRO PARA A ESCRITA DO RELATORIO

Embora a organizacdo de um relatério possa ser uma tarefa em que tenha
inicialmente algumas dificuldades, penso que ele pode ajuda-lo, por exemplo, a
compreender melhor os varios assuntos tratados nas aulas e a desenvolver a
capacidade de comunicar por escrito o trabalho que realizou.

Um relatério deve incluir uma descricdo o mais detalhada possivel do trabalhou
que realizou e pode ser organizado da seguinte forma:

+ Identificagcdo do grupo, com nome dos integrantes e turma;
* Titulo;
 Objetivo do trabalho incluindo as questdes iniciais;

» Descrigcao do processo de investigacao (incluindo tabelas e/ou esquemas,
esbocos de graficos, organizacao dos dados recolhidos...), das tentativas
realizadas e das dificuldades encontradas;

» Conclusoes;

» Autocritica da intervengéao do grupo no trabalho.
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Tente descrever 0s passos que seguiu para explorar a tarefa que Ihe foi proposta.
Procure explica-los de uma forma clara e organizada. Registre todos os valores
com que trabalhou e, nos casos em que tal se mostre adequado, ndo hesite em
apresentar desenhos, tabelas e esquemas.

Além das instrugdes escritas, o professor destinou alguns minutos dessa aula
para também fazer uma leitura coletiva dessas mesmas instrugdes, buscando escla-
recer a natureza dessa atividade investigativa. De imediato, houve algumas reacoes
dos alunos que relataram nao ter entendido o0 que deveria ser feito nessa atividade.
Muito se deve ao fato de n&o trazer uma pergunta a ser respondida, mas apresentar
um problema que exige uma exploracéao inicial por parte dos grupos de alunos, configu-
rando sua autoria no processo investigativo, conforme Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira
(2020). Por isso, a escolha de utilizar o contexto da Gincana Esportiva na E.E.B. Prof.
Laércio Caldeira Andrada: todos os alunos das trés turmas que permaneceram nessa
unidade escolar desde o ano anterior vivenciaram, de alguma forma, esse evento que
mobiliza a escola com varias atividades ao longo de todo o ano letivo.

4.2 ESTRATEGIAS ADOTADAS PELOS GRUPOS

Apés a leitura das instrucdes de forma mais geral, o professor pesquisador
passou a caminhar pelos grupos de alunos, buscando identificar as primeiras ques-
tées levantadas e as possiveis dificuldades. Para alguns grupos pontuais, ainda se fez
necessaria uma nova leitura, feita pelo professor, do arranque das investigacées mate-
maticas, buscando ndo reduzir a tarefa a uma sucessao de etapas a serem cumpridas.
Segundo os autores Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020), a propria interpretacéo
da atividade ja faz parte da investigacao e, por isso, deve permanecer de autoria dos
alunos.

Com base nas instrucdes recebidas, os grupos de alunos deveriam construir
um chaveamento, sorteando quinze equipes para as disputas de uma modalidade da
Gincana Esportiva, simulando a sequéncia das partidas em um cenario onde sua turma
se tornasse campeéa da modalidade escolhida. Uma primeira questao levantada por
quase todos os grupos foi sobre a quantidade de equipes envolvidas na disputa: seriam
de fato 15 times, como foi mencionado no arranque da investigacao matematica. Por se
tratar de um numero impar de equipes, nao seria possivel construir um chaveamento
de disputas sem que se refletisse sobre como incluir a décima quinta equipe nesse
sorteio.

Vale destacar que, antes de iniciarmos essa sequéncia didatica, as trés turmas
tiveram aulas tradicionais sobre o conteudo de anélise combinatéria. Nesse conjunto
de aulas, foram trabalhados o principio fundamental da contagem e os agrupamentos
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simples de permutacgao, arranjo e combinacao. Por isso, foi comum que os grupos
tentassem identificar algum problema de contagem na tarefa investigativa colocada
pela sequéncia didatica. Nesse momento, um quarteto da 71, denominado G1, chegou
a apresentar o calculo:

Coo._ 181 _15.14 210
27931217 2 T2

=105

Com isso, o grupo relatou que decidiu por usar a combinacao de 15 equipes,
tomadas 2 a 2, alegando que a ordem em que elas sdo tomadas nao importa para
as disputas elencadas. Além disso, chega a citar um exemplo de que um jogo da
Turma 200 contra a Turma 201 é o mesmo que da Turma 201 contra a Turma 200.
Assim, dos 105 diferentes chaveamentos possiveis de serem construidos, dados por
Cy5.2, 0 grupo escolheu representar um deles. Dadas essas informagdes, considerou-
se que o0 grupo apresentou raciocinio coerente com a situacéo colocada, haja vista
que as disputas entre as equipes aconteceriam no formato mata-mata?, conforme
apresentado no arranque das investigacdes matematicas.

Organizar os sorteios para compor os chaveamentos néo foi uma agdo automa-
tica para todos os grupos. O mesmo grupo G171 da T7, para cumprir rapidamente com
a etapa de construir o chaveamento, nao realizou nenhum tipo de sorteio e foi distri-
buindo as equipes duas a duas, argumentando que a aleatoriedade garantiria 0 néo
favorecimento de nenhuma equipe. Ao se deparar com a 152 equipe, que ficou sem um
adversario direto, decidiu que essa equipe passaria para a proxima fase, esquivando-
se de uma partida. Questionado sobre a quantidade de partidas disputadas por uma
equipe até chegar a final, o grupo comentou que aquela equipe envolvida em menos
jogos tem maior chance de se tornar campea.

Outro grupo da mesma turma, denominado G6, também nao realizou nenhum
sorteio, argumentando que, se fossem responsaveis pela montagem do chaveamento,
conversariam com seu professor de Educacao Fisica como se fosse seu professor
regente3. Segundo o grupo, eles o convenceriam a construir um chaveamento que
favorecesse sua turma: seria essa a equipe a jogar uma partida a menos, pela mesma
condi¢cao de um chaveamento com 15 equipes.

Na T2, houve um grupo, denominado G4, que também montou o chaveamento

das partidas sem utilizar um sorteio, usando como argumento organizar 0 maior nu-
2

Um campeonato no formato mata-mata é uma competicao em que os participantes disputam con-
frontos diretos em fases eliminatérias: quem vence avanga, e quem perde € eliminado. Na situagéo
colocada para as turmas, esperava-se que a estrutura do chaveamento incluisse rodadas como
oitavas, quartas, semifinais e final. O torneio s6 termina quando resta um Unico vencedor, sem
repescagem ou chances de recuperagao apés uma derrota.

8 Na unidade escolar em questao, cada turma do Ensino Fundamental Anos Finais e do Ensino
Médio elege, no inicio do ano, seu professor regente. Esse docente torna-se, entdo, uma espécie
de representante da turma, responsabilizando-se por escutar as demandas da sala e também por
executar algumas decisdes tomadas pela equipe pedagdgica para com a turma.
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mero de partidas entre equipes da mesma série, a fim de que as disputas figuem mais
justas. Cabe destacar aqui que, por tornar as disputas mais justas, o grupo buscava
organizar as equipes de modo que a vitoria de cada uma delas fosse um evento equi-
provavel, embora nao tenham usado esse termo. Além disso, como cada série tem um
namero impar de turmas, houve partidas em que duas equipes de diferentes séries se
encontrassem na primeira disputa e, segundo o grupo de alunos, uma turma de uma
série abaixo de seu oponente teria menor chance de avancar.

Destacados esses grupos que decidiram nao realizar sorteios para montar o
chaveamento das partidas, cabe agora relatar como procederam os grupos que mo-
bilizaram estratégias de sorteio. O procedimento que foi mais utilizado pelos grupos
foi escrever o nome de cada equipe em pequenos pedacos de papel e, depois, simu-
lar a retirada desses papéis de uma urna. Conforme o nome das equipes ia sendo
retirado, iam compondo as disputas que estavam sendo anotadas na estrutura do cha-
veamento. Em relacdo a décima quinta equipe, que ficava sem um confronto direto na
primeira fase das disputas, todos esses grupos decidiram que a equipe se classificaria
diretamente para a proxima fase.

Uma alternativa apresentada por um grupo da 72, denominado G8, foi a utiliza-
cao de uma ferramenta online. Por mais que em sala de aula os alunos nao tivessem
permissao para utilizar o celular ou qualquer outro dispositivo com acesso a internet,
o grupo relatou que fez o refinamento do chaveamento utilizando uma roleta online
quando nao estava na escola. A situacao envolvendo a décima quinta equipe também
foi resolvida de modo que ficassem com um jogo a menos, passando direto para as
quartas de final.

Avancando para a 32 aula: Desenvolvimento das investigagcées, em linhas gerais,
0S grupos se ocuparam em consolidar os chaveamentos montados por cada um deles
e pensar estratégias sobre como decidir a equipe vitoriosa nas disputas elencadas.
Nessa etapa, comecam a ficar mais evidentes as reflexdes dos grupos de alunos sobre
as chances de uma determinada equipe avancar de fase, ou ainda, a probabilidade de
sua turma vencer as partidas em que teria se envolvido.

Dois perfis de decisbes comegam a se desenhar: i) aqueles grupos que levaram
em consideracao os integrantes das turmas que estariam disputando a modalidade e,
com isso, apontaram caracteristicas fisicas, histérico de vitorias dentro da modalidade
escolhida, buscando justificar vantagens que levariam determinada equipe a vitoéria; ii)
aqueles grupos que confiaram suas decisdes a aleatoriedade, entendendo nao haver
necessidade de se levar em consideracao as equipes que estariam disputando, mas
apenas pensar nas possibilidades de vitdria ou derrota de cada uma delas.
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4.3 CONCEPCOES DE PROBABILIDADE OBSERVADAS

Observando o andamento da atividade investigativa na 73, um dos alunos que
decidiu trabalhar de forma individual, identificado como G5, relatou que o desenvolvi-
mento de sua investigacao o fazia sentir como se estivesse escrevendo a sumula de
uma partida de futebol. De fato, esse estudante escolheu trabalhar com a modalidade
de futsal e argumentava com muita convicgao sobre a composicao e os resultados
das partidas, chegava a citar nomes dos componentes das equipes das outras turmas,
suas habilidades dentro do futsal, suas posicoes taticas dentro de quadra, entre outras
caracteristicas. Apesar de nao ter apresentado o desenvolvimento esperado no que se
refere a determinagéo da probabilidade de sua turma tornar-se vitoriosa ao fim do cam-
peonato, foi surpreendente a participacao desse aluno nas investigacdbes matematicas,
principalmente por ser um individuo de pouca participacao nas aulas convencionais e
que sempre relatava desinteresse pela disciplina de matematica. Nota-se aqui, mesmo
que pontualmente, a potencialidade de utilizar investigacbes matematicas para desper-
tar interesse e engajamento nos estudantes que, rotineiramente, mostram-se apaticos
ao seu aprendizado em matematica.

Para decidir os resultados das disputas, o grupo denominado G6 da T2 teria
considerado as equipes das partidas de vélei elencadas em seu chaveamento, ob-
servando que, quando uma turma fosse mais velha, teria 20% de chances a mais de
vencer a partida. Sobre 0 uso de porcentagens para medir as chances de vitéria de
uma equipe, percebeu-se o desenvolvimento da habilidade (EM13MAT311) da BNCC
(Brasil, 2018), que consiste em identificar 0 espaco amostral. Por mais que o grupo
nao tenha mencionado o termo espago amostral, a nogdo sobre uma totalidade de
resultados comeca a aparecer, pois, no avango do chaveamento relatado pelo grupo
(Figura 4), ha um registro de 70% de chance de vitéria de uma equipe que € mais
velha - como diz o préprio grupo - do que outra. Isto é, os 20% de vantagem apontados
anteriormente foram somados aos 50%, que seria 0 caso de eventos equiprovaveis,
embora esse termo também nao tenha sido mencionado.

Na 71, um grupo denominado G5 montou um chaveamento para as partidas
de futsal entre as equipes e, para esquematizar as equipes avangando para as proxi-
mas fases do campeonato, argumentaram suas decisdes também nas caracteristicas
fisicas e habilidades dos integrantes das turmas com o futsal. Em particular, esse
grupo era formado por dois meninos pouco participativos nas aulas convencionais de
matematica, mas que abracaram a oportunidade para expor seus conhecimentos mo-
bilizados durante as investigacées matematicas. Vale destacar que, pelo chaveamento
apresentado por esse grupo, em uma partida onde sua equipe tinha menores chan-
ces de vitdria, ainda assim avancaram de fase. O argumento utilizado pelo grupo é
que precisavam determinar uma probabilidade que medisse as chances de sua turma
tornar-se campea do torneio, o que os forgcou a encaminhar sua equipe até a final. Vale
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Figura 4 — Chaveamento do grupo G6 da T2

Fonte: Arquivo pessoal do professor pesquisador (2025).

destacar também que o grupo comentou que apresentar menores chances de vitoria
nao significa que seja impossivel vencer, apresentando uma noc¢ao consistente de que
a soma das probabilidades de todos 0s eventos elementares - no caso de um jogo de
um campeonato no formato mata-mata, perder ou ganhar - é de 100%.

Ainda justificando as vitérias com base nas habilidades dos jogadores das equi-
pes, 0 grupo denominado G2 da T3 organizou um primeiro chaveamento em que
progrediam aquelas equipes que eles consideravam ser mais habilidosas na modali-
dade do vélei. Segundo o grupo, as equipes formadas por alunos que ja jogavam voélei
ao longo do ano teriam maiores chances de vencer e, nesse raciocinio, a sua turma
teria maiores possibilidades de tornar-se campea da modalidade. Buscando quantificar
essas chances, 0 grupo registrou que a probabilidade de conquistar o maior prémio
no volei seria algo entre 90% e 100%, ja que, em sua turma, conseguiriam organi-
zar um time com seis membros que jogam voélei, diferente das outras quatro turmas
enfrentadas no chaveamento construido.

Em contrapartida, esse grupo também criou um segundo chaveamento em que
0 avancgo das equipes seria decidido conforme o langamento de um dado convencional:
segue na disputa a equipe que consegue a face com o maior niumero entre dois lan-
camentos, sendo que cada um representava um dos times. Numa primeira simulacéo
seguindo essa estratégia, a sua turma nao conseguiu chegar a final do campeonato
e, portanto, ndo se tornaria campeda da modalidade. Entdo, o grupo concluiu que, utili-
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zando o langamento de dados, sua turma teria menores chances de vencer em caso
de nao se considerar as habilidades das equipes. Para quantificar a probabilidade de
se conquistar o titulo no vélei, também apareceu a nocao de que o total de resultados
é indicado por 100% e, como estavam utilizando a aleatoriedade do langamento de um
dado convencional, essa probabilidade de vitéria seria de 100% divididos por 6, devido
a quantidade de faces do dado. Questionados se a quantidade de partidas ao longo do
campeonato alteraria essa probabilidade, o grupo negou argumentando que, para cada
partida, o dado deveria ser langado novamente e as chances seriam as mesmas em
cada uma delas. Vale destacar outra nogao importante levantada pelo grupo, embora
nao seja mencionada dessa forma, que € a da independéncia entre eventos.

Também confiando na aleatoriedade, o grupo denominado G6 na T3 utilizou os
mesmos pedacos de papéis na montagem dos chaveamentos para decidir as equipes
que venceriam cada uma das partidas. Em cada jogo, tomaram-se os pedacos de
papéis com o nome das duas equipes na disputa e realizou-se um sorteio: 0 nome
retirado seria a equipe que avancgaria para as proximas fases da modalidade de bas-
quete. Porém, assim como o grupo G2 da mesma turma, a equipe representante da
T3 nao chegou a final do campeonato e, portanto, ndo seria campea da modalidade.
Entéo, esse grupo decidiu construir outros chaveamentos, fazendo uso de sorteios
de maneira semelhante a primeira, e seguiriam decidindo as equipes vitoriosas por
sorteio também até que sua turma chegasse a ser campea do basquete.

Tal fato s6 aconteceu na quarta tentativa de chaveamento (Figura 5), tendo sua
equipe disputado quatro partidas. Nesse momento, o grupo apontou que a probabili-
dade de sua turma vencer a modalidade considerada seria de 100% divididos por 4,
portanto 25%, ja que foi na quarta tentativa que se conseguiu o titulo do basquete.
Questionados se quatro tentativas sdo suficientes para garantir que, utilizando o mé-
todo de sorteios, sua equipe se tornasse camped, o grupo chega a mencionar que, ao
se considerar as 15 equipes disputando o campeonato, tiveram sorte de serem cam-
pedes na quarta tentativa. Além do mais, ndo chegaram a precisar uma quantidade
de tentativas suficientes, mas disseram que, se na quinta tentativa ndo se tornassem
campeodes, desistiriam de fazer sorteios e declarariam que a probabilidade de vencer
seria nula. Notou-se que o0 grupo associou seu célculo de probabilidade exclusiva-
mente a amostra realizada por seus integrantes que, do ponto de vista do professor,
ndo assimilaram a nocao de que os resultados observados em seus sorteios ndo sao
deterministicos.

A estratégia de utilizar os pedacos de papel para sortear os vencedores de
cada partida foi comum entre muitos grupos. Quando percebiam que, por sorteio, sua
turma ndo avangaria para as préoximas fases, deixavam-na de fora dos resultados
envolvendo a aleatoriedade e organizavam o chaveamento de modo que sua equipe
chegasse até a final e a vencesse. Nesses casos em que se sorteava um vitorioso entre
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Figura 5 — Chaveamentos do grupo G6 da T3
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Fonte: Arquivo pessoal do professor pesquisador (2025).

dois papéis disponiveis, os grupos iam assimilando que as chances de ser sorteado e,
portanto, de se tornar vitorioso em cada partida, eram iguais para cada equipe. Quando
interrogados sobre a quantidade que representava essas chances iguais, ndo havia
duvida de que a resposta era 50%, reforcando o entendimento de que a soma das
probabilidades de eventos elementares de um espago amostral é de 100%.

De maneira analoga, grupos empregaram o langcamento de uma moeda nao
viciada para decidir o time que vence cada partida e avancga para as proximas fases.
Em cada jogo, atribuia-se uma das faces para um time e a outra para o segundo, de
modo a fazer um lancamento da moeda e aquela face voltada para cima representaria
o time vencedor daquele jogo.

Entre os grupos que adotaram o langamento da moeda, observou-se que, com
apenas um langcamento, ja se decidia a equipe vencedora daquela partida, exceto o
grupo G8 da T2. Decidiram por fazer 10 lancamentos de uma moeda e, aquela face
que fosse obtida uma quantidade maior de vezes, representaria a equipe vencedora
daquela partida. Esse grupo chegou a apontar um exemplo em que, feitos os 10
lancamentos da moeda, se fosse obtido oito vezes a face cara, isso significaria que
a equipe representada teria 80% de chances de vencer a partida, enquanto a outra
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equipe ficaria com os 20% restantes. Mais uma vez foi observado o entendimento dos
alunos de que a soma das probabilidades de eventos elementares resulta em 100%.

Prosseguindo para a 42 aula: Justificacdo das conjecturas e discussdo dos
resultados obtidos, os grupos foram provocados a argumentar sobre o calculo das
probabilidades envolvendo os resultados das partidas disputadas pelas equipes da
Gincana Esportiva. A essa altura da atividade investigativa, ja estava resolvida a ques-
tdo do numero impar de equipes no inicio do torneio e a decisdo unanime entre os
grupos de trabalho de que um dos times disputaria uma partida a menos em relagao
aos outros 14 times.

E o que foi verificado pelo grupo G2 da T2 ao denominar como passe livre o
avango automatico de um dos times. Segundo o relatério produzido pelo grupo, na
primeira fase do torneio haveria 14 times, restando 7 vitoriosos que encontrariam a
turma que tivesse ganhado o passe livre. Na segunda fase, 8 times disputam por
4 vagas. Na terceira, 4 times jogam pelas duas vagas da final, de onde, na ultima
fase, sairia 0 campedo da modalidade. Nesse cenario, 0 grupo passa a quantificar as
chances de vitéria de sua turma a partir de dois casos: (a) se ndo ganharem o passe
livre; (b) se ganharem o passe livre, conforme Figura 6.

Figura 6 — Relagéo de probabilidades do grupo G2 da T2
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Fonte: Arquivo pessoal do professor pesquisador (2025).

Como se pode observar, o grupo faz uso de fracdo para indicar a probabilidade
de se obter o passe livre, estabelecendo uma razao entre o nimero de casos favoraveis
e 0 numero de elementos do espaco amostral, mesmo que esses termos ndo tenham
sido utilizados pelos estudantes. O mesmo acontece quando analisam 0s casos em que
ganhassem ou nao o passe livre, porém apresentam um resultado como se a situacao
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favoravel fosse ser campedo entre a quantidade de partidas disputadas, expressos por

% e 1 respectivamente.

Das estratégias para calcular uma probabilidade em se tornar campeéo de uma
modalidade da Gincana Esportiva, os grupos, em geral, manipularam informacoes
originadas dos resultados de cada partida disputada por uma equipe ao longo do
torneio. O grupo G7 da TT7 relatou que sua turma disputaria trés partidas, segundo
seu chaveamento, sendo que as chances de vitéria seriam de 70% em cada partida,
exceto na final, diminuindo para 50% cujo argumento baseia-se nas habilidades das
turmas na modalidade do vélei. Ao fim, a probabilidade seria resultado da multiplicacao
de 0,7 - 0,7 - 0,5, porém o grupo se equivocou com o calculo e registrou 0,35, o que
representaria 3,45% de chance de se tornar campedo, segundo o grupo. Notou-se,
nesse caso, uma compreensao da relacdo de dependéncia entre os resultados das
partidas disputadas pela equipe ao escolher a multiplicagdo das probabilidades; en-
tretanto, faltou refinamento no calculo da multiplicacdo e na sua transformacao para
porcentagem.

Trabalhando também com a nogc&o de manipular as porcentagens de cada jogo,
o grupo G8 da T2, aquele que fez 10 langcamentos de moeda para cada partida do
chaveamento elaborado, apresentou dois calculos para a probabilidade. No primeiro,

que seria 0 caso de sua equipe disputar 4 jogos, o grupo apresentou a média aritmética,
160%

4
equipe disputaria 3 jogos, a média aritmética apresentada é de =43,333... %
de chances de ganhar o campeonato. Importante destacar que, no fim do relatério, o
grupo aponta que essas porcentagens sao baseadas na sorte, resultado possivelmente
diferente daquele que consideraria as habilidades e aspectos fisicos de cada equipe
(Figura 7).

Sobre a dificuldade de argumentar e justificar os calculos realizados, o grupo
G7 da T2 relatou que a probabilidade de sua turma tornar-se campea da modalidade
de futsal estaria baseada no numero de permutag¢des das 15 equipes envolvidas no
torneio, resultando em 1.307.674.368.000. Questionados sobre o0 que representaria
esse numero, o grupo sé repetia a informacédo de que eram 15 equipes na disputa
e, ao perceber que outros grupos estavam utilizando porcentagens para expressar a
probabilidade buscada, o grupo passou a realizar célculos sem fazer o devido registro.
Ao final do relatério, apontam que transformaram 15! em porcentagem, encontrando
0,00000000444% como resultado, mesmo sem explicar seus procedimentos, indicando
que é praticamente impossivel que um time ganhe todos os jogos. Como recomenda
Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020), durante o desenvolvimento do trabalho dos
grupos nao se deve ajuizar-se sobre conceitos matematicamente pouco corretos, mas
observar, ouvir os alunos e compreendé-los. O grupo em questéo teve a oportunidade

sendo

= 40% de chances de tornar-se campea. No segundo caso, quando sua
130%
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Figura 7 — Calculo de probabilidades do grupo G8 da T2

Para acharmos a chance da 202 ganhar a competicdo, pegamos todas as
porcentagem ate o final do campeonato somamos que seria igual a 160 e
dividimos por 4( jogos jogados), 160/4 que e igual a 40%

Ja da segunda maneira seria que a 202 cairia na chave sem 1 time ja indo para
as quartas com menos 1 jogos e apresentado ao comego, chance seria maior
pois se ganhassem o torneio iriam jogar apenas 3 jogos, fizemos igual a primeira
forma de achar as % em cara ou coroa, Ao final somando todos os jogos a turma
ficou com 130% de chance a o final da competi¢do dividimos esse numero por
3( numeros de jogos) a turma 202 tem 43,33333.....% de ganhar o campeonato

A chances ficaram muito parecidas tendo uma diferenga de 3,3333...% foi
apenas sorte pois fizemos com jogadas de moeda poderia ser um numero
totaimente diferente se consideramos as caracteristicas fisicas e matérias de
cada jogador as % seriam totalmente diferentes, e se o grupo fizesse mais langes
esse numero se distanciaria quanto mais moedas jogadas mais probabilidade
possiveis iriam aparecer.

Fonte: Arquivo pessoal do professor pesquisador (2025).

de reaver seus célculos e argumentos no momento da socializacdo dos demais grupos
para toda a turma.

Aproximando-se dos resultados esperados na probabilidade axiomatica, o grupo
G2 da T1 relatou que, apds a conclus&o do chaveamento, as decisdes de vitdria e
derrota em cada partida seriam feitas com o langcamento de uma moeda. Porém, apds
realizarem diversas tentativas até que, finalmente, sua turma teria chegado a final da
modalidade basquete, mudaram de estratégia depois de perderem a partida segundo o
langcamento da moeda. Conforme apontado em seu relatério, o grupo verificou que no
lancamento da moeda, a chance de vitéria da partida poderia ser expressa na forma

- 1 , . .
de fracdo que € -~ = 50%. Como no chaveamento construido sua turma disputaria

2
1
quatro partidas, o grupo indicou que as chances de ganhar uma partida é de 50% = >
. . 1 1 ., . . 1 1 1 .
duas partidas é de 25% = > X > trés partidas é de 12,5% = 5 X 5 X 3 e, por fim,
1\ 4

quatro partidas é de 6,25% = 5

Situacdo semelhante descreveu o grupo G3 da T71 que, mesmo tendo apre-
sentado um chaveamento onde a sua turma nao se tornaria campeéa da modalidade
escolhida, que foi o xadrez, o grupo exibiu seus calculos de probabilidade argumen-
tando que suas chances de vitérias estao relacionadas com a quantidade de partidas

, . 1
durante o torneio. Segundo o grupo, cada time tem 50% = — de chance de vencer
cada jogo: se sua turma disputasse 4 partidas, a probabilidade de tornar-se campea é
3

1\* . N , 1 . y
de (§> ; mas, em caso de 3 partidas, a probabilidade é de 5] No fim do relatério,

0 grupo comentou que se fossem consideradas as habilidades de seus enxadristas,
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as chances aumentariam para 30% ou mais, pois a turma conquistou o primeiro € 0
segundo lugar no xadrez na Gincana Esportiva do ano anterior.

Justificar suas conjecturas néao € algo rotineiro nas aulas tradicionais de matema-
tica, principalmente aquelas em que se resolve uma lista de exercicios a partir de um
conceito e férmula dados. Por isso, essa etapa da investigagcdo matematica foi bastante
desafiadora, ligada a dinamica particular de cada um dos grupos. Segundo Ponte, Bro-
cardo e Hélia Oliveira (2020), é importante ressaltar a importancia do registro escrito
nesse momento, pois trabalha-se a oportunidade de comunicar-se matematicamente,
além de servir como instrumento avaliativo para o professor.

Encaminhamo-nos, assim, para a 52 aula: Avaliacao colaborativa que foi mar-
cada, principalmente, pela socializacdo dos resultados das investigacoes matematicas
realizadas pelos grupos de alunos. Mais uma vez, exercitou-se a comunicagdo mate-
matica em que se buscou partilhar os principais resultados obtidos e os conhecimentos
mobilizados pelos grupos durante a atividade investigativa. Na préxima seg¢éo, serao
exploradas as socializagdes em cada turma e as estratégias utilizadas pelo professor
em cada uma delas.

4.4 MOBILIZACAO DE CONCEITOS MATEMATICOS

As trés turmas, de modo geral, estavam apreensivas em relacdo a esse mo-
mento de socializacao, pois relataram que nao é de costume fazerem apresentacoes
nas aulas de matematica. Por isso, durante todo o processo das investigacées mate-
maticas, foi-se dialogando com cada grupo de trabalho que néo se tratava, necessaria-
mente, de uma apresentacado convencional. Essa socializagao poderia ser organizada
e planejada de forma que fossem respeitadas as dindmicas de cada turma, buscando
efetivar o compartilhamento das estratégias executadas ao longo das investigacoes
matematicas.

Nesse cenario, as turmas entenderam que nao se fazia necessario organizar
uma apresentacado de slides e/ou cartazes, mas que essas seriam alternativas de
suporte para a socializagdo, segundo a estratégia de cada grupo. Porém, nas trés
turmas verificou-se que os grupos preferiram organizar o ambiente da sala de aula em
circulo, para que todos pudessem se enxergar, e nao existisse aquele grupo que vai
até a frente da sala e torna-se o centro das atengdes.

Iniciando o relato pela socializagdo na turma 717, o professor optou por deixar
que os proprios grupos decidissem a ordem das falas. Dos oito grupos que iniciaram
as investigagdes matematicas, somente sete deles participaram da socializagdo®. Se-

4 Ja havia sido mencionado anteriormente que, nessa turma, uma das alunas havia decidido participar
de maneira individual. Mesmo apoés os dialogos no inicio do processo, a aluna insistiu em continuar
sozinha e, por mais que tenha cumprido com todas as etapas até a escrita do relatério, decidiu ndo
socializar seus resultados com a turma.
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gundo a organizagao de cada grupo, houve aqueles que elegeram um porta-voz para
comunicar os resultados, enquanto outros dividiram sua socializacao em partes para
que cada componente pudesse também exercitar a comunicacao matematica.

O grupo G4 foi o primeiro a socializar seu processo, relembrando a escolha
pela modalidade do basquete e que, para construir seu chaveamento das partidas,
buscaram o chaveamento da gincana escolar do ano anterior. Depois de visualizadas
as partidas, consideraram as habilidades dos estudantes da turma para apresentar
a probabilidade de vitéria. Comentaram ainda que, depois de escrito seu relatério,
chegaram a buscar em ferramentas de inteligéncia artificial qual seria o resultado
correto® e que discordaram do resultado apresentado, pois achavam que a turma tem
maiores chances de vencer no basquete.

Na sequéncia, o grupo G1 relatou suas estratégias na constru¢ao do chavea-
mento das partidas de vélei e que, calculadas as 105 maneiras diferentes de se realizar
essa tarefa com as quinze equipes em disputa, construiu-se apenas uma. Os resulta-
dos das partidas foram decididos de modo que sua turma conseguisse chegar até a
final, sendo que em cada uma das quatro partidas disputadas, as chances de vitéria
seriam de 50% em cada uma delas.

O grupo G2 veio logo na sequéncia relatando que o chaveamento das disputas
de basquete foi feito por meio de sorteio utilizando pedacos de papel com a identifi-
cacao de cada equipe. Para cada partida disputada, as chances de vitéria eram de
50% e, por isso, utilizaram uma moeda para decidir os resultados de cada jogo da
modalidade. O grupo entendeu ainda que, na constru¢do do chaveamento, havia dois
cenarios possiveis envolvendo sua turma: no primeiro, seriam quatro partidas a serem
disputadas; no segundo, apenas trés. Essa quantidade de partidas determinaria a
probabilidade de sua turma tornar-se campeé na gincana, sendo que no caso em que
se disputam quatro partidas, as chances séo de 6,25%. Mas, caso se disputem trés
partidas, as chances aumentam para 12,5%.

Antes de avancar para a proxima equipe, o grupo G4 retomou a palavra e disse
que, nesse momento, conseguiu compreender o porqué da probabilidade mostrada
pela ferramenta de inteligéncia artificial, bastante préxima do resultado apontado pelo
grupo G2. Segundo os autores Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020), essa situacao
ilustra bem como o processo investigativo pode continuar a desenvolver-se de uma
maneira espontanea, em resultado das interacoes possibilitadas entre os grupos nesse
momento de socializagao.

O préximo grupo a socializar seus resultados foi 0 G3, que escolheu a modali-
dade de xadrez, pois um de seus integrantes foi o0 vencedor da modalidade na gincana

5 E mais uma vez é importante ressaltar que, durante todo o processo de investigacdo matematica,
nao se julgou os resultados encontrados pelos alunos como corretos ou errados. Pelo contrario, se
valorizou as estratégias e argumentos utilizados por eles, buscando encaminha-los na construgéo
de um repertério para o calculo de probabilidades.
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escolar do ano anterior. No sorteio que realizaram para construir seu chaveamento,
sua turma se envolveria apenas em trés disputas e os integrantes desse grupo ja
mencionam a socializacdo anterior, citando que, nesse caso, as chances de vitéria
sdo maiores. De fato, o grupo concluiu que a probabilidade de tornar-se campeao
disputando trés partidas é de 12,5%, corroborando com o resultado apresentado pelo
grupo G2.

Em seguida, o grupo G5 tomou a fala para relatar que o chaveamento que foi
elaborado para as disputas de futsal considerou os aspectos fisicos e habilidades dos
atletas de cada turma, a fim de proporcionar disputas mais acirradas. A partir do mo-
mento em que a turma se deu conta dos casos em que poderiam se envolver em trés
ou quatro partidas, todos 0s grupos seguintes passaram a mencionar a quantidade de
partidas que disputariam. No caso desse grupo, seu caminho até a final passaria por
disputar quatro partidas, mas que, segundo o chaveamento elaborado, a turma nao
chegaria até a final. Quando questionados sobre a probabilidade que representa, por-
tanto, as chances da turma tornar-se campeéa da modalidade, o grupo n&o conseguiu
elaborar uma resposta concreta: comeg¢am dizendo que as chances néo séo de 50%
de vitéria, ja que consideraram as habilidades de cada equipe, e terminam dizendo
que cada disputa € um evento independente. Aqui, cabe destacar que o grupo se deu
conta da nogao de eventos independentes e, pressionados a compartilhar um resul-
tado numérico, os integrantes do grupo concordam em responder que suas chances
de vencer a modalidade seriam de 50%, conforme ouviram de outros grupos.

Também tendo construido um chaveamento para a modalidade do vélei, o grupo
G7 o fez considerando equipes mais habilidosas, pois, uma vez que o campeonato
se da no formato mata-mata, os integrantes decidiram que as equipes menos habili-
dosas fossem eliminadas ja na primeira rodada das disputas. Entao, reforcaram que
suas decisoes e calculos basearam-se nas caracteristicas fisicas dos integrantes de
cada turma. No chaveamento apresentado, sua turma disputaria trés partidas, sendo
que em cada uma delas, as chances de vitéria nao seriam iguais, mas 70%, 70% e
50%, respectivamente. Questionado sobre as chances da turma tornar-se campea
da modalidade, o grupo relatou que seria necessario multiplicar essas porcentagens
e apresentaram um resultado final de 3,45%. Embora nenhum grupo tenha questio-
nado esse resultado, é importante apontar um equivoco cometido pelo grupo nesse
momento da multiplicacéo, pois, tomando os valores apontados em cada partida, o
produto encontrado seria de 24,5% e nao o relatado pelo grupo.

Por ultimo, o grupo G6 compartilhou seus resultados, apresentando certa inse-
gurancga sobre os dados encontrados, acompanhados de uma narrativa que favorece
a turma nas disputas. Segundo o grupo, o chaveamento das disputas seria construido
pelo professor regente, de modo que as partidas em que sua turma se envolvesse
seriam contra equipes menos habilidosas. Chegaram a mencionar que, na partida da
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final, as chances de vitéria contra aquela equipe especifica seriam de apenas 7% -
mesmo sem apresentar um argumento sélido para esse dado - mas que os atletas
adversarios estariam lesionados, 0 que aumentaria as chances de sua turma para 50%
de vitdria.

Como se aproximava dos minutos finais da aula em que ocorreram as sociali-
zacoes dessa turma, apds o relato desse ultimo grupo, os humores dos estudantes
se elevaram. Além disso, alguns alunos chamaram a atencao para os diversos resulta-
dos encontrados e, dada a heranca das aulas tradicionais de matematica, ficaram se
perguntando quais deles seria o resultado correto. Encerramos a dinamica das sociali-
zacoes nessa turma relembrando as diferentes perspectivas sobre o entendimento de
probabilidade.

Passando para a turma T2, as socializa¢g6es de todos o0s grupos também acon-
teceram numa unica aula e, dessa vez, o professor decidiu a ordem em que 0s grupos
compartilhariam seus resultados. Mais uma vez, dos oito grupos formados inicialmente
para as investigacdes matematicas, um deles néo participou da socializagao, alegando
nao ter avangado nas investigagdes, nao tendo-a concluido e, por isso, ndo chegaram
a um resultado a ser compartilhado.

Comecando pelo grupo G1, que escolheu a modalidade de futsal para fazer
seus estudos de probabilidade, ouviu-se o relato de que construiram o chaveamento
das disputas de modo que escolheram os locais de cada equipe nas partidas. Na
ocasiao, sua turma disputaria quatro partidas, sendo que em cada uma delas, cada
equipe possuia 50% de chance de vitéria, resultando que a probabilidade de tornar-se
campedo na modalidade seria de 0,0625, o que € equivalente a 6,25%, segundo o
proprio grupo.

Ja o grupo G2 escolheu a modalidade de vélei e, antes de apresentar seu
chaveamento, o porta-voz do grupo explicitou as duas situacdes possiveis: o passe
livre para as quartas de final ou ndo. Nesse momento, o integrante do grupo solicitou
uma caneta para o quadro da sala e explicou para a turma as probabilidades de
se conquistar ou ndo o passe livre. Das 15 equipes em disputa, apenas uma delas
conseguira o passe livre, resultando na probabilidade de 5= 6,66% de conquista-lo,
0 que permitiria que a equipe disputasse apenas trés partidas. Em caso de passe
livre, o grupo relata que as chances de avangar as trés fases e vencer a final é de

3= 33,3%. Pelo contrario, a probabilidade de ndo se conseguir o passe livre e disputar

. , 14
quatro partidas é de 5= 93,33%, sendo que as chances de avancar as quatro fases

e vencer a final é de ‘11 0 que representaria 25%, segundo o grupo.

Diante dos calculos elaborados, o professor questionou a turma se concordavam
com o apresentado. N&o houve discordancia imediata sobre os resultados no quadro,
mas alguns estudantes pediram que o grupo explorasse um pouco mais a ideia do
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passe livre. Atendendo ao solicitado, o grupo reforgcou a questao de que o problema
tratava de 15 equipes que precisavam disputar entre si duas a duas e, por isso, uma
delas estaria inicialmente sem um oponente.

O professor ainda acrescentou ao momento da socializagdo do grupo G2 as no-
cbes de eventos independentes, apontando o fato de que os resultados de cada partida
deveriam ser considerados de maneira individual, inicialmente e, depois, considerar-se
a quantidade de partidas disputadas. Da maneira como foi apresentado, o grupo aca-

bou considerando que a probabilidade de vencer é da forma :—7 em que nrepresenta a
quantidade de partidas em que a turma se envolveu até a final do campeonato.

Dando continuidade, o grupo G3 foi aquele que nao concluiu as suas investiga-
¢bes matematicas e, portanto, nao participou da socializagédo. Por isso, o0 grupo G4 foi
convidado para socializar seus resultados no chaveamento das disputas de basquete.
Esse grupo foi um daqueles que tentou organizar as partidas em que as turmas de
primeira série competissem entre si, 0 mesmo para as turmas de segunda série e tam-
bém para as de terceira série. Dessa maneira, as disputas seriam mais equilibradas
numa primeira fase, ja que consideraram que turmas do mesmo ano tém o mesmo
nivel de habilidade, tendo a mesma chance de ganhar. Segundo o que foi apresentado
pelo grupo, suas chances de avangar na primeira fase seriam de 50%, j4 na segunda
fase, 25%. Ainda, avancar na terceira fase representa 12,5% de chances e, chegando
na final, a turma disputaria contra um terceiro ano e, ainda assim, suas chances de
vitéria no campeonato seriam de 6%. Questionados sobre a questao da diferenga en-
tre turmas de diferentes anos, o grupo argumentou que, como se tratava da final, os
resultados ja seriam mais parecidos. O grupo relata que as chances foram diminuindo
pela metade conforme se avangava cada uma das fases e o resultado final de 6%,
apesar de ndo representar metade de 12,5%, foi obtido por meio de arredondamento.

Prosseguindo, o grupo G5 socializou seus resultados de probabilidade no cha-
veamento das partidas de basquete e, assim como o grupo anterior, também tentou
organizar as turmas do mesmo ano para que disputassem entre si, na primeira fase, 0
maior numero de partidas. Separadas as turmas com seus similares, foi feito um sorteio
para construir um chaveamento para cada grupo de turmas. Saindo um vencedor de
cada ano, estes disputariam entre si a grande final para se estabelecer o vencedor da
modalidade na gincana. Apesar dessa organizagao, segundo o grupo, todas as turmas
tém a mesma chance de se tornar campea, representada pela probabilidade de 20%,
pois seriam cinco turmas do mesmo ano disputando entre si. Quando o professor ques-
tionou sobre a fase final promover disputas entre turmas de diferentes anos, o grupo
s0 repetiu a informagao de que consideravam que as chances de vitéria eram iguais e,
por isso, nao alterava a probabilidade de 20% de tornar-se campeéa da modalidade na
gincana.

Passando para o proximo grupo, os integrantes do G6 socializaram seus resulta-
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dos do chaveamento, construido por sorteio, das disputas de vblei na gincana escolar.
O chaveamento apresentado ndo aparentava possuir uma sequéncia légica para o
formato mata-mata, conforme as instru¢des no inicio das investigagdes matematicas.
Para a primeira rodada, o grupo até apresentou as sete partidas e seus vencedores
que, conforme os integrantes do grupo, possuiam 50% de chance de vitoria. Alguma
inconsisténcia foi observada quando, ao manipular seu relatério para auxiliar na so-
cializac&do, encontraram em seus registros a informacao de que turmas mais velhas
possuiriam 20% de vantagem em relacdo a um possivel oponente mais novo. Quando
questionados pelo professor, os integrantes ndo apresentaram uma resposta sélida, o
que confirma que o grupo ndo havia concordado sobre a perspectiva de probabilidade
que adotaram para seus calculos, ora baseada nas observacdes de anos anteriores,
ora na questao tedrica da probabilidade classica. Além disso, o grupo finalizou sua
socializacdo apresentando uma probabilidade final de 3,5% da turma tornar-se cam-
pea no volei e esse numero é resultado do produto das probabilidades elementares de
cada uma das sete partidas que a turma teria disputado. Como mencionado anterior-
mente, o chaveamento apresentado pelo grupo ndo possuia estrutura de uma disputa
no formato mata-mata e, por isso, a quantidade de partidas da turma foi diferente de
todos os outros grupos.

Encaminhando para o final das socializagdes, o grupo G7 compartilhou suas
experiéncias e resultados no calculo de probabilidade baseado no chaveamento das
disputas de futsal. Em particular, esse grupo foi composto por quatro estudantes com
dificuldade consideravel na componente curricular de matematica, mas que, ainda
assim, sentiram-se motivados a participar das investigacées matematicas pela oportu-
nidade de se trabalhar em grupo. De acordo com o estudo de Costa e Ferruzzi (2020),
as investigacbes matematicas possibilitam interagdes entre alunos e professor, bem
como entre os préprios alunos, nas quais os alunos tém o livre arbitrio para atuar e
conhecer novas possibilidades de aprendizagem.

Apresentando até certa facilidade em estruturar o chaveamento das disputas
de futsal, o grupo G7 realizou seus sorteios utilizando pedagos de papel com os
nomes de cada equipe escritos em cada um deles. Na oportunidade, o professor
buscou estar mais préximo do grupo para acompanhar essa construcao e ja levantar
questionamentos sobre a probabilidade de se retirar o nome de uma determinada turma
em especifico, fato esse que foi lembrado pelos integrantes do grupo no momento da
socializacao. Apesar disso, quando passaram a configurar o calculo da probabilidade
de tornarem-se campedes da modalidade, o grupo passou a fazer uso de permutacoes
envolvendo as 15 equipes na gincana e, dada a estranheza com a grandeza do numero,
realizou diversas multiplicagdes e divisbes sem fazer o registro de todas elas. Com
iSS0, 0 grupo nao conseguiu apresentar um resultado final no momento da socializacao,
apesar de no relatoério ter existido registros das permutag¢des sendo transformadas em



Capitulo 4. Resultados e Discussées 64

porcentagem, conforme as palavras do préprio grupo.

O ultimo grupo a socializar seus resultados foi 0 G8, que construiu um chavea-
mento para as disputas de ténis de mesa. Seus integrantes relataram que o chavea-
mento foi realizado por sorteio utilizando uma roleta eletrénica e que os vencedores
de cada equipe foram determinados apds dez lancamentos sucessivos de uma moeda
para cada partida. Os resultados de cada langamento foram anotados e determinaram
as probabilidades de vitéria para cada equipe envolvida em cada uma das partidas.
Nessa construcao, o grupo relatou que sua turma disputaria quatro partidas ao longo
do campeonato e que a probabilidade final de tornar-se campea da modalidade € de
40%, resultado esse obtido da média aritmética das probabilidades de cada uma das
quatro partidas disputadas ao longo das fases.

Nessa turma, houve menos questionamentos sobre os diferentes resultados
obtidos pelos grupos. Quando o professor questionou-o0s sobre os possiveis motivos
que levaram a essas diferencas, alguns alunos apontaram que poderia estar associado
as diversas modalidades esportivas consideradas para a gincana, o que incluiria o
historico de vitérias da turma em edigbes anteriores. Outros ainda apontaram a quanti-
dade de partidas disputadas pela turma, sendo que, quanto menos partidas se joga,
maiores sao as chances de tornar-se campea de uma certa modalidade.

Por fim, considerando a terceira turma de socializa¢do, dos seis grupos forma-
dos inicialmente para as investigacdes matematicas, apenas trés deles participaram
da etapa de compartilhamento oral de seus resultados. Avaliando pontualmente esse
fato, considerou-se que a turma apresentou, durante todo o processo, alguns desafios
de convivéncia e de trabalho em grupo. Tratou-se de uma turma com o menor niamero
de integrantes entre as trés que participaram dessa pesquisa, além de que, dois dos
seis grupos eram formados por apenas um estudante, que se desmotivaram ao longo
do processo. Cabe a reflexao de reiterar a flexibilidade da dindmica das investigacdes
matematicas, principalmente no que concerne a decisao pelo trabalho individual ou
em grupo com os estudantes.

Sendo apenas trés grupos para socializar seus resultados, eles puderam decidir
e organizar a sequéncia das apresentagoes. Iniciando pelo grupo G2, foram exibidas
duas situagdes de chaveamento: na primeira, os vitoriosos de cada partida foram deci-
didos num sorteio utilizando o nimero maior obtido no langamento de um dado conven-
cional em que cada numero representava uma equipe; na segunda, considerou-se as
habilidades de cada turma no vélei, modalidade escolhida pelo grupo para a determi-
nacao das probabilidades. Em ambas as situagdes, a turma disputaria quatro partidas,
mas o grupo relatou que, considerando os langamentos do dado, a probabilidade de
tornar-se campea seria menor se comparada a situacao em que se consideram as
habilidades dos atletas de cada turma. Isso aconteceria pois, no langamento do dado,
a turma depende da sorte envolvendo os resultados. Ao levar em conta as habilidades



Capitulo 4. Resultados e Discussées 65

dos estudantes na modalidade, podem ser considerados os treinos frequentes e o
histérico de vitérias da turma no voélei. Por isso, o grupo decidiu compartilhar apenas
a probabilidade de vitdria na segunda situacao, que seria em torno de 90% a 100%
com base na observacao dos jogos de outras equipes. Questionados sobre a probabi-
lidade que seria obtida ao se considerar o langcamento do dado, um dos integrantes do

grupo tomou a palavra e respondeu que acreditava que deveria se dividir os 100% de

., 100%
chances em 6 resultados possiveis, isto &, .

Passando para o grupo G6, relatou-se que foram construidos um total de quatro
chaveamentos, utilizando o sorteio com pedacgos de papel escritos o nome de cada uma
das equipes. Como ja explorado anteriormente, para cada chaveamento construido,
decidia-se o vitorioso de cada partida também utilizando sorteios, o que fez com que
em diversos sorteios sua turma ndo chegasse até a final do torneio ou, ainda, nao
vencesse a partida final. Foi somente na quarta ocasido em que, por meio de sorteios,
a equipe que representava sua turma tornava-se campea na modalidade escolhida,
que foi 0 basquete. Desse modo, a probabilidade apresentada pelo grupo que mede
as chances de sua turma vencer o basquete foi de 25%, resultado de um sucesso

obtido em quatro tentativas, isto €, % O grupo G2 pediu a palavra de volta e reiterou a
problematica que existe em contar apenas com a sorte, como disseram, ou ainda, em
depender do resultado de um sorteio feito com pedagos de papel.

Para encerrar as socializagdes dessa turma, o grupo G4 compartilhou seus
resultados para a modalidade de basquete na gincana escolar. Segundo o grupo, o
chaveamento das partidas foi organizado a partir de sorteio utilizando pedacos de
papel com o nome das equipes, mas relatam que interferiram em algumas disputas
que consideraram injustas para um dos times envolvidos. E, portanto, as habilidades
fisicas acabaram por nortear as decisdes para as proéximas fases do torneio, bem como
para o calculo da probabilidade de tornar-se campeéao no vélei. O grupo relatou que
as turmas de primeiro ano seriam as menos habilidosas e ja seriam desclassificadas
na primeira fase, entendendo que as disputas mais equilibradas aconteceriam entre
as equipes do segundo ano. Portanto, terminaram a socializagado apresentando uma
probabilidade de 50% de tornar-se campe&o, pois se se encontra uma equipe de
primeiro ano no chaveamento, a vitéria seria praticamente certa para a equipe mais
velha.

Sobre as interferéncias dos grupos durante as socializagdes, ndo houve nenhum
grande impasse. Essa ultima turma, de modo geral, assumiu uma postura de calculo
de probabilidade que basicamente contrariava qualquer tipo de sorte, por mais que os
grupos tenham adotado estratégias de sorteio durante suas investigacées matematicas.
Mas, segundo os grupos que participaram das socializa¢des, considerar as habilidades
dos atletas parece mais coerente em medir as reais chances de uma turma se tornar
campea de uma determinada modalidade. Questionados pelo professor sobre quais
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ferramentas poderiam ser utilizadas para mensurar esses aspectos, alguns alunos
relataram que poderiam ser buscadas as partidas disputadas em anos anteriores,
quem foram os atletas envolvidos, quantos pontos teriam sido convertidos por cada
um deles e como seriam suas rotinas de treinamento, principalmente.

Em linhas gerais, os conhecimentos matematicos mobilizados pelos grupos de
alunos nas trés turmas foram diversos, com destaque para a manipulagdo de por-
centagens, bem como suas representagoes fracionaria e decimal. Na perspectiva da
probabilidade axioméatica, conforme Shaughnessy (1992), os alunos utilizaram porcen-
tagem de modo que a soma das probabilidades que representam eventos elementares
resultasse em 100%, mesmo que nao tenha sido mencionado tal axioma. Ainda ha de
se destacar, em alguns casos, 0 uso de analise combinatoria, principalmente no que
se refere a identificar a quantidade de elementos que compdem um espago amostral,
como sendo o total de resultados possiveis em um determinado fenébmeno analisado.
Sem duvida, também lancaram mao de realizar operagdes com numeros racionais,
em sua representacao decimal e fracionaria. Todos os conhecimentos foram mobiliza-
dos sem, necessariamente, uma lista de exercicios sobre esses varios topicos, mas
com o repertoério de cada aluno e os desafios encontrados ao longo das investigacoes
matematicas.

4.5 INDICIOS DE PENSAMENTO CRITICO E ARGUMENTAGAO

Quando, nas aulas de matematica, os alunos se deparam com problemas de
probabilidade que ultrapassam os casos classicos de uma moeda, um dado e cartas
de um baralho, reforga-se a potencialidade de desenvolvimento de uma educacao
matematica critica. Dessa maneira, mais do que compreender regras e férmulas, os
estudantes participam ativamente na transformagao de seu contexto social ao orga-
nizarem e fundamentarem suas atitudes e decisbes baseadas em conhecimentos
matematicos (Ferreira; Lopes, 2024).

Ao observar o envolvimento e a participagdo das trés turmas nas atividades
investigativas sobre probabilidade, considera-se efetivo o engajamento dos alunos,
com destaque para aqueles que nao possuem uma relagdo amigavel com o ambi-
ente escolar, apontando um constante desinteresse pelas disciplinas cursadas. Como
observado no trabalho de Sa, Milli e Chiabai (2021), a educacao matematica critica
evidencia-se quando os alunos percebem que a matematica ensinada na escola esta
presente em seu cotidiano, estimulando-os a participar desse ambiente de discussdes
que estabelecem relacbes matematicas para além da sala de aula.

Trabalhar com a determinacao de probabilidades em uma gincana escolar am-
pliou a percepcao dos estudantes sobre a relagdo desse conteudo com a estatistica.
Em diversos momentos, ao mencionarem o histérico de vitérias das turmas e as habili-
dades esportivas dos colegas nas modalidades, notou-se o desejo dos participantes
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das investigacbes matematicas de fundamentar seus argumentos em fatos. Embora
ndo exista um registro formal dessas informagodes, os estudantes buscavam em suas
memorias a participacdo das turmas em edicdes anteriores da gincana na mesma
escola para, em algumas oportunidades, discordar, por exemplo, das chances iguais
de vitoria ou derrota em uma partida.

Dessa forma, entende-se que a Educagdo Matematica Critica ocorre quando
esse aluno discorda da probabilidade axiomatica e comenta sobre as habilidades de
seus atletas, ou ainda sobre sua vitéria no ano anterior, como € o caso do grupo G3
da T1, que afirma ter conquistado o primeiro lugar no xadrez. O mesmo foi observado
no grupo G8 da T2 ao recordar seu primeiro lugar na modalidade de ténis de mesa.

Na pratica apresentada por Santos, Camargo Sant’Ana e Sant'’Ana (2024),
mostrou-se que a Educacao Matemética Critica € capaz de fornecer principios funda-
mentais para tornar a matematica escolar significativa para os aprendizes, ao trabalhar
com problemas baseados no contexto dos estudantes. Por isso, vale destacar que,
ao abordar a probabilidade com os alunos do ensino médio da E. E. B. Prof. Laér-
cio Caldeira de Andrada no contexto da gincana escolar, foi levantada a questéo das
informacgdes estatisticas envolvendo os aplicativos de apostas esportivas.

No processo das investigacdes matematicas em sala de aula, houve uma pro-
blematizacao levantada por alguns grupos de alunos que buscavam basear seus ar-
gumentos de probabilidade nas habilidades esportivas dos membros de suas equipes,
como foram os casos dos grupos G4 e G5 da T1, assim como o grupo G2 da T3. Na
oportunidade, foram mencionados os aplicativos de apostas esportivas como uma pos-
sibilidade de entretenimento, mas também como um possivel problema para aquelas
pessoas que utilizam seu dinheiro na esperanca de obter algum retorno monetario.
Foram diversos os relatos de estudantes sobre pessoas conhecidas que ja perderam
dinheiro em apostas dessa natureza, seja por acreditar em um rapido rendimento
financeiro ou ainda por confiar em seus times. Segundo os proprios estudantes, o fu-
tebol € uma das modalidades esportivas que mais mobiliza as crengas dos populares
a ponto de apostarem dinheiro em possiveis resultados de partidas. Mais uma vez,
observou-se a influéncia das crencas na resolucao de problemas de probabilidade.

Nao distante dessa situacao, quando se fala em apostar dinheiro em aplicativos
de jogos de azar, como o popularmente conhecido Jogo do Tigrinho, os alunos tam-
bém relataram casos de conhecidos envolvidos em perdas monetérias. A fragilidade
dos investimentos reside na promessa de receber de volta uma enorme quantia de
dinheiro se comparada ao valor aplicado inicialmente. Em periodos de precarizacao
e desvalorizacdo de empregos formais, seja em regime de consolidacao das leis do
trabalho (CLT) ou estatutario, a possibilidade de receber grandes quantias de dinheiro
rapidamente ilude uma grande massa de pessoas a ponto de fazé-las utilizar seus sala-
rios em jogos de azar, sem nenhuma garantia de retorno, como € o caso dos cassinos
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on-line. O problema se potencializa quando se considera o papel dos influenciadores
digitais, que facilmente adentram os lares brasileiros por meio das redes sociais e que
tém contribuido amplamente na divulgacao desses jogos de azar, mas que vem sendo
investigados por autoridades de justica por participarem ativamente no endividamento
de cidadaos.

Como ja mencionado anteriormente, os aplicativos de apostas esportivas e jo-
gos de azar configuram um enorme potencial para desenvolver a Educacao Matematica
Critica. Por isso, o professor que decide trabalhar com os cenarios para investigacao
(Skovsmose, 2000) tem maiores chances de engajar seus alunos na resolugéo de
problemas propostos em comparacao as classicas listas de exercicios. Trata-se de um
desafio a pratica docente, que deve estar sempre embasada nos documentos curricu-
lares e nos tempos disponiveis para aplicagcdes das metodologias disponiveis (Ponte;
Brocardo; Oliveira, H., 2020).

Em sintese, os indicios de pensamento critico e argumentacao observados nas
atividades investigativas revelam que, quando a matematica é inserida em contextos so-
cialmente significativos, os estudantes passam a mobilizar saberes que ultrapassam o
dominio técnico do conteudo. As discussdes sobre apostas, crencas e desigualdades,
articuladas as nocoes de probabilidade, evidenciam que a aprendizagem matema-
tica pode constituir-se também como um exercicio de cidadania, na medida em que
convida os alunos a analisar criticamente as situagcées que permeiam seu cotidiano.
Essas experiéncias mostram que o ensino de probabilidade, quando conduzido sob
a perspectiva das investigacées matematicas, potencializa ndo apenas a construgéo
de conhecimentos conceituais, mas também o desenvolvimento de uma postura refle-
xiva diante dos usos sociais da matematica. As reflexdes decorrentes desse processo,
tanto por parte dos estudantes quanto do professor-pesquisador, sdo aprofundadas na
segao a sequir.

4.6 REFLEXOES A PARTIR DA PRATICA

Proporcionar aos estudantes momentos ndo convencionais durante as aulas
de matematica € consideravelmente desafiador. Ao adotar a metodologia das inves-
tigacdes matematicas para se trabalhar determinado conteudo, o professor escolhe
dialogar a matematica escolar com o cotidiano de suas turmas. Segundo Franzoni e
Quartieri (2020), os diferentes caminhos percorridos pelos grupos de trabalho durante
as investigacbes matematicas permitem que eles fagcam importantes descobertas, seja
quando se debrugcam sobre o problema a ser resolvido, ou ainda quando comparam
seus resultados na oportunidade de socializagc&o para toda a turma.

Assim, os resultados encontrados nesta dissertacao, apds o desenvolvimento de
uma tarefa investigativa para o ensino de probabilidade no ensino médio, corroboram
os trabalhos desenvolvidos em Educagdo Matematica sobre atividades investigativas.
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Apoés a aplicacao de uma atividade na perspectiva da Educacao Matemética Critica,
Sa, Milli e Chiabai (2021) perceberam que o didlogo entre os estudantes estimulou
a exposicao e a argumentacao sobre diferentes pontos de vista acerca da atividade,
ampliando a capacidade de autocritica sobre um determinado problema nas aulas de
matematica.

Quando um professor de matematica se depara com o rol de habilidades a
serem desenvolvidas com os estudantes do ensino médio, conforme a BNCC (Brasil,
2018), abre-se um grande leque de possibilidades metodolbgicas. Saber escolhé-las
e aplica-las conforme a realidade de cada turma de alunos faz parte do desafio dia-
rio da pratica pedagogica. Nesse sentido, esta dissertagao buscou contribuir com as
reflexdes acerca de trés turmas do ensino médio em uma escola da rede estadual ca-
tarinense, compartilhando seus desafios, seus acertos e seus equivocos. Tal abertura
metodoldgica, no entanto, ndo garante, por si s6, praticas emancipatérias. E na esco-
Iha intencional de metodologias que favorecam a problematizacao e o dialogo, como
as investigacoes matematicas, que o ensino pode aproximar-se de uma educacgao
matematica critica.

A opcao por ensinar probabilidade por meio das investigacbes matematicas nao
excluiu a realizagao de aulas expositivas que antecederam o processo investigativo dos
estudantes. Manté-los enfileirados, trabalhando individualmente, deixando que os mais
falantes falassem e que os mais silenciosos permanecessem em siléncio, fez parte
da estratégia de introduzir uma nova dindmica nas aulas de matematica. Para que as
investigacdes matematicas sejam aplicadas com eficacia, os autores Ponte, Brocardo
e Helia Oliveira (2020) recomendam que se conhegam as turmas, sua dinamica e
suas realidades. Por isso, na E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada, buscou-se
compreender as interacdes entre os alunos e os professores de cada uma das trés
turmas selecionadas para realizar as investigagdes matematicas desse trabalho.

Desde o momento em que se dialogou com os alunos sobre fenémenos alea-
torios, que se compartilhou com eles a proposta de um trabalho investigativo e que
se tentou organizar as turmas em grupos espontaneos, o professor pesquisador ja
passou a vivenciar desafios que possivelmente ndo existiriam se decidisse trabalhar
exclusivamente no paradigma do exercicio. Portanto, adotar as investigacdes matema-
ticas como alternativa metodolégica passou por preparar os alunos a vivenciar uma
dinamica diferente da convencional nas aulas de matematica.

No momento em que se planejou elaborar uma sequéncia didatica para o de-
senvolvimento de habilidades na unidade tematica de probabilidade sob a metodologia
das investigagbes matematicas, almejava-se construir, junto aos estudantes, os conhe-
cimentos acerca de espaco amostral e dos eventos nele contidos de um fenédmeno
aleatorio. Porém, a pratica mostrou que o que foi desenvolvido foi o inicio da mobiliza-
¢ao desses conhecimentos, uma vez que ndo se atingiu a consolidagdo dos conceitos
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— e, principalmente, a utilizacdo dos termos convencionados para esse contexto — du-
rante 0s cinco encontros planejados. Dessa maneira, a sucessao de atividades que
prevé uma sequéncia didatica, conforme Silva e Maria Marly de Oliveira (2009), ndo
ocorreu nesta dissertagao. E conveniente, portanto, mencionar que a atividade elabo-
rada e aplicada pelo professor pesquisador tratou-se de uma tarefa investigativa para
0 ensino de probabilidade utilizando a metodologia das investigacbes matematica.

Nesse sentido, considera-se que as investigagcdes matematicas desenvolvidas
a partir da tarefa investigativa elaborada para as trés turmas da 22 série do ensino
médio da E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada contribuiram para a construcéo da
aprendizagem significativa sobre o contetdo de probabilidade. Isso porque os alunos
participaram efetivamente do processo investigativo, apesar dos casos relatados de
grupos de trabalho que ndo concluiram a atividade até a etapa de socializacao dos
resultados. Apesar disso, se compararmos com o engajamento promovido por uma
lista de exercicios em uma aula tradicional de matematica, observariamos um grande
namero de alunos alcangados em comparag¢ao aos quatro ou cinco entusiastas da
matematica convencional.

Segundo os professores Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020), as investiga-
cbes matematicas tém como uma de suas potencialidades a elaboracéao e o teste de
conjecturas, buscando desenvolver a capacidade argumentativa matematica. Na ati-
vidade desenvolvida nesta dissertacao, considera-se que essa etapa das conjecturas
nao atingiu todo o seu potencial. Alguns fatores que podem ser atribuidos a essa situ-
acao sao a falta de familiaridade dos alunos em conjecturar a partir de observacoes
feitas, o que implica diretamente na dificuldade em fazer registros de seus processos e
raciocinios, bem como a escolha do conteddo de probabilidade para trabalhar de forma
investigativa. Na perspectiva da matematica escolar, o conteudo de probabilidade é
bastante pragmatico e, mesmo assim, os alunos ainda conseguiram trazer diferentes
perspectivas para a compreensao da probabilidade, seja de maneira empirica, estatis-
tica ou, ainda, axiomatica.

Porém, no que diz respeito as outras etapas das investigacdes matematicas,
obteve-se um desempenho satisfatério em cada uma delas, com destaque para a etapa
de socializacao. Além disso, trabalhar com problemas abertos, que nao possuem uma
resposta tao explicita a ser exibida, permite que os alunos utilizem seus repertérios na
resolucdo desses problemas.

Ainda sobre o posicionamento critico dos estudantes em relacdo aos seus
processos de aprendizagem, durante a aplicacao das investigacées matematicas,
questionou-se qual tem sido a perspectiva de probabilidade exigida nos vestibulares.
Com essa preocupacao em evidéncia, os alunos perceberam que os exames finais da
etapa do ensino médio, seja para ingresso em universidades ou para certificacao, ainda
se apoiam no ensino conteudista das disciplinas. Dessa maneira, reforga-se o aspecto
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facilitador das investigacbes matematicas no ensino de probabilidade no ensino médio,
uma vez que, apds as aulas de socializagcao dos resultados obtidos pelos alunos, fo-
ram concedidas aulas tradicionais para a conceituacao da probabilidade axiomatica e
a resolucao de questdes convencionais sobre esse conteudo.

Conforme corroboram os resultados de S&, Milli e Chiabai (2021), mesmo com
0 aspecto promissor da abordagem investigativa nas aulas de matematica, houve mo-
mentos em que nao foi possivel fugir da educacao matematica tradicional, reforcando
o carater efémero dos cenarios para investigacoes. Além disso, o préprio Skovsmose
(2001) relata a fluidez que existe entre os diferentes milieus de aprendizagem em uma
aula de matematica. Em suma, as experiéncias relatadas evidenciam que o ensino de
probabilidade, mediado por investigacdes matematicas, pode ampliar a participagéao e
o pensamento critico dos estudantes, ao mesmo tempo em que desafia o professor a
reconstruir sua pratica pedagdégica em direcdo a uma matematica mais significativa e
dialégica.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Visualizar toda a jornada percorrida até o momento da finalizacdo desta pes-
quisa € bastante nostalgico, pois refletir sobre a formagao docente — em particular a do
professor que ensina matematica — é refletir sobre a sala de aula, desde o0 momento
em que se habita nela como aluno até aquele em que se a ocupa como professor.
Adotar a metodologia das investigacdes matematicas como uma alternativa para o
ensino da matematica escolar retira o professor do lugar seguro de transmissor de
conhecimento e o coloca como mediador dos conflitos, dos problemas identificados e
das descobertas sendo feitas.

De fato, para as trés turmas do ensino médio da E. E. B. Prof. Laércio Caldeira
de Andrada selecionadas para a aplicacao das investigacdes matematicas elabora-
das e relatadas nesta dissertacao, considera-se que a metodologia adotada favoreceu
a aprendizagem do conteudo de probabilidade. Isso porque foram criadas situacdes
de protagonismo dos alunos, livrando-os do juizo dicotdmico certo-errado bastante
presente nas aulas de matemética, e permitindo-lhes refletir criticamente sobre a mo-
bilizagdo dos conhecimentos matematicos exigidos para elaborar solugées para um
problema apresentado.

Além disso, os conflitos que surgiram durante as atividades investigativas, origi-
nados por diferentes interesses entre alunos, sejam de carater pessoal ou pedagégico,
foram geridos de maneira mais eficaz, pois o pesquisador atuava também como profes-
sor de matematica das turmas em questao. Reforca-se a recomendacao dos autores
Ponte, Brocardo e Hélia Oliveira (2020) de se conhecer os alunos para 0s quais serao
propostas as investiga¢cdes matematicas, garantindo um melhor andamento das etapas
envolvidas no processo investigativo.

Portanto, aquele professor de matematica que possa ter se inspirado neste
trabalho, recomenda-se tomar a atividade investigativa apresentada e adaptéa-la a re-
alidade de seus estudantes: conheca-os, adote um contexto significativo para sua
aprendizagem e nao tema o novo. A escolha da aplicacdo da atividade investigativa
neste trabalho se deu para alunos da 22 série do ensino médio com base nos plane-
jamentos anuais da componente curricular de Matematica da E. E. B. Prof. Laércio
Caldeira de Andrada, mas poderia ter sido realizada para qualquer turma do ensino
meédio. Inclusive, seu grande objetivo foi analisar como os estudantes mobilizaram seus
conhecimentos sobre probabilidade, utilizando uma metodologia investigativa. Portanto,
também seria possivel aplica-la em qualquer turma com a qual se deseje trabalhar o
conteudo de probabilidade, incluindo turmas dos anos finais do ensino fundamental,
bem como turmas do ensino superior.

Reforcando, é necessaria uma adaptagao da atividade investigativa apresen-
tada para a realidade de cada professor. A sala de aula € um ambiente vivo e cheio de
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descobertas. Ela se tornara muito mais auténtica se o professor também se permitir
fazer descobertas, tornando genuino o processo de construir e lapidar os conhecimen-
tos matematicos. Tenha como guia os documentos curriculares de sua rede de ensino
e faca um bom planejamento, cuidando das questdes de tempo e do tamanho da turma
em que se deseje aplicar as investigacdes matematicas.

Alguns topicos, frutos da promoc&o de uma Educacdo Matematica Critica, fo-
ram levantados pelos alunos e poderiam influenciar efetivamente suas atuagcées como
cidadaos, como nos casos dos aplicativos de apostas esportivas e do envolvimento de
influenciadores digitais na divulgacéo de jogos de azar. Quando foi informado aos alu-
nos que o aprofundamento de suas pesquisas nao renderia nota — como eles esperam
de toda atividade em sala de aula —, eles se sentiram desmotivados a dar continuidade
a seus estudos de forma independente. Fica, portanto, a sugestdo de trabalhar as
investigacdes matematicas de modo interdisciplinar, dialogando com outros docentes
da escola, para que contribuam na mobilizacdo de conhecimentos de seus alunos.

Devido ao carater qualitativo da pesquisa, nao se considerou tracar nem mensu-
rar indices alcangados pelos alunos que pudessem demonstrar o atendimento ou néo
as habilidades mencionadas nos documentos curriculares. Para o desenvolvimento do
aspecto quantitativo deste trabalho, seria possivel elaborar matrizes avaliativas que
ranqueariam 0s conhecimentos matematicos mobilizados por cada grupo de traba-
lho, por exemplo, variando em uma escala que mede se um determinado aspecto é
atendido ou nao pelo grupo. Ainda assim, ha de se considerar o desafio imposto pela
imprevisibilidade caracteristica das investigagcdes matematicas que, em determinadas
ocasides, pode apontar para resultados ndo contemplados em matrizes de avaliacao.

Por fim, destaca-se a importancia deste trabalho em discutir o ensino de mate-
matica em uma escola real, na qual se aplicou e avaliou uma atividade de probabilidade,
aproximando a producao cientifica dos sujeitos de fora dos muros da universidade.
Além disso, registra-se o desejo de que novas pesquisas sejam elaboradas sobre a
aplicacao de investigacbes matematicas em sala de aula. Na area de ensino e apren-
dizagem, podem ser explorados muitos outros conteudos previstos nos curriculos de
matematica, tanto no ensino fundamental quanto no ensino médio. Acredita-se que
todos tenham potencial para ser trabalhados na perspectiva investigativa; porém, cada
realidade escolar pode dialogar melhor com algum conteudo especifico. Refletindo
sobre a area da formacao de professores, podem ser desenvolvidas pesquisas que
caminhem na direcao para que mais professores de matematica se mobilizem para
desmistificar a ndo aplicabilidade dos conhecimentos matematicos em contextos fora
da sala de aula.
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APENDICE A — SEQUENCIA DIDATICA

1. IDENTIFICACAO
Escola: E. E. B. Prof. Laércio Caldeira de Andrada
Municipio: Sao José, SC
Componente Curricular: Matematica Professor: André Milhoranga
Série: 22 Nivel: Ensino Médio
Tempo estimado: 5 horas aula
2. TEMA
Conteudo: Probabilidade e Estatistica
3. JUSTIFICATIVA

A probabilidade tem figurado cada vez mais em nosso cotidiano: controle de quali-
dade; seguros; dados relativos a nascimentos e expectativa de vida, entre outros.
Além disso, os principios probabilisticos tém se tornado instrumento de trabalho
para muitas areas do conhecimento. Muitos fendmenos séo tratados matemati-
camente mediante simulac¢des aleatérias, como por exemplo na modelagem de
condicoes meteoroldgicas em situacoes de crise climatica.

O grande desafio que se enfrenta ao introduzir esse conteddo na matematica es-
colar é romper com a visao determinista que essa disciplina constroi. Sem duvida,
trata-se de um tema dificil de aprender e de ensinar. Lidar com o acaso nao é tarefa
simples nem intuitiva. Dessa forma, se faz necessario colocar os estudantes em
situagdes de tomada de decisdo a fim de reconhecerem seu sistema de crengas
pessoais e a influéncia de seus contextos nesse processo.

4. OBJETIVOS

a) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatorios, realizando
contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que en-
volvem o calculo da probabilidade de eventos em experimentos aleatérios
SUCEeSSIVos;

b) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagcos amostrais, discre-
tos ou ndo, e de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicacées
no calculo de probabilidades;

c) ldentificar situacdes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer es-
colhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele
método contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de
outro, etc.).
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5. MATERIAIS E METODOS

O conteudo sera abordado através de aulas investigativas, utilizando a metodologia
das investigacées matematicas. Sendo assim, os alunos serdo organizados em pe-
quenos grupos espontaneos, conforme a afinidade entre os integrantes das turmas,
para participarem das atividades investigativas em Matematica. Inicialmente, o pro-
fessor fara uma exposicao acerca da natureza das atividades investigativas para,
em seguida, fazer o reconhecimento da situacao a ser trabalhada, a sua exploragao
preliminar e a formulagao de questdes.

Os alunos receberao material de escrita préprio, disponibilizado pelo professor, para
o desenvolvimento da atividade. Além disso, podem utilizar seus proprios cadernos
para fazer as anotacdes e, para a exposi¢ao das conclusbes de cada grupo, eles
poderéo utilizar da lousa. Apos a socializacao dos resultados e discussdes de cada
grupo, um espaco de debate sera aberto com o objetivo de trabalhar a argumen-
tacdo matematica e embate dos possiveis erros que possam aparecer durante 0s
testes das conjecturas levantadas pelos alunos. Por fim, os alunos serdo convida-
dos a tecerem comentarios sobre o formato da aula investigativa, destacando os
pontos positivos e pontos negativos, com base em suas percepgoes, para as suas
aprendizagens. Tendo concluido esse processo, o professor realiza um feedback
dessa abordagem para melhorias e aplicacées futuras.

6. PROCEDIMENTOS
12 aula: Fenémenos aleatoérios e Historizacao

O inicio da problematizacao pode se dar com a exploracao de fenémenos aleatérios,
isto é, fendmenos ou experimentos que estdo submetidos a aleatoriedade, refor-
cando a nocao de que, mesmo que se conhegam 0s possiveis resultados, ndo sao
deterministicos. Como exemplos, podem ser citados o lancamento de uma moeda,
o langamento de um dado, os jogos de loteria, entre outros.

Nesse contexto, pode-se realizar um dialogo com os estudantes sobre quais fa-
tores podem ser considerados quando desejamos determinar as chances de um
determinado fenémeno aleatério acontecer. E importante que o professor tenha em
mente que o estudo matematico das probabilidades estabelece relacdo com a es-
tatistica na utilizacao de técnicas analiticas para realizar projecoes de ocorréncias
de eventos. Com base nos estudos de Shaughnessy (1992) é possivel identificar a
presencga de quatro concepgdes de probabilidade:

I) Concepcéo classica ou laplaciana de probabilidade: trata-se de uma defi-
nicdo apresentada por Laplace, em 1812: define-se probabilidade como a
razao entre numeros de casos favoraveis em relagcao ao numero total de
casos possiveis, desde que todos os resultados sejam igualmente prova-
veis;
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II) Concepgéo frequentista ou empirica de probabilidade: a probabilidade
emerge de uma experimentacao — “probabilidade a posteriori”’, ou seja, a
probabilidade é calculada depois de experimentos terem sidos realizados.
As teorias frequentistas consideram probabilidades a serem atribuidas
baseadas no comportamento a longo prazo dos resultados aleatérios;

[II) Concepgéo subijetivista de probabilidade: as probabilidades expressam
grau de crenga ou percepgao pessoal; ela fica centrada no sujeito;

IV) Concepgédo axiomatica ou formal: trata-se da concepcéo vigente atual-
mente e se apoia na teoria de conjuntos, contrapondo-se a concepgao
classica. E um conceito definido implicitamente por um sistema de axio-
mas e um conjunto de definigcbes e teoremas deduzidos deles.

A probabilidade, juntamente com a estatistica, compde uma das unidades temati-
cas da Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Segundo o documento, o objetivo
maior € que os alunos compreendam que nem todos os fendmenos sao determi-
nisticos; para isso, é necessario dar aos alunos a possibilidade de experimentar,
explorar, discutir, trocar ideias, argumentar, dizer como estdo pensando, quais julga-
mentos fazem sobre a ocorréncia de determinado evento, contrastem o que poderia
ter acontecido e ndo aconteceu, etc.

22 aula: Introducao da tarefa investigativa

Iniciaremos a aula conversando sobre situagées do cotidiano em que é possivel
encontrar o uso de probabilidade e / ou previsbes numéricas. Espera-se que os
estudantes citem a previsao meteorologica, 0s jogos de apostas, os resultados dos
times que torcem, entre outros.

ApGs esse primeiro momento, adentraremos o contexto da Gincana Esportiva, pra-
tica anual na E.E.B. Laércio Caldeira de Andrada. Os alunos se organizardo em
grupos espontaneos de 2 a 5 integrantes, que seguirdo até o final das atividades
investigativas, e compartilhardo suas memoérias e experiéncias sobre a participagéao
na gincana, bem como os resultados, buscando verificar a mobilizacdo de conheci-
mentos de matematica acerca desses resultados.

O arranque da atividade investigativa se apoiara nas vivéncias da Gincana Esportiva
com o objetivo de matematizar os chaveamentos das modalidades esportivas, feito
a partir de sorteio das turmas, e efetivar célculos de probabilidade acerca dos jogos.
O material sera entregue de forma impressa aos estudantes, nao dispensando
uma pequena introducado oral por parte do professor, garantindo que os alunos
compreendam o que significa investigar.
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ARRANQUE DA INVESTIGACAO MATEMATICA

Procure construir um chaveamento sorteando as equipes abaixo para dispu-
tas na modalidade “mata-mata”.

Turmas 100, 101, 102, 103, 104
Turmas 200, 201, 202, 203, 204
Turmas 300, 301, 302, 303, 304

Registre os resultados obtidos e determine as possibilidades e probabilidades
de sua turma se tornar campea de uma modalidade.

Para verificar se os alunos entenderam a atividade investigativa serao tiradas as
possiveis duvidas iniciais levantadas pelos grupos de trabalho, buscando destacar
que nao se trata de responder uma questao bem delimitada. Importante destacar
que os grupos se empenhardo em formular questées com base na situacao que
Ihes é apresentada.

32 aula: Desenvolvimento das investigacoes

Retomaremos a atividade investigativa realizando os sorteios para formacéo do
chaveamento a partir das equipes do Ensino Médio que disputarao a Gincana Es-
portiva no ano de 2025. Cada grupo podera decidir a maneira como realizar o
sorteio das equipes e como arranja-las no chaveamento das disputas que aconte-
cerdao na modalidade conhecida como “mata-mata”. Mais uma vez sera assegurado
a compreensao dos alunos acerca da atividade que se ira realizar e o professor
passara a assumir papel de moderador das investigacdes.

Durante as passagens do professor pelos grupos, sera observada e incentivada
a exploragao e formulagédo de questdes, a formulacao de conjecturas, o teste e a
reformulacdo de conjecturas. Serd garantido que os grupos levem o tempo que
precisar para se familizarem com os dados e se apropriarem mais efetivamente do
sentido da tarefa investigativa.

Serao observados os registros por escrito e os dialogos buscando identificar como
0S grupos geram seus dados e 0s organizam para, entao, formular suas questoes.
A nocao de aleatoriedade deve ser reforgcada a medida que percebem os diferentes
chaveamentos possiveis que podem ser gerados a partir das equipes disponiveis,
mobilizando a contagem das possibilidades e buscando conhecer também a nocao
de espaco amostral.

42 aula: Justificacao das conjecturas e discussao dos resultados obtidos
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Dando continuidade as investigacdes e a formulacdo de conjecturas, nessa aula
buscaremos analisar a mobilizagdo dos conhecimentos no teste dessas conjecturas.
O trabalho indutivo realizado pelos grupos sera incentivado a ser transformado em
registro escrito a ser motivado pelo professor moderador que continua a caminhar e
observar o desenvolvimento dos alunos. Cabe-lhe colocar questées aos alunos que
os estimulem a olhar em outras dire¢des e os facam refletir sobre aquilo que estéao
fazendo.

Esses elementos escritos sdo fundamentais para 0 momento da discussao posterior
dos resultados como forma de organizacao das ideias e seus resultados. Espera-se
que os grupos de alunos tenham avancado com os chaveamentos, sendo capazes
de observar como as equipes que disputam a Gincana Esportiva avancam nas fases
conforme os resultados das partidas.

A essa altura da atividade investigativa, espera-se que 0s grupos sejam capazes de
elaborar e resolver problemas que envolvem o célculo de probabilidade em eventos.
Pretende-se retomar a discussao sobre a nocao de aleatoriedade e de determinismo
em situagdes de probabilidade, mais especifico, no contexto da Gincana Esportiva.

A justificacdo das conjecturas é imprescindivel para o processo investigativo, em
que o professor colocara o carater provisério das conjecturas introduzindo a ideia
de prova matematica, podendo fazer comentarios das modalidades ja conhecidas.
A principal motivagdo nesse momento da investigacao sera perceber a necessidade
de os grupos justificarem matematicamente as suas afirmacgdes.

No final de uma investigagcéo, é importante construir um momento de partilha de
conhecimento em que os grupos devem socializar os seus resultados obtidos. O
principal objetivo dessa etapa é confrontar as estratégias, conjecturas e justificacoes
utilizadas pelos grupos, em que o professor desempenha um papel de moderador
dos possiveis conflitos.

Sera o momento em que o professor é capaz de fazer uma sistematizacdo dos co-
nhecimentos levantados, destacando a importancia dessa fase de discussao para
o desenvolvimento da capacidade de comunicar-se matematicamente. Como o pro-
fessor tera nogéo do trabalho realizado por cada um dos grupos, pode estabelecer
uma ordem de socializacdo dos resultados obtidos por eles, de modo que a discus-
sao dos trabalhos n&o seja repetitiva, mas permita uma consolidagdao dos objetivos
listados nessa sequéncia didatica.

52 aula: Avaliacao colaborativa

Conforme a metodologia adotada para as investigacdes matematicas, a avaliacéo
se dard através da escrita de relatérios pelos grupos de alunos e da observagao
informal, pelo professor. Se a escrita de relatorios ndo é comum aos estudantes, é
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importante a construcdao de um roteiro para sua elaboragao, explicitando o que se é
pretendido e como sera avaliado.

Nas instrugdes para a escrita dos relatérios, serdo colocadas a necessidade de
descrever, de maneira detalhada, os passos que o grupo seguiu para explorar a
tarefa que lhe foi proposta, podendo langar mao de escritos, desenhos, tabelas,
esquemas e o que for conveniente, desde que de forma organizada. Além disso,
sera cobrado o registro de um resumo do que o grupo considera ter aprendido
apés a realizacao da investigacao matematica, bem como, um comentario geral em
relacao a tudo o que fizeram.

ROTEIRO PARA A ESCRITA DO RELATORIO

Embora a organizagcdo de um relatério possa ser uma tarefa em que tenha
inicialmente algumas dificuldades, penso que ele pode ajuda-lo, por exemplo,
a compreender melhor os varios assuntos tratados nas aulas e a desenvolver
a capacidade de comunicar por escrito o trabalho que realizou.

Um relatério deve incluir uma descricdo o mais detalhada possivel do traba-
Ihou que realizou e pode ser organizado da seguinte forma:

* |dentificagcdo do grupo, com nome dos integrantes e turma;

 Titulo;

Objetivo do trabalho incluindo as questdes iniciais;

» Descricao do processo de investigagao (incluindo tabelas e/ou esque-
mas, esbocos de graficos, organizacdo dos dados recolhidos...), das
tentativas realizadas e das dificuldades encontradas;

e Conclusoes;

« Autocritica da interveng&o do grupo no trabalho.

Tente descrever 0s passos que seguiu para explorar a tarefa que Ihe foi pro-
posta. Procure explica-los de uma forma clara e organizada. Registre todos
os valores com que trabalhou e, nos casos em que tal se mostre adequado,
nao hesite em apresentar desenhos, tabelas e esquemas.

Para avaliacao dos relatérios sera feita uma analise qualitativa buscando identificar
se 0s grupos atendem aos objetivos colocados para essa atividade investigativa.

7. CONCLUSAO

Ao final do processo de investigacdes matematicas acerca da probabilidade em
uma Gincana Esportiva, o professor revisara as principais potencialidades e fragi-
lidades dessa metodologia escolhida para abordagem desse assunto especifico.
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Deseja-se ter atendido as habilidades previstas pela BNCC para o objeto de conhe-
cimento da probabilidade e estatistica no que tange as habilidades de identificar e
descrever 0 espaco amostral de eventos aleatérios, o calculo de suas possibilida-
des para resolver e elaborar problemas que envolvam o calculo de probabilidade
de eventos em experimentos e situacdes apresentadas. Com isso, desenvolver a
habilidade de identificar situagées da vida cotidiana nas quais podem considerar
riscos probabilisticos para tomar decisdes e fazer escolhas.
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