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Resumo

Este trabalho consiste em uma andlise comparativa do ensino de funcdes lineares e quadréticas
a partir de um material curricular utilizado em escolas de Ensino Médio da cidade de Xangai, na
China, estabelecendo relagdes com livros didéticos brasileiros aprovados pelo Programa Nacio-
nal do Livro Didatico (PNLD), a luz das diretrizes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
e de referenciais tedricos da Educagao Matematica. Trata-se de um estudo de natureza qualitativa,
com abordagem documental e analitica, que busca compreender como diferentes concepgdes de
curriculo, ensino e formagao docente se materializam nos materiais didaticos analisados. Ini-
cialmente, contextualiza-se o desempenho da China em avaliagdes internacionais de Matema-
tica, destacando aspectos estruturais e culturais do sistema educacional chinés, em especial a
organizacdo do trabalho docente por meio dos Teaching Research Group (Grupo de Pesquisa
em Ensino) (TRG) e do modelo de desenvolvimento profissional conhecido como Exemplary
Lesson Development (Desenvolvimento de Aula Exemplar) (Keli). Em seguida, procede-se a
andlise do material curricular de Xangai, evidenciando uma proposta pedagdgica fundamen-
tada em principios investigativos, progressivos e reflexivos, caracterizada pela valorizacdo de
situacdes-problema, multiplas representacdes matemadticas, exploracdo sistemdtica de parame-
tros e construcdo gradual dos conceitos. Na sequéncia, analisa-se um livro didatico brasileiro
aprovado pelo PNLD, identificando avangos relacionados a contextualizacao e a diversidade de
exemplos, mas também a predominancia de abordagens mais expositivas e procedimentais, com
menor énfase em atividades investigativas. A andlise comparativa permite identificar semelhan-
cas e diferencas entre as propostas, bem como refletir sobre possiveis contribui¢des do modelo
chinés para o ensino de Matematica no contexto brasileiro. Por fim, o estudo busca contribuir
para o aprimoramento da pratica docente e para a reflexdo critica sobre a elaboracdo de materiais
curriculares mais coerentes com propostas formativas e investigativas, em consonancia com a
natureza profissional do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT).
Palavras-chave: ensino de fun¢des; materiais curriculares; formagdo docente; educagdo mate-

matica; China.



Abstract

This study presents a comparative analysis of the teaching of linear and quadratic functions ba-
sed on a curricular material used in upper secondary schools in the city of Shanghai, China,
establishing connections with Brazilian textbooks approved by the National Textbook Program
(PNLD), in light of the guidelines of the National Common Curricular Base (BNCC) and the-
oretical frameworks from Mathematics Education. It is a qualitative study with a documentary
and analytical approach, aiming to understand how different conceptions of curriculum, tea-
ching, and teacher education are materialized in the analyzed instructional materials. Initially,
the study contextualizes China’s performance in international mathematics assessments, high-
lighting structural and cultural aspects of the Chinese educational system, particularly the orga-
nization of teachers’ work through Teaching Research Groups (TRG) and the professional deve-
lopment model known as Exemplary Lesson Development (Keli). Subsequently, the Shanghai
curricular material is examined, revealing a pedagogical proposal grounded in investigative,
progressive, and reflective principles, characterized by the use of problem situations, multiple
mathematical representations, systematic exploration of parameters, and gradual construction
of concepts. Next, a Brazilian textbook approved by the PNLD is analyzed, identifying relevant
advances in terms of contextualization and diversity of examples, as well as the predominance
of more expository and procedural approaches, with limited emphasis on investigative activities.
The comparative analysis makes it possible to identify similarities and differences between the
proposals and to reflect on potential contributions of the Chinese model to mathematics teaching
in the Brazilian context. Finally, the study seeks to contribute to the improvement of teaching
practice and to critical reflection on the development of curricular materials that are more cohe-
rent with formative and investigative approaches, in accordance with the professional nature of
the PROFMAT program.

Keywords: function teaching; curricular materials; teacher education; mathematics education;
China.
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1 INTRODUGAO

O estudo de fungdes constitui um dos eixos estruturantes da Matematica escolar, apresen-
tando ampla aplicabilidade em diferentes dreas do conhecimento e estabelecendo relacdes diretas
com fendmenos naturais, sociais e tecnoldgicos. No contexto da Educagdo Basica, e de modo
particular no Ensino Médio, esse conteido assume papel central no desenvolvimento do pen-
samento algébrico, da modelagem matematica e da articulacdo entre mdaltiplas representacdes
matematicas, como tabelas, graficos e expressoes algébricas, sendo, por essa razdo, recorrente
em propostas interdisciplinares e em avalia¢des educacionais de larga escala.

Diante dessa relevancia conceitual e formativa, justifica-se um olhar sistemédtico sobre a
forma como o ensino de fungdes é organizado e desenvolvido no contexto escolar brasileiro.
Inserida no ambito do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT),
esta pesquisa parte do pressuposto de que a reflexdo critica sobre materiais curriculares e praticas
de ensino constitui elemento fundamental para o aprimoramento da pratica docente, articulando
fundamentos tedricos da Educacdo Matematica com demandas concretas da sala de aula.

Nessa perspectiva, o presente trabalho propde a anélise de um material curricular elaborado
por professores da China, desenvolvido para ser utilizado em escolas do equivalente ao Ensino
Médio na cidade de Xangai, estabelecendo um didlogo comparativo com o contexto brasileiro,
especialmente com os livros didaticos aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didatico
(Programa Nacional do Livro Didético (PNLD)). O interesse pelo contexto educacional chinés
fundamenta-se no desempenho de destaque alcancado pela China em avalia¢Oes internacionais
de Matematica, aspecto amplamente discutido na literatura e associado a caracteristicas especifi-
cas de sua organizacgdo curricular e de seu desenvolvimento profissional docente (YANG, 2014;
HUANG; BAO, 2006).

O problema que orienta esta investigacao consiste em compreender de que modo as aborda-
gens metodoldgicas presentes no material curricular de Xangai, particularmente no ensino de
fungdes lineares e quadraticas, se diferenciam daquelas predominantes nos livros didaticos bra-
sileiros e quais implicacdes essas diferengcas podem ter para a aprendizagem dos estudantes e
para a prética pedagégica no Ensino Médio. Busca-se, assim, analisar como distintas concep-
coes de ensino se materializam nos materiais curriculares e de que forma as escolhas didaticas
influenciam a constru¢do do pensamento matemaético.

Como hipétese central, parte-se do pressuposto de que o material curricular de Xangai apre-
senta uma abordagem mais investigativa do ensino de funcdes, priorizando a constru¢ao gradual
dos conceitos a partir de situagdes-problema, da exploragdo de regularidades e do uso articulado
de multiplas representacdes matemadticas, em consonancia com perspectivas investigativas da
Educagcao Matemdtica (ISODA; BALDIN, 2023). Supde-se, ainda, que essa abordagem esteja

associada a uma cultura profissional colaborativa, caracteristica do contexto educacional chinés,
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materializada no funcionamento do Teaching Research Group (Grupo de Pesquisa em Ensino)
(TRG), os quais influenciam tanto a elaboracdo dos materiais curriculares quanto o desenvolvi-
mento profissional docente (WANG, 2020; PAINE; MA, 1993). Em contraposi¢ao, levanta-se a
hipétese de que, no contexto brasileiro, embora os livros didaticos estejam formalmente alinha-
dos as diretrizes curriculares, ainda predominem praticas de cardter mais expositivo e procedi-
mental.

Para sustentar essa andlise, torna-se imprescindivel considerar os documentos oficiais que
orientam a educacdo brasileira, em especial o Plano Nacional de Ensino (PNE) e a Base Naci-
onal Comum Curricular (BNCC), os quais estabelecem as bases normativas para a organizagcao
curricular e para a definicdo das aprendizagens essenciais. No que se refere a BNCC, o PNE a

define como:

E um documento de cariter normativo que define o conjunto orginico e pro-
gressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver
ao longo das etapas e modalidades da Educa¢ao Bésica, de modo a que tenham
assegurados seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento, em conformi-
dade com o que preceitua o Plano Nacional de Educacdo (BRASIL, 2017).

Além disso, a Base Nacional Comum Curricular assume papel estruturante no sistema edu-

cacional brasileiro, uma vez que:

Torna-se referéncia nacional para a formulagdo dos curriculos dos sistemas e
das redes escolares dos Estados, do Distrito Federal e dos Municipios, e das
propostas pedagdgicas das instituicdes escolares (BRASIL, 2017).

A luz dessas orientacdes, o objetivo geral desta dissertacdo é analisar o ensino de funcdes
lineares e quadrdticas a partir de um material curricular utilizado em escolas de Xangai, estabe-
lecendo uma comparag@o com os livros didaticos brasileiros aprovados pelo PNLD, articulando
essa andlise ao referencial teérico da Educagdo Matemética e as diretrizes curriculares expres-
sas na BNCC. Como objetivos especificos, pretende-se contextualizar o desempenho da China
em avaliacOes internacionais de Matemadtica; identificar semelhancas e diferencas entre as meto-
dologias de ensino adotadas nos materiais analisados; examinar a coeréncia entre as propostas
curriculares e os documentos oficiais; e refletir sobre possiveis contribui¢cdes do modelo chinés
para o ensino de Matematica no Brasil.

Por fim, esta investigacao justifica-se pela necessidade de promover uma reflexao qualificada
sobre materiais curriculares e praticas pedagdgicas, em consonincia com a natureza profissional
do PROFMAT. Ao articular o referencial teérico, a andlise comparativa entre materiais didaticos
e adiscussao critica dos resultados, busca-se contribuir para o aprimoramento da prética docente
e para o fortalecimento de propostas de ensino mais investigativas e coerentes com os principios
formativos da Educacdo Matematica, dialogando diretamente com as andlises desenvolvidas e
com as consideracdes finais deste trabalho.

Este trabalho estd organizado em quatro capitulos, além desta Introducdo. O primeiro ca-

pitulo apresenta o referencial tedrico que fundamenta a pesquisa, abordando discussdes sobre
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ensino de Matematica, desenvolvimento profissional docente, curriculo e préticas colaborativas,
com destaque para estudos relacionados ao contexto educacional chinés. O segundo capitulo
descreve o contexto da pesquisa e os materiais curriculares analisados, explicitando as caracte-
risticas do material utilizado em escolas de Xangai e dos livros didaticos brasileiros aprovados
pelo PNLD, em especifico o livro da colecdo Prisma de (BONJORNO; GIOVANNI; SOUSA,
2020). O terceiro capitulo dedica-se a andlise comparativa das abordagens metodoldgicas adota-
das no ensino de fun¢des lineares e quadraticas nos dois contextos, a luz do referencial teérico e
das diretrizes curriculares oficiais e aprofunda a discussao dos resultados, articulando as andlises
realizadas com as implicagdes pedagdgicas para o ensino de Matemética no Ensino Médio. Por
fim, o quarto capitulo apresenta as consideragdes finais, sintetizando os principais achados da
pesquisa, apontando suas contribuicdes para a prética docente e indicando possiveis desdobra-

mentos para estudos futuros.
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2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

A metodologia de ensino € um ponto fundamental para o sucesso de qualquer institui¢ao
ou sistema de ensino, portanto compreender seus pontos positivos e negativos € imprescindivel
para entender seu sucesso.

Dessa forma, para compreender a expressiva elevacao dos indices de aprendizagem em Ma-
temdtica na China Continental, torna-se necessario iniciar a andlise a partir de seu modelo de
ensino, considerando tanto os documentos curriculares nacionais quanto os materiais didatico-
pedagégicos utilizados na préatica escolar. Neste estudo, adota-se como recorte analitico o ensino
de Fungdes no nivel correspondente ao Secondary School, equivalente ao Ensino Médio no con-
texto brasileiro, por se tratar de um eixo estruturante da formac¢ao matemdtica e de um campo
privilegiado para o desenvolvimento do pensamento algébrico, funcional e da modelagem ma-
temaética.

Para tanto, sdo utilizados, de forma articulada, os Padroes Curriculares de Matemdtica da
Educagao Obrigatoria da China (2022), que estabelecem as diretrizes nacionais para a orga-
nizacdo do ensino, e o documento Curriculum Material for Secondary School((FUNCTIONS,
2027?7; LINEAR FUNCTIONS, 2027?7; QUADRATIC FUNCTIONS, 202?)), elaborado no con-
texto de Xangai, o qual se situa em um nivel intermedidrio entre um plano curricular orientador
e um plano de aula detalhado. Enquanto o documento de 2022 define os principios, objetivos
e progressoes conceituais do curriculo chinés, o material de Xangai explicita como essas dire-
trizes sdo operacionalizadas em propostas diddticas concretas no ensino secundario (CHINA.
Ministério da Educacao, 2022)

2.1 Modelo de ensino em Xangai

A compreensiao do modelo de ensino de Matematica na China exige considerar, de forma
articulada, tanto os principios curriculares oficiais quanto as estruturas institucionais que susten-
tam o desenvolvimento profissional docente. Nesse sentido, o documento Padroes Curriculares
de Matemadtica da Educagcdo Obrigatéria da China (2022) concebe a Matemdtica como um
componente estruturante da formacao integral dos estudantes, atribuindo-lhe papel central no
desenvolvimento do pensamento racional, da capacidade de abstragdo, da resolugdo de proble-
mas e da compreensao cientifica da realidade. A Matematica € compreendida ndo apenas como
um conjunto sistematizado de conhecimentos formais, mas como uma linguagem essencial para
a interpretacdo, descricdo e explicacdo de fendmenos naturais, sociais e tecnoldgicos, em ar-
ticulagdo direta com as demandas contemporaneas da sociedade e com o avanco cientifico e
tecnologico (CHINA. Ministério da Educacao, 2022).

Essa concepg¢ao amplia o papel formativo do ensino de Matemadtica, que ultrapassa uma fun-
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cdo meramente instrumental e passa a orientar-se para o desenvolvimento intelectual, cognitivo
e cultural dos estudantes ao longo da educacgdo obrigatéria. No &mbito curricular, 0 documento
enfatiza a centralidade do estudante como sujeito ativo do processo de aprendizagem, reconhe-
cendo a existéncia de diferentes ritmos, trajetdrias e formas de aprender Matemética. Em decor-
réncia disso, defende-se a criacdo de condi¢des pedagdgicas que possibilitem o desenvolvimento
pleno de todos os estudantes, por meio de objetivos curriculares orientados para a alfabetizacdo
matematica essencial, sustentados por contetidos cientificamente estruturados e coerentes com a
natureza abstrata, l6gica e sistematica da Matematica (CHINA. Ministério da Educagao, 2022).

A operacionalizagdo desses principios curriculares pressupde um ensino estruturado a par-
tir de atividades matemadticas significativas, tais como observagao, experimentagao, conjectura,
verificacdo, argumentacdo, modelagem e comunicagdo. Essas atividades sdo concebidas como
meios privilegiados para o desenvolvimento progressivo do pensamento matemaético, da autono-
mia intelectual, da cooperacdo e do espirito investigativo. A avaliacdo, por sua vez, € entendida
como parte integrante do processo educativo, assumindo cardter formativo e articulando-se as
dimensdes diagndstica e somativa, com a finalidade de orientar o ensino, promover a aprendi-
zagem e favorecer o desenvolvimento integral dos estudantes. Ademais, o documento destaca a
importancia da integracdo entre as tecnologias da informacao e o curriculo de Matemdtica, am-
pliando as possibilidades de visualizacdo, modelagem e resolu¢do de problemas em contextos
reais (CHINA. Ministério da Educagao, 2022).

Os objetivos do curriculo sdo organizados em torno do conceito de alfabetizacdo matema-
tica essencial (hexin suydng, 200 &FE), definido como um conjunto articulado de capacidades
que envolve observar o mundo sob uma perspectiva matemaética, pensar de forma racional e ex-
pressar ideias por meio da linguagem matemaética. Essa concepc¢ao enfatiza o desenvolvimento
integrado de conhecimentos, habilidades, modos de pensamento e atitudes, aproximando-se da
noc¢do de competéncias presente em curriculos contemporaneos, como a Base Nacional Comum
Curricular brasileira, e busca assegurar coeréncia interna, continuidade entre as etapas escola-
res e uma formagdo matemadtica consistente ao longo de toda a educacdo obrigatéria (CHINA.
Ministério da Educacao, 2022).

A concretizacdo desses objetivos curriculares estd diretamente relacionada as condi¢des de
trabalho e as formas de organizacdo do desenvolvimento profissional docente no contexto chi-
nés. A literatura evidencia que a no¢do de expertise docente na China nao se configura como
um atributo estritamente individual, mas como uma constru¢do social profundamente influen-
ciada por fatores culturais, institucionais e organizacionais que estruturam o cotidiano escolar.
Conforme analisa (YANG, 2014), a expertise docente € sustentada por uma cultura profissional
colaborativa, materializada, sobretudo, no funcionamento dos Teaching Research Group (Grupo
de Pesquisa em Ensino) (TRG).

No resumo de sua obra, Yang afirma que os professores especialistas demonstram a capa-
cidade de “trabalhar inclusive contra certas restricoes socioculturais” (p. 10), expressdo que se

refere a limites estruturais historicamente associados ao sistema educacional chinés. Entre es-
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ses limites, destacam-se a presenca de classes numerosas, a forte orientacdo para exames de
alto impacto e a predominancia de préticas de ensino tradicionalmente centradas no professor,
elementos que configuram um ambiente potencialmente desfavordvel a inovacdo pedagdgica.
Soma-se a esse quadro a heranca cultural confucionista', marcada por hierarquias institucionais,
expectativas rigidas quanto ao papel docente e elevado controle administrativo, que impdem
pressoes adicionais ao exercicio da docéncia.

Ainda assim, (YANG, 2014) destaca que os professores especialistas revelam a capacidade
de atuar de modo flexivel, reflexivo e colaborativo, desenvolvendo conhecimento profissional
sofisticado mesmo dentro dessas limitacdes. Tal caracteristica evidencia que a expertise docente
emerge, sobretudo, da inserc@o do professor em estruturas coletivas que favorecem a reflexao sis-
temadtica sobre a prética, a pesquisa em sala de aula e a produ¢do compartilhada de conhecimento
pedagdgico. Nesse sentido, os TRG desempenham papel central, ao organizarem a formacao
em servico com base na observagao sistemadtica de aulas, no estudo aprofundado dos materiais
curriculares e na investigacdo da propria prética, criando condi¢des institucionais para que os
principios curriculares oficiais se traduzam em préticas efetivas de ensino.

Além do dominio do contetido e das competéncias pedagdgicas, a concepcdo chinesa de
professor especialista envolve a compreensao do docente como pesquisador e como referéncia
profissional para os colegas. Segundo (YANG, 2014), esses profissionais desempenham “mul-
tiplos papéis, incluindo demonstrar expertise em ensino, conduzir pesquisas e orientar outros
professores” (p. 9), caracteristica que se articula diretamente a dindmica dos TRG, nos quais do-
centes mais experientes lideram investigacdes didaticas, coordenam andlises coletivas de aula e
acompanham o desenvolvimento de professores iniciantes.

Essa centralidade da colaboragao no desenvolvimento profissional docente ja havia sido evi-
denciada no estudo cldssico de (PAINE; MA, 1993), que descreve, ainda na década de 1990, o pa-
pel do jiaoyanzu, grupo formal de trabalho docente que pode ser compreendido como precursor
dos TRG contemporaneos. As autoras analisam como esses grupos estruturam o planejamento, a
reflexdo coletiva e a circulacdo de saberes profissionais, demonstrando que o modelo chinés de
desenvolvimento docente se fundamenta em préticas colaborativas profundamente enraizadas
em tradicOes culturais e filoséficas, como a transmissao do Dao?.

Ao articular os estudos de (PAINE; MA, 1993) e (YANG, 2014) com o documento curricular
de 2022, evidencia-se que a politica curricular chinesa, a cultura profissional docente e as estru-
turas colaborativas de formagdo constituem um sistema coerente e interdependente. As bases
culturais e organizacionais do trabalho coletivo docente sustentam o desenvolvimento da exper-
tise profissional, que, por sua vez, viabiliza a implementacao efetiva dos principios curriculares

orientados para a alfabetizacdo matemadtica essencial e para a formagao integral dos estudantes

10 confucionismo é uma tradicdo filoséfica e ética de origem chinesa, associada ao pensamento de Confiicio (551—
479 a.C.), que valoriza a hierarquia, a disciplina, o respeito a autoridade e a harmonia social. No campo educacional,
essa heranca influencia a organizagdo institucional e as expectativas sociais relacionadas ao papel do professor.

20 termo Dao (“Caminho”) refere-se a um principio ético das tradi¢des filoséficas chinesas que orienta a ag¢io
humana; no contexto educacional, relaciona-se a formacdo moral e intelectual associada ao trabalho docente.
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no modelo de ensino chinés.

A sintese dos contetidos apresentada na Tabela 1 evidencia que o curriculo chinés de Ma-
tematica, no campo de Niimeros e Algebra, é estruturado a partir de uma légica progressiva e
integrada, na qual expressoes algébricas, equagdes, desigualdades, fungdes e modelagem mate-
madtica constituem um eixo formativo continuo. Diferentemente de uma organizacdo fragmen-
tada por tépicos isolados, o documento curricular articula esses objetos de conhecimento em
torno da compreensdo de relagdes quantitativas, da andlise de padrdes de variacdo e da cons-
trucdo de modelos matematicos, privilegiando a interpretac@o e a resoluciao de problemas em
contextos reais por meio de multiplos registros de representacdo, especialmente gréificos e ex-
pressoes algébricas. Essa organizacdo reforca a centralidade da modelagem matemética como
principio estruturante do ensino, a0 mesmo tempo em que assegura rigor conceitual e coerén-
cia interna entre Algebra e Fungdes, aproximando-se de abordagens curriculares orientadas por
competéncias, como as adotadas na Base Nacional Comum Curricular brasileira, sem abrir mao
de uma progressao conceitual sistemadtica ao longo da educagdo obrigatéria (CHINA. Ministério
da Educacdo, 2022).

Tabela 1 — Sintese dos descritores do campo Niimeros e Algebra no curriculo chinés

EIXO OBJETO DE CONHE- | HABILIDADES DE APRENDIZAGEM
CIMENTO

Numeros racionais, irra- | Compreender niimeros racionais, irracionais e
cionais e reais reais, reconhecendo sua correspondéncia com
pontos na reta numérica e comparando suas

magnitudes.

Niimeros e Ex-
pressoes Operagdes com nimeros | Realizar operagdes com niimeros reais, com-
reais preendendo nimeros opostos, valor absoluto,

potenciacdo e radiciacdo, bem como suas propri-

edades operatorias.

Linguagem algébrica Utilizar letras para representar nimeros, rela-
cOes quantitativas e padrdes, reconhecendo o

carater geral das expressoes algébricas.

Expressoes algébricas Representar relacdes quantitativas por meio
de expressoes algébricas e substituir valores

numéricos para efetuar calculos.

Expressoes inteiras Compreender expressoes inteiras, combinar ter-
mos semelhantes, remover parénteses e realizar

operacoes algébricas bésicas.

Continua na proxima pagina
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Continuagdo da Tabela 1

EIXO

OBJETO DE CONHE-
CIMENTO

HABILIDADES DE APRENDIZAGEM

Férmulas algébricas

Reconhecer o contexto geométrico de formulas
algébricas e utilizd-las em cdlculos e raciocinios

simples.

Fatoracdo algébrica

Realizar fatoragdes por fator comum e por f6r-
mulas algébricas elementares, com expoentes

inteiros positivos.

Fracdes algébricas

Compreender fracdes algébricas, suas proprie-
dades e realizar operagdes algébricas simples,
respeitando a condi¢cao de denominador nao

nulo.

Equacoes e
Desigualdades

Conceito de equagdo e

desigualdade

Compreender equacdes e desigualdades como
representacOes matemadticas de relagdes quanti-

tativas em contextos reais.

Formulagao de equagdes

Formular equagdes e desigualdades a partir de
problemas concretos e interpretar o significado

de suas solugodes.

Propriedades operatorias

Dominar propriedades da igualdade e das desi-
gualdades para transformar e resolver expres-

soes algébricas.

Equacgdes lineares

Resolver equagdes lineares de uma varidvel e
equagdes fraciondrias redutiveis a equagdes line-

ares.

Sistemas de equagdes

Resolver sistemas de equagdes lineares com
duas varidveis, selecionando métodos adequa-

dos de resolugdo.

Equacdes quadriticas

Resolver equacgdes quadraticas de uma varidvel
por diferentes métodos, analisando o discrimi-

nante e a relacdo entre raizes e coeficientes.

Validagao das solucoes

Verificar a razoabilidade das solugdes obtidas

em funcdo do contexto do problema.

Conceito de funcao

Compreender funcido como relacao de depen-
déncia entre variaveis, identificando constantes

e variaveis em contextos reais.

Funcoes

Continua na proxima pdgina
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Continuagdo da Tabela 1

EIXO OBJETO DE CONHE- | HABILIDADES DE APRENDIZAGEM

CIMENTO

Representacoes de fun- | Representar fungdes por registros numérico,

coes algébrico e grafico, interpretando o significado
do valor da funcao.

Anélise de variacao Determinar dominio, analisar padroes de varia-
¢do e interpretar tendéncias a partir de gréficos e
tabelas.

Funcdo linear Determinar expressoes algébricas, interpretar o
griaficode y = kx + b (k # 0), analisar o pa-
pel do coeficiente angular e resolver problemas
praticos.

Funcdo quadratica Analisar graficos, relacionar coeficientes a
forma do gréfico, identificar vértice, eixo de
simetria e resolver problemas de maximo e mi-
nimo.

Fungao proporcional Compreender, representar graficamente e utili-

inversa zar a funcdoy = — (k # 0) naresolugdo de
problemas préticos?;

Modelagem Aplicacio de funcdes Utilizar funcdes, equacdes e expressdes algébri-
Matematica cas para explicar padroes de mudancga e relacoes
quantitativas.

Fonte:

Elaboracdo prépria com base em (CHINA. Ministério da Educagao, 2022).

2.2 Modelo de ensino no Brasil

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) constitui-se como documento normativo que

explicita os direitos de aprendizagem e desenvolvimento de todos os estudantes da Educacgdo

Basica, organizando o curriculo escolar em torno de um ‘“conjunto organico e progressivo de

aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e moda-
lidades da Educagdo Bdsica” (BRASIL, 2017). Prevista na Constituicao Federal (CF) de 1988
(BRASIL, 1988), regulamentada pela Lei de Diretrizes e Bases da Educa¢@o Nacional (LDB)
(Lei n.9.394/1996) (BRASIL, 1996) e reafirmada pelo Plano Nacional de Ensino (PNE) (Lei
n. 13.005/2014) (BRASIL, 2014), a BNCC integra a politica nacional de Educa¢ao Bdsica e ori-

enta a elaboracdo dos curriculos dos sistemas e redes de ensino, tanto publicos quanto privados.

Do ponto de vista conceitual, a BNCC pauta-se por principios €ticos, politicos e estéticos
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que visam a formagdao humana integral e a constru¢dao de uma sociedade justa, democratica e
inclusiva (BRASIL, 2017). Isso implica reconhecer a diversidade dos sujeitos que frequentam
a escola, enfrentar desigualdades historicas e assegurar condi¢Oes para que todos aprendam,
com “respeito as diferencas e enfrentamento a discriminac¢ao e ao preconceito” (BRASIL, 2017).
Assim, a BNCC € apresentada como um instrumento de justi¢a social: o “direito de aprender”
sO se concretiza quando as singularidades dos estudantes sao acolhidas e valorizadas.

No ambito pedagdgico, o eixo estruturante da BNCC € o desenvolvimento de competéncias.
O documento define competéncia como a “mobiliza¢do de conhecimentos (conceitos e proce-
dimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver
demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho”
(BRASIL, 2017). Essa definicdo rompe com uma visdo reducionista de ensino centrada exclu-
sivamente na transmissao de conteudos, indicando a necessidade de articular o saber, o saber
fazer e o saber ser.

As dez Competéncias Gerais da BNCC sintetizam a perspectiva formativa ampla que orienta
toda a Educacao Basica, articulando dimensdes cognitivas, socioemocionais, éticas, estéticas e
socioculturais. Elas expressam o compromisso da educagao brasileira com a formacao integral,
democritica e inclusiva, e devem ser concretizadas nos curriculos por meio das competéncias
especificas de cada drea do conhecimento e das habilidades associadas. De acordo com o docu-
mento oficial (BRASIL, 2017), as Competéncias Gerais da BNCC sao:

1. Conhecimento: valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos para
compreender e explicar a realidade, colaborando para a construcao de uma sociedade justa,

democratica e inclusiva.

2. Pensamento cientifico, critico e criativo: exercitar a curiosidade intelectual e recorrer as
abordagens proprias das ciéncias, investigando causas, elaborando e testando hipdteses,

formulando e resolvendo problemas.

3. Repertoério cultural: valorizar e fruir manifestagcdes artisticas e culturais, reconhecendo

e respeitando a diversidade cultural brasileira e mundial.

4. Comunicacao: utilizar diferentes linguagens — verbal, corporal, visual, sonora e digital

— para expressar ideias, interpretar e produzir sentidos em diferentes contextos.

5. Cultura digital: compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de forma critica, signi-

ficativa, reflexiva e ética, nas diversas praticas sociais.

6. Trabalho e projeto de vida: valorizar saberes e vivéncias culturais, compreendendo o

mundo do trabalho e construindo projetos de vida com autonomia e responsabilidade.

7. Argumentacao: recorrer a fatos, dados e informagdes confidveis para formular, negociar
e defender ideias e pontos de vista, respeitando os direitos humanos e promovendo a con-

vivéncia ética e democratica.
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8. Autoconhecimento e autocuidado: conhecer-se, apreciar-se e cuidar da satde fisica e

emocional, reconhecendo as proprias emocgodes e as dos outros.

9. Empatia e cooperacao: exercitar empatia, didlogo, resolucao de conflitos e cooperagao,

valorizando a pluralidade de individuos, grupos sociais € modos de vida.

10. Responsabilidade e cidadania: agir com autonomia, responsabilidade, flexibilidade, re-
siliéncia e determinagdo, tomando decisdes baseadas em principios éticos, democraticos,

inclusivos, sustentaveis e solidarios.

Essas competéncias constituem o marco orientador que deve se desdobrar nas competéncias
especificas de cada drea, incluindo aquelas da Matematica para o Ensino Fundamental e para o
Ensino Médio, orientando o desenvolvimento do pensamento algébrico e, particularmente, do
estudo das funcdes, foco desta pesquisa.

No que se refere a Matematica, a BNCC indica que o desenvolvimento das competéncias
dessa drea no Ensino Médio deve articular-se ao principio da formacao integral, contemplando
dimensdes cognitivas, tecnoldgicas, éticas, culturais e sociais. A Matemética é compreendida
como area fundamental para o exercicio da cidadania, para a leitura critica da realidade e para
a participagao ativa dos jovens na sociedade contemporanea. Ao mesmo tempo, o documento
reconhece que muitos estudantes chegam ao Ensino Médio com lacunas de escolarizacio, o que
torna imprescindivel planejar acdes sistemadticas de consolidacdo e aprofundamento das apren-
dizagens iniciadas no Ensino Fundamental.

A BNCC explicita, ainda, quatro pares de ideias fundamentais que orientam o pensamento
matematico: variacdo e constancia; certeza e incerteza; movimento e posicao; e relacdes e inter-
relacdes (BRASIL, 2017). Esses pares constituem um quadro conceitual articulador entre os
diferentes campos da Matematica (Nimeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Proba-
bilidade e Estatistica) e oferecem um referencial potente para o ensino de fungdes. A ideia de
variacdo e constancia, por exemplo, estd diretamente associada a anélise de dependéncia entre
grandezas e a constru¢do do conceito de fun¢do, ao passo que as ideias de certeza e incerteza,
movimento e posicao e relacOes e inter-relagdes permitem conectar fungdes a leitura de dados,
a interpretacdo de graficos e a modelagem de fend6menos fisicos, sociais € econdmicos.

A unidade da Matematica, destacada pela BNCC, decorre justamente dessa articulacdo: em-
bora as priticas matemdticas tenham se desenvolvido de maneiras diversas ao longo da histdria,
as estruturas conceituais que sustentam a disciplina permitem explicar fendmenos, construir mo-
delos, argumentar e tomar decisdes fundamentadas. Nesse sentido, o documento insiste em que
o ensino deve promover o letramento matematico, entendido como a capacidade de raciocinar,
representar, comunicar e argumentar matematicamente, utilizando conceitos e procedimentos
para investigar situacdes, resolver problemas e justificar conclusoes.

No Ensino Médio, as competéncias especificas de Matematica e suas Tecnologias detalham
esse compromisso. Entre elas, destacam-se: utilizar estratégias, conceitos e procedimentos ma-

temadticos para interpretar situagdes em diferentes contextos; articular conhecimentos matema-
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ticos na investigacdo de problemas contemporaneos; interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos campos da Matemadtica; mobilizar diferentes registros de representagao
(algébrico, geométrico, estatistico, computacional) na resolu¢cdo e comunicacao de problemas;
e investigar padrdes e estabelecer conjecturas, com apoio de tecnologias digitais, avancando
progressivamente em dire¢do a demonstragoes formais (BRASIL, 2017).

A partir desses fundamentos, a BNCC organiza as aprendizagens de Matematica em com-
peténcias especificas e habilidades, que, por sua vez, sdo distribuidas ao longo do Ensino Fun-
damental e do Ensino Médio. No caso desta pesquisa, interessam especialmente aquelas habili-
dades relacionadas ao pensamento algébrico e ao estudo das fung¢des, tanto no final do Ensino
Fundamental quanto no Ensino Médio, etapa em que o conceito de fungdo se torna eixo estrutu-

rante da Matematica escolar.

2.2.1 Ensino Fundamental

No Ensino Fundamental, a BNCC apresenta as aprendizagens de Matemadtica em termos
de unidades tematicas, objetos de conhecimento e habilidades. Cada habilidade € identificada
por um cdédigo alfanumérico que indica a etapa de escolaridade, o componente curricular e a
posicdo dessa habilidade em uma sequéncia. Esse sistema de codificagdo permite organizar o
curriculo de modo mais transparente e favorece a leitura das relagdes entre anos de escolaridade,

conteddos e competéncias associadas (BRASIL, 2017).

Figura 1 — Estruturacio e Codificacdo das Habilidades na BNCC para o Ensino Fundamental

EF67EFO1

______________________

O primeiro par de letras indica O ultimo par de numeros

a etapa de Ensino Fundamental indica a posicao da habilidade
na numerag¢ao sequencial do
ano ou do bloco de anos

O primeiro par de nimeros

indica o ano (01 a 09) a que

se refere a habilidade, ou, no caso
de Lingua Portuguesa, Arte e
Educacgédo Fisica, o bloco de anos,
como segue:

O segundo par de letras indica
o componente curricular

AR = Arte

Cl = Ciéncias

Lingua Portuguesa/Arte EF = Educacao Fisica
15 =12 ao 52 ano

69 = 62 a0 92 ano

ER = Ensino Religioso

GE = Geografia

HI = Historia

Lingua Portuguesa/Educacéo Fisica LI = Lingua Inglesa
12 =12 e 22 anos

35 =32ao0 5%ano

67 = 62 e 72 anos

89 = 8%2e 9%anos

LP = Lingua Portuguesa
MA = Matematica

Fonte: (BRASIL, 2017)
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A partir dessa estrutura, a BNCC explicita habilidades que, progressivamente, constroem o
pensamento algébrico necessdrio ao estudo das funcdes. No 7° ano, por exemplo, a habilidade
EF07MA13 propde que os estudantes compreendam a ideia de varidvel, representada por le-
tras ou simbolos, para expressar relacdes entre grandezas, distinguindo-a da nog¢ao de incégnita.
J4 as habilidades EFO7TMA14 e EF07MA1S incentivam a andlise de sequéncias e a utilizacdo
de simbologia algébrica para expressar regularidades, aproximando o estudante da linguagem
funcional.

No 8° ano, as habilidades EFOSMA10 ¢ EFO8MA11 aprofundam o estudo de sequéncias
recursivas e ndo recursivas, incluindo a constru¢do de algoritmos e fluxogramas, o que contribui
para o desenvolvimento de um pensamento mais estruturado e préximo da l6gica computacio-
nal. As habilidades EFO8MA12 e EFO8MA13 abordam explicitamente a variacao de grandezas
diretamente, inversamente proporcionais ou ndo proporcionais, propondo que os estudantes ex-
pressem essas relacdes por meio de sentencas algébricas e representagdes no plano cartesiano.

No 9° ano, a habilidade EF09MAO06 introduz formalmente o conceito de fungdo como re-
lagcdo de dependéncia univoca entre duas varidveis, envolvendo representa¢des numéricas, algé-
bricas e graficas. Essa habilidade € particularmente importante para esta pesquisa, pois constitui
o elo entre o trabalho com padrdes e variagdes desenvolvido nos anos anteriores e o estudo
sistemdtico de func¢des polinomiais no Ensino Médio.

As habilidades selecionadas para compor o recorte desta dissertagdo encontram-se sintetiza-
das na tabela a seguir, organizada por série, unidade temética, objeto de conhecimento e c6digo
da habilidade, facilitando a visualizacdo da progressao proposta pela BNCC para o desenvolvi-

mento do pensamento algébrico e funcional no Ensino Fundamental.

Tabela 2 — Habilidades BNCC Ensino Fundamental

SERIE UNIDADE OBJETO DE CO-| HABILIDADE
TEMATICA NHECIMENTO

Linguagem algébrica:
7 ANO | ALGEBRA varidvel e incégnita EF07MA13 Compreender a ideia de va-
ridvel, representada por letra ou simbolo,
para expressar relagdao entre duas grandezas,

diferenciando-a da ideia de inc6gnita.

Linguagem algébrica:
varidvel e incégnita EF07MA14 Classificar sequéncias em recur-
sivas e ndo recursivas, reconhecendo que o
conceito de recursao estd presente nao apenas

na matematica, mas também nas artes € na li-

teratura.

Continua na préxima pigina
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Continuagdo da tabela 3

algébrica e grafica

SERIE UNIDADE OBJETO DE CO-| HABILIDADE
TEMATICA NHECIMENTO
Linguagem algébrica:
varidvel e incégnita EF07MAT1S Utilizar a simbologia algébrica
para expressar regularidades encontradas em
sequéncias numéricas.
Sequéncias recursivas
e Ndo recursivas EF08MA10 Identificar a regularidade de uma
8°ANO | ALGEBRA sequéncia numérica ou figural ndo recursiva e
construir um algoritmo por meio de um fluxo-
grama que permita indicar os ndmeros ou as
figuras seguintes.
Sequéncias recursivas
e N30 recursivas EF08MA11 Identificar a regularidade de uma
sequéncia numérica recursiva e construir um
algoritmo por meio de um fluxograma que per-
mita indicar os nimeros seguintes.
Variacdo de grandezas:
diretamente proporcio- EF08MA12 Identificar a natureza da variacdo
nais, inversamente pro- de duas grandezas, diretamente, inversamente
porcionais ou ndo pro- proporcionais ou nao proporcionais, expres-
porcionais sando a relagdo existente por meio de sentenga
algébrica e representd-la no plano cartesiano.
Variacdo de grandezas:
diretamente proporcio- EF08MA13 Resolver e elaborar problemas
nais, inversamente pro- | que envolvam grandezas diretamente ou inver-
porcionais ou ndo pro- | Samente proporcionais, por meio de estraté-
porcionais gias variadas.
9° ANO | ALGEBRA Funcoes: represen-
tacoes numérica, EF09MA06Compreender as funcdes como re-

lacdes de dependéncia univoca entre duas va-
ridveis e suas representacdes numérica, algé-
brica e gréfica e utilizar esse conceito para ana-
lisar situacdes que envolvam relagdes funcio-

nais entre duas variaveis.

Fonte: Elaborado pelo autor com base em (BRASIL, 2017).
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2.2.2 Ensino Médio

No Ensino Médio, a BNCC mantém o sistema de codificacdo das habilidades, agora iniciando com
as letras “EM”, seguidas da indicac¢do da etapa (13), da drea ou componente curricular e, por fim, de
nimeros que identificam a competéncia especifica e a posicdo da habilidade no conjunto dessa compe-
téncia (BRASIL, 2017). Esse padrdo permite reconhecer, por exemplo, que o cédigo EM13MAT302 se
refere a uma habilidade de Matematica e suas Tecnologias (MAT), relativa a competéncia especifica 3 e

ao segundo item de sua listagem.

Figura 2 — Estruturacdo e Codificacdo das Habilidades na BNCC para o Ensino Médio
EM13LGG]1

bmmmmmmd [P U I S

[
Os numeros finais indicam
a competéncia especifica
a qual se relaciona a
habilidade (12 nimero) e a
sua numeragao no conjunto
de habilidades relativas a
cada competéncia (dois
ultimos numeros)

O primeiro par de letras indica
a etapa de Ensino Médio

O primeiro par de nimeros (13)
indica que as habilidades descritas

podem ser desenvolvidas em

qualquer série do Ensino Médio,
conforme definicdo dos curriculos

A segunda sequéncia de
letras indica a area (trés
letras) ou o componente
curricular (duas letras)

LGG = Linguagens e suas
Tecnologias

LP = Lingua Portuguesa

Vale destacar que o uso de
numeracao sequencial para
identificar as habilidades
n&o representa uma ordem
ou hierarquia esperada

das aprendizagens. Cabe
aos sistemas e escolas
definir a progressao das
aprendizagens, em funcao

de seus contextos locais

MAT = Matemética e suas
Tecnologias

CNT = Ciéncias da
Natureza e suas
Tecnologias

CHS = Ciéncias Humanas
e Sociais Aplicadas

Fonte: (BRASIL, 2017)

No que se refere ao estudo das fungdes, a BNCC distribui habilidades em diferentes competéncias
especificas de Matematica e suas Tecnologias. No dambito da competéncia 1, a habilidade EM13MAT101
prevé que os estudantes interpretem criticamente situagdes econdmicas, sociais e fatos das Ciéncias da
Natureza que envolvam variacdo de grandezas, por meio da anélise de grificos de funcdes e de taxas de
variagdo, com ou sem apoio de tecnologias digitais. Trata-se de uma habilidade que aproxima o conceito
de funcdo dos contextos de leitura critica de dados e de fendmenos reais.

A competéncia 3, ao enfatizar a construcao de modelos e a resolucio de problemas, inclui habilidades
diretamente voltadas ao estudo de fungdes polinomiais, exponenciais e logaritmicas, como EM13MAT302,
que propde a construgao de modelos empregando fungdes polinomiais de 1° ou 2° graus; EM13MAT304
e EM13MAT3085, que tratam de func¢des exponenciais e logaritmicas em contextos como a Matemadtica
Financeira, abalos sismicos ou radioatividade; e EM13MAT306, que aborda fendmenos periédicos mo-
delados por fungdes trigonométricas. Essas habilidades evidenciam a centralidade do conceito de fungdo
como ferramenta de modelagem em diferentes campos de aplicacio.

A competéncia 4 enfatiza o uso flexivel de diferentes registros de representacdo. Nessa perspectiva,
habilidades como EM13MAT401 ¢ EM13MAT402 lidam com a conversao entre representagdes algé-
bricas e geométricas de func¢des polinomiais de 1° e 2° graus; EM13MAT403 explora as representagdes

de funcdes exponenciais e logaritmicas em tabelas e graficos; e EM13MAT404 analisa fungdes definidas
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por sentengas por partes em situacdes como tarifas de servicos publicos, articulando dominios, imagens,
crescimento e decrescimento.

Por fim, a competéncia 5 valoriza a investigacdo e a formulacdo de conjecturas. Nela se destacam
habilidades como EM13MATS501 e EM13MATS502, que propdem a investigacdo de padrdes em tabelas
e sua representacdo no plano cartesiano, reconhecendo quando tais relagdes correspondem a funcgdes
polinomiais de 12 ou 2° graus; EM13MATS503, que aborda o estudo de pontos de maximo e minimo
de funcdes quadraticas em contextos variados; e EM13MATS507, que relaciona progressoes aritméticas a
fun¢des afins em dominios discretos. Em todas essas habilidades, o uso de tecnologias digitais € entendido
como recurso privilegiado para experimentacdo, visualizacdo e validac¢do de conjecturas.

As habilidades selecionadas para esta pesquisa, organizadas de acordo com as competéncias espe-
cificas de Matemdtica e suas Tecnologias, estdo sistematizadas na tabela a seguir. Essa sistematizacdo
permite visualizar como a BNCC distribui, ao longo do Ensino Médio, diferentes aspectos do estudo de
funcdes: interpretacdo de grificos, modelagem de situagdes reais, conversao entre registros de represen-

tacdo e investigacdo de padrdes.

Tabela 3 — Habilidades BNCC Ensino Médio

COMPETENCIA ESPECIFICA

HABILIDADE

1 - Utilizar estratégias, conceitos e procedi-
mentos matematicos para interpretar situ-
acoes em diversos contextos, sejam ativida-
des cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da
Natureza e Humanas, das questoes socioe-
condmicas ou tecnoldgicas, divulgados por
diferentes meios, de modo a contribuir para

uma formacao geral.

EM13MAT101 Interpretar criticamente situacdes econo-
micas, sociais e fatos relativos as Ciéncias da Natureza que
envolvam a variacdo de grandezas, pela andlise dos graficos
das funcdes representadas e das taxas de variagcdo, com ou

sem apoio de tecnologias digitais.

3 - Utilizar estratégias, conceitos,
definicoes e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e
resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados
e a adequacio das solucdes propostas, de
modo a construir argumentacao

consistente.

EM13MAT301dfe Resolver e elaborar problemas do coti-
diano, da Matemdtica e de outras dreas do conhecimento,
que envolvem equacdes lineares simultineas, usando técni-
cas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias

digitais.

EM13MAT302 Construir modelos empregando as funcdes
polinomiais de 1° ou 2° graus, para resolver problemas em
contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias digi-

tais.

Continua na préxima pédgina
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Continuagdo da tabela 3

COMPETENCIA ESPECIFICA

HABILIDADE

EM13MAT304 Resolver e elaborar problemas com fun-
¢cdes exponenciais nos quais seja necessdrio compreender
e interpretar a variagdo das grandezas envolvidas, em con-

textos como o da Matematica Financeira, entre outros.

EM13MAT305 Resolver e elaborar problemas com fun-
coes logaritmicas nos quais seja necessdrio compreender e
interpretar a variacio das grandezas envolvidas, em contex-
tos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Mate-

matica Financeira, entre outros.

EM13MAT306 Resolver e elaborar problemas em contex-
tos que envolvem fendmenos periddicos reais (ondas sono-
ras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros) e com-
parar suas representacdes com as fun¢des seno e cosseno,
no plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de

dlgebra e geometria.

4 - Compreender e utilizar, com
flexibilidade e precisao, diferentes
registros de representacio matematicos
(algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solucao e

comunicacio de resultados de problemas.

EM13MAT401 Converter representagdes algébricas de
funcdes polinomiais de 1° grau em representacdes geomé-
tricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais o
comportamento € proporcional, recorrendo ou ndo a softwa-

res ou aplicativos de dlgebra e geometria dindmica.

EM13MAT402 Converter representacdes algébricas de
funcdes polinomiais de 2° grau em representacdes geomé-
tricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais
uma varidvel for diretamente proporcional ao quadrado da
outra, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos de dlge-

bra e geometria dinimica, entre outros materiais.

EM13MAT403Analisar e estabelecer relagcdes, com ou
sem apoio de tecnologias digitais, entre as representagdes
de fungdes exponencial e logaritmica expressas em tabelas
e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fun-

damentais (dominio, imagem, crescimento) de cada func¢ao.

Continua na préxima pdgina
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Continuagdo da tabela 3

COMPETENCIA ESPECIFICA

HABILIDADE

EM13MAT404 Analisar funcdes definidas por uma ou
mais sentencgas (tabela do Imposto de Renda, contas de luz,
dgua, gés etc.), em suas representacdes algébrica e grifica,
identificando dominios de validade, imagem, crescimento e
decrescimento, e convertendo essas representacdes de uma

para outra, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

5 - Investigar e estabelecer conjecturas a
respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando
estratégias e recursos, como observacao de
padroes, experimentacoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade,
ou nao, de uma demonstraciao cada vez
mais formal na validacao das referidas

conjecturas.

EM13MATS501 Investigar relagcdes entre nimeros expres-
sos em tabelas para representd-los no plano cartesiano,
identificando padrdes e criando conjecturas para generali-
zar e expressar algebricamente essa generalizacdo, reconhe-
cendo quando essa representacao € de fun¢do polinomial de

1° grau.

EM13MATS02 Investigar relacdes entre nimeros expres-
sos em tabelas para representd-los no plano cartesiano,
identificando padrdes e criando conjecturas para generali-
zar e expressar algebricamente essa generalizacdo, reconhe-
cendo quando essa representacao é de funcao polinomial de

2° grau do tipo y = ax?.

EM13MATS03 Investigar pontos de mdximo ou de mi-
nimo de func¢des quadréticas em contextos envolvendo su-
perficies, Matemadtica Financeira ou Cinematica, entre ou-

tros, com apoio de tecnologias digitais.

EM13MATS06 Representar graficamente a variacdo da
area e do perimetro de um poligono regular quando os com-
primentos de seus lados variam, analisando e classificando

as funcdes envolvidas.

EM13MATS07 Identificar e associar progressdes aritméti-
cas (PA) a fun¢des afins de dominios discretos, para analise
de propriedades, deducdo de algumas férmulas e resolucéo

de problemas.

Continua na préxima pdgina
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Continuagdo da tabela 3

COMPETENCIA ESPECIFICA HABILIDADE

EM13MATS508) Identificar e associar progressdes geomé-
tricas (PG) a funcdes exponenciais de dominios discretos,
para andlise de propriedades, deducdo de algumas férmulas

e resolugdo de problemas.

EM13MATS510 Investigar conjuntos de dados relativos ao
comportamento de duas varidveis numéricas, usando ou
ndo tecnologias da informacio, e, quando apropriado, le-
var em conta a variacdo e utilizar uma reta para descrever a

relacdo observada.

Fonte: Elaborado pelo autor com base em (BRASIL, 2017).

A Tabela 3 sistematiza as competéncias e habilidades da BNCC relacionadas ao estudo de funcdes
no Ensino Médio, evidenciando a organizacao do curriculo em torno do desenvolvimento de processos
cognitivos associados a contetidos matematicos especificos. Nesse contexto, as habilidades configuram-se
como saberes em agao, isto é, expressam aquilo que o estudante deve ser capaz de mobilizar em situagdes
diversas, articulando conceitos, procedimentos e formas de representacdo. Tal perspectiva pode ser obser-
vada em habilidades como EM13MAT104 e EM13MAT401, nas quais se destacam a anélise de fun¢des
em diferentes registros e a conversao entre representacdes algébricas e geométricas, aspectos fundamen-
tais para a constituicdo do pensamento funcional e para a compreensao das relacdes de dependéncia entre
grandezas.

Com base nessa organizagao curricular, os descritores do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM)
podem ser compreendidos como desdobramentos dessas habilidades no ambito da avaliacdo em larga es-
cala, uma vez que operam como elementos de operacionalizagdo que tornam tais aprendizagens mensuréa-
veis. Assim, enquanto as habilidades expressam os objetivos de aprendizagem a serem desenvolvidos ao
longo da formacao, os descritores explicitam as evidéncias esperadas desse desenvolvimento em situagdes
avaliativas. No campo das funcdes, essa articulagdo se manifesta, sobretudo, em descritores que priori-
zam a interpretacdo de gréficos, a andlise de tabelas e a modelagem algébrica, como H20, H21 e H22, os
quais demandam do estudante a mobilizacao integrada de conhecimentos e processos cognitivos. Desse
modo, observa-se a constituicdo de um sistema coerente, no qual a estrutura proposta pela BNCC orienta
e fundamenta as demandas avaliativas do ENEM, promovendo a integracao entre formacdo conceitual e

aplicacdo em contextos praticos.
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Tabela 4 — Habilidades da BNCC e descritores do ENEM associados ao estudo de func¢des

Habilidade BNCC | Descricao da Habilidade Descritores O que se avalia
e Cadigo ENEM Associa-
dos
Funcoes (conceito geral)
Explorar caracteristicas de Interpretacdo de gréficos cartesi-
EMI13MAT104 funcdes em diferentes repre- H20, H24, H25 anos; utilizacdo de informacdes
sentacoes em graficos e tabelas para infe-
réncias; resolucao de problemas
com dados em tabelas e gréficos.
Identificar padrdes em tabe- Identificacdo de padrdes numé-
EMI13MAT105 las e construir fungdes H2, H24, H25 ricos; utilizacdo de informacgdes
em graficos e tabelas para infe-
réncias; resolucao de problemas
com dados.
Classificar fungdes a partir de | H2, H24, H25 Identificacdo de padrdes; inferén-
EMI13MAT115 padrdes em dados cias a partir de dados; resolugdo
de problemas com dados.
Converter entre representa- H20, H21, H22 Interpretacdo de graficos carte-
EMI13MAT401 ¢oes algébricas e geométricas sianos; resolucdo de problemas
com modelagem algébrica; utili-
zacdo de conhecimentos algébri-
cos para argumentacao.
Trabalhar com multiplas H20, H21 Interpretacdo de graficos; resolu-
EM13MAT402 representacdes de funcdes ¢do de problemas com modela-
gem algébrica.
Explorar transformacdes de H20, H21 Interpretacdo de graficos; resolu-
EM13MAT403 funcoes ¢do de problemas com modela-
gem.
Analisar fungdes por partes H20, H21 Interpretacdo de graficos; resolu-
EM13MAT404 ¢do de problemas com modela-
gem.
Investigar padrdoes em sequén- | H2, H24, H25 Identificacdo de padrdes; inferén-
EM13MATS501 cias cias a partir de dados; resolugao
de problemas.
Identificar fungdes a partir de | H2, H24, H25 Identificacdo de padrdes; inferén-
EM13MATS502 dados tabulares

cias; resolucdo de problemas.

Continua na préxima pédgina
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Continuagdo da Tabela 4

Habilidade BNCC
e Codigo

Descri¢ao da Habilidade

Descritores
ENEM Associa-
dos

O que se avalia

Funcio linear

EM13MAT101

Resolver sistemas de equa-

¢oes lineares

H1, H3, H19, H21,

H22

Reconhecimento de significados
de nimeros e operacdes; reso-
lucdo de problemas numéricos;
identificacdo de representacdes
algébricas; resolucdo de proble-
mas com modelagem algébrica;
utilizacdo de conhecimentos

algébricos para argumentacao.

EM13MAT102

Construir modelos lineares

H15, H16, H17,
H19, H20

Identificacdo de relagdes de de-
pendéncia; resolucdo de proble-
mas com variacao de grandezas;
andlise de informacdes sobre va-
riacdo; identificagcdo de represen-
tacOes algébricas; interpretacio

de gréficos.

EM13MAT103

Resolver problemas com

proporcionalidade

HI1, H3, H15, H16,

H17

Reconhecimento de significados;
resolucdo de problemas; identifi-
cacdo de relagdes de dependén-
cia; resolug@o com variacdo de

grandezas; andlise de variacdo.

EM13MAT110

Analisar caracteristicas de

funcdes lineares

H20, H21, H22

Interpretacdo de gréficos; resolu-
¢do de problemas com modela-
gem; utilizacdo de conhecimen-
tos algébricos para argumenta-

¢do.

EM13MAT111

Resolver equagdes lineares

H3, H21, H22

Resolucdo de problemas numé-
ricos; resolugdo de problemas

com modelagem; utilizagcdo de
conhecimentos algébricos para

argumentacao.

Continua na préxima pédgina
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Continuagdo da Tabela 4

Habilidade BNCC | Descricao da Habilidade Descritores O que se avalia
e Codigo ENEM Associa-
dos
Trabalhar com proporcionali- | H15, H16, H21 Identificacdo de relagdes de
EMI3MATI113 dade inversa dependéncia; resolucdo com
variagdo de grandezas; resolugcdo
com modelagem.
Investigar caracteristicas de H20, H21, H22 Interpretacdo de gréficos; resolu-
EMI3MAT504 funcdes lineares ¢do com modelagem; utilizacdo
de conhecimentos algébricos.
Resolver sistemas lineares H3, H19, H21, H22 | Resolugdo de problemas; identi-
EMI3MATS505 ficacdo de representagdes algé-
bricas; resolu¢do com modela-
gem; utilizacdo de conhecimen-
tos algébricos.
Funcao quadratica
Identificar caracteristicas de | H20, H21, H22 Interpretacio de graficos; resolu-
EM13MAT106 funcdes quadraticas ¢do com modelagem; utilizacdo
de conhecimentos algébricos
para argumentagao.
EM13MAT110 Analisar caracteristicas de H20, H21, H22 Interpretacdo de graficos; resolu-
funcdes quadraticas ¢do com modelagem; utilizacdo
de conhecimentos algébricos.
EM13MAT111 Resolver equacdes quadrati- | H3, H21, H22 Resolugdo de problemas; resolu-
cas ¢do com modelagem; utilizacdo
de conhecimentos algébricos.
EM13MAT401 Converter representacdes de | H20, H21, H22 Interpretacdo de graficos; resolu-
funcdes quadraticas ¢do com modelagem; utilizacdo
de conhecimentos algébricos.
EM13MAT402 Trabalhar com mdltiplas H20, H21 Interpretacdo de graficos; resolu-
representacdes quadraticas ¢do com modelagem.
EM13MAT403 Explorar transformacdes de H20, H21 Interpretacdo de graficos; resolu-
funcdes quadraticas ¢do com modelagem.
Investigar maximos e mini- H20, H21, H22 Interpretacdo de graficos; resolu-
EM13MATS503 mos de fung¢des quadraticas ¢do com modelagem; utilizacdo
de conhecimentos algébricos.
Continua na préxima pigina
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Continuagdo da Tabela 4

funcdes quadraticas

Habilidade BNCC | Descricao da Habilidade Descritores O que se avalia
e Codigo ENEM Associa-
dos
EM13MAT504 Investigar caracteristicas de H20, H21, H22 Interpretacdo de graficos; resolu-

¢do com modelagem; utilizacdo

de conhecimentos algébricos.

Fonte: Adaptado pelo autor com base em (BRASIL, 2017) e na matriz de referéncia do ENEM.
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3 Funcoes

3.1 Nogoes Iniciais de Fungoes

O conceito de fungao pode ser considerado um dos pilares fundamentais da matematica, sendo essen-
cial para a compreensao de fendmenos que envolvem relagdes entre grandezas varidveis. A formaliza¢do
desse conceito permite a modelagem de diversas situacdes que vivenciamos no cotidiano, como o cédlculo
do custo de uma corrida de tdxi, e € amplamente utilizada nas ci€ncias naturais, como para se obter a
relacdo entre a temperatura e a pressao de um gés, ou mesmo realizar a previsdao de crescimento popula-
cional. Por sua relevancia, o ensino de funcdes € introduzido ja nos anos finais do ensino fundamental e
aprofundado ao longo do ensino médio, preparando os alunos para estudos mais avancados em diversas
dreas do conhecimento.

E notério que a maneira como as nogdes iniciais de funcdes sdo abordadas nos materiais didéticos
reflete as concepgdes pedagdgicas e os objetivos curriculares de cada sistema educacional. Enquanto algu-
mas abordagens enfatizam o desenvolvimento intuitivo do conceito, permitindo que os alunos construam
gradualmente a ideia de funcdo a partir da anélise de padrdes e relacdes entre varidveis, outras apresen-
tam definicdes formais desde o inicio, estruturando o aprendizado com base em exemplos e exercicios
praticos.

Neste capitulo, analisaremos duas abordagens distintas para o ensino de fun¢des: o material curricu-
lar de Xangai, China, e o material didatico utilizado no Brasil no ambito do Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD). O material brasileiro segue as diretrizes da BNCC, estruturando o ensino de fun¢des
dentro de um contexto mais amplo de conteiidos matematicos e explorando aplica¢des praticas para faci-
litar a compreensdo dos alunos, enquanto o material de Xangai, China, utiliza mais exemplos préticos e
uma construcdo mais intuitiva do conhecimento antes das apresentagdes formais.

Ao realizarmos uma andlise comparativa entre essas abordagens, poderemos identificar semelhangas
e diferencas na forma como o conceito de fungdo € introduzido aos estudantes. Buscaremos compreender
como cada material favorece o desenvolvimento da intui¢do matemética, o pensamento critico e a capaci-
dade de abstracdo, além de avaliar de que maneira os exemplos utilizados contribuem para a aprendizagem

dos alunos.

3.1.1  Material Curricular de Xangai
3.1.1.1 O conceito de Fungao

Ao analisar o documento de Xangai,China, foi possivel notar que as nogdes iniciais de fun¢des sdo
trabalhadas na seriacdo anterior ao Secondary School,o equivalente ao Ensino Médio brasileiro. Conceitos

como incdgnitas e varidveis j sdo considerados como familiares para os alunos.

1. Questoes Iniciais
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Questao 1: Quais funcdes especificas vocé aprendeu no ensino fundamental? Quais sdo os conceitos
de funcgdes aprendidos no ensino fundamental?
Resposta: Funcio diretamente proporcional, fun¢io inversamente proporcional, funcdo linear e fun-

¢Oes quadréticas.

Questao 2: Qual € o conceito de fungdo aprendido no ensino fundamental?
Resposta: Em um processo de mudanca, existem duas varidveis, = e y. Se dentro do intervalo permi-
tido da varidvel z, a varidvel y muda conforme a mudanga de x e hd uma dependéncia definida entre elas,

entdo a varidvel y € chamada de funcdo da varidvel z, e  é chamada de varidvel independente.

Provocando Confusao

Logo em seguida, € apresentada a seguinte questdo, a qual serd retomada posteriormente no capi-
tulo.

Questao 3: Isso é uma funcdo?

0, se x for um ndmero racional
y =
1, se x for um niimero irracional

\.

2. Formacao de Conceitos

Além disso, no documento chinés, sdo apresentados varios exemplos para que o aluno construa o
conceito de funcio, em que se utilizam situacdes do dia a dia para que sejam criadas associagdes. Seguem

os dois primeiros exemplos utilizados nesse material:

Exemplos do material curricular de Xangai, China

Exemplo 1:
A escola quer construir um jardim de flores retangular com um perimetro de 100m. Se o compri-
mento de um dos lados do retdngulo for x metros, qual € a drea y do retdngulo?

Pense e discuta:

(1) A érea é uma fun¢do dos comprimentos dos lados?

(2) Expresse o intervalo das duas varidveis em termos de conjuntos.

(3) Qual é a correspondéncia entre os elementos desses dois conjuntos?
Solugio:

(1) A érea y é uma funcdo dos comprimentos dos lados x.

(2)
{z]0<z<50}, {y|0<y< 625}

(3) Cada «x no intervalo de valores permitidos de x tem um ¥ unicamente determinado corres-

pondente a ele.
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Exemplo 2: Observe o gréfico da variacdo da temperatura ao longo de um dia.

Figura 3 — Variacdo da Temperatura

10 6/C
o
(3]
af
2t ,
o2 i3 1012 14 16 18 20 32 34 17h

Fonte: Material Curricular de Xangai

Pense e discuta:

(1) A temperatura 6 é uma fungdo do tempo ¢?

(2) Assim como no exemplo 1, descreva a correspondéncia entre temperatura e tempo.
Solucao:

(1) A temperatura 6 € uma funcio do tempo ¢.

@ {t|o<t<24}; {6|-2<6<10}

Cada valor de ¢ no intervalo permitido tem um valor de § correspondente e determinado de

forma unica.

3. Explorando novos conhecimentos e generalizando

Ap6s os primeiros exemplos apresentados como uma motivacio para que se possa explorar novos
conhecimentos e generalizar o que foi observado, o documento orienta para que os alunos comparem e
analisem os exemplos, no intuito de que observem quais sdo as semelhancas e diferencas entre eles, a
fim de que os alunos possam concluir que eles demonstram a relacdo entre duas varidveis, e facam uma
conexdo entre essas varidveis e a linguagem de conjuntos.

Dentre as semelhancas, deve-se perceber que hd duas varidveis com uma dependéncia definida, ou
seja, uma varidvel € funcdo da outra varidvel. A principal diferenca entre os exemplos € a forma de re-
presentar o problema, enquanto o exemplo 1 expressa a relacdo funcional entre duas varidveis de forma
analitica, o exemplo 2 expressa a relacdo funcional entre duas varidveis em uma imagem, descrevendo a
variac@o da temperatura por uma anélise de um grafico. A utiliza¢do dos dois exemplos permite demons-

trar a grande variacdo de questdes em que pode-se utilizar fun¢des como método de resolugao.
4. O conceito de funcao

Em seguida, é apresentado o conceito de fungdes:
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Definicao de Funcao

Em um determinado processo de mudanca, existem duas varidveis x e y. Se, para cada valor de-

terminado em um certo conjunto D de nimeros reais para x, de acordo com uma certa regra de
correspondéncia f, houver um tnico valor real correspondente determinado para y, entdo y €
uma funciio de x, denotada por y = f(x), com = € D. Dizemos que z ¢ variavel independente,
e y € a variavel dependente. O intervalo de valores de x é chamado de dominio da funcéo, e o
valor y correspondente ao valor de x é chamado de valor da fun¢do. O conjunto dos valores da

funcdo é chamado de imagem da funcao.

5. Questionando e identificando conceitos

Depois da defini¢do, o material apresenta alguns questionamentos e reflexdes para identificar a com-
preensao e fixacdo dos novos conceitos apresentados.

Questao 1. Quais sdo as palavras-chave no conceito de fun¢do? Solucao: Para cada valor definido x
de um conjunto D de niimeros reais, existe apenas um valor definido y correspondente, segundo alguma
lei de correspondéncia f.

Questao de analise 1:Qual das opg¢des a seguir pode ser usada como a imagem da frase “y € fungio

de x7?
Figura 4 — Identificando gréficos de funcdes
Y kY
Y
- X
X
B ' :
A ’ >
Fonte: Elaborado pelo autor.
Solucio:

* Naopcdo A, para cada valor definido da varidvel independente x no dominio, existe um tinico valor

real correspondente de ¥, portanto, y € uma funcao de x.

* Na opg¢ao B, para cada valor definido da varidvel independente x no dominio, além dos valores
maximo e minimo de z, existem dois valores reais distintos correspondentes para y, entdo y

nao é uma funcao de z.

* Na opgéo C, para a varidvel independente x = —1, existem iniimeros valores reais correspon-

dentes para y, portanto, y ndo € uma funcao de z.
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* Na opcdo D, para cada valor definido da varidvel independente = no dominio, hd um tnico valor
real definido igual a 1 correspondente a ele, entdo y € uma funcao de x. Essa funcdo é chamada
de funcao de valor constante.

Questao de analise 2:

Pense e discuta:
(1) m é fungao de t?

(2) té funcdo de m?

Tabela 5 — Valores de t e m

t({1 23 4 5
m|5 8 7 13

Fonte: Elaborado pelo autor.

Solucio:

(1) Paraa varidvel independente ¢ = 5, n@o hé valor real definido de m correspondente a ela, portanto,

m nao € funcdo de .

(2) Para a varidvel independente m, existe um tnico valor real ¢ correspondente a ela. Assim, ¢ € uma
funcdo de m.

Ap6s essa explicacdo, é proposto resolver a Questdo 3, que foi passada anteriormente, utilizando o
conceito de fungdes aprendidas. Dessa forma, com a resolucdo acaba definindo-se um novo tipo de fungao,

a funcdo definida por partes.

Definicao - Funcao definida por partes

Questao 3: Isso é uma fungio?

0, se x for um nimero racional
y =
1, se x for um ntimero irracional

Solucao da Questiao 3

1, se x for irracional,
y=f(r) =
0, se x for racional.
Temos que y = f(z) E uma fungo. De fato, para cada valor definido da varidvel independente z
no dominio, existe um valor real Unico y correspondente a ele. Portanto, y € uma funcdo de z.
Quando uma func¢do pode ser representada por uma andlise segmentada, chamamos essa func¢ao
de funcio definida por partes.

6. Problemas de exemplo para consolidar e aprofundar a compreensao

Finalizando, sdo apresentadas algumas questdes para que os alunos resolvam:
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Questoes do material curricular de Xangai

Exemplo 1: Encontre o dominio da fung¢ao.

A funcdo dada é: )
=Vi-2z4+———(xz-3)°
/(@) P+ = (@3

Para determinar o dominio da func¢éo, analisamos as seguintes desigualdades:

4 —x>0
r+1#0
x—3#0

Resolvendo:
x<4, x#-1, x#3

Assim, o dominio da fungao é:
(—OO, _1) U (_17 3) U (374]

Exemplo 2: Questido Aberta

O dominio da funcdo é definido como:
A=10,1]
e os valores correspondentes pertencem ao conjunto:
B =10,1]
Qual a lei de formacdo da funcao?
Solugdo: A resposta ndo € unica. Por exemplo, podemos ter:

fx)==z, =z€]0,1]

ou
flx)=1—2z, =z€][0,1]

ou ainda
f(z) =42® —4x+1, =z €[0,1]

Logo em seguida aos problemas apresentados, € iniciado o estudo da paridade de fungdes.
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3.1.1.2 Paridade de Fungdes
1. Questoes Iniciais

Primeiramente, sdo apresentadas algumas imagens semelhantes as inseridas a seguir, onde é pedido

para os alunos observarem o que podem ver nas imagens.

Figura 5 — Imagens com Simetria

.madamecriativa.com.br

(b) Catavento

(c) Ideograma (d) Ponte

Fonte: Elaborado pelo autor.

Solucio:

Espera-se que os alunos percebam que essas imagens t€ém uma caracteristica comum: simetria. Algu-
mas delas sdo grificos com simetria em relag@o aos eixos, e outras sdo figuras com simetria em relacdo
ao centro (origem), ao posicionar um plano cartesiano na figura, conforme a figura d.

Sao feitas, entdo, as seguintes questdes:
(1) Como julgar se a imagem da funcio é simétrica em relagio ao eixo y ?

(2) Sob quais condicdes a relacao entre a variavel independente e o valor da func¢io faz com que

a imagem da funcio tenha a caracteristica de ser simétrica em relacao ao eixo y ?

Essas questdes sdo feitas para levar o aluno a refletir sobre os casos de simetria, onde no material €

descrito que espera-se que o aluno chegue as seguintes conclusdes:
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(1) Quando uma figura é simétrica em relacdo a uma linha reta, isso significa que, para qualquer ponto

na figura, o ponto simétrico em relacdo a linha também esta presente nessa figura.

(2) Uma imagem de funcdo € simétrica em relag@o ao eixo y quando, para qualquer ponto na imagem,

o ponto simétrico em relacdo ao eixo y também estd na imagem.

Questao 3 Se a imagem da funcio for simétrica em relagdo ao eixo y, como a relagdo correspondente
entre a varidvel independente e o valor da funcdo reflete essa caracteristica?

Solucao:

Podemos assumir que a imagem da func¢ao € simétrica em relagdo ao eixo y inicialmente, encontrando

arelacao relevante entre sua varidvel independente correspondente e o valor da fungao.

~ -2 . Lo .
2. Observe a imagem das funcées y = 22 e y = 273 , reflita sobre as caracteristicas da imagem e

calcule os valores da funciao em uma tabela.

Sao apresentados os dois graficos, e pede-se aos alunos que relacionem os valores das varidveis y e

2z em uma tabela.

Figura 6 — Imagens com simetria em rela¢do ao eixo y

Fonte: Elaborado pelo autor.

As tabelas a seguir podem ser elaboradas pelos alunos:

Tabela 6 — Tabela de Valores das Varidveis x e y para y = x°

X 2 -11 2 ... —x, x,
y:x2‘4 1 1 4 R




3.1. NOCOES INICIAIS DE FUNCOES 46

Wi

Tabela 7 — Tabela de Valores das Varidveis z e y paray = x

X ‘ -2 -1 1 2 ... —Xp Zo
2 1 1 _2 _2
=z3|— 1 1 — To® Ty?

Fonte: Elaborado pelo autor.

3. Encontre a Forma Equivalente da Imagem da Func¢ao com Simetria em Relacao ao Eixo y

De acordo com os dados, os valores das varidveis independentes sdo opostos entre si, mas os valores da
fun¢@o sdo iguais. Portanto, para a fun¢do y = f(x), com x € D, se a imagem da fungéo € simétrica em
relagdo ao eixo y, sempre existe —z € D e f(—z) = f(x).

Logo, podemos tomar qualquer ponto P(z1,%1),com x1 pertencente ao dominio D da fungdo f(x),
entdo, existird y; = f(x1), e podemos obter o ponto @, que € o ponto simétrico de P em relagdo ao eixo
y. Portanto, —x; pertence a D. Dessa forma, a linha reta P() é perpendicular ao eixo y, e a distancia do
ponto P ao ponto () em relagdo ao eixo y € igual.

A partir disso, sabemos que y; = f(—x1). Entdo, obtemos f(x1) = f(—x1), o que significa que,

para qualquer = € D, sempre existe —z € D, e f(x) = f(—x).
4. A definicao de Funcao Par

Por fim, € apresentada a definicdo formal da fun¢@o par, e mais 2 problemas a serem trabalhados.

Definicao - Funcao Par

Seja y = f(x). Se para x € D, para qualquer x no dominio D, temos f(—x) = f(z), entdo

definimos a fun¢do y = f(x) como uma funcéo par.

Problemas sobre Paridade de Funcoes

Problema 1

Prove que a funcdo y = 2x* — 322 é uma funcdo par.
Solucao:

Note que f(z) = 2z* — 322

Tomando qualquer nimero real = € R, existe sempre —z € R, entdo obtemos:

f=2) = 2(=2)" = 3(-2)* = 22" - 32® = f(2)
De acordo com a definigio, concluimos que a fungio y = 224 — 322 é uma fungio par.

Problema 2

A fungdo y = x>

, com x € [—3,2], é uma funcdo par?
Solucao:
Nao. Por exemplo, o nimero oposto de —3, que € 3, ndo pertence ao dominio da fungdo, logo ela

ndo satisfaz a definicdo de fungao par.
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Se fosse uma funcdo par, entdo dois nimeros simétricos em relagdo a origem deveriam pertencer
ao dominio da funcdo simultaneamente, o que € uma condicio necessdria para que a funcio seja

considerada par.

5. Observe a imagem das funcdes y = 2> e y = 1, pense sobre as caracteristicas da imagem e
x

calcule os valores das fun¢ées em uma tabela.

O material de Xangai nos traz dois graficos de fungdes com simetria em relag@o a origem, pedindo, no-
vamente, para que os alunos construam uma tabela de valores das varidveis a partir da funcio apresentada

nos gréficos:

Figura 7 — Imagens com simetria em relacdo a origem

@y= by = a3
Fonte: Elaborado pelo autor.
Tabela 8 — Tabela de Valores das Varidveis y e x paray = 2% e y = —%.
X 2 -11 2 ... -z, =z,
y=23|-8 -1 1 8 —x3 23
X ‘ 2 -1 1 2 ... —x9 xo
1 1 1
y=-|-1 11 % . —— =
x Ty To

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observando os gréficos e a tabela, os alunos devem chegar a seguinte conclusio:
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Quando a varidvel independente assume um par de ndmeros opostos, os valores correspondentes da
funcdo também sdo opostos entre si.
Portanto, para a fungdo y = f(x), com = € D, se a imagem da fung¢do for simétrica em relacdo a

origem, sempre existird —x € D e f(—x) = —f(z).
6. Conclusao geral a partir de casos especiais

Podemos tomar qualquer ponto R(z1,y1) do dominio D da fungdo f(x), entdo existe yo = f(x2), e
podemos obter o ponto R;, que é o ponto simétrico de R em relacdo a origem. Portanto, —x pertence a
D. A reta RR; passa pela origem e € bissetriz da origem.

A partir disso, sabemos que —yo = f(—x2), entdo obtemos f(—z2) = — f(x2), 0 que significa que,
para qualquer x pertencente a D, sempre existe —z € D e f(—z) = — f(x). Portanto, essa funcao é

centrada simetricamente em relacao a origem (ou seja, € uma funcdo impar).
7. A definicio de Funcéo Impar

O que leva a defini¢do formal da func¢do impar:

Defini¢io - Fun¢io Impar

Sejay = f(z), parax € D.

Se f(—z) = —f(x), V& € D,entdo definimos a fungio y = f(z) como uma fun¢io impar.

Ap0s isso, sdo apresentados os problemas a seguir:

Problemas 3 e 4

Problema 3

Prove que a fungdo y = 23

1
— — é uma fungdo impar.
x

Solugio:
O dominio da fungdo y = 23 — E é¢D={x|x+#0}.
Note que: !
@) =2t -1
x

Tomando qualquer nimero real z € D, temos sempre —z € D, entdo obtemos:

fe0) = (0P - L= —a ot L= (o= 1) = —fi@)

—Z T

~ - < 1
Conclusiio: De acordo com a definigdo, concluimos que a fung¢iio yy = x3 — — é fmpar.
x

Problema 4

Existe alguma funcdo definida em R que seja ao mesmo tempo par e impar? Caso exista, encontre
todas. Caso ndo, justifique.

Solucao:

A funcdo y = 0, com x € R, satisfaz essas condicdes.

Sejay = f(z) uma fungdo que satisfaz essas condicdes.

Para qualquer ndimero real g, temos:
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f(—=z0) = —f(x0) (fungdo fmpar), f(—z0) = f(xo) (fungdo par)
Logo:
f(xo) = —f(x0) = f(x0) =0

Conclusao: Existe apenas uma fungdo que é simultaneamente par e impar: y = f(x) = 0, com

rz eR.

3.1.1.3 Monotonicidade de uma fungéo
1. Questoes Iniciais

Primeiramente, sdo apresentados alguns graficos onde sdo destacados suas partes crescentes e decres-
centes, a fim de apresentar a definicdo de monotonicidade das fungdes.

Observe as imagens das funcées a seguir e perceba suas caracteristicas de crescimento e decres-

cimento.
Figura 8 — Fung¢des Crescentes e Decrescentes
1) 3) (5)
£ ),zzs V >: \
@) @) (6)
Fonte: Elaborado pelo autor.
Perguntas:

(1) Nas seis imagens de funcgdes acima, da esquerda para a direita, quais sdo as caracteristicas da

tendéncia da imagem?

(2) Como podemos descrever com precisdo as propriedades de crescimento’e “decrescimento’da

imagem da fungdo?

Resumo:
Essa tendéncia na imagem é chamada de monotonicidade no estudo das propriedades das funcdes.
E uma das propriedades importantes da fungiio. Com a ajuda da monotonicidade, podemos compreender

melhor a varia¢do do valor da fungao.
2. Definicao da Monotonicidade da Funcao

Ap6s refletir sobre as questdes iniciais, sdo definidas entfo as funcdes crescentes e decrescentes:
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Definicao - Funcoes Crescentes e Decrescentes

Seja a fun¢do y = f(z) definida em D, e o intervalo I um subconjunto de D. Dado qualquer par

de varidveis independentes z; e x2 no intervalo I, com 1 < x3:

* Se, sempre, f(x1) < f(x2), entdo a fungdo y = f(x) é uma fun¢do crescente no intervalo
I

* Se, sempre, f(x1) > f(x2), entdo a fungdo y = f(z) é uma funcio decrescente no

intervalo 1.
Em particular:

* Se, sempre, f(x1) < f(x2), entdo a fun¢do y = f(x) é uma funcio estritamente cres-

cente no intervalo 1.

* Se, sempre, f(z1) > f(x2), entdo a fungdo y = f(x) é uma funcdo estritamente decres-

cente no intervalo 1.

3. Resolva os problemas 1 e 2 para aprimorar sua compreensao da definicao de monotonicidade

de funcao.

Problemas sobre Monotonicidade de Funcoes

Problema 1
Prove que a fungdo y = 22 — 2x € estritamente decrescente no intervalo (—oo, 1].

Solucio:

f(z) = 2% -2z

Para quaisquer dois valores de varidveis independentes x1, 2 no intervalo (—oo, 1], com x1 < 2,

temos:

Entao:

Sabemos que 1 — 3 < 0,eque 1 + 22 —2 <1+ 1 — 2 = 0, portanto:

f(xz1) — f(x2) >0 ouseja, f(x1)> f(z2)

Logo, a fungdo y = 22 — 2x é estritamente decrescente no intervalo (—oo, 1].
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Problema 2

Julgue a monotonicidade da fun¢do y = logy(3x + 2) em seu dominio de definicdo e explique o
motivo.

Solucao:

Para quaisquer dois valores de varidveis independentes x1, x2 no intervalo D = {z | 3x +2 > 0},
com z1 < T9,

Sabemos que a fungdo y = log, = € estritamente crescente no intervalo (0, +00).

Entao, temos:

0<321+2<322+2 = logy(3z1+2) <logy(3z2 +2)

Logo, a fun¢do y = log,(3z + 2) € estritamente crescente em seu dominio de definigéo.

4. Definicao de Funcio Monétona e Intervalo Monétono

Ap6s a utilizagdo de dois exercicios para fixacdo e compreensdo dos alunos, define-se funcao moné-

tona e intervalo mondétono:

Definicao - Funcao monétona e intervalo monétono

Define-se que, se a fungéo y = f(x) for crescente (decrescente) em um intervalo I, entdo a fungio

y = f(z) é uma funcdo monétona no intervalo I, e o intervalo / é um intervalo monétono da

fungdo y = f(z).

5. Resolva os problemas 3 e 4 para aprimorar sua compreensio da definicao de Funcao Monétona

e Intervalo Monétono.

Problemas sobre funcao monétona e intervalo monétono

Problema 3
Analise a monotonicidade da fun¢io y = x? — 2z, com = € [—2, 2], e encontre seus intervalos
monotonos.
Solucao:
Note que:
fe)=a® =2z, f(0)=0, f(2)=0, f(1)=-1
Portanto, a fungdo ndo é crescente nem decrescente em todo o intervalo [—2, 2].

Para quaisquer dois valores independentes x1 e z2:

f(@1) = f(z2) = (21 — 22) (21 + 22 — 2).

Quando 1 < x9 e x1, x5 € [—2, 1], temos:

T1+29—-2<0 e x1—x22<0,

logo:
f(z1) = flz2) > 0.
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Portanto, o intervalo [—2, 1] é estritamente decrescente para a fungdo f(x) = z2 — 2z.

Similarmente, quando z1 < x3 e x1,z2 € [1,2]:

T1+29—2>0 e x1—22<0,

entao:
f(x1) — f(z2) <O.
2

Portanto, o intervalo [1, 2] € estritamente crescente para a fungéo f(x) = == — 2.

Problema 4

Seja y = f(x) uma funcdo par e estritamente decrescente no intervalo [—2, —1]. Analise sua
monotonicidade no intervalo [1, 2] e justifique.

Soluc¢ao:

Considere duas varidveis independentes z1, x2 € [1,2], com z1 < x5. Entéo:

—z1, -T2 € [-2,—-1] e —xzg< —x1.

Como f(x) é par e estritamente decrescente em [—2, —1], entdo:

f(=z2) > f(—z1).

Logo, como f € par:

f(z2) = f(—x2) > f(—21) = f(21).

Portanto, a fungdo f(z) é estritamente crescente no intervalo [1, 2].

3.1.1.4 Maximos e Minimos de Fungdes

1. Questoes Iniciais

Finalizando o capitulo, € feito a introdug¢do de Médximos e Minimos de Fun¢des. A secdo inicia-se apre-
sentando a seguinte questao:

Questao 1:

Como mostrado na figura, seja dada a funcdo f(z) = 22.

A partir da imagem, observa-se que ela possui um ponto mais baixo: (0, 0).

Como utilizar a linguagem matematica para provar que o valor da funcio neste ponto € o valor mi-

nimo? Ou seja, que para todo x € R, temos f(x) > 0?
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Figura 9 — Gréfico f(z) = 22

7

6

Fonte: Elaborado pelo autor.

Essa pergunta leva a reflexdo dos alunos, que podem tentar utilizar o crescimento e decrescimento,
ou seja, a monotonicidade das funcdes para responder. No material, é esperado que os alunos cheguem a

seguinte conclusio:

Solucao: Usando a monotonicidade da funcao.

* f(x) = 2? é uma fungio decrescente no intervalo (—oo, 0]. Assim, obtemos: quando x < 0,

f(x) = f(0).

e f(x) = 2% é uma fungdo crescente no intervalo (0, +00). Assim, obtemos: quando x > 0,

f(@) = f(0).

Portanto, V = € R, sempre temos f(x) > f(0).

Questdo 2: Dada a fungdo f(x) = —x?2, ilustre o significado do valor maximo da fungio f(z).

Figura 10 — Gréfico de f(z) = —2?

Fonte: Elaborado pelo autor.



3.1. NOCOES INICIAIS DE FUNCOES 54

De acordo com a monotonicidade da fun¢do, sabemos que:

Ve eR, f(z)<f(0) e f(0)=0

Assim, quando =z = 0, a fung@o atinge seu valor maximo.

Portanto, a fungio f(z) = —22 possui valor maximo dado por f(0) = 0.

Pense e Discuta:

Com base nisso, como representar a defini¢do dos valores médximo e minimo de func¢des gerais?
Solucio:

Combinando com exemplos especificos, fortalece-se a compreensao da expressao simbdlica matema-

tica dos conceitos.
2. Definicao de valores maximos e minimos de uma funcao

Ap6s isso, finalizando o capitulo, o professor pode deixar a defini¢do formal, dada por:

Definicao: Maximos e Minimos

Para a fun¢do y = f(x) definida em D, o valor da fun¢do y = f(x) em z¢ é f(x(). Para qualquer

x dado no dominio, se
f(x) = f(zo)

¢ sempre verdadeiro, entdo f(xo) é chamado de valor minimo da fungio.

Por outro lado, se
f(x) < f(=o)

¢ sempre verdadeiro, entdo f(z() é chamado de valor maximo da fungio.

3. Resolva os Problemas 1, 2 e 3 para aprofundar sua compreensao sobre a definicio dos valores
maximos e minimos de fungdes em geral. Devem encontrar o valor maximo de uma funcio

com o auxilio do grafico da funcio ou por meio da monotonicidade da funcao.

Problema 1

Encontre os valores maximo e minimo da fungiio y = 222 — 3z + 1, 2 € R.
Solu¢ao:

Sabemos que:

2
1
ny(x):2$2—3x+1:2<x—3> 52—

3 1
1

entéo f(x)min = —g

De acordo com a monotonicidade da fungao quadratica, a fun¢do nio possui valor maximo.
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Problema 2

2
Encontre os valores maximo e minimo da fungdoy = —, = € [1, 2].
x

Solucao:
A fungdo y = — é estritamente decrescente no intervalo [1, 2].
x
Assim, o valor maximo ocorre no extremo esquerdo do intervalo (quando x = 1), que € 2, e o

valor minimo ocorre no extremo direito do intervalo (quando = = 2), que é 1.

Problema 3

Dado a < 2, encontre o valor maximo da fungdo y = |z — 1|, com z € [a, 2].

Solu¢ao:

Para a fungdo y = |z — 1|, temos:

quandoz >1, y=z-—1
quandox <1, y=-—-x+1

Portanto, a fungdo é estritamente crescente no intervalo [1,4o00[ e estritamente decrescente no
intervalo | — oo, 1].

Discussao Classificada

(D Quando 1 < a < 2, a fungdo € estritamente crescente no intervalo [a, 2]. O valor maximo

da funcdo é 1.

@ Quando a < 1, a fungdo € estritamente decrescente no intervalo [a, 1] e estritamente cres-

cente em [1, 2].

Nesse caso:

O valor médximo da fungdo serd o maiorentre 2 — 1| =1lela—1|=1—a

Resumo:
— Sea < 0,o0valormaximoé 1 —a

- Se 0 < a < 2,0 valor maximo é 1

Figura 11 — RepresentacOes graficas para os diferentes valores de a

(1) (2)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.1.2 Livro do Programa Nacional do Livro Didatico

A andlise do material didatico utilizado na Escola Estadual Quintiliano Jardim, de Uberaba - Minas
Gerais, o livro que faz parte do Programa Nacional do Livro Didédtico (PNLD), da cole¢do Prisma, de
(BONJORNO; GIOVANNI; SOUSA, 2020), revelou similaridades e diferencas entre os métodos utiliza-
dos para o ensino, apresentados pelo material da china em andlise.

Inicialmente, vale destacar, que as primeiras nogdes de fungdes e as funcdes afim sao trabalhadas em
um mesmo capitulo do livro Conjuntos e Func¢des, diferentemente do material curricular de Xangai, que
possui um capitulo exclusivo para tratar das no¢des iniciais de funcdes.

No inicio do capitulo de (BONJORNO; GIOVANNI; SOUSA, 2020) sdo apresentados os descritores
da BNCC que serdo abordados no capitulo, sendo eles: EM13MAT101, EM13MAT103, EM13MAT302,
EMI13MAT401,EM13MAT501 e EM13MATS510.

Uma semelhanga que pode ser observada entre os capitulos, é que a abordagem neste livro didatico
também utiliza exemplos do dia a dia para explicar o conceito de funcio.

Exemplos como o valor de uma corrida de téxi, o valor de uma conta de energia, ou o preco de um
prato em um restaurante a quilo sdo apresentados para se iniciar a ideia. Contudo, diferente do que é
proposto no material curricular Chinés, é sugerido que o professor ja explique o conceito para os alunos,
ao invés de incentivar eles a formular suas teorias.

A seguir, o exemplo inicial utilizado no livro de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020):

Exemplo 1

Vocé sabe como € calculado o valor de uma corrida de taxi?

Tudo depende de onde vocé estd e para onde quer ir.

O valor de uma corrida de taxi esta relacionado a uma tarifa fixa, conhecida como bandeirada, e a
outra que € cobrada por quildmetro rodado e por outros fatores que possam influenciar nesse valor,
como o tempo do veiculo parado no transito.

A determinacao dessas tarifas € incumbéncia das prefeituras; por isso, estados e até cidades dentro
do mesmo estado podem ter valores diferentes. Por exemplo, em 2020, no municipio de Sao Paulo
(SP), o prego da bandeirada era de R$4,50, e a taxa por quilémetro rodado era de R$2,75. Além
disso, havia a tarifa de R$33,00 por hora parada. J4 em Porto Alegre (RS), esses valores eram R$
5,18 (bandeirada), R$ 2,59 (por quilometro rodado) e R$ 18,31 (por hora parada).

Para realizar esses célculos, os tdxis possuem um aparelho chamado de taximetro, similar a uma
calculadora, que mostra o valor a ser pago 8 medida que o veiculo se desloca. Atualmente, algumas
empresas que oferecem servico de tdxi operam por meio de aplicativos, e quando um usudrio
solicita uma corrida, o preco aproximado aparece na tela do celular, incluindo o tempo estimado
da viagem.

O estudo de fungdes em Matemadtica pode nos auxiliar a modelar situagdes, fazer estimativas e

compreender como esses valores sdo obtidos.
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A ideia de Funcao

A partir desse exemplo ¢ iniciada a discussdo sobre os conceitos das fungdes, primeiramente, com a

relacdo de dependéncia entre as varidveis:

Relacoes de Dependéncia

Muitas vezes nos deparamos com situacdes no dia a dia em que diferentes grandezas estao associ-
adas por uma relacio de dependéncia.

Na situacdo apresentada na abertura, por exemplo, quanto maior a distancia percorrida pelo taxi,
maior serd o valor a ser pago pela corrida. Nesse caso, dizemos que, entre outros fatores, o valor
pago por uma corrida de taxi depende da distancia percorrida.

Também podemos verificar essa relacdo de dependéncia em um restaurante “por quilo”: quanto
maior a quantidade, em quilograma, de comida consumida, maior seréd o valor a ser pago por ela.
Além das situacdes anteriores, podemos também pensar na relacdo de dependéncia entre o valor
total de uma fatura de energia elétrica e a quantidade de energia consumida. Nesse caso, o valor da
fatura depende da energia consumida: quanto menor o consumo, menor serd o valor a ser cobrado
na fatura.

Em geral, os valores que as grandezas podem assumir nessas relagdes sao representados generica-
mente por variaveis, que podem ser classificadas como variavel dependente e varidvel indepen-

dente.

Tabela 9 — Tabela de variaveis

Variavel independente Variavel dependente
Distancia percorrida pelo taxi Valor pago pela corrida
Quantidade de comida Valor pago pela refeicao
consumida
Quantidade de energia elétrica Valor da fatura de energia
consumida elétrica

Fonte: Adaptado de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

As situagdes apresentadas t€m duas caracteristicas em comum:

* Todos os valores que podem ser assumidos pela varidvel independente sdo associados a

valores da varidvel dependente.

* Cada valor atribuido a varidvel independente estd associado a um vinico valor da variavel

dependente.

Uma relagdo que possui essas duas caracteristicas é chamada de funcao. Assim, podemos dizer

que:

* o valor pago por uma corrida de tidxi € funcdo da distincia percorrida pelo taxi naquela

corrida;




3.1. NOCOES INICIAIS DE FUNCOES 58

* o valor a ser pago em um restaurante “por quilo” é funcio da quantidade, em quilograma,

de comida consumida;

* o valor de uma fatura de energia elétrica € funcio da quantidade de energia elétrica consu-

mida.

As trés situagdes a seguir sdo apresentadas no livro para demonstrar como podem ser obtidas funcdes.

Situacdo 1 — Correios

Observe, na tabela a seguir, as tarifas vigentes em 31 de janeiro de 2020 para os servigos de envio

de carta ndo comercial e cartdo-postal, praticadas pelos Correios:

Tabela 10 — Carta ndo comercial e cartao-postal (vigéncia 31/1/2020)

Peso (g) Preco basico (R$)
Até 20 2,05
Mais de 20 até 50 2,85
Mais de 50 até 100 3,95
Mais de 100 até 150 4,80
Mais de 150 até 200 5,65
Mais de 200 até 250 6,55
Mais de 250 até 300 7,50
Mais de 300 até 350 8,35
Mais de 350 até 400 9,25
Mais de 400 até 450 10,10
Mais de 450 até 500 11,00

Fonte: Adaptado de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Para determinar a relacdo entre “peso” e preco, escolhemos uma faixa de valores na coluna Peso
(g) e lemos, na linha horizontal da tabela, o valor correspondente na coluna Preco basico (R$).
Exemplo: carta com 25g — Preco = R$ 2,85.

Nessa situagdo, o preco bdsico da carta ndo comercial depende do “peso” da carta e, com base
nessa tabela, podemos afirmar que o preco é uma fun¢ao do “peso” da carta.

O “peso” da carta é a varidvel independente, e o preco basico ¢é a variavel dependente.

\. J

Durante um dia, um centro de meteorologia realizou medi¢des de temperatura, de quatro em quatro

horas, no centro de sua cidade. A menor temperatura registrada foi 18 °C, e a maior, 28 °C. Observe

a seguir as temperaturas obtidas, de acordo com o hordrio da medigao.
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Tabela 11 — Temperatura ao longo do dia

Horario Temperatura
4h 18°C
8h 20°C
12h 25°C
16 h 28°C
20 h 25°C
24 h 21°C

Fonte: Adaptado de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Podemos também representar essas informagdes por meio de um esquema, conhecido como dia-
grama de flechas. Consideramos como elementos de um conjunto A os horarios nos quais foram
realizadas as medi¢des, e como elementos de um conjunto B alguns dos possiveis valores de tem-

peratura verificados nesse dia, como indicado na imagem a seguir.

Figura 12 — Diagrama de flechas representando a funcdo temperatura em fung¢do do

tempo.

A B
°29°C
*19°C
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16h *30°C
e 25°C
20h ©28°C 26°C
24h - —=e21°C

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Como cada um dos elementos do conjunto A esté relacionado a um unico elemento do conjunto
B, podemos dizer que essa relagdo é uma funcao.

No diagrama podemos observar que em dois hordrios distintos a temperatura obtida pela medicao
foi 25 °C. Além disso, em nenhum dos hordrios em que foi realizada uma medicdo a temperatura
registrada foi 19 °C, 22 °C, 23 °C, 24 °C, 26 °C, 27 °C, 29 °C ou 30 °C.
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Para determinar a drea A de um quadrado, multiplicamos a medida de seu lado ¢ por ela mesma,

ou seja, elevamos £ ao quadrado. Podemos representar esse célculo por meio da férmula A = ¢2.
Considerando A e ¢ nimeros reais positivos, essa formula estabelece uma correspondéncia entre
esses valores, de modo que a drea de um quadrado € uma fungdo da medida de seu lado. Por

exemplo, se £ for igual a 5 cm, a drea A serd 25 cm?2.

Tabela 12 — Relacdo entre comprimento ¢ e area A

f(uc) [1[2|3] 10| 50 100
A(ua)|1]4]9]100 2500 | 10000
Fonte: Adaptado de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Como a drea do quadrado depende da medida de seu lado, a varidvel independente € a medida do
lado, e a varidvel dependente € a drea.

A férmula da drea de um quadrado pode ser interpretada como a lei de formacao ou a lei de corres-
pondéncia da fungdo que relaciona a drea A de um quadrado e a medida do lado ¢ correspondente.
Uma possivel maneira de compreender a lei de formacgdo de uma fungdo € pensar em uma maquina
que transforma a matéria-prima (varidvel independente) em produto final (varidvel dependente).
Observe a seguir um esquema que mostra como uma maquina “transforma” a medida do lado (¢)

de um quadrado em sua respectiva drea (A).

Figura 13 — Maquina que transforma medida do lado em é&rea.

! [

entrada saida

EDITORIA DE ARTE

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

\. J

Com essas situagoes foram apresentados conceitos importantes de fun¢des, como variavel depen-

dente e variavel independente, Diagrama de flechas, lei de formacio de uma funcio.
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Defini¢cao de Funcao

A partir dos conceitos abordados nas situa¢des-problema, é dada a defini¢do formal de fungao:

Definicao - Funcao

Dados dois conjuntos ndo vazios, A e B, uma funcio de A em B, representada por f : A — B,

¢ uma relac@o que associa cada elemento x de A a um tnico elemento y de B.

Sao apresentados os exemplos abaixo, para ilustrar a relagdo de conjuntos de varidveis que sao ou ndo

funcoes:

Analise de Relagcoes com Diagramas

Vamos agora utilizar diagramas para analisar algumas relagdes entre conjuntos de nimeros e, com
base nessa andlise, concluir se sdo ou ndo uma fungdo. Acompanhe os exemplos a seguir.

a) Dados os conjuntos A = {1,4,7} e B = {0,3,12,15,21,24}, seja a relagdo de A em B
expressapory = 3z,comx € Aey € B.

Observe que:
* todos os elementos de A estdo associados a elementos de B;
 cada elemento de A estd associado a um tnico elemento de B.
Nesse caso, a relacdo de A em B expressa por y = 3x é uma funcio de A em B e corresponde a

funcdo “multiplicar por 3.

Figura 14 — Relagdo entre Ae B

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

b) Dados os conjuntos C' = {—2,0,2,5} e D = {0,2,5, 10,20}, seja a relagdo de C' em D
expressapory = x,comz € Cey € D.

Observe que:
* existe um elemento de C' (o nimero —2) que nfo estd associado a nenhum elemento de D.

Portanto, a relagdo de C' em D expressa por y = = nao é uma funcio de C em D.

Figura 15 — Relagdo entre C' e D
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Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

¢) Dados os conjuntos £ = {—3,—1,1,3} e F' = {1, 3,6, 9}, seja arelagdo de E em F expressa
pory =%, comz € Eey € F.
Observe que:

¢ todos os elementos de E estdo associados a elementos de F;
¢ cada elemento de F esta associado a um tnico elemento de F'.
A relagio de E em F expressa por y = x2 representa uma funciio de £ em F e corresponde

funcdo “elevar ao quadrado”.

Figura 16 — Relacdo entre I e F

—3e P i 1

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

d) Dados os conjuntos G = {16,81} e H = {—3,—2,2, 3}, seja a relacdo de G em H expressa
pory = +y/x,comz € Gey € H.
Observe que:

 todos os elementos de (G estdo associados a elementos de H;

* oselementos de G (tanto o niimero 16 quanto o 81) estdo associados a mais de um elemento
de H.

Figura 17 — Relagdo entre G e H
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Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Nesse caso, arelacdo de G em H nao representa uma funcao de G em H, pois existe pelo menos

um elemento de G que estd associado a mais de um elemento de H.

Dominio, contradominio e conjunto imagem de uma funcao

O livro aborda as defini¢des de dominio, contradominio e imagem de fungdes, como exposto a seguir:

Dominio, Contradominio e Imagem

Observe o diagrama que representa a fungdo f : A — B, definida por y = x + 5.

Figura 18 — Relag@o entre os conjuntos A e B
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se— 10
e 15
15— ™20

*25

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

O conjunto A chama-se dominio da funcdo. Esse conjunto é constituido de todos os elementos x
(varidvel independente) de A e € indicado por D(f).

O conjunto B é chamado de contradominio da funcfo. Esse conjunto € constituido de todos os
elementos y (varidvel dependente) de B e ¢ indicado por C'D(f).

Assim, de acordo com o diagrama, temos:
* D(f)=A=1{0,5,15}
* CD(f) =B =10,5,10,15,20,25}

Cada elemento = do dominio tem um correspondente y no contradominio. A esse valor de y,
associado a x pela funcio f, damos o nome de imagem de x pela funcdo f e indicamos por
y = [f(x).

Essa notag¢do é muito comum e simplifica a linguagem, pois, em vez de dizermos “Qual € o valor
de y quando x € igual a 15?7, podemos dizer simplesmente “Qual é o valor de f(15)?”.

Nesse caso, para obtermos o valor de y quando z € igual a 15, considerando a lei da funcdo f,

dada por y = x + 5, determinamos:

f(15) =154+5= f(15) =20 ou y =20
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O conjunto de todos os valores de y pertencentes a C'D( f), que sdo imagens de x pela funcdo, é
chamado de conjunto imagem da fun¢do. O conjunto imagem, indicado por Im( f), € um subcon-
junto do contradominio.

No exemplo anterior, temos:
Im(f) = {5,10,20}

Uma funcio € precisamente definida quando explicitamos o dominio, o contradominio e a relacdo

que associa cada elemento do dominio a um dnico elemento do contradominio.

\.

Estudo do dominio de uma funcio real

Uma fung¢@o cujo dominio e contradominio sdo subconjuntos dos reais R é chamada de fung¢ao real

de variavel real.

a) f:R—=R, f(z)=322-1=D(f) =R, CD(f) =R
b) g:7Z - R, g(m)z%x+5=>D(g)=Z, CD(g) =R
¢) h:[-2,5]= Ry, h(z) =23 = D(h) = [-2,5], CD(h) = Ry
Quando ndo ha mengao explicita ao dominio e contradominio, considera-se:
D(f) ={zeR|[f(x) eR}, CD(f)=R
Outros exemplos:

d) f(z)=23-222+7=D(f)=R, CD(f) =R

_a:—l—l
r-—3

f) g(z)=Vz+5=D(g)={z€R|z>-5}, CD(g9) =R

o f(a) = D(f) = {x € R |2 #3}, CD(f) =R

Conclusao: Para encontrar o dominio de uma funcio real de varidvel real definida apenas por sua

lei de formagao, considera-se o maior subconjunto de R para o qual a funcéo esta definida.

O livro utiliza-se de exemplos e atividades para fixar o contetido, como as expostas a seguir:

Atividades Resolvidas

1. Em uma festa, os salgados sdao vendidos com desconto se comprados em maior quantidade,

como indicado na tabela:
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Quantidade de salgados Preco (R$)
1 4,00
2 7,00
3 10,00
4 12,00
5 ou mais 2,50 cada salgado

Fonte: Adaptado de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Com base nesses dados, responda:
a) O que essa tabela representa?
b) O preco é uma funcdo da quantidade de salgados?
¢) Qual € a varidvel independente nessa situacao? E a varidvel dependente?
d) Qual € o valor a ser pago por 3 salgados? E por 6 salgados?
Resolucao:

a) Essa tabela representa a variagdo do prego dos salgados de acordo com a quantidade com-

prada.

b) Sim. O preco a ser pago € uma funcdo da quantidade de salgados, pois cada quantidade

corresponde a um Unico preco.

¢) A varidvel independente € a quantidade de salgados comprados. A varidvel dependente € o

preco a ser pago.
d) 3 salgados: R$10,00. 6 salgados: 6 - 2,50 = 15,00.

2. Marina € vendedora de uma loja de roupas, e seu saldrio mensal bruto € composto de uma parte

fixa de R$1.500,00 mais uma comissio de 5% sobre o valor total das vendas realizadas no més.

a) Escreva a lei de formagdo que expressa o saldrio bruto de Marina.
b) Qual seri o saldrio bruto de Marina se ela vender R$5.000,00 em mercadorias no més?

¢) Sabendo que no més passado o saldrio bruto de Marina foi de R$2.750,00, qual foi o valor

total das vendas por ela realizada?

Resolucao:

a) Seja S o saldrio mensal bruto e = o valor total das vendas. A lei é:

S = 1500 + 0,052
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b) Se z = 5000, entao:
S = 1500 4 0,05 - 5000 = 1750

¢) Se S = 2750, entdo:
2750 = 1500 + 0,052 = 0,05z = 1250 = 2 = 25000

Marina vendeu R$25.000,00 em mercadorias.

3. Dada a fungdo f : A — B, definida por f(x) = = + 2, representada no diagrama a seguir,

identifique o dominio, o contradominio e o conjunto imagem de f.

Figura 19 — Relagdo entre os conjuntos A e B

f

Fonte:Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Resolucao: Observando o diagrama, temos:
CD(f) =B ={-1,0,1,2,3,4}

Im(f) ={-1,1,2,4}

Atividades

1. Nos itens a seguir, estao descritas algumas relagdes entre varidveis. Em cada caso, identifique a

varidvel independente e a varidvel dependente.
a) O numero de barras de chocolate que alguém compra e a quantia paga por elas.
b) O andar do apartamento em que uma pessoa mora e o tempo necessario para o elevador, a

partir do térreo e sem nenhuma parada, chegar até o apartamento.

2. (Saresp-SP) As varidveis s e t estdo relacionadas de acordo com a tabela abaixo:

t|11](2(3]4]5
s1013]8[1524

Fonte: Adaptado de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

A relacdo algébrica entre s e t €é:
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a) s =2t —2 ) s=t>—-1

b) s=t—1 d) s=1t2

3. O retangulo representado na figura tem lados que medem x e 2.

Figura 20 — Representacio do retangulo com medidas z e 2x.
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2x

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Expresse o perimetro P, a drea A e a medida d da diagonal desse retingulo em fun¢do de x.

Grafico de uma funcao

O livro traz a possibilidade de representar as func¢des através de um sistema de coordenadas, o sistema

cartesiano ortogonal.

Sistema Cartesiano Ortogonal

Para determinar a localiza¢do de um ponto no plano, utilizamos o sistema cartesiano ortogonal,
que € estabelecido por duas retas perpendiculares entre si, denominadas eixos do sistema cartesi-
ano. Esses eixos representam retas reais, e o ponto O, de intersecéio desses eixos, € a origem do
sistema cartesiano.

O eixo horizontal (eixo x) é denominado eixo das abscissas, e o eixo vertical (eixo y) € denominado
eixo das ordenadas. Esses eixos dividem o plano em quatro regides, chamadas de quadrantes,

como indicado na figura.

Figura 21 — Representacao dos quadrantes no Plano Cartesiano
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2% quadrante | 12quadrante
b P
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Fonte:Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).
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O ponto P representado nessa figura tem coordenadas cartesianas a e b, nimeros reais que for-

mam o par ordenado (a,b). Indicamos assim: P(a,b).

* O ndmero real a é a abscissa do ponto P. Esse nimero € associado ao ponto de intersecio

do eixo x com a reta paralela ao eixo y, passando por P.

* O ntmero real b € a ordenada do ponto P. Esse nimero € associado ao ponto de intersecao

do eixo y com a reta paralela ao eixo x, passando por P.

Importante: Dois pares ordenados (a, b) e (¢, d) sdo iguais se, e somente se, a = ce b = d.
Qualquer ponto do plano pode ser localizado no sistema cartesiano e, para isso, usamos um par
ordenado de niimeros reais, que sdo as coordenadas do ponto. Por exemplo, os pontos A(1,3),
B(3,1) e O(0,0) sao distintos e tém diferentes localizagdes no plano.

Observacoes:
* O ponto O (origem) tem coordenadas (0, 0).
* Os pontos dos eixos x € y ndo pertencem a nenhum dos quadrantes.
* Todo ponto do eixo = tem ordenada igual a zero.

* Todo ponto do eixo y tem abscissa igual a zero.

Figura 22 — Representacio de pontos no plano cartesiano

B T S R

Fonte:Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).
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Interpretacao e leitura de graficos

O livro traz a possibilidade de interpretar uma fun¢@o a partir de seu grafico, como o exemplo abaixo:

Anadlise de grafico — Bactérias no sangue

Figura 23 — Gréfico para andlise

> Evolugao do niimero de bactérias
no sangue

DITORIA DEARTE

" 1224 36 48 60
Fonte: Dados ficticios.
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Fonte:Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

O gréfico apresentado mostra a evolucao da quantidade de bactérias por milimetro ctibico de san-

gue ao longo do tempo (em horas), apds o contdgio de um paciente.

* O tempo ¢ a varidvel independente e o nimero de bactérias € a varidvel dependente.

* Cada instante de tempo corresponde a um tnico valor de quantidade de bactérias.

O ponto (12,2000) indica que, apds 12 horas do contdgio, havia aproximadamente 2000

bactérias por mm?3 de sangue.
* O nimero de bactérias aumentou entre 0 e 36 horas apds o contagio.
* A quantidade maxima foi observada por volta de 36 horas.

* Ap06s 60 horas, a quantidade caiu para cerca de 1000 bactérias por mm?3.

A representacdo grafica permite identificar facilmente os valores, analisar variacdes e relacionar

grandezas.

Construcao de graficos

Construcao de graficos de funcdes no plano cartesiano

Para construir graficos de func¢des no sistema cartesiano ortogonal, devemos considerar os valores
do dominio da fun¢@o no eixo x (eixo das abscissas) e as respectivas imagens no eixo y (eixo das
ordenadas).

O grifico da fungdo € o conjunto de todos os pontos (x,y) do plano cartesiano, tais que y = f(x)
comz € D(f).

Como exemplo, vamos construir o grafico da funcdo f : A — R, dada por y = x + 1, em que
A=1{0,1,2,3}.

Iniciamos construindo a tabela com os valores de = pertencentes ao dominio e determinando as
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imagens de x pela fungdo f, ou seja, os valores de y = f(x) para representar os pontos obtidos

no plano cartesiano.

W N = O
AW N =~

Fonte: Adaptado de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Observe que D(f) = A={0,1,2,3} e Im(f) = {1,2,3,4}.
Como o conjunto A é finito, o grafico de f é formado apenas pelos quatro pontos obtidos por meio
da tabela: B(0,1), C(1,2), D(2,3) e E(3,4).

Figura 24 — Representacdo dos pontos B, C, D e F no plano cartesiano
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Fonte:Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Agora, vamos construir o gréfico da funcdo f dada por f(x) = 22+ 3, considerando trés dominios
distintos, e observar as semelhancas e as diferencas entre esses graficos.

a) Considerando D(f) = {—1,0,1,2,3}

Inicialmente, construimos uma tabela com os valores de x € D(f) e determinamos as imagens

de z pela fungdo f, ou seja, os valores de y = f(x), para obter os respectivos pares ordenados.

X y=2xr+3 (x,¥)
12 (- +3=1](-1,1)

0| 2:0+3=3 | (0,3)
1| 2-1+3=5 | (1,5)
2| 2:243=7 | (2,7)
3 2:3+43=9 | (3,9

Fonte: Adaptado de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).
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nados da tabela.

de x maiores do que 3.

¢) Considerando D(f) =R
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Fonte:Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

b) Considerando D(f) = [-1, 3]

Nesse caso, o dominio da fun¢@o € um intervalo real, e os valores de x considerados no exemplo
que tém imagem correspondente pela fungéo f.

que € o grifico da fungdo f quando D(f) = [-1, 3].

Figura 26 — Representacgdo da reta y = 2z + 3 para D(f)

A U1 OVN ®© O O %
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Fonte:Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Em seguida, representamos no sistema cartesiano os pontos cujas coordenadas sdo os pares orde-

Como o dominio da fung¢do é o conjunto {—1,0, 1,2, 3}, o gréfico de f sdo os pontos A(—1,1),
B(0,3), C(1,5), D(2,7) e E(3,9), representados nessa figura.

Figura 25 — Representacao no plano cartesianos dos pontos de y = 22 + 3

anterior pertencem a esse intervalo. Entretanto, no intervalo [—1, 3] existem infinitos valores de x
Quando representamos esses infinitos pontos no sistema cartesiano, obtemos um segmento de reta,

Observe que essa funcio nao estd definida para valores de x menores do que —1 nem para valores

= [_17 3]




3.1. NOCOES INICIAIS DE FUNCOES 72

Nesse caso, o dominio da fun¢fo f € todo o conjunto dos niimeros reais e, como nos exemplos
anteriores, os pontos A, B, C, D e E fazem parte do grafico da funcdo. Além desses pontos, existem
infinitos pontos que satisfazem a lei da funcdo f.

Assim, o grifico de f € uma reta em que todo valor de z € R tem uma imagem pela fungéo f,

expressa por y = f(x). Observe o gréfico da fungdo f quando D(f) = R.

Figura 27 — Representagdo da reta y = 22 + 3 para D(f) = R
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Fonte:Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Portanto, apesar de a lei que define a funcdo ser a mesma nos trés casos apresentados anteriormente,

os graficos sdo diferentes, pois dependem do dominio considerado.

Identificacao do grafico de uma funcao

O livro também traz a maneira de identificar, através do gréfico se ele € ou ndo de uma fungao:

Dominio e imagem no gréfico de uma funcio

Vimos que, dada uma fungéo definida por y = f(x), cada valor de 2 do dominio deve corresponder
a um tnico valor de y no contradominio. Assim, € possivel identificar se um gréfico representa ou
ndo uma funcio tracando retas paralelas ao eixo .

Para que o grafico analisado represente uma funcdo, cada reta vertical tragada por pontos de abs-
cissa x € D(f) deve cruzar o grafico em um tnico ponto, de coordenadas (z, f(x)).

O grifico a seguir, por exemplo, representa uma fungdo f com dominio D(f) = [a, b], pois qual-

quer reta vertical tragada por pontos de abscissa x € D(f) cruza o grafico em um tnico ponto.
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Figura 28 — Representacdo gréfica que configura uma funcdo de x em relagao a y
yA f
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Fonte:Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Verifique, nesse gréfico, que todas as abscissas 1 € D(f) estdo associadas a uma tnica imagem
y1 = f(x1), ou seja, para todo x € D(f) existe um tnico ponto que pertence ao grafico e a reta
que passa por (z,0) e € perpendicular ao eixo x.

Se uma reta vertical cruza o grafico em mais de um ponto, entdo esse grafico nao representa uma
funcdo, como indicado a seguir.

Nesse caso, existem retas paralelas ao eixo y que cruzam o grafico em dois pontos. Verifique, por
exemplo, que a abscissa 1 estd associada a dois pontos distintos do grafico, (x1,y1) e (1,y2), 0

que permite concluir que esse grafico nio representa uma fungdo de x em y.
Figura 29 — Representacdo grafica que ndo configura uma fun¢do de z em relacdo a y

yi

Fonte:Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Dominio e imagem no grafico de uma funcéo

Finalizando essa parte do capitulo, é apresentado a forma que se pode obter as informagdes sobre o

dominio e a imagem de uma funcdo através da analise dos gréficos.
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Considere o grafico a seguir, que representa uma funcio f.

Para determinar o dominio e o conjunto imagem de f, projetamos os pontos do grafico sobre os

eixos x e y, como indicado a seguir.

Y

O dominio da fun¢do f € o conjunto das abscissas de todos os pontos do grafico. Nesse exemplo,
temos:

D(f)=[1,5] ou D(f)={xzeR|1<z<5}
O conjunto imagem da fungdo f é o conjunto das ordenadas de todos os pontos do grafico. Nesse

exemplo, temos:
Im(f) = [2,4[ ou Im(f) ={yeR[2<y <4}
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3.2 Funcgbes Lineares

O estudo das fungdes lineares desempenha um importante papel na matematica, servindo como base
para a compreensao de diversas relacdes entre grandezas no cotidiano e em 4dreas aplicadas. Uma funcdo
linear, caracterizada por uma relacio de proporcionalidade direta entre duas varidveis, é representada na
forma geral y = ax + b, onde a e b sdo constantes reais, com b # 0.

Nesta secdo, serdo comparadas as diferentes abordagens pedagdgicas para o ensino das fungdes li-
neares presentes nos materiais didaticos utilizados em distintos contextos educacionais. Primeiramente,
analisaremos a metodologia do Material de Xangai, que enfatiza a construcdo do conceito a partir da
proporcionalidade direta, estimulando a reflexdo dos alunos por meio de exemplos praticos e discussoes.
Em seguida, investigaremos a abordagem adotada pelo livro do PNLD, que introduz o conceito de funcdo
afim diretamente, ilustrando suas aplicagdes com exemplos concretos.

Além de explorar as diferengas metodoldgicas entre os materiais, discutiremos a evolucdo do ensino
de funcdes lineares a partir da construcdo gréfica, do estudo do crescimento e decrescimento das fungdes
e da andlise dos sinais das expressdes algébricas. O objetivo é compreender como essas abordagens in-
fluenciam o desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos e qual impacto t€ém na aprendizagem

significativa do conceito de fung¢ao linear.

3.2.1 Material de Xangai
3.2.1.1  Fungéo Diretamente Proporcional
A abordagem das Fun¢des Lineares no material de Xangai € iniciada com a apresentacdo do conceito
de proporcionalidade direta.
1. Questoes Iniciais

O texto inicial € um exemplo onde o professor deve apresentar aos alunos uma pergunta para fazé-los
pensar sobre a proporcionalidade, como uma forma de introduzir o tema com uma motivacao de reflexdo.

O exemplo do material é sobre uma loja que vende l4pis, com o seguinte registro de vendas:

Funcao Diretamente Proporcional

1. Aquecimento
O professor propde uma questao para despertar a curiosidade dos alunos e refletir sobre o que é
uma Fung¢do Diretamente Proporcional.

Pense! Uma loja vende um certo tipo de lapis, e o registro de vendas € o seguinte:

Tabela 13 — Relagdo entre o numero de 14pis vendidos e o faturamento.

Numero de Lapis Vendidos (unidades) ‘ 2 5 4 3 10 15

Faturamento (moedas) ‘5 12,5 10 7,5 25 375

Fonte: Elaborado pelo autor.
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/a
/a
/a
/a
/a
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I [
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I —
I —

Pegue qualquer par de dados da tabela e calcule a razdo entre o faturamento e o nimero de 14pis

vendidos. Por exemplo: . 195 .
- =2 — =2 — =2
2 X 5 )0 15 &

Pode-se ver facilmente que todas essas razdes sao iguais. Isso indica que o preco unitdrio do l14pis

€ 2,5 moedas por unidade.

Seja x o nimero de l4pis vendidos e y o faturamento. Temos ent3o:

Y—95 ou y=25z
xr

2. Discussao

E passada aos alunos a definiciio de fator de proporcionalidade, e sio apresentados alguns exemplos

para que se ilustrem as situacdes e discutam.

Se a razdo entre cada conjunto de valores for constante e diferente de zero, entdo duas varidveis
sdo ditas como diretamente proporcionais.

A expressdao matemadtica para duas varidveis que sdo diretamente proporcionais é:
Y
Z =k ou y=kxz,
x

onde k € uma constante diferente de zero. A constante k é chamada de fator de proporcionalidade.

Discussao:

As duas varidveis nos itens a seguir sdo diretamente proporcionais? Em caso afirmativo, diga qual € o

fator de proporcionalidade:

(1) Se cada copia de papel custa 0,4 moedas, entdo as varidveis sdo o ndmero de cépias x (unidades)

e o custo y (moedas).

(2) Se os lados do quadrado medem 6 e o ponto P estd sobre a aresta BC, entdo as duas varidveis sao

o comprimento de BP e a drea do triAngulo ABP.
3. Exemplos e explicacao

Quando duas varidveis sdo diretamente proporcionais, uma delas é uma funcdo da outra.
Mais geralmente, fungdes como y = kx sdo chamadas de funcdes diretamente proporcionais. E a

constante k é chamada de fator de proporcionalidade.
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Sao apresentados os exemplos a seguir para consolidar o contetdo:

Exemplo 1 Considere a fungao y = —4x, que é uma funcio diretamente proporcional.

Tarefa: Informe o fator de proporcionalidade e calcule o valor da fun¢ao para os seguintes valores:

Explicacao: O fator de proporcionalidade é —4.
Definindo f(x) = —4x, temos:

Exemplo 2 Sabemos que y é uma funcio diretamente proporcional de x, e que y = 24 quando
x=3.
Tarefa: Encontre a expressdo algébrica de y em fungdo de x.

Explicacao: Seja y = kx, com k # 0. Substituindo z = 3 e y = 24, temos:

24=3k=k=8

Portanto:
y = 8x
4. Pritica
Se sabemos que y € uma fungdo diretamente proporcional de x, e que y = —12 quando =z = 2,

determine a expressao analitica de y em funcgéo de x.
5. Resumo

(1) Peca aos alunos que resumam o que aprenderam nesta aula.

(2) Revise o resumo com a turma

Pergunta: O que ¢ uma fun¢ado diretamente proporcional?
6. Tarefa de Casa

Nesta secdo, Funcao Diretamente Proporcional , o material curricular de Xangai propde um pla-
nejamento de tempo para executar cada uma das 5 (cinco) atividades propostas para a sala de aula, antes
da sexta atividade, Tarefa de Casa. O somatério dos minutos propostos totaliza 40 minutos, uma vez que
este € o tempo total de cada aula no Ensino Médio de Xangai.

Planejamento proposto:

1. Aquecimento (10 minutos)
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2. Discussio (10 minutos)
3. Exemplos e explicacio (10 minutos)
4. Pratica (5 minutos)

5. Resumo (5 minutos)

3.2.1.2 Fungéao diretamente proporcional 2

A continuacdo do contetddo se inicia com o professor utilizando uma questao para instigar a curio-
sidade dos alunos. Nesta segunda parte, o material propde explorar a teoria de graficos de uma fungéao

diretamente proporcional.
1. Introducao

O professor propde uma pergunta para despertar a curiosidade dos alunos e incentivd-los a pensar
sobre qual é o grafico da Func¢ao Diretamente Proporcional.

Sabemos que qualquer ponto no plano cartesiano possui uma coordenada (z, y) unicamente determi-
nada.

Por outro lado, dado qualquer par ordenado de nimeros reais como coordenadas, um ponto pode ser
unicamente determinado no plano cartesiano.

De acordo com a expressdo analitica da fun¢do diretamente proporcional, y = kx, o valor da fungao
correspondente pode ser determinado para todo valor da varidvel independente x no dominio de definicdo.

Pense!

Tomando o valor de = e o valor da fun¢do correspondente como abscissa e ordenada do ponto, res-

pectivamente, o ponto correspondente pode ser tragado no plano cartesiano.
2. Pritica e Discussao

Assim, € solicitado aos alunos que preencham a seguinte tabela, e construam os graficos, que devem ser

como os apresentados abaixo, apds seguir os seguintes passos.

Etapa 1: Preencha a tabela.

Tabela 14 — Tabela com os valores de x, y = 2x e y = —2x.
X we 2 -1 0 1 2
y=2x|.. 4 2 0 2 4

y=-2x|.. 4 2 0 -2 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Etapa 2: Trace os pontos no plano de coordenadas cartesianas.

Etapa 3: Una os pontos com linhas suaves.
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Figura 30 — Graficos de Funcdes Diretamente Proporcionais

3 3

(a) y =2z (b) yF: —2z

Fonte: Elaborado pelo autor.

Logo em seguida a parte pratica da construcao do grafico, o material propde uma lista de perguntas e
reflexdes para o professor conduzir uma discussdo em sala de aula sobre a teoria dos gréaficos construidos
e, assim, consolidar o contetido explorado. Essa etapa tem como propdsito consolidar o contetido a partir
da observacao e andlise das caracteristicas graficas das funcdes exploradas.

Pense!

Quais caracteristicas os graficos da funcdo y = 2x t&€m em comum com o grafico da fun¢aoy = —2x?

Os graficos das fungdes na Figura 30 s@o ambas retas. E podemos observar que essas duas retas
passam pela origem (0, 0).

De fato, a origem satisfaz a formula analitica dessas duas fungoes, portanto a observagdo estd cor-
reta.

Sabemos que dois pontos determinam uma reta. A reta y = 2z, por exemplo, é unicamente determi-
nada pela origem (0, 0) e pelo ponto (1,2); areta y = —2x € unicamente determinada pela origem (0, 0)
e pelo ponto (1, —2).

De forma geral, o grifico de uma fungio diretamente proporcional, y = kx, € uma reta que passa
pela origem (0, 0) e pelo ponto (1, k).

Chamamos o grifico da fun¢do diretamente proporcional y = kx, de reta y = kzx.
3. Propriedades da funcdo diretamente proporcional

Continuando o contetdo, € levado para a reflexdo dos alunos algumas questdes para se pensar em

possiveis propriedades das fun¢des diretamente proporcionais:

Propriedades das funcoes diretamente proporcionais

Observe os graficos das funcdes nas questdes anteriores, e considere e responda as seguintes per-

guntas:

(1) Por quais dois quadrantes passa o grafico da funcdo y = 2x , na Figura 30a? E o grafico da
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funcdo y = -2x , na Figura 30b?

(2) Qual € a relacdo entre os dois quadrantes pelos quais o grafico da funcio diretamente pro-

porcional y = kx passa e a constante k ?

(3) NaFigura 30a, em uma reta, quando a coordenada x de um ponto muda gradualmente de va-

lores pequenos para grandes, a posi¢cdo do ponto muda gradualmente de para

(preencher com “alta” ou “baixa”). Isto é, a medida que o valor da varidvel independente x

muda gradualmente de valores pequenos para grandes, o valor da fun¢do y muda gradual-

mente de para (preencher com “pequeno” ou “grande”).

(4) Na Figura 30b, em uma reta, quando a coordenada x de um ponto muda gradualmente
de valores pequenos para grandes, a posicdo do ponto muda gradualmente de _ para
(preencher com ““alta” ou “baixa”). Isto €, a medida que o valor da varidvel indepen-

dente x muda gradualmente de valores pequenos para grandes, o valor da funcao y muda

gradualmente de para (preencher com “pequeno” ou ‘“grande”).

(5) Em geral, para func¢des de proporcionalidade direta y = kx , & medida que o valor de x

aumenta, o que acontece com o valor de y ?

A etapa seguinte visa aprofundar a compreensao das representagdes graficas da funcdo diretamente
proporcional por meio da andlise do comportamento do grifico conforme o sinal do coeficiente angular
k. Ao retomar as observagdes realizadas em sala, busca-se consolidar as ideias sobre crescimento e de-
crescimento da funcio, promovendo uma reflexao guiada a partir da localizacdo da reta nos quadrantes
do plano cartesiano.

Pense!

Ap6s essa andlise, os alunos devem ter concluido o seguinte:

Por meio da observagao e reflexdo, podemos concluir que a fungdo diretamente proporcional, y = kz,

possui as seguintes propriedades:

(1) Quando k£ > 0, o gréfico da fungdo diretamente proporcional passa pelo primeiro e terceiro
quadrantes; a medida que o valor da varidvel independente x aumenta gradualmente, o valor de

y também aumenta gradualmente.

(2) Quando k < 0, o grifico da funcdo diretamente proporcional passa pelo segundo e quarto qua-
drantes; a medida que o valor da varidvel independente = aumenta gradualmente, o valor de y

diminui gradualmente.
4. Exemplo e explicacao

Exemplo: Se o grifico da fun¢do diretamente proporcional, y = (1 — 2a)x, passa pelo primeiro e
terceiro quadrantes, entdo o valor de y a medida que o valor de x aumenta.

Explicacdo: A partir das condi¢des dadas, temos:

1—2a>0



3.2. FUNCOES LINEARES 81

=>a< =
5. Pratica

(1) No mesmo plano cartesiano, por favor, represente graficamente as seguintes funcdes separada-
mente:

1
y=dz, y=-—3z

(2) Se o grafico da Fung¢éo diretamente proporcional, y = kx, passa pelos primeiro e terceiro quadran-

tes, o valor de y a medida que o valor de x aumenta.

6. Resumo

(1) Peca aos alunos que resumam o que aprendemos nesta aula.
(2) Revejam o resumo juntos:
* Qual é o grifico da fun¢do diretamente proporcional?
* Quais sao as propriedades da fun¢ao diretamente proporcional?

7. Tarefa de casa

Nesta secdo, Funcao Diretamente Proporcional 2, o material curricular de Xangai também propde
um planejamento de tempo para executar cada uma das 6 (seis) atividades propostas para a sala de aula,
antes da sétima atividade, Tarefa de Casa.

Planejamento proposto:

1. Introdug¢do (5 minutos)

2. Pratica e Discussdo (10 minutos)

3. Propriedades da funcdo diretamente proporcional (10 minutos)
4. Exemplo e explicacdo (5 minutos)

5. Prética (5 minutos)

6. Resumo (5 minutos)

3.2.1.3 Graficos de Fungdes Lineares 1

1. Questoes Iniciais

Na préxima aula, o tema definido sdo os graficos das fungdes lineares. O professor utiliza como
exemplo a funcdo y = 2z + 1, para o qual os alunos devem construir uma tabela e desenhar o grifico de
acordo com 0s passos abaixo:

Etapa 1: Liste os pares ordenados (x,y)
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Nesta etapa, os alunos devem chegar a uma tabela semelhante a Tabela 15.

Tabela 15 — Lista de pares (x, y) para a fungdo y = 2z + 1.

X ‘ 2 -1 — 1 2

N |+

y:2x—|—1‘... 31 0 1235

Fonte: Elaborado pelo autor.

Etapa 2: Marque os pontos

O valor de = e y de cada par representa a abscissa e ordenada de cada ponto, respectivamente.
Etapa 3: Una os pontos

Una todos os pontos utilizando uma linha suave.

Ap6s unir todos os pontos, o resultado devera ser semelhante ao representado na Figura 31.

Figura 31 — Gréficoy = 2z + 1

o

y=2x+1

-3

Fonte: Elaborado pelo autor.

2. Observe e pense

Qual é o grifico da funcdo y = 22 + 1?
Descobrimos que, ao representar os valores de vdrias solu¢des da fun¢do y = 2x + 1 como pares
ordenados, e ao plotar esses pares ordenados em um plano cartesiano, os pontos se alinham em uma linha

reta. Essa linha reta é chamada de grafico da funcao.

De modo geral, o grafico de uma fungéo linear y = kx + b (onde k e b sdo constantes e k = 0) € uma
reta. Assim, a fun¢ao linear y = kx + b também € chamada de retay = kx + b. Aformay = kx + b ¢é

considerada como a expressdo da reta.
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3. Reflita e tente

Qual € a relacio entre a expressao da funcao linear e as coordenadas de seus pontos de interse-

¢a0 com os eixos no sistema de coordenadas cartesianas?

Exemplo 1

Encontre as coordenadas onde o grafico das seguintes funcdes lineares intercepta os eixos no

sistema de coordenadas cartesianas.

() y=gz-1

2 y=3z+3

(3) y=—4x +38
Solugao:

* (1)Sey =0,entdo x = 2. Se z = 0, entdo y = —1.
Assim, o grifico da fungdo y = %x — 1 intercepta o eixo x no ponto (2,0) e o eixo y no
ponto (0, —1).

* 2)Sey=0,entdioxr = —1. Sex = 0, entdo y = 3.
Assim, o grifico da fun¢do y = 3x + 3 intercepta o eixo z no ponto (—1,0) e o eixo y no
ponto (0, 3).

* 3)Sey =0,entdo x = 2. Se x = 0, entdo y = 8.

Assim, o grifico da fun¢do y = —4x + 8 intercepta o eixo x no ponto (2,0) e o eixo y no

ponto (0, 8).

Observe e descubra as caracteristicas das coordenadas onde o grafico intercepta o eixo y. Qual é

arelacdo entre a coordenada e a expressao da fungcao?

Em geral: areta y = kx + b (k # 0) intercepta o eixo y no ponto (0, b). O coeficiente linear é

a ordenada do ponto onde a reta cruza o eixo y.

Exemplo 2

Escreva o coeficiente linear e as coordenadas do ponto onde a reta cruza o eixo y para as

seguintes funcoes lineares.
1 y=-3x—-8
2) y=10x
B y=(m—=9z+7 (m#9)

Solugio:
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* (1) O coeficiente linear é —8 e o ponto de interse¢do com o eixo y é (0, —8);
* (2) O coeficiente linear é 0 e o ponto de interse¢do com o eixo y é (0,0);

* (3) O coeficiente linear é 7 e o ponto de interse¢cdo com o eixo y é (0, 7).

Exemplo 3

Dada a equacdo y = kx + b, e sabendo que os pontos A(—5,5) e B(5,25) pertencem ao
grafico,

(1) Encontre os valores de k e b.

(2) Esboce o gréfico no sistema de coordenadas cartesianas.

Solucao:

(1) Os pontos A(—5,5) e B(5,25) pertencem ao grifico de y = kx + b. Logo, temos o sistema:

—5k+b=5 k=2

5k +b=25 b=15
Assim, a equacdo dareta é y = 2x + 15.
O ponto de interse¢do com o eixo z é (—7,5, 0) e com o eixo y é (0, 15).
Uma linha reta pode ser determinada por dois pontos.

Desta forma, podemos obter o grifico de y = 2x + 15, tracando uma reta passando por A e B,

conforme Figura 32.

Figura 32 — Graficoy = 2z + 15

Fonte: Elaborado pelo autor.

4. Pratica

(1) Escreva as coordenadas dos pontos de interse¢do com os eixos e esboce o grafico da fungdo y =

—62 + 2 no sistema de coordenadas retangulares.

(2) Dada aretay = kx + be o ponto A(—1,2) pertencente ao gréafico. Sabendo que o coeficiente

linear é 3, determine os valores de k e b.
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Encontre os valores de k e b.

Esboce o grifico no sistema de coordenadas retangulares.
(3) Dada a fungdo linear y = (¢t + 2)z + 2t — 1, se o coeficiente linear for 1, determine a drea do

tridngulo formado pela reta y = (¢ + 2)z + 2t — 1 e os eixos coordenados.

3.2.1.4 Graficos de Fungoes Lineares 2

A sec¢@o da continuidade ao estudo dos graficos iniciado na sec¢do anterior, comegando por um pro-
blema inicial. Nesta secdo, o material ird explorar o significado geométrico dos coeficientes k e b da

fungdo linear y = kx + b
1. Questoes Iniciais

1) Desenhe os graficos das seguintes funcdes lineares:

@y=x+3
b)) y=2x+3
© y=3x+3

Qual a semelhancga e a diferenca entre os graficos?

Figura 33 — Graficos das fungdes y =z + 3,y =2z + 3 ey = 3z + 3.

6
5

4

Fonte: Elaborado pelo autor.
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2) Desenhe os graficos das seguintes funcdes lineares:
(a) y=-0,5z+ 10
(b) y=-2x+10

(c) y=—6x+10

Figura 34 — Graficos das func¢des y = —0,5x 4+ 10,y = —22 + 10 e y = —6x + 10.

f—zxn‘wu y=-6x+10
¥=-2x+10

Fonte: Elaborado pelo autor.

O significado geométrico de k e b

Que papel desempenham os coeficientes b e k?

i- Constante b: O gréfico da fun¢do y = kx + b intercepta o eixo y no ponto de coordenadas
(0,).

ii - Coeficiente k: A inclinagdo da reta y = kx + b depende do valor de |k|. Quanto maior o

valor de |k|, mais inclinada é a reta.

Observe e Pense

(1) Qual é a relacao entre as retas y = kx + b com 0 mesmo valor do coeficiente k?
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Figura 35 — Gréficos de fun¢des com o mesmo coeficiente angular k (retas paralelas)

y=-2x \ | y=-2x+5

25 y=2x+1 / \ 25

H=2x-8

(a) Funcoesy =2z +1ey = (b) Funcdes y = 1255 e yr =
20 — 8 —2x+5

Fonte: Elaborado pelo autor.

Conclusao

* De modo geral, o grifico da fun¢do linear y = kx + b (com b # 0) é uma linha reta, que é

uma translacdo da reta y = kx.

* Se b > 0, areta é transladada em b unidades para cima ; se b < 0, é transladada |b| unidades

para baixo .
* Se k1 = ko e by # b, entdo as retas y = k1x + by e y = kox + bo sio paralelas.

* Reciprocamente, se duas retas y = kix + b1 e y = kox + bo sdo paralelas, entdo k1 = ko
€ b1 7é bQ.

Exemplo: Reta passando por um ponto e paralela a outra

Dada uma reta que passa pelo ponto (1, 2) e é paralela a reta y = 3z — 4.
(1) Determinar a expressao analitica da fun¢ao linear.
(2) Calcular a drea do tridngulo formado pela reta, o eixo z e o eixo y.

Solucao:

(1) Suponha que a expressdo analitica da reta seja y = kx + b, com k # 0.
* Como areta € paralela a reta y = 3z — 4, o coeficiente angular € o mesmo: k = 3.

* Aretay = kx + b passa pelo ponto (1, 2). Substituindo:

2=3-1+4b = b=-1
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* Portanto, a expressdo daretaé: y = 3z — 1.

(2) A reta y = 3z — 1 intercepta:

Figura 36 — Gréfico da funcdo y = 3z — 1.
Gréfico d%’ungéo y=3x—1 e o triangulo AOB
‘ _— y=3><—1I

=== Tridangulo AOB
15

1.0
0.5

> 0.0

-0.5

-1.0 B

=15

2065 =05 00 o5 1o

X

Fonte: Elaborado pelo autor.

* O eixo y no ponto (0, —1), entdo OB = 1
* OQeixozquandoy =0=0=3z—- 1=z = %,logoOA:%

A drea do tridangulo A AO B formado é:

3. Pratica

(1) Translade o grafico da reta y = 3x + 2, 4 unidades para cima ao longo do eixo ¥, entdo a reta
obtida é

(2) Se o gréfico de uma fungéo linear € paralelo a reta y = —x e passa pelos pontos (0,2) e (m, 0),

entao m =

(3) Sabendo que o gréfico de y; = kyx + by € paralelo ao de yo = kox +bo,e quearetay; = k1x+ by
passa pelos pontos (1,2) e (—3,—4), e que a reta yo = kox + bo intercepta o eixo y no ponto

(0,12), determine a expressdo analitica de y; = k1x + by e yo = kax + ba.

3.2.1.5 Graficos de Funcao Linear 3

Nesta terceira parte do estudo sobre os graficos de funcdes lineares, é aprofundada a compreensao da
relacdo entre a fungdo e os conjuntos de valores associados as desigualdades e aos pontos de interse¢do

com os eixos coordenados.
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Sao abordadas situagdes envolvendo o posicionamento do grafico da fungao linear em relag@o ao eixo
x, assim como a andlise dos valores de x para os quais a fung¢do assume valores positivos, negativos ou
nulos. Também € explorada a interpretacdo geométrica de pontos acima ou abaixo de um dado ponto da
reta, reforcando a conexao entre dlgebra e geometria.

O objetivo desta secdo € desenvolver a habilidade de analisar graficamente condi¢des do tipo y > 0,
y < 0,y > k, bem como trabalhar com translagdes verticais e identificar seus efeitos sobre os conjuntos

solucdo de equacgoes e desigualdades lineares.
1. Questoes Iniciais

Reflita e revise
(1) Desenhe o grificodey = —2x + 1

(i) Determine o conjunto dos possiveis valores da coordenada z, se y > 0;
(ii) Determine o conjunto dos possiveis valores da coordenada z, se y = 0;

(iii) Determine o conjunto dos possiveis valores da coordenada z, se y < 0.
(2) Translade o grafico de y = —2x + 1, 4 unidades para cima

(i) Determine o conjunto dos possiveis valores da coordenada z, se y > 0;
(ii) Determine o conjunto dos possiveis valores da coordenada z, se y = 0;

(iii) Determine o conjunto dos possiveis valores da coordenada z, se y < 0.

Figura 37 — Gréfico das fungdes y = —2x +1ey = —2z + 5.

y=-2x+1 y=-2x+5

10

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Combinando algebra e figuras: Qual € a relacdo entre o conjunto de valores e os graficos?

Considere y = kx + b, com k e b nimeros reais e k # 0.

* Quando y = 0, o valor de x € a solu¢do da equagdo kz + b = 0, bem como a coordenada

do ponto no qual o grafico de y = kx + b intercepta o eixo x;

* Quando y > 0, o conjunto de valores de x € a solugdo da desigualdade kx + b > 0, bem

como a parte do grafico de y = kx + b que estd acima do eixo z;

* Quando y < 0, o conjunto de valores de x € a solucdo da desigualdade kz + b < 0, bem

como a parte do gréfico de y = kx + b que estd abaixo do eixo z.

2. Exemplo

. 1
E dado que o gréfico da fun¢éo linear y = kx + b € paralelo areta y = 5T~ 2 e passa pelo ponto
M(2,2).

(1) Encontre a expressdo analitica da funcéo linear.

(2) Encontre o conjunto de valores possiveis das abscissas dos pontos que estdo na parte da

reta acima do ponto M.

(3) Encontre o conjunto de valores possiveis das abscissas dos pontos que estdo na parte da

reta abaixo do ponto M e acima do eixo x.
Solu¢ao:

1 1
(1) Sabemos que a funcdo € paralela a reta y = 2%~ 2, entdo o coeficiente angular é k = oh
logo:
) L +b
= —x
Y73

Como a reta passa pelo ponto M (2, 2), substituimos:
1
2:5-2+b:>2:1+b:>b:1
Assim, a expressdo analitica da fun¢do linear é:
L +1
= —x
V=3

(2) Para encontrar os valores de x para os quais os pontos estdo acima de M, resolvemos:

1 1
§m+1>2:>§m>1:>$>2

(3) Conforme mostrado no gréfico, os pontos abaixo do ponto M satisfazem z < 2, e os pontos

acima do eixo x satisfazem 5% + 1> 0=z > —2. Portanto, o conjunto solucao é:

—2<xr <2
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1
Figura 38 — Gréfico da funcdo y = §x + 1.

y=1/2x+1

/
772 E o T 2 3 3 s B

-t

Fonte: Elaborado pelo autor.

3. Priatica

(1) Considere que o grifico da funcdo linear y = kx + b passa pelo ponto A(—6,0) e pelo ponto
B(0, —4). Responda as perguntas abaixo de acordo com o gréfico a seguir.
I- Quais valores x pode assumir para que tenhamos y > 07
IT - Quais valores y pode assumir para que tenhamosz > 0?

IIT - Encontre o conjunto de possiveis valores das abscissas dos pontos que estdo a0 mesmo tempo

na parte da reta acima do ponto B e abaixo do eixo x.

2
Figura 39 — Gréfico da fungdo y = —gx — 4.

2

Fonte: Elaborado pelo autor.

(2) Correcao de erro: Dada a funcdo y = —x + 3, encontre o conjunto dos valores possiveis da
abscissa dos pontos que estdo abaixo do ponto C'(2,t). Lily escreveu como ¢ < 1 e Ryan escreveu

como t < 0. Quem esté correto?

(3) Desafio: Dada a fungdo y = —z — 6, encontre o conjunto solugdo de —x < y < —zx — 10.
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Para além de tudo isso, fica destacado também que pela estrutura do material, essa temadtica foi divi-
dida em quatro aulas, sendo as trés primeiras com o contetido programaético, e a tltima aula uma revisao
geral do tema. Além dessa revisdo, ao final da explicacdo de cada aula sdo deixados alguns exercicios
para prética.

Fica evidente, também, que o método de ensino preza por uma maior autonomia do aluno, fazendo
com que o aluno chegue as prdprias conclusdes antes de serem apresentados ao conteiido formalmente

pelo professor, o que estimula o senso critico e raciocinio 16gico dos educandos.

3.2.2 Livro do Programa Nacional do Livro Didatico

Diferentemente do material de Xangai, o livro de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020) ndo separa
as nogoes iniciais de fungdes do estudo das fungdes lineares. A se¢do do livro se inicia retomando o
exemplo do taximetro abordado anteriormente, na subse¢do do Livro Didatico do PNLD da secao de

Nocoes Iniciais de Fungdes:

Problema do Taximetro

Em S3o Paulo (SP), em fevereiro de 2020, o valor da bandeirada dos tdxis era de R$ 4,50, € o custo
por quildometro rodado na bandeira 1 era de R$ 2,75.

O preco p a ser cobrado por uma corrida depende da distancia percorrida x e pode ser representado
por uma func¢do.

Considerando que o tdxi nido cobra tempo de parada, o valor total é composto pela bandeirada
(parte fixa) e pela distancia percorrida (parte varidvel).

Assim, a funcdo que expressa o prego p em fungdo da distancia x € estabelecida com base nesses

valores e pode ser expressa da forma abaixo:

\p(:c) =450 + 2,755 ou y = 2,75z + 4,50

E apresentada outra situacio que pode ser modelada e analisada por meio de uma funcéo:

Problema da caixa d’4gua

Um encanador foi contratado para resolver o problema de vazamento em uma residéncia e, para
ter no¢do da quantidade de dgua desperdicada e localizar o vazamento, fechou todos os registros
até que a caixa-d’4dgua de 1000 litros ficasse completamente cheia. Na rede em que detectou o
vazamento, ele percebeu que 8 litros de 4gua eram desperdigcados a cada hora.

A quantidade de dgua q (em litro) que resta na caixa-d’dgua é uma funcdo do tempo ¢ (em hora) e

pode ser representada pela lei:

q(t) = 1000 — 8t ou y = —8¢ + 1000

As leis de formacdo utilizadas para representar cada situagao apresentada anteriormente sao exemplos
de leis de funcdo afim, que podemos definir como indicado a seguir. Dessa forma € definida a Fungdo
Afim:
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Definicao - Funcao Afim

Uma fun¢io f : R — R definida por f(x) = ax + b, com a e b reais, é chamada de funcéio afim.

O livro apresenta outros exemplos de leis de funcdo afim:
a) f(r)=5x+1louy=>5z+1;
b) g(z) = —V2z—1ouy=—22—1;

2 2

¢) h(xz)= —pEONY =~

d) z(xz) = 14,90 ou y = 14,90.

Reafirmando aos alunos de que x € a varidvel independente e y € a varidvel dependente na fungao
afim dada por y = ax + b. Ao atribuir valores para a variavel independente z, obtemos y, o valor da

funcao. Observe alguns exemplos:
* Considerando a fun¢o dada por f(x) = 5z + 1, podemos calcular f(3) da seguinte maneira:
f(3)=5-3+1= f(3)=16
Portanto, 16 é o valor da fungdo f para x = 3.

2
* Considerando a fung@o dada por h(x) = —=% podemos calcular h(—20) da seguinte maneira:

2
h(—20) = 5 (—20) = h(—20) =8
Portanto, 8 € o valor da funcdo h para x = —20.

O livro finaliza enfatizando que em uma func¢éo afim dada por f(x) = ax + b, os niimeros reais a e b
sdo chamados coeficientes e, de acordo com seus valores, a fun¢fo afim recebe alguns nomes particulares

que serdo estudados a seguir.

3.2.2.1 Fungéo Polinomial do 1° Grau

Quando o coeficiente a da fungdo afim € diferente de zero, a funcdo recebe o nome de func¢iao
polinomial do 1° grau, pois a relag@o entre a varidvel dependente e a varidvel independente € expressa

por um polindmio do 1° grau.

Definicao - Func¢ao Polinomial do 1° Grau:

Uma func¢do f : R — R definida por f(z) = ax + b, com a e b reais e a # 0, é chamada de

funcio polinomial do 1° grau.

a) f(r)=2x—1,emquea=2eb=—1;

b) y:0,5x+\/§,emquea:0756b=\/§;
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c) y:§+2x,emquea:2eb: %;
d) f(z)=4z,emquea=4eb=0.
1. Funcao Identidade

Quando a = 1 e b = 0, a fungdo polinomial do 1° grau é expressa pela lei f(x) = x e é chamada

funcio identidade.

Definicao - Funcao Identidade:

A funcdo f : R — R definida por f(x) = x é chamada de func¢éo identidade.

A func@o identidade recebe esse nome, pois associa cada valor de x € R a ele mesmo. Por exemplo:

°
g
—
2

(S
N~—

Il
L
&

3.2.2.2 Fungéo Linear

O livro apresenta um exemplo de um novo tipo de funcio afim:

Considere, agora, a situacio a seguir.

Um certo modelo de veiculo blindado consome aproximadamente 0,25 litro de combustivel por qui-
I6metro rodado. Podemos dizer que a quantidade y de combustivel consumido (em litro) é funcdo da

distancia x percorrida (em quilémetro) e pode ser indicada pela lei:

Nessa situagcdo, temos um exemplo de funcio afim, conhecida também como funcao linear, que

definimos da seguinte maneira:

Definicao - Funcao Linear:

A fungdo f : R — R definida por f(x) = ax, com a real é chamada de funcao linear.

Observe alguns exemplos de leis de fungdo linear:

a) f(x)=—Tzx,emquea = —T,;
b) y = xv/3,em que a = V/3;
1

¢) y=—3,emquea = —3;

d y==x,emquea=1.
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1. Funcao linear e proporcionalidade

E retomado, brevemente, sobre a caracteristica de proporcionalidade das fungdes lineares. Pensando
na situacdo que relaciona o consumo de combustivel y (em litro) de um modelo de carro blindado e
a distancia x que ele percorre (em quilometro) por meio de uma funcéo linear dada por y = 0,25z,

podemos construir uma tabela para analisar a relacio entre alguns valores. Observe:

Figura 40 — Relag¢do entre a distincia percorrida e o consumo de combustivel de um carro blin-

dado
X (em quilémetro) y (em litro)
1 0,25
2 0,50
3 0,75
4 1,00
10 2,50

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Perceba que, ao dobrarmos o valor de z, o valor correspondente de y também dobra. Se multiplicar-
mos x por 3, o valor correspondente de y também serd multiplicado por 3, e assim sucessivamente.
Nesse caso, dizemos que as varidveis x e y representam grandezas diretamente proporcionais e a

constante de proporcionalidade k pode ser obtida pela razao 2, quando x # 0.
x

025 050 075 1,00 2,50

b= 2 3 4 T 10

= 0,25, ou seja, k = 0,25

Em uma funcéo linear, cuja lei de formagdo é dada por y = ax, com a # 0, quando a > 0,
dizemos que as varidveis z e y representam grandezas diretamente proporcionais. A constante

de proporcionalidade & € o coeficiente a da funcéo.

2. Funcao Constante

Outro tipo de fun¢o afim é a funcao constante, definida a seguir.

Definicao - Funcao Costante:

f:R—=R, f(x)=>b, combeR.

A func¢fo constante associa cada valor de z € R sempre ao mesmo valor b. Nesse caso, o conjunto
imagem da fungdo constante é Im(f) = {b}.
Por exemplo, para a fun¢éo constante f dada por f(x) = 12, todos os elementos de D( f) tém imagem

igual a 12. Veja alguns deles:

* f(0) =12
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C f(-3) =12
()
- f(V2) =12

A secdo € finalizada com exercicios, como os abaixo:

Alguns Exercicios apresentados no livro

22. Considere as funcdes reais definidas a seguir:
L f(z)=32%> -5z +4
I g(x) = —2z+3
2
L. h(x) =z
b}
IV. i(z) = 0,01
a) Qual(is) dessas leis é(sdo) de func¢do afim?

b) Classifique as fungdes afins em funcdo polinomial do 1° grau, funcao linear e/ou funcio

constante.

c) Para as funcdes afins, identifique os valores dos coeficientes a e b.

23. Dada a fungio definida por f(x) = 5z — 2, determine:

a) f(2)

b) o valor de x para f(z) =0
24. (FEI-SP) As locadoras X e Y alugam carros do mesmo tipo. A locadora X cobra uma didria
fixa de R$ 100,00, mais R$ 1,30 por quildometro rodado. A locadora Y cobra uma diéria fixa de

R$ 70,00, mais R$ 1,50 por quilometro rodado. Assinale a alternativa correta. Se um individuo

rodar:

a) 100 quildmetros em um dia, ele pagard R$ 230,00 na locadora Y.
b) 100 quildmetros em um dia, serd mais vantajoso contratar a locadora X.
¢) acima de 150 quilometros em um dia, serd mais vantajoso contratar a locadora X.

d) 200 quildometros em um dia, ele pagard a mesma quantia nas locadoras X e Y.

25. Considere uma fungédo afim, dada por y = h(x). Sabendo que h(1) = 4e + h(—2) = 10,
1
escreva a lei da funcéo h e calcule h (— 5) .
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26. Dada a fun¢@o definida por f(z) = ax+2, determine o valor de a para que se tenha f(4) = 20.

27. Sofia quer produzir folhetos com a propaganda de sua empresa. Na gréfica A, o valor da im-
pressdo desse folheto, por unidade, é de R$ 0,30. A grafica B cobra R$ 0,25 para impressdo e uma
taxa fixa de R$ 50,00.

a) Escreva a funcdo que relaciona o valor y a ser pago pela impressao, em reais, com o niimero

de folhetos impressos x, no caso de cada uma dessas gréficas.

b) Na grafica A, o valor pago pela impressao é diretamente proporcional ao nimero de unida-

des impressas? E na grafica B? Justifique.

¢) Se Sofia encomendar 1000 folhetos na gréifica B, quantos reais gastard?

28. Sabendo que f € uma fungdo linear e que f(—3) = 4, determine o valor de f(6).

3.2.2.3 Grafico da fungéo afim

O estudo dos gréificos é feito com a apresentagdo do conceito do grafico de uma funcgéo f, da forma
apresentada a seguir:

Vimos que o grafico de uma fungdo f € o conjunto de todos os pontos (z,y) tais que x € D(f) e
y = f(z).

E possivel demonstrar que o grafico da funcio afim é uma reta. Com base nisso, podemos localizar
no sistema cartesiano dois pontos distintos pertencentes ao grafico da fungdo afim e tragar a reta corres-
pondente.

Inicialmente, construimos uma tabela com dois valores de * € R e determinamos os valores de
y = f(x) para obter os pares ordenados desses pontos. Em seguida, localizamos esses pontos no sistema
cartesiano e tragcamos a reta determinada por eles, que € o gréfico da fungdo f.

Acompanhe alguns exemplos.

a) O gréfico da fungdo afim definida por f(z) = 2z — 1.

Primeiramente, escolhemos dois valores reais para x e obtemos os pares ordenados dos dois pontos

pertencentes ao grafico de f. Em seguida, tracamos o grafico.

Figura 41 — Gréfico da Fungdo f(z) = 2z — 1

f

R IR

x y=2x—-1 0, y)

1 |y=2:(N-1=-3| (-1,-3)

2 y=2--1=3 23

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

b) O gréfico da funcdo afim definida por g(x) = —2x — 1.
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Inicialmente, escolhemos dois valores reais para x e obtemos os pares ordenados de dois pontos

pertencentes ao grafico de g. Em seguida, tragcamos o gréfico.

Figura 42 — Griéfico da Fungdo f(z) = —2z — 1

9

y

3
3

5

X y=-2x-1 x,y)

-1 |y==2-(-D-1=1] (1,9

4 [5x

1 |y==2-m-1=-3| 4,-3

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

¢) O grifico da func@o afim definida por h(z) = 2z.

Observe que a fungdo h € uma fungdo linear. Como a lei de formacdo de uma funcéo linear € da forma

y = ax, substituindo x = 0 nessa lei, temos y = a - 0 = 0. Portanto, o gréfico da funcdo linear sempre

passa pelo ponto (0, 0), origem do sistema cartesiano.

Figura 43 — Grafico da Fun¢do f(z) = 2x

[

X y=2x (x, y)

0 y=2-0=0 | (0,0

- N WA

1 y=2-(=2 1,2

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

d) O gréfico da funcdo afim definida por i(z) = x.

Observe que a fung¢do ¢ € a fungdo identidade, que associa cada valor de  do dominio a ele mesmo. O

gréifico da funcdo ¢ também passa pela origem do sistema cartesiano.

Figura 44 — Gréfico da Fun¢do f(z) = x

4
x y=x )
) y=-2 (=2,-2) a5 2 -1, /To 4 X
3 y=3 (3,3) :;

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

O gréfico da funcdo identidade € a reta que contém as bissetrizes dos quadrantes impares do plano

cartesiano.

e) O grifico da funcdo afim definida por j(z) = 4.

Observe que a funcdo j € uma funcao constante. Para qualquer valor de x no dominio da fung¢ao, y € igual

a 4. Portanto, o gréifico é uma reta paralela ao eixo x que intersecta o eixo y no ponto (0, 4).
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Figura 45 — Griéfico da Fung¢do f(z) = 4

y
6
5
X y=4 (%, y) .
)
-1 y=4 (-1,4) 3
3 y=4 3,4 1

-4 —3-2-1 |0 X

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

O grifico de uma fungdo constante definida por y = k, em que k£ € R, é uma reta paralela ao eixo z

que intersecta o eixo y no ponto (0, k).

3.2.2.4 Zero da fungéo afim

O material segue entdao com a apresentac@o do conceito de Zero de uma funcio:

Definicao - Zero de uma Funcio:

Em uma fungéo f : A — B, um valor de x € A tal que f(x) = 0 é chamado zero da funcio f.

No caso da fungdo afim, definida por f(z) = ax + b, quando a # 0, resolvemos a equagdo f(x) = 0,

ou seja, ax + b = 0 para determinar o zero da fun¢do f. Nesse caso, temos:

b
a$+b=0:>a:r=—b=>x:_a

Logo, quando a # 0, o zero de uma fung¢do afim é dado por z = —%. O zero da fungdo afim € a

abscissa do ponto em que o gréfico cruza o eixo x, como indicado na figura.
Figura 46 — Representacdo de uma Fun¢do Afim

yA

N

xy

0 b
~a

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Se a = 0, temos duas situacdes:
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* b # 0: nesse caso, temos uma fungio constante cujo grafico ndo cruza o eixo x e, portanto, nao ha

zero da funcao;

* b = 0: nesse caso, temos uma func¢do constante dada por y = 0, conhecida também como fung¢éo
nula, cujo grafico € uma reta coincidente com o eixo z e, portanto, todo x € R € zero da fungdo

nula.

Vimos em uma situa¢do apresentada anteriormente que, por causa de um vazamento, a quantidade
de 4gua ¢ em uma caixa-d’dgua, em litro, varia em funcdo do tempo ¢, em hora, de acordo com a lei
y = —8t + 1000.

Para saber em quanto tempo esse vazamento esvaziard essa caixa-d’dgua, considerando que o registro
de entrada de dgua na caixa permaneca fechado, podemos determinar o zero dessa fungdo. Nesse caso,

temos:

—8t+ 1000 =0 = —8t = —1000 = ¢t = 125

Portanto, nas condi¢des apresentadas, o vazamento esvaziard essa caixa-d’dgua em 125 horas. Geo-
metricamente, essa situagdo também pode ser interpretada por meio do grafico da funcio, como indicado

a seguir.

Figura 47 — Gréfico da funcdo y = —8¢ + 1000

q (litro)
1000

750

500
instante em que a

250 caixa-d'agua estara vazia.

0 25 50 75 100 125 t (hora)

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

3.2.2.5 Taxa de variagao

O préximo tema abordado € a taxa de variacdo de uma funcdo, onde € explicado aos alunos como a
variagdo dos valores da funcio pode ser obtida.

O livro utiliza de exemplo uma fung¢io dada por p(x) = 2,75z + 4,50 para representar a relagio entre
o preco de uma corrida de tixi, em reais, e a distancia percorrida, em quilémetro.

Observe a seguir o grafico dessa func¢ao, verificando que, nessa situacdo, temos x > 0.
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Figura 48 — Grifico da fungdo p(z) = 2, 75z + 4, 50
p(R$)

20,001

1550— |

15,001

10,00

5,001

450—

0 1 2 3 4 5 x(km)

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Perceba que, na situacdo apresentada, hd uma variag@o nos valores da funcio p a medida que os valores
correspondentes de = também variam. Estudaremos agora uma maneira de fazer essa andlise utilizando

a taxa de variacdo média.

Taxa de variacdo média de uma func¢ao

Considerando uma funcéo f : R — R e dois niimeros reais x1 e xo, tais que 1 < s, a taxa de

variaciio média da funcéo no intervalo [z}, z2] é dada por:

f(z2) — f(z1)

Ty —x1

O livro demonstra como pode ser feita a determinagdo da taxa de variacdo da fungao:

Determinagao da taxa de varia¢ao

Podemos determinar a taxa de variagdo média da fungdo afim f : R — R, dada por f(z) = ax+b,
em um intervalo [z1, x2], com x1 # 9, da seguinte maneira:
flxe) — f(x1) axe+b—(ax1+b) al(xe—x1)

= = = Qa
To — I To — 1 T — 1

Logo, a taxa de variagdo média da fun¢do afim definida por f(x) = ax + b, em relagdo a , é dada
pelo coeficiente a.

O coeficiente a € também conhecido como coeficiente angular ou declividade da reta correspon-
dente ao gréfico da funcdo afim e estd relacionado com a inclinacdo da reta em relacdo ao eixo
x.

O coeficiente b, denominado coeficiente linear dessa reta, é a ordenada do ponto em que o grifico

da funcdo afim cruza o eixo y.

J

Observe e compare, em um mesmo sistema cartesiano, o grafico de algumas funcdes afins, conside-
rando diferentes valores de a.

e flx)y=x+1 * h(z)=5x+1

) 1
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C )= —z+1

Figura 49 — Gréficos de funcdes afins com o mesmo valor de b e diferentes valores de a

w4+
Xy

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Observe e compare agora, em um mesmo sistema cartesiano, o grafico de algumas funcgdes afins,

considerando diferentes valores de b.

1

. p(x)zix—l
1

. q(ac):§x—2

Figura 50 — Graficos de fungdes afins com o mesmo valor de a e diferentes valores de b

[ p

TZ G 15 3

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Veja que os graficos das funcdes afins com o mesmo coeficiente a possuem a mesma inclinacdo em

relacdo ao eixo x, ou seja, sdo retas paralelas entre si.

A sec¢do do livro € finalizada com alguns exercicios como os abaixo:
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Alguns Exercicios apresentados no livro

34. Construa no sistema cartesiano ortogonal o grafico das funcdes afins dadas por:

b) g(z)=—x+4 d) h(z)=—2z
35. Determine o valor de p de modo que o grifico da fung¢do, definida por f(z) = 3z + p — 2,

cruze o eixo y no ponto de ordenada 4.

36. Determine m de modo que o gréfico da funcdo f, dada por f(z) = —2x + 4m + 5, cruze

0 eixo z no ponto de abscissa 3.

37. Determine o zero de cada uma das fungdes afins definidas a seguir.

a) f(z)=-3z+4 ) y=2x+38
3 x

38. (Ufop-MG) O custo total da fabricacdo de determinado artigo depende do custo de produ-
¢do, que € de R$ 45,00 por unidade fabricada, mais um custo fixo de R$ 2 000,00. Pede-se:
a) A funcdo que representa o custo total em relagdo a quantidade fabricada.
b) O custo total da fabricagao de 10 unidades.

¢) O ndmero de unidades que deverdo ser fabricadas para que o custo total seja de R$
3.800,00.

d) O grafico da fung@o custo total, destacando os dados obtidos nos itens anteriores.

3.2.2.6 Crescimento e decrescimento da fungéo afim

A préxima secdo do livro aborda o tema do crescimento e decrescimento da fungdo afim. O livro
destaca que estudar o comportamento de uma fun¢io a medida que os valores do dominio aumentam
ou diminuem, nos permite verificar se essa fungdo é crescente ou decrescente em um intervalo do seu

dominio.

Definicao - Funcdes Crescentes e Decrescentes

Uma fung@o f € crescente em um intervalo [a, b] de seu dominio D(f) quando, para quaisquer
valores de 1 e x5 desse intervalo, com 1 < x9, temos f(z1) < f(x2).
Uma fungéo f é decrescente em um intervalo [a, b] de seu dominio D(f) quando, para quaisquer

valores de z1 e z2 desse intervalo, com 1 < x, temos f(x1) > f(x2).

. J

No caso da fung¢ao afim, podemos determinar se ela € crescente ou decrescente com base no sinal do
coeficiente a na lei de formacdo y = ax + b.

Observe os exemplos a seguir.
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Figura 51 — Gréficos de f(z) =2z +1 (a > 0)

—_

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

* Aumentando os valores atribuidos a x, aumentam também os valores correspondentes da imagem

f(z). A fungdo f é crescente em todo seu dominio.

Figura 52 — Gréficos de g(z) = -2z +1 (a <0)

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

* Aumentando os valores atribuidos a z, diminuem os valores correspondentes da imagem g(z). A

funcdo g € decrescente em todo seu dominio.

E destacado aos alunos que é possivel determinar se uma funcio linear é crescente ou decrescente de

acordo com o sinal de seu coeficiente angular, ou seja:
* Se a > 0, a funcdo € crescente em todo seu dominio.
* Se a < 0, a fungdo é decrescente em todo seu dominio.
* Se a = 0 a fun¢do € constante em todo seu dominio

Podemos também identificar se uma fun¢@o afim € crescente ou se é decrescente observando a incli-

nacdo da reta que constitui o grafico da funcio.



3.2. FUNCOES LINEARES 105

Figura 53 — Comportamento grafico das func¢des afins

a>0 a<o a=0

1 2 X 0 x
« O gréfico de uma fungéo afim = O gréfico de uma fungdo afim « O gréfico de uma fungao constante
crescente é uma reta ascendente. decrescente é uma reta descendente. | ¢é uma reta paralela ao eixo x.
- fé crescente se, e somente se: - fé decrescente se, e somente se: - fé constante se, e somente se:
Vx, x, ED(f), x, > x, = fix) > fix). | Vx,x,ED(f),x,>x,= flx) <flx). Vx€D(f), fix) = k, para algum kER.

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

3.2.2.7 Estudo do sinal da func¢éo afim

Quanto ao estudo de sinais da funcdo, os autores destaca que para estudar o sinal de uma funcéo,
verificamos os elementos do seu dominio para os quais a imagem pela funcdo é um valor positivo, um
valor negativo ou um valor nulo.

Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020) também utiliza uma breve defini¢ao:

Estudo dos sinais de uma funcdo afim f

Considerando uma func@o f, de dominio D(f), temos:
* f é positiva para os valores de z € D(f) em que f(z) > 0;
* f é negativa para os valores de x € D(f) em que f(x) < 0;

* f énula para os valores de x € D(f) em que f(x) = 0 (zeros da fung¢do).

O livro orienta que para estudar o sinal de uma fungéo afim dada por f(x) = ax + b, considerando
a # 0, podemos inicialmente determinar o zero da fungfo, que genericamente pode ser escrito como:

T =——.
a

Em seguida, deve-se criar um esboc¢o do gréfico da funcdo afim, levando em consideragdo o fato de
ela ser crescente (a > 0) ou ser decrescente (a < 0). Por fim, analisamos esse esboco, como indicado a
seguir:

Sea =0eb # 0, a funcdo afim é a fungdo constante dada por f(x) = b. Nesse caso, temos:

Sea =0eb=0,a funcdo afim é a fungdo nula dada por f(x) = 0. Portanto, a fun¢éo € nula para
todos os valores de x do dominio.

Neste ponto € finalizado o estudo das Fung¢des Lineares. Vale destacar que o capitulo ainda possui uma

secdo que aborda as inequagdes do primeiro grau. Outro aspecto relevante € a utilizacdo de exercicios,
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Figura 54 — Estudo do sinal de uma Funcdo Linear 1

a>0

a<o

fix) = 0 parax = _b
® a

b

75 x f(x)>()parax>—;

© a b
f(x) <0parax<—g

fix) = 0 parax = —2
® b
f(x) > 0parax <——
x a
©

slo

f(x) < 0 para x > —S

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Figura 55 — Estudo do sinal de Func¢ao Linear 2

b>0 b<o
® S x
X
f(x) > 0 para todo x € D(f) fix) < 0 para todo x € D(f)

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

que totalizam 52 atividades em todo o capitulo, que aborda desde as nocdes iniciais de funcdes até as

inequacgoes.
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3.3 Func¢des Quadraticas

As funcdes quadraticas sdo um alicerce da matemaética, essenciais para compreender as relagdes que
observamos em nosso dia a dia, da trajetéria de uma bola a estratégias de negécios. Uma fun¢io quadratica
¢ facilmente identificada por sua forma principal, y = ax? 4 bz + ¢, onde a, b e ¢ sdo niimeros, e o
a # 0. Este capitulo analisa essas fun¢des, comparando como sdo ensinadas nos dois materiais didaticos:
o Material de Xangai e um livro do PNLD de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020).

Comecaremos explorando o Material de Xangai, que como principal caracteristica desafia os alunos
a descobrir as fungdes quadrdticas a partir de problemas reais, como calcular a drea de um cubo ou o
nimero de jogos em um campeonato. Veremos como essa abordagem nos ajuda a construir os conceitos
passo a passo, inclusive desenhando os graficos das pardbolas e entendendo como o coeficiente a afeta
sua forma e para onde se abrem. Também aprenderemos sobre as translagdes dos graficos, ou seja, como
eles se movem para os lados ou para cima e para baixo.

Em seguida, analisaremos a abordagem de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020), que contextualiza as
funcgdes quadraticas com exemplos praticos, como o lucro de uma empresa , e explora suas aplicagdes em
fisica e engenharia. Este material enfatiza o cdlculo dos ”zeros”da funcdo (onde o grifico cruza o eixo
X) usando a conhecida férmula de Bhaskara, e nos mostrard como o ponto mais alto ou mais baixo da

parabola, denominado vértice da pardbola, € crucial para entender seu comportamento.

3.3.1 Material de Xangai
3.3.1.1 Fungéao Quadratica

1. Questoes Iniciais

O capitulo sobre equacdes do segundo grau se inicia com a apresentacio dos seguintes problemas para
que os alunos possam encontrar equagdes que os representem e verificar caracteristicas comuns entre as

equacgoes.

(a) A drea de superficie 3, em polegadas quadradas (in?), de um cubo e o comprimento do lado do

cubo z, em polegadas (in).

Figura 56 — Planificagdo do cubo

[ |
1y indy

xin,

Fonte: Material de Xangai

(b) Han times em uma liga esportiva. Em cada temporada, cada time joga contra todos os outros times

uma vez. O total de jogos a serem disputados na temporada € (G. Qual € a relacdo entre G e n?



3.3. FUNCOES QUADRATICAS 108

(¢) Uma borda uniforme é montada como moldura de uma fotografia. Apés ser emoldurada, as dimen-
sOes da parte exposta da fotografia sdo 25 cm por 20 cm. Qual € a relacfio entre a drea da moldura

A (em ¢m?) e a largura da borda =, em cm?

Figura 57 — Representa¢do de uma moldura de fotografia

£
Q
&L 25 cm #
i |xem
P E
{8

Fonte: Material de Xangai

Solucao

(a) Aplicando a férmula da drea da superficie de um cubo, teremos:

y = 62°
(b) Cada time jogard com n — 1 times, mas a partida do time A com o time B é a mesma que a do time
B com o time A.

Portanto, o nimero total de jogos jogados é

1
G = in(n - 1),
o que pode ser simplificado para: ) .
G = 5712 — §n

(©)
A = (25 + 27)(20 + 2x) — 25 x 20,

o que pode ser simplificado para:
A =42 — 90z

Nas equagdes acima, cada varidvel dependente € escrita como uma expressao quadratica da varidvel
independente, e cada varidvel independente pode ser associada a exatamente uma varidvel dependente.

Chamamos essas fun¢des de funcdes quadraticas:
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Definicao - Funcao Quadratica

Uma fung¢do quadratica é uma funcdo que pode ser escrita na forma

y = azx’ + bz +c,

onde x € a varidvel independente, a, b, ¢ sdo constantes, € a # 0. Essa forma é chamada de forma
geral de uma funcao quadratica.

Exemplos:

a) y:xz

b) y=2z2+3
) y=a—x+2

Sao apresentadas, a seguir, alguns exemplos de fungdes, para que os alunos identifiquem quais sdo

fungdes quadraticas.

Exemplos do material didatico

Exemplo 1: Qual das seguintes funcdes sao funcoes quadraticas?
a) y=1-— 322
b) y=2z(1+5z)+7
©y=1+=%

d) y = tz? (¢ é uma constante)

Solucao:
a) Sim. A funcdo pode ser reescrita como y = —3x? + 1, que estd na forma geral da funcio
quadrética y = ax?® +bx +c¢,coma = —3,b =0, ¢c = 1. Portanto, trata-se de uma funcéo
quadrdtica.

b) Sim. Desenvolvendo a expressdo:
y=2x(1+5z) +7=22+ 100> +7 =102 + 22 + 7,
que estd na forma ax? + bx + ¢, com a = 10, b = 2, ¢ = 7. Logo, é uma funcio quadritica.

. 1

¢) Nao. A fungdo dada € y = 1 + —;, e ndo pode ser escrita na forma polinomial do segundo
T

grau az? + bx + ¢, pois contém um termo com expoente negativo (inverso de x2), o que a

caracteriza como uma funcdo racional, e ndo uma funcio quadrética.

d) Depende. A expressio y = tx? estd na forma quadritica desde que t # 0. Casot = 0, a
funcdo torna-se constante (y = 0) e, portanto, deixa de ser uma func¢do quadratica. Assim,

a fungdo € quadratica somente quando ¢ € R\ {0}.
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a)

Exemplo 2: Cada relacio pode ser modelada por uma func¢io quadratica? Explique como

vocé sabe.

a) Considere que a distincia h percorrida por uma bola em queda livre em ¢ segundos pode

ser expressa pela equagado )

h = §gt2,
onde g € uma constante nio nula. A relacdo entre h e ¢ pode ser modelada por uma fungao
quadrética?

b) Um cilindro tem altura fixa h. A relag@o entre o volume do cilindro V' e o raio da base r
pode ser modelada por uma fun¢do quadrética?

¢) Uma academia cobra $15 por aula. O valor total y cobrado pela academia por x aulas de
fitness € dado em reais. A relacdo entre y e « pode ser modelada por uma fungao quadréatica?

d) Um antibidtico elimina 10% de um determinado tipo de bactéria a cada hora. No inicio, a
quantidade desse tipo de bactéria é A. Apés a aplicagdo do antibidtico por h horas, restam
N bactérias. A relacdo entre NV e h pode ser modelada por uma fungdo quadratica?

Solucao:

a) Na equacio, a varidvel dependente h pode ser escrita na forma % gt?, onde % g € uma cons-
tante, e t é a varidvel independente.

Usando y para h, x para t, e a para % g, a equagio pode ser reescrita como y = ax?.
Como g # 0, % g # 0, a equacdo estd na forma de uma funcgio quadrética. Essa situacio
pode ser modelada por uma funcio quadrética.

b) O volume V' de um cilindro e sua altura h, e raio da base r, possuem a relagio V = 7r2h.
Quando h ¢ fixado, temos V' = (7h)r2. Portanto, o volume V' e o raio r podem ser mode-
lados por uma funcao quadrética.

¢) Nesta situag@o, o valor total cobrado y por = aulas é y = 15z.

Tal relacdo ndo € uma fun¢do quadratica, mas uma funcio linear.

d) N = (1-10%)"A.

A variavel independente h estd no expoente. Portanto, o nimero de antibidticos N e as

horas passadas h estdo em uma relacio exponencial, ndo quadrética.

Exemplo 3: Um fazendeiro esta plantando laranjeiras. Ele plantou 30 laranjeiras por hectare,
e cada arvore pode produzir 350 laranjas. Para cada arvore adicional plantada por hectare,
a producao por arvore para todas as arvores no hectare diminui em 10 laranjas devido a

superlotacio.

Expresse o nimero de laranjas que cada arvore pode produzir, ¥, como uma fungdo do

numero de laranjeiras por hectare, x.
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b) Expresse a produgdo total por hectare, 7', em laranjas, como uma func¢do do nimero de

laranjeiras por hectare, x.
Solucao
a) O nuamero extra de drvores plantadas € z — 30, entdo cada 4rvore pode produzir
350 — 10(x — 30) = 650 — 10« laranjas.

E necessério observar que, para que a equacio y = 650 — 10z seja vélida, devemos ter

x > 30, que é o dominio da funcio.

Resposta: A fun¢ido que pode modelar a relacao entre o nimero de laranjas que cada arvore

pode produzir, y, € o nimero de laranjeiras por hectare, x, é

y =650 — 10z (z > 30).

b) A produgido total por hectare, T', é o produto entre o nimero de arvores por hectare, z, € 0

nimero de laranjas produzidas por arvore, y:

T =z -y =2(650 — 10z) = 650z — 10z?, onde z > 30.

Resposta: A fun¢ao que pode modelar a relagc@o entre o niimero de laranjas que cada hectare

pode produzir, T', e o nimero de laranjeiras por hectare, x, é

T = 650z — 1022 (x> 30).

2. Resumo

Uma funcdo quadrética é uma funcio que pode ser escrita na forma y = ax? 4 bz + ¢, onde x é a
varidvel independente, a, b, ¢ sdo constantes, e a # 0.

O dominio geral de uma funcio quadrética é o conjunto formado por todos os niimeros reais. No
entanto, em situacdes do mundo real, o dominio deve atender as restri¢cdes do contexto.

Finalizando a se¢ao, sdo apresentados os exercicios abaixo:

Exercicios sobre Func¢oes Quadraticas

1. Quais das funcdes a seguir sao funcoes quadraticas se z for a variavel independente?
(a) y = 3a?
(b) y =5x%— 22
) y=-222+z—1
d) y=4-2?

1
(e y:ﬁ

1
) y =22+ —
T
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(&) y = az’
2. Seja r o raio de um circulo:

(a) O comprimento da circunferéncia C' = pode ser modelado como

uma fung¢ao do raio.

(b) A drea do circulo A = pode ser modelada como uma fun¢ao

do raio.

3. Cada relacao abaixo pode ser modelada por uma funcio quadratica? Justifique sua

resposta.

(a) A frequéncia cardiaca b que um ser humano pode atingir na idade a, sabendo que
b=0,8(220 — a).

(b) O lucro total P de produzir z unidades, sabendo que o lucro € a diferenca entre a

receita total R e o custo total C, e que:
R =1000z — 22> e C =3300+ 15z.

4. O ingresso para um baile escolar custa R$4 por pessoa e a previsdao de piblico é de
300 pessoas.
A cada aumento de R$0,10 no preco do ingresso, a comissdo organizadora projeta que a
presenca diminua em 5 pessoas. Expresse a receita y como funcdo do preco do ingresso x

(em reais) e determine o dominio da fungdo.

(Valores originalmente apresentados em dolares foram adaptados para reais a fim de contextualizar a questdo

a realidade brasileira.)

5. Maria quer cercar um espaco retangular em seu quintal para um jardim.
Ela comprou 80 pés de cerca de arame para cercar trés lados, deixando o quarto lado en-
costado na cerca do quintal. Encontre a funcdo que descreve a drea cercada em funcdo do

comprimento L dos lados perpendiculares a cerca existente, e determine seu dominio.

Figura 58 — Jardim da Maria

A
Quintal

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.3.1.2 Gréficos e caracteristicas da fungdo quadratica y = ax?

Na préxima secdo do capitulo, sio introduzidos os grificos da funcdo quadratica. E destacada a im-
portancia da representagiio algébrico-geométrica na educagiio matemdtica chinesa. E relembrado que o
material propde que, ao estudar as fungdes lineares, deve-se combinar a matemadtica algébrica com a
matemdtica geométrica e investigar as caracteristicas das fungdes por meio da representacio gréfica. E
dessa forma, para o estudo da familia das fungdes quadraticas, deve-se continuar a aplicar esse método e

iniciando com a investigacdo da func¢io quadratica mais simples: y = 2.

1. Questoes Iniciais

2

Pede-se aos alunos que representem graficamente a funcdo y = z“, os quais devem seguir a seguinte

orientacao:
(1) Construir uma tabela para encontrar pontos no grafico:

Tabela 16 — Tabela de valores para a funcdo y = z2.

x\ 3 2 10123

yl... 9 4 101 409

Fonte: Elaborado pelo autor.

Certifique-se de que os valores de = na tabela contenham ndmeros negativos, zero e positivos, e que os
valores de x estejam ordenados do menor para o maior. O zero € especial e deve ser incluido, pois € o tinico

valor que faz com que y seja zero.

(2) Localizar os pontos no plano cartesiano.

Figura 59 — Pontos da fungio y = 22

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

=1

Fonte: Elaborado pelo autor.

(3) Conectar os pontos suavemente para formar o grafico da fun¢io quadratica.
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Ao final, os alunos devem chegar ao grafico abaixo:

Figura 60 — Gréfico da Fungdo y = z?

8
7

6

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ap6s essa etapa, o material propde uma reflexiio guiada sobre o grifico da funcio quadritica y = 2.

Por meio de perguntas orientadoras, os alunos sdo incentivados a observar a forma do grafico, identifi-
car padroes de variacdo e reconhecer propriedades geométricas fundamentais, como simetria e o ponto
de minimo. Esse momento de andlise tem como objetivo aprofundar a compreensdo tedrica a partir da

representacdo grafica construida anteriormente.
Pense!
Use o grafico da fungio quadritica y = 2% para responder as seguintes questdes:

a) Com qual letra do alfabeto o formato do gréfico se parece? Quais propriedades essa letra possui

(estudamos essa questio ao analisar transformacdes geométricas)?
b) Quando x < 0, como o valor de y se altera conforme = aumenta? E se z > 0?

¢) Com base na sua resposta ao item (b), quais caracteristicas o ponto com x = 0 possui?

Espera-se que os alunos sejam capazes de responder a essas perguntas, em que devem chegar as

seguintes conclusoes:
Solucao:
a) O grifico da fungiio quadritica y = 22 tem forma de U e é chamado de parabola.

b) Uma pardbola é um grafico simétrico em relacio ao eixo y. O eixo de simetria da parabola € o

eixo y ou areta x = 0.

¢) Quando x < 0, y diminui conforme = aumenta. Quando « > 0, y aumenta conforme = aumenta.
Isso torna o ponto com « = 0 o ponto minimo, ou o ponto mais baixo da pardbola. O ponto mais

baixo (0, 0) é chamado de vértice da pardbola.



3.3. FUNCOES QUADRATICAS 115

Na verdade, o grafico de qualquer fungdo quadratica € uma curva em forma de U chamada parabola.
Isso nos permite nomear o grafico de tal funcio de maneira mais especifica. Por exemplo, podemos chamar
o grifico da funcdo y = 22 de parabola y = 2.

E apresentado um novo exemplo para auxiliar na explicagio:

Exemplo 1: Gréfico da fungio y = —x?

Passo 1: Faca uma tabela

Tabela 17 — Tabela de valores para a funcdo y = —x2.
x|... 3 -2 -1 01 2 3
yl... 9 4 -1 0 -1 4 9

Fonte: Elaborado pelo autor.

Passo 2: Localize os pontos e conecte-os usando uma curva suave.

Figura 61 — Gréfico da Fungdo y = —x?

2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Passo 3: Caracteristicas observadas no gréfico:

* Oeixo de simetria é x = 0

* O vértice é o ponto (0,0)

¢ Quando x < 0, os valores de y aumentam conforme x aumenta.
* Quando x > 0, os valores de y diminuem conforme = aumenta.

* O conjunto imagem (alcance) da funcaoéy <0

O material sugere que o professor peca aos alunos que comparem os grificos das fungdes y = x2 e

Yy = —x°.
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Pense:
Compare os grificos de y = 22 e y = —22. Qual é a principal diferenca? O que causou essa
diferenca?
Os gréficos de y = 22 e y = —x? possuem dire¢des de abertura diferentes. Isso ocorre porque seus

coeficientes de 22 sdo opostos.

Esses dois gréficos sdo simétricos em relacdo ao eixo x, ou seja, y = 0.

Entéo, o valor y do vértice representa o valor minimo ou mdximo do conjunto imagem da funcdo, e
podemos denotd-lo como Ymin OU Ymsx-

Por exemplo, para a funcio y = z2, temos Ymm = 0; para a fungdo y = —22, temos Ymax = 0.

Uma parabola possui as seguintes caracteristicas:

1. Ela pode ter concavidade para cima ou para baixo.
2. Possui um eixo de simetria.
3. Possui um vértice que estd sobre o eixo de simetria.

4. O dominio da fungdo € o conjunto dos ndmeros reais.

2 o vértice é o ponto minimo, ou ponto mais baixo, da pardbola;

5. Quando a > 0,em y = ax
o conjunto imagem € y > 0 e a pardbola se abre para cima.
Quando z < 0, y decresce conforme x aumenta;

Quando = > 0, y cresce conforme x aumenta.

6. Quando a < 0, o vértice € o ponto maximo, ou ponto mais alto, da parabola;
o conjunto imagem € y < 0 e a pardbola se abre para baixo.
Quando x < 0, y cresce conforme z aumenta;

Quando = > 0, y decresce conforme = aumenta.

No préximo tépico € abordada a abertura da pardbola, e € pedido no préximo exemplo que compare

algumas funcdes quadraticas.

Andlise dos Graficos das Fun¢des Quadraticas

Exemplo 2: Represente graficamente as funcdes y = %1’2 e y = 422 no mesmo plano cartesi-

ano. Em seguida, identifique a direcdo de abertura, o eixo de simetria, o vértice, os intervalos de
crescimento e decrescimento e o conjunto imagem de cada funcdo.

Passo 1: Construa uma tabela de valores para cada funcdo:

Tabela 18 — Tabela de valores para y = %$2

x |... 3 -2 -1 0 1 2 3
y=1z%|... 45 2 05 0 05 2 45

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 19 — Tabela de valores para y = 42>

T ... -1 -075 -05 -025 0 025 05 075 1
y=42?|... 4 225 1 025 0 025 1 225 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Passo 2: Represente os pontos e conecte-os com uma curva suave. O grafico resultante mostrara

pardbolas com aberturas para cima.

Figura 62 — Fungdes quadraticas

Fonte: Elaborado pelo autor.

Passo 3: Caracteristicas dos graficos:

Ambas as fungdes possuem o eixo de simetria em 2z = 0 e o vértice na origem (0, 0).

Para x < 0, o valor de y diminui 2 medida que  aumenta.

Para x > 0, o valor de y aumenta a medida que x aumenta.

* O conjunto imagem das funcgdes € y > 0.

2. Discussao:

* Analisando os gréficos do Exemplo 2, como o pardmetro a na funcdo y = ax? afeta o formato da

parabola quando a > 0?
+ Como o parimetro a na fun¢io y = ax? afeta o formato da pardbola quando a < 0?
2 ¢ mais aberto (mais largo) do que o grifico da

Quando 0 < a1 < ag, o gréfico da funcdo y = a1«

funcio y = az?.

Para investigar o efeito do pardmetro a na funcio quadrética y = ax
dois ou trés valores negativos de a, representar graficamente as fun¢des no plano cartesiano e comparar

2 com a < 0, podemos escolher

os gréficos.
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Por exemplo, podemos representar as fungdes:

1
y=-a" y=-ga’ e y=-2’

Perceba que quando ay < a; < 0, o grafico da fungdo y = a2

funcio y = asz?.

€ mais aberto do que o grifico da

Figura 63 — Funcdes quadrdticas com a < 0

{ -9

Fonte: Elaborado pelo autor.

2

O material destaca que, de modo geral, o coeficiente do termo x“ em uma func¢do quadratica afeta

tanto a largura da pardbola quanto a dire¢io da sua abertura.

* Quando |aj| < |az|, o grifico da fun¢io y = aj2?

y = agx?.

¢ mais aberto do que o gréfico da funcdo

* Quando a > 0, a pardbola y = az? se abre para cima;
* Quando a < 0, a pardbola y = ax? se abre para baixo.
3. Resumo:
2

1. Como representar graficamente y = ax

a) Use 5 pontos para esbogar a pardbola: o vértice e dois pares de pontos simétricos em relacio

ao eixo de simetria.

b) Ao construir a tabela, organize os valores de x do menor para o maior.
2. Vocabulario relacionado ao grafico:

a) O grafico de uma fungdo quadratica € uma curva em forma de U, chamada parédbola.

b) Uma parédbola possui um eixo de simetria e um vértice.
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2

3. Caracteristicas da fun¢do y = ax* com base no grafico.

A se¢do entdo € finalizada com o quadro de resumo a seguir, e logo em seguida, sdo propostos alguns
exercicios para explorar a teoria estudada.

Tabela 20 — Caracteristicas da pardbola y = ax?

Parabola y = az? a>0 a<0

3

2 3

Grifico - N \

Direcao da abertura Abre para cima Abre para baixo

=0
Eixo de Simetria
Para x e —x, a fungdo gera o mesmo resultado.

0,0 0,0
Vértice (0,0) (0,0)
Ponto mais baixo; Minimo Ponto mais alto; Mdximo
Dominio Todos os nimeros reais
Conjunto Imagem y >0 y <0

. . z < 0, y diminui conforme x aumenta. | x < 0, y aumenta conforme = aumenta.
Intervalo de Crescimento/Decrescimento

z > 0, y aumenta conforme x aumenta. | « > 0, y diminui conforme x aumenta.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exercicios propostos no material de Xangai

1. Identifique a direcdo, o eixo de simetria e o vértice de cada parabola.

() y = 327

(b) y = —3a?
© y = 2o
(d) y=—1.522

2. Ordene cada grupo de fungdes quadraticas da mais larga para a mais estreita.
(@) y = 322,y = 2.332%, y = 422

(b) Yy = —%$2, Yy = —2$2, y= %$2

3. Relacione cada uma das pardbolas A até D com as equagdes abaixo:

(@) y = 0.2522
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(b) y = b5a?
(c) y = 222
(d) y=0.122

4. Represente graficamente cada funcdo e identifique o eixo de simetria, o vértice, o dominio e o

conjunto imagem. Em seguida, nomeie o intervalo no qual y aumenta a medida que x aumenta.
(a) y = 3z°
1
(b) y = —5a?

5. Durante o periodo de aceleragdo, a distdncia s, em metros, que um carro percorre ao longo de

t segundos pode ser descrita pela equagiio s = 0.4¢2.
(a) Encontre a distancia percorrida pelo carro em 3s € 5.5s.
(b) Faca o gréfico de s como funcdo de .

(c) Use o gréfico para determinar o tempo necessario para o carro percorrer 10m e 15m.

6. Complete as lacunas:

(a) Dado que aretay = ax + 3 passa pelos quadrantes I, II e III, podemos concluir que a

parabola yy = ax? se abre .

(b) Dado que o ponto (a, b) estd em uma pardbola y = —22, podemos concluir que o(s) ponto(s)

também pertencem a pardbola.

o a0 w »

(c) Dadas duas pardbolas: y; = ma? e yo = nx?, onde 0 < m < n < 1, podemos concluir

que, quando xz = 2,

v Y2

(d) Construa um gréfico e ordene a;, as, as, a4 do menor para o maior valor.
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3.3.1.3 Gréficos e caracteristicas da fungédo quadrdtica y = a(z — h)? + k

Na sec¢ao seguinte do material comeca o estudo dos gréficos e caracteristicas da Fun¢ao Quadratica

do tipo y = a(z — h)? + k. Inicialmente, é trabalhado o exemplo abaixo:

1. Questoes Iniciais

Exemplo 1 — Graficos, Dominio e Imagem de Funcdes Quadraticas

Represente graficamente cada funcao no plano cartesiano. Determine o dominio e a imagem
de cada funcao.
Funcées: y = 222 + ley =222 — 1

Passo 1: Construir uma tabela de valores

Tabela 21 — Tabela de valores para as fungdes y = 222 +1ley = 222 — 1

x .. -5 -1 05 0 05 1 15
y=22+1[... 55 3 15 1 15 3 55
y=2x>—-1]... 35 1 -05 -1 -05 1 35

Fonte: Elaborado pelo autor.

Passo 2: Tracar os gréaficos, localizando os pontos da tabela e usando uma curva suave para
conectar os pontos.

Figura 64 — Fungdes do tipo y = a(z — h)? + k

-3 -2

y=2z2—1
|

Fonte: Elaborado pelo autor.

Passo 3: Determinar dominio e imagem

¢ Dominio: x € R

* Imagem:
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— Paray =222 +1:y>1

- Paray =222 — 1:y > —1

Pense:

1. Encontre o eixo de simetria e o vértice das duas fungdes.

2. Como as pardbolas das funcdes y = 222 +1 ey = 222 — 1 se relacionam com a pardbola y = 22,

respectivamente?
Ap6s as andlises, os alunos devem chegar as informagdes da tabela abaixo:

Tabela 22 — Tabela de Eixo de Simetria e Vértice

Funcido | Eixo de Simetria Vértice
y = 222 =0 (0,0)
y=2x?+1 =0 (0,1)
y=2z*—1 z=0 (0,—1)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 65 — Gréfico das fungdes y = 222 + 1,y = 222 e y = 222 — 1: efeito da variacdo do
termo k na parabola y = a(z — h)? + k

2 +1

7y=2x2
2 -1 0 1 2
gry=2x2-1

Fonte: Elaborado pelo autor.

O gréfico da fungdo y = 222 + 1 possui 0 mesmo formato do gréfico de y = 222, mas estd deslocado
1 unidade para cima.

De forma semelhante, o grafico da funcdo y = 222 — 1 possui 0 mesmo formato do grificode y = 22,
mas estd deslocado 1 unidade para baixo.

O documento traz mais um questionamento em forma de investigacao para os alunos.
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2. Investigue a funciio y = az? + k

Como a pardbola y = ax? + k estd relacionada i pardbola y = ax??

Para investigar os efeitos gerais do pardmetro k na funcdo y = ax? + k sobre o formato de uma
fungio quadritica y = ax?, podemos formular uma conjectura com base em nossas conclusdes sobre as
fungdes y = 222 + 1 e y = 222 — 1 em comparacio com y = 2x2, e usar diferentes valores de k para
testar a conjectura.

Espera-se que os alunos concluam o caso geral, como a seguir.

Espera-se, com esse exemplo, que os alunos sejam capazes de inferir que o coeficiente k nessas
funcdes representa seu deslocamento no eixo .

Em resumo, os alunos devem ser capazes de perceber o exposto abaixo:

Translagio Vertical da Parabola

De modo geral, o gréfico da funcdio y = ax? + k é uma translacio vertical do grafico da funcio

y = ax?. Seja k um nimero positivo. Entio:
o y = ax? + k desloca o gréfico de y = ax?, k unidades para cima;

» y = ax? — k desloca o grifico de y = ax?, k unidades para baixo.

Se a > 0, o conjunto imagem da fun¢io y = ax? + kéy > k.

Se a < 0, o conjunto imagem da fun¢io y = ax? + kéy < k.

A préxima anlise proposta no material é de fungdes do tipo y = (= & h)2, que é apresentada aos

alunos através do exemplo abaixo.

Exemplo 2: Representacdo grafica de funcdes quadraticas

Enunciado: Represente graficamente cada funcdo no plano cartesiano fornecido. Determine o

dominio e o conjunto imagem de cada funcao.

a) y=(z—1) b) y=(z+1)>

Figura 66 — Fungdo y = (x)?

1

1 1
) 6 1

1

v & 1

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Etapa 1: Construa uma tabela de valores.

x cee 22 15 -1 -05 0 05 1 15 2
y=(x—-12--- 9 625 4 225 1 025 0 025 1
y=(x+1)*|--- 1 025 0 025 1 225 4 625 9

Etapa 2: Localize os pontos no plano cartesiano e conecte-os com uma curva suave.

Figura 67 — Fungdes y = (z + 1)*ey = (z — 1)?

Fonte: Elaborado pelo autor.

Etapa 3: Determine o dominio e o conjunto imagem de cada fungao.

e Dominio: z € R

e Imagem: y > 0

Observacoes: Ambas as parabolas tém a mesma forma (curvatura), pois tém o mesmo coeficiente
a = 1. A pardbola y = (x — 1)? é uma translagdo da pardbola y = x? uma unidade para a direita,
enquanto y = (x + 1)? é uma translagio de uma unidade para a esquerda.

O professor deve, entdo, pedir aos alunos que analisem e encontrem os lugares geométricos dos eixos

de simetria e os vértices das func¢des.

Pense:

1. Encontre o eixo de simetria e o vértice das duas funcoes.

2. Como a pardbolade y = (z — 1)? e y = (z + 1)? est4 relacionada, respectivamente, a pardbola

y = x2?

Assim, devem ser encontrados os valores relacionados na tabela abaixo:

Assim, os alunos podem concluir que:

* O grifico da fungdo y = (x — 1)? possui o mesmo formato que o grifico de y = 22, mas estd

deslocado 1 unidade para a direita.
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Tabela 23 — Eixos de simetria e vértices das pardbolas.

Eixo de Simetria Vértice
y = 2° r=0 (0,0)
y=(r—1)>2 r=1 (1,0)
y=(r+1)> x=-1 (—1,0)

Fonte: Elaborado pelo Autor

2

* O grifico da fungdo y = (x + 1)? possui 0 mesmo formato que o grifico de y = 22, mas estd

deslocado 1 unidade para a esquerda.

3. Investigue a funciao
y=a(x — h)?

Como a pardbola y = a(z — h)? estd relacionada com a pardbola y = ax??

Os alunos devem ser capazes de chegar a conclusio a seguir:

Translagdo Horizontal da Pardbola

De modo geral, o grifico de y = a(x — h)? é uma translagio horizontal do grifico de y = ax?.
Seja h um niimero positivo, entdo y = a(x — h)? desloca o gréfico de y = ax?, h unidades para
a direita, enquanto y = a(z + h)? desloca o grifico de y = az?, h unidades para a esquerda.

A translacdo horizontal ndo afeta o dominio nem a imagem da funcao.

O eixo de simetria da parabola y = a(z — h)? é x = h.

A seguir € apresentado o exemplo 3:

Exemplo 3 — Representacao gréfica de funcio quadratica

Como representar graficamente a fungio
1
y=(z+2)?-2
2
1. Como a pardbola estd relacionada com a pardbola y = %xQ?
2. A parédbola se abrird para cima ou para baixo?

3. Qual serd o eixo de simetria e o vértice da pardbola?

4. Qual é o dominio e o contradominio da fun¢ido?

Sabemos que a pardbola y = %(x +2)2 é uma translagio da pardbola y = %xQ para a esquerda, 2

unidades.
Para qualquer valor de x, o valor de y = %(:L’ +2)% — 2 é dois a menos do que o valor de y =

%(x +2)2. Isso significa que a pardbola y = %(JJ +2)2 —2 pode ser obtida transladando a pardbola




3.3. FUNCOES QUADRATICAS 126

y = 3(z + 2)% 2 unidades para baixo.

Figura 68 — Fungdo y = 1(z + 2)% — 2

Fonte: Elaborado pelo autor.

a) Portanto, y = %(az + 2)? — 2 pode ser obtida transladando y = %a:Q, 2 unidades para a

esquerda e depois 2 unidades para baixo.

b) A pardbolay = %(3: + 2)2 — 2 se abre na mesma diregio da pardbola y = %3:2: para cima.

¢) Movendo o vérticede y = %x2, 2 unidades para a esquerda e 2 unidades para baixo, obtemos
o vértice da pardbola y = % (z + 2)? — 2. O vértice é (-2, —2).
De forma semelhante, o eixo de simetria da pardbola y = %(a: + 2)2 — 2 pode ser obtido
transladando o eixo de simetria da pardbola y = %372, 2 unidades para a esquerda. Assim,

o eixo de simetria é x = —2.

d) Dominio: z € R
Imagem: y > —2

Como ultimo tépico dessa secao do livro, € levantado para os alunos o questionamento a seguir.
Pense:

Como a pardbola y = a(x — h)? + k se relaciona com a pardbola y = az??
A fungdo y = a(x — h)? + k é chamada de forma de vértice de uma fungdo quadrdtica. Com base

nela, podemos determinar:

1. Se a > 0, a pardbola se abre para cima;

Se a < 0, a pardbola se abre para baixo.
2. O eixo de simetria € dado por x = h.
3. O vértice é o ponto (h, k).

Aplicando essas caracteristicas de simetria, podemos representar graficamente a func¢ao localizando
o vértice primeiro e, em seguida, dois pontos simétricos ao vértice.

Finalizando a se¢do, € apresentado o seguinte resumo e os exercicios listados abaixo:
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4. Resumo:

As caracteristicas da pardbola y = a(z — h)? + k:

(1) Elatranslada a pardbola y = ax?, h unidades para a direita e k unidades para cima (quando
h>0ek>0).

* Quando h < 0, transladar h unidades para a direita € equivalente a transladar ||

unidades para a esquerda.

* De forma similar, quando k& < 0, transladar k£ unidades para cima € equivalente a

transladar |k| unidades para baixo.

(2) Se a > 0, a pardbola se abre para cima;

Se a < 0, a pardbola se abre para baixo.
(3) O eixo de simetria é x = h.
(4) O vértice da parédbola é (h, k).
(5) O dominio € x € R.

(6) O conjunto imagem € dado por:

y>k, sea>0

y<k, sea<0

Exercicios propostos no material de Xangai

1. Identifique o eixo de simetria, o vértice, o dominio e a imagem de cada parabola.
(@) y=2(xz+3)2+5
(b) y=3(z—1)*-2
() y=—4(x—3)2 47
d y=-15x+2)2-6
2. Relacione cada parabola de A a F com as equacdes abaixo.
(@) y=(z—3)
(b) y = (z+3)°
©) y=—(z+2)?+4

) y=—(z-2)?*+4

) y=(z+3)%-2
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) y=(z—3)*-2

Figura 69 — Exercicio 2.

a

ot
o

d

Fonte: Elaborado pelo Autor

3. Represente graficamente cada funcao e identifique o eixo de simetria, o vértice, o do-

minio e a imagem.
(@ y=(z+4)*+3
b) y=-tx-1)2-5

4. O vértice de uma parabola é (—2, 7), e sua forma e direciio sdo as mesmas da parabola
Yy = %(x + 1)2. Qual ¢ a equacio dessa parabola?

5. Suponha que um jogador de ténis acerte a bola sobre a rede. A bola sai da raquete a
0,5m do solo. A equaciio h = —5(t — 0.4)> + 0.6 d4 a altura 7, em metros, da bola apés ¢

segundos.

(a) Em que momento a bola atinge o ponto mais alto de sua trajetéria? Qual é essa altura?

(b) Se vocé dobrar sua resposta do item (a), encontrard o tempo total que a bola fica no ar antes

de atingir o solo? Explique.

3.3.1.4 Graficos e Caracteristicas das Fun¢dées Quadraticas

Na préxima secdo, sdo estudados os graficos e as caracteristicas das funcdes quadraticas. O mate-
rial relembra que na se¢do anterior aprendemos como esbogar o grifico de y = a(z — h)? + k e as

caracteristicas da parabola. A partir disso, traz alguns questionamentos iniciais aos alunos.
1. Questoes iniciais

No estudo anterior, aprendemos como representar graficamente y = a(x — h)? + k e as caracteristicas

da parédbola.
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Como podemos usar esse conhecimento para representar graficamente y = 22 + 22 + 1? E quanto a
fungdo f(z) = 22 + 2z + 3?

Completando o quadrado, podemos converter:
y=a2?+2x+1 paraaforma de vértice: y = (z+ 1)
De forma similar, podemos converter:
f(z) = 2* + 22 +3 paraaformade vértice: f(x) = (x +1)* +2

Entdo, podemos aplicar nosso conhecimento da li¢do anterior para representar graficamente essas
funcoes.

Apbs isso, é levantada para os alunos a questdo abaixo:

Exemplo 1 — Representagdo grafica da funcio

Represente graficamente a funcio y = %xz —3z+ % Identifique o eixo de simetria, o vértice
e 0 conjunto imagem da funcao.

Etapa 1: Converta a fun¢do da forma geral para a forma de vértice:

1
y:§x2—3x+§
1 1
1 9
1

Etapa 2: Monte uma tabela com o vértice no centro:

Tabela 24 — Tabela de valores para a fungdo y = 3 (z — 3)? — 4

x ... 1 2 3 4 5
y=1(x-32-4[.. 2 35 4 35 2
Fonte: Elaborado pelo Autor

Comentario A construcdo desta tabela segue a mesma logica da Tabela 16, referente a fungdo

y = 2, cujo vértice estd na origem e foi posicionado no centro da tabela. Aqui, foi centralizado
. L. . 1 2 ..

o ponto x = 3, correspondente ao vértice da pardbola y = 5(x — 3)* — 4, permitindo ao estu-

dante visualizar melhor a simetria da fungdo quadrdtica e reconhecer a estrutura do grdfico. Essa

abordagem favorece o uso de exemplos indutivos e suficientemente genéricos, conforme discutido

anteriormente, estimulando o raciocinio por analogia antes da formalizagdo.

Etapa 3: Conecte os pontos com uma curva suave em forma de U.
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Figura 70 — Representagdo gréfica da fungio y = 5(z — 3)2 — 4

3

y=1/2(x-3)2-4

/

(2,-3.5) (4 -3.5)
(3, -4)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Etapa 4: Respostas da questao:

1. A pardbola se abre para cima, tem eixo de simetria na reta x = 3, vértice no ponto (3, —4),
que € seu ponto mais baixo; por isso, o valor minimo da funcio € yni, = —4, € seu conjunto

imagem é y > —4.

2. Investigue

Podemos generalizar os passos para esbocar o grafico de uma fun¢ao na forma padrao

y = ax® + bx + ¢? Quais sdo as caracteristicas da parabola?

Deve-se demonstrar aos alunos que podemos converter a funcdo na forma padrido para a forma de

vértice:
2
=ax”“+br+c

=al|lx"+—x | +cC
a

<2 b b2> b?
=alz"+-2+-—5)——+c

a 4a2 4a
b\2 —p? + 4ac
=a <3§' + 26L> + 74@

Dessa forma, com base nas caracteristicas que concluimos na licdo anterior, podemos generalizar as

propriedades da forma padrdo da seguinte maneira:
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Tabela 25 — Grifico e caracteristicas da pardbola na forma padrio y = az? + bz + ¢

y=azr’+br+c

a>0

Grifico

a<0

y=az’+bzr+c (a<0)

Direcao da abertura

Para cima

Para baixo

Eixo de Simetria

2a
arti b  —b*+4ac
Vértice (ponto de <_ 2 T)
Minimo/Maximo)
Dominio Todos os nimeros reais (x € R)

Conjunto Imagem

—b2+4ac

_ —b2+4dac
Ymin = da )

yZ 4a

_ —b2+44dac —b2+4ac
Ymix = —14 < =0

Intervalo de
Crescimento ou
Decrescimento

T < —%, y diminui conforme x
aumenta.
—%, y aumenta conforme x
aumenta.

xr >

x < —%, y aumenta conforme x
aumenta.
x > —2%7 y diminui conforme z
aumenta.

Intersecao com o eixo
y

Fonte: Adaptado do material original.

O material traz entdo alguns exemplos para que fiquem ilustradas as caracteristicas das funcdes qua-

draticas.

Exemplos do material didético

Solucao

O grifico possivel da fungio y = —x? 4 2kx + 1

Exemplo 2 — Aplicando as caracteristicas

(k<0)é:

Figura 71 — Gréficos possiveis para a fun¢do y = —a2 + 2kx + 1

B

Fonte: Material de Xangai
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1. Pela forma padrdo, podemos afirmar que o intercepto em y deve ser 1.

Assim, sabemos que as respostas possiveis s@o os grificos A e C.

2. O eixo de simetria € dado por:

—b —2k k
r=—=— =
2a 2(—1)
.. Como k < 0, o eixo de simetria estd a esquerda do eixo y.

A resposta correta € a letra A.

Exemplo 3: Aplicacdo em Problemas do Mundo Real

Uma empresa de telefonia vende cerca de 500 celulares por semana quando cobra R$75 por apare-
Iho. A cada redugio de R$1 no preco, vende-se aproximadamente 20 celulares a mais por semana.
A receita da empresa € o produto do ndmero de celulares vendidos pelo preco de cada um. Qual
deve ser o preco do celular para maximizar a receita da empresa? (Valores originalmente apresentados
em dolares foram adaptados para reais a fim de contextualizar a questdo a realidade brasileira.)

Solugio:

Seja x o valor, em reais, da redug@o do preco, e seja y a receita total da empresa. Entao:

y = (500 + 20x)(75 — x)

Expandindo a equagdo:

y = —20z” + 1000z + 37500

Reescrevendo na forma de vértice:

y = —20(z — 25)2 + 50000
Como o coeficiente de 2 é negativo (—20 < 0), a pardbola se abre para baixo, indicando que o
ponto de vértice (25, 50000) representa 0 ponto maximo.
Isso significa que o preco ideal do celular deve ser:
75 — 25 =50

Resposta final: A empresa deve vender o celular por R$50 para maximizar sua receita.

Ap6s os exemplos, o material faz um adendo sobre o que se € necessario para encontrar a equagdo de

uma pardbola:

Aprofundamento: Determine a Regra de uma funcao que representa uma parabola

Pense!
Ao aprender fungdes lineares, sabemos que podemos identificar a regra de uma funcio de uma reta

quando temos dois pontos sobre ela. Se quisermos determinar a equacio de uma funcio quadratica,
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quais condi¢cdes devem ser atendidas?

Dado que os pontos (—1,10), (1,4) e (2, 7) estdo sobre a pardbola, podemos identificar a equagao
da func¢do quadratica?

Solucdes

Andlise: Podemos determinar a equacdo de uma fungéo linear conhecendo dois pontos, pois con-
seguimos montar um sistema de duas equacdes com duas varidveis (o coeficiente angular m e o
coeficiente linear b).

Em uma funcdo quadrética, existem trés constantes desconhecidas, nomeadamente, a, b e ¢ na
equacio y = az? 4 bx + ¢, ou a, h e k na forma de vértice y = a(z — h)? + k. Portanto, seguindo
alogica de identificagdo de uma fungdo linear, precisamos de trés pontos para construir um sistema

de trés equagdes com trés varidveis.

A partir disso, o material enuncia a conjectura a seguir.

Conjectura 1. Sdo necessdrios trés pontos para identificar uma funcdo quadrdtica.

Teste da Conjectura:

Dado que os pontos (—1,10), (1,4) e (2, 7) estdo na pardbola, podemos identificar a equacdo da
pardbola?

Substituimos os pontos z e y na forma padrao de uma fun¢do quadratica para construir um sistema

de trés equagdes lineares:

A solugao do sistema é:

a=2
b=-3
c=5

Portanto, a funcdo quadratica é:

y=21>—3x+5

Conclusao:
Para identificar a equag@o de uma fungdo quadratica, normalmente precisamos de trés pontos.
Usamos os pontos para construir um sistema de tr€s equagdes lineares para os parametros a, b e ¢

na equagio y = ax? + bz + ¢, de modo a identificd-la.

Ap6s essa conclusdo € dada a pardbola abaixo para que os alunos possam encontrar qual fungdo
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descreve o grafico:

Exercicio 1: Qual a lei de formacdo da parabola a seguir:

Figura 72 — Funcao Quadratica

(2,0)

<

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, para encontrar a fungdo, os alunos podem seguir o exposto a seguir.

Solucao

Dado que os pontos (—4, 3), (—2,4) e (2, 0) estdo na pardbola, podemos identificar a equacao da
pardbola?

Substituimos os pontos para = e y na forma padrdo de uma fun¢do quadrética para construir um

sistema de trés equacdes lineares:

A solugao do sistema é:

_ 1
a=-3
b=—-1
c=3

Portanto, a funcdo quadratica é:

TR
y=-—4% -2

Mais que um Método

No exericicio anterior, na verdade, temos uma maneira mais fcil de resolver o problema.

Como (—2,4) é o vértice, podemos usar a forma do vértice para obter:
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y=a(zx+2)°+4

H4 apenas uma constante desconhecida, a, a ser determinada. Portanto, precisamos usar apenas um
dos outros dois pontos.

Logo ap6s essa discussao, o material propde a pergunta para reflexao do aluno: ”Vocé percebeu isso?”.
Essa pergunta abre espago para o professor aprofundar sobre esse assunto, trazendo mais detalhes para a

compreensdo da teoria.
3. Resumo
a) Grifico e caracteristicas da parabola na forma padrao y = az” + bz + c:

Tabela 26 — Gréfico e caracteristicas da parabola

y=ar?+br+c a>0 a<0
. : = :
2a
- y=az’+bz+c (a<0)
3 y=az’+bzx+c (a>0)
x = ~2a -
Grifico \
Direcao da abertura Para cima Para baixo
Eixo de Simetria T=—2L
Lrts _ b —b*+dac
Vértice (ponto de ( 5o i )
Minimo/Maximo)
Dominio Todos os nimeros reais (xr € R)
: _ —b*+4 —b2+4 _ —b%+4 —b2+4
Conjunto Imagem Ymin = — 2, Y > == Ymix = —potae gy < =botdac
b e . b
Intervalo de xr < —5-, y diminui conforme z r < —5-, y aumenta conforme x
Crescimento ou aumenta. aumenta.
Decrescimento T > —%, y aumenta conforme x x> —%, y diminui conforme x
aumenta. aumenta.
Intersecdo com o eixo c
y

Fonte: Adaptado do material original.

b) Uma pardbola possui um ponto de maximo ou de minimo. Essa caracteristica é muito util para

determinar o conjunto imagem da funcio e resolver problemas do cotidiano relacionados a ela.
4. Atividades

Dessa forma, o capitulo € finalizado com os exercicios propostos a seguir.
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Exercicios propostos no material de Xangai

1. Esboce o grafico de cada func¢ao e identifique o eixo de simetria, o vértice ¢ o conjunto

imagem:
a) y=—222 -8z —7
b) y = —32% + 6z
) y:%x2+2:1:—1
dy=2—-2)2x+1)
e) yzl—%x2+6x

2. Complete as lacunas:

A forma de vértice da funciio y = —3z2 + 122 — 1 ¢

A pardbola se abre , 0 eixo de simetria é , €0 Vvértice

é

O valor de y atinge seu (minimo/madximo) quando = =
, Ou seja, y =

A paribolay = —3x2+12x—1 é uma translagio da pardbolay = —322

(para a esquerda/direita) unidades e (para cima/-

baixo) unidades.

3. No tridngulo AABC, /B = 90°, AB = 12mm e BC = 24mm. O ponto P parte do
ponto A e se move em dire¢cdo ao ponto B ao longo da linha AB a uma velocidade de
2mm/s. O ponto () parte do ponto B e se move até o ponto C' ao longo da linha BC' a uma
velocidade de 4mm/s.

Dados que os pontos P e () comegam ao mesmo tempo:

a) Escreva a area do AP B(Q em funcio do tempo t.

b) Encontre os possiveis valores de t e A.

4. Um fazendeiro estd plantando laranjeiras. Ele plantou 30 laranjeiras por hectare, e cada ar-
vore pode produzir 350 laranjas. Para cada drvore adicional plantada por hectare, a producdo

por arvore diminui em 10 laranjas devido ao excesso de plantas.

Qual € a producdo médxima possivel por hectare? Quantas laranjeiras ha por hectare neste

caso?

5. Mary deseja cercar um espaco retangular em seu quintal para um novo jardim. Ela comprou
80 pés de arame para cercar trés lados, e usard a cerca existente para fechar o quarto lado.

Qual € a drea maxima possivel do jardim?
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Figura 73 — Jardim da Maria

A
Quintal

Fonte: Elaborado pelo autor.

6. Aprofundamento: Identifique a equacdo da pardbola que passa pelos trés pontos dados:

a) (—1,3),(1,3),(2,6)
b) (0,0),(—1,-11),(1,9)

3.3.2 Livro do Programa Nacional do Livro Didatico

O capitulo que trata sobre as Funcdes Quadraticas na colecdo Prisma, de Bonjorno, Giovanni e
Sousa (2020), encontra-se no livro Conjuntos e Funcdes. No inicio do capitulo sdo informadas as habi-
lidades da BNCC que sdo trabalhadas: EM13MAT101, EM13MAT302,EM13MAT402, EM13MATS502,
EMI13MATS503, EM13MATS510.

O capitulo do livro se inicia com uma contextualiza¢do sobre como podem ser utilizadas as funcdes

quadréticas, para se calcular o lucro de uma empresa:

Contextualizacao

Quando falamos de producio e venda de um produto ou servigo, seja de uma grande, média ou
pequena empresa, € fundamental estudar como essa atividade empresarial vai gerar lucro e como
esse lucro conseguird manter as atividades e os negdcios da empresa.

Nesse sentido, muitos profissionais sdo envolvidos para analisar custos, identificar maneiras mais
eficientes de producio, fazer pesquisas de mercado, pensar em embalagens mais econdmicas, pro-
por formas sustentaveis de produgdo etc. Para grande parte dessas atividades, € imprescindivel o
uso de conhecimento matematico para analisar a situacdo e alcancar resultados satisfatérios.

O estudo de func¢ido quadratica e de outros conceitos relacionados pode nos auxiliar a compre-
ender como o conhecimento matematico € utilizado para modelar situagdes como essas, além de

outras que vivenciamos em nosso dia a dia.

Ap0s essa contextualizacdo sdo apresentadas as seguintes questdes para os alunos:

1. O que vocés entendem por lucro?

2. Na opinifo de vocés, para obter maior lucro, € necessario apenas aumentar a quantidade de bens

produzidos por uma empresa? Justifique sua resposta.
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3. Vocés acreditam que hd um lucro maximo a ser atingido em um negdcio ou que ele aumenta

indefinidamente? Pesquisem sobre o assunto e discutam com a turma.

Essas questdes tém a finalidade de instigar a curiosidade e fazer os alunos pensar em como chegar a

uma expressao matematica que possa ser utilizada para calcular o lucro de uma empresa.

3.3.2.1 Fung¢ao Quadratica

A introdu¢do do material relembra que, no capitulo que trata das fun¢des afins, foram utilizadas ideias
e conceitos para que se utilizassem as fungdes na compreensao e andlise de situacdes do dia a dia, e que,
neste capitulo, serdo utilizadas as mesmas estratégias para abordar as fungdes quadraticas.

Assim, o material cita que situagdes envolvendo trajetérias parabdlicas, como langamentos de pro-
jéteis, podem ser modeladas por meio de funcdes quadréticas, assim como certos tipos de movimentos
estudados pela Fisica. Ainda traz que alguns objetos, como antenas parabdlicas e fardis de veiculos, sdo
construidos utilizando propriedades da pardbola, a curva que representa o grafico de fungdes quadraticas.

O material segue para uma explicacdo do que € uma funcdo quadrética e sua defini¢do formal.

A funcdo quadritica também pode ser denominada fung@o polinomial do 2° grau, pois as relacdes

entre a varidvel dependente e a varidvel independente sdo expressas por polindmios do 2° grau.

Definicao - Funcao Quadratica

Uma fungdo f : R — R, definida por f(z) = ax? + bx + ¢, com a, b, c reais e a # 0, é chamada

de Func¢ao Quadratica.

Os ntimeros a, b e ¢ sdo os coeficientes (ou pardmetros) da fungdo, sendo que a é o coeficiente do
termo x2, b é o coeficiente do termo x e ¢ é o coeficiente independente.

Sao apresentados, a seguir, alguns exemplos de leis de formacgao de func¢des quadriticas.

Leis de formacao de fun¢des quadraticas

Observe a seguir a lei de formacdo de algumas funcdes quadraticas.

a) f(x) = x? — 3z + 2, em que os coeficientes sdo: a = 1,b = —3ec = 2.
b) g(x) = 0,822 — 1, em que os coeficientes sdo: a = 0,8, b =0ec = —1.
¢) y=—x>+ */73:1: em que os coeficientes sdo: a = —1,b = ‘/75 ec=0.
d) y = —522, com os coeficientes: a = —5,b =0e c = 0.

Nao sao leis de funcdes quadraticas:
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O livro apresenta a seguir uma situacdo problema para demonstrar como uma funcio quadratica pode

ser utilizada.

Situaciao-problema:

Agora, considere a situacio a seguir. Elisa trabalha com artigos para dispositivos eletronicos e,
fazendo uma pesquisa na internet de preco de capas para celular, obteve uma fun¢do quadratica
que modela o lucro didrio L, em reais, de uma loja em relacio ao prego pelo qual cada capa €

vendida, também em reais. Essa fun¢do é dada pela lei:

L(z) = —a% + 55z — 250.
1. Pense e Responda:!

Com os dados apresentados na situacdo, € possivel calcular quantas capas de celular a loja precisa
vender diariamente para obter esse lucro de R$ 450,00? Justifique.
Utilizando essa lei, Elisa calculou o lucro didrio dessa loja supondo que cada capa fosse vendida

a R$ 20,00. Veja como ela calculou.

L(20) = —(20)* + 55 - 20 — 250
L(20) = —400 + 1100 — 250
L(20) = 450

Assim, Elisa verificou que vender cada capa a R$ 20,00 gera um lucro didrio de R$ 450,00, consi-

derando a funcdo L.

I A situagdo-problema apresentada estd transcrita exatamente conforme proposta no livro didatico da PNLD.
Observa-se que, jd na introducgéo da atividade, é fornecido o valor do lucro de R$450,00, bem como o
raciocinio que teria sido utilizado por Elisa para chegar a esse resultado, com base na funcio quadratica
fornecida.

J

E importante destacar que o livro adota uma estratégia didatica de antecipacdo: o problema foi apre-
sentado de forma motivacional antes da exposicao formal da teoria. A ideia parece ser provocar a cu-
riosidade dos estudantes e criar um contexto significativo para o estudo posterior da fungdo quadritica.
Mais adiante, apds a apresentacdo dos conceitos matemdticos envolvidos, 0 mesmo problema € retomado,

agora com uma proposta de resolucdo mais estruturada e detalhada.

3.3.2.2 Grafico da fungdo quadratica

O livro apresenta os dois graficos de funcdes quadréticas a seguir, e enfatiza que, como resultado,

obtém-se duas curvas chamadas pardbolas.
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Figura 74 — Gréfico da fungdo f(z) = 22 — 22 — 3

» Janela de ¢a x|

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

* Os coeficientes da fungdo f sdo: a = 1, b = —2 e ¢ = —3. Note que, nesse caso, a > 0.

Figura 75 — Gréfico da fungdo g(z) = —2% + 62 — 5

» Janela de

__|

" i S —— .

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

* Os coeficientes da fungdo g sdo: a = —1, b = 6 e ¢ = —5. Note que, nesse caso, a < 0.

O livro traz a possibilidade de demonstrar que o grafico de uma fungdo quadrética € uma pardbola
que pode ter sua concavidade voltada para cima, se o coeficiente a for positivo, ou para baixo, se a for

negativo.

Construcdo do gréfico de funcdes quadraticas

Destacamos também que, para qualquer fun¢do quadrética, o ponto de interse¢do da pardbola com
o eixo y é o ponto de coordenadas (0, ¢), em que ¢ € o coeficiente independente na lei da funcdo

quadrética. Observe:

Considerando a lei f(z) = ax® + bz + ¢, temos f(0) = a - 0> + b - 0 + ¢; portanto, f(0) = c.
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Acompanhe alguns exemplos:

a pardbola que contém esses pontos.

Assim como vimos no estudo de funcdo afim, para construir o grifico da funcdo quadrética, po-
demos elaborar uma tabela com alguns valores de x e calcular os valores de y correspondentes
para obter alguns pontos pertencentes ao grafico da fun¢do dada. No entanto, no caso da funcdo

quadrética, precisamos de mais do que dois pontos para ter uma noc¢do do tracado da parédbola.
a) O grifico da fungdo quadritica definida por f(z) = —22 + 4z — 4.

Inicialmente, construimos uma tabela com alguns valores de z e calculamos y = f(z). Em seguida,

localizamos, no sistema cartesiano, os pontos (i, y) pertencentes ao grafico da fungéo f e tragamos

Figura 76 — Tabela e Gréfico da fungdo f(z) = —2% — 4z — 4

I y=-x+4x—4 (xy)
0 y=—(P+4-0—4=—4 0, =4
1 y=—(P+4-1—4=—-1+4—4=— 4, -7
2 y=—(QP+4-2—4=-4+8—-4=0 2,0
3 y=—@BP+4:3-4=-9+12—-4=—1 (E)]
4 y=—@P+4-4—4=-16+16—-4=—4 @, -4

Como a < 0, a pardbola terd concavidade voltada para baixo.

da funcdo h e tracamos a pardbola que contém esses pontos.

X y=22-—4x+3 (x,y)
-1 y=2:(-1—4-(-)+3=2+4+3=9 (-1,9)
0 y=2-(0—4-0+3=0-0+3=3 0,3
1 y=2-(P—4-1+3=2—-4+3=1 ()]

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

b) O gréfico da funcio quadritica definida por h(z) = 222 — 4z + 3.
Assim como no exemplo anterior, construimos uma tabela com alguns valores de = e calculamos

y = h(x). Em seguida, localizamos, no sistema cartesiano, os pontos (x, y) pertencentes ao grafico

Como a > 0, nesse caso, a pardbola terd concavidade voltada para cima.

Figura 77 — Tabela e Gréfico da fun¢do f(r) = 22? — 4z + 3

U o o <

2 y=2-(2P—4-2+3=8-8+3=3

2.3)

3 y=2-3F—-4-3+3=18-12+3=9

3,9

I

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

J

A secdo que aborda os gréficos € finalizada com alguns exemplos resolvidos e questdes para os alunos

realizarem como as apresentadas no quadro a seguir:
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Lista de Exercicios — Func¢do Quadrética

1. Um objeto € langado para cima, a partir do solo, e a altura h, em metro, varia em fun¢io do tempo

t, em segundo, decorrido ap6s o langamento. Supondo que a lei dessa fungio seja h(t) = 30t —5t2,

responda:
a) Qual ¢ a altura do objeto 3 segundos apds o lancamento?
b) Quanto tempo apds o lancamento o objeto encontra-se a 40 metros de altura?

¢) Como podemos interpretar o resultado obtido no item b?

2. Considere a fungio definida por f(z) = x? — 5z + 4 e calcule:

a) f(0)
b) f(—4)

)

d) f(V2)

o f

VR
N =

3. (Unifesp-SP) A tabela mostra a distdncia s em centimetros que uma bola percorre descendo por

um plano inclinado em ¢ segundos.

Tabela 27 — Distancia percorrida por uma bola em fun¢do do tempo

t(s) |0 1] 2 3 4
s(cm) [0 |32 ]128 | 288 | 512

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

A distancia s é fungdo de ¢ dada pela expressdo s(t) = at? + bt + ¢, onde a, b, ¢ sdo constantes.

A distancia s, em centimetros, quando t = 2,5 segundos, € igual a:
a) 248
b) 228
c) 208
d) 200
e) 190

4. A soma S dos n primeiros nimeros naturais diferentes de zero (1 +2+3+4+ - - - 4+ n) pode

2
ser calculada utilizando a fungdo quadrética dada por S(n) = % + g Qual € a soma dos 50

primeiros nimeros naturais diferentes de zero?

5. Dada a fungdo f(z) = —22 + 92 — 8, determine os valores reais de = para que se tenha:
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a) f(z) =0
b) f(z) =10
¢) flx)=11
@ f) =2

6. (UFPR) A distancia que um automdvel percorre a partir do momento em que um condutor pisa
no freio até a parada total do veiculo é chamada de distancia de frenagem. Suponha que a distncia

de frenagem d, em metros, possa ser calculada pela férmula

A(0) = 135 + 80),

sendo v a velocidade do automével, em quilémetros por hora, no momento em que o condutor pisa

no freio.

a) Qual € a distancia de frenagem de um automdvel que se desloca a uma velocidade de 40
km/h?

b) A que velocidade um automével deve estar para que sua distancia de frenagem seja de 53,2

m?
7. Uma fungdo quadrdtica f é tal que f(0) = 6, f(1) = 2 e f(—2) = 20. Determine o valor de

/)

3.3.2.3 Zeros da fungéo quadratica

Nesta secdo, Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020) aborda as raizes da fungao quadratica, demonstrando
como calcular as raizes para equagGes completas e incompletas, com o método da formula resolutiva da
equacao do segundo grau, também conhecido como férmula de Bhaskara, com o método da soma e

produto e a forma fatorada da equacao quadratica.

Zeros de uma Func¢ao Quadratica

O zero de uma funcio é um valor de x tal que anula a fun¢ao, ou seja, o valor de = para o qual
f(x) = 0. Vimos também que, considerando a fun¢@o afim, é possivel determinar o zero da fungdo
definida por f(x) = ax + b resolvendo a equagdo ax + b = 0.

Para determinar os zeros de uma funcio quadratica, devemos proceder de maneira andloga: os
zeros da fungdo quadrética dada por y = ax? + bz + c sdo as raizes da equagio do 2° grau
ar® +bx +c=0.

Agora, vamos explorar algumas maneiras de resolver equacdes do 2° grau, que vocé ja pode ter
estudado no Ensino Fundamental. Uma dessas maneiras € aplicar uma férmula resolutiva, também

conhecida como férmula de Bhaskara, na qual os coeficientes a, b e ¢ sao utilizados. Essa férmula
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é dada por:

—b+ VA
T = g em que A = b? — 4ac
a

O livro traz, entdo, como podem ser encontradas as raizes em cada caso:

Equacoes do 2° grau incompletas

As equacgdes do 2° grau incompletas sdo aquelas em que algum dos coeficientes, b ou ¢, ou am-
bos, sdo nulos. Quando isso acontece, além da férmula resolutiva, podemos resolvé-las utilizando
fatorag@o, conforme cada caso a seguir.

1° caso: quando b =0

c c
war’+c=0=2>a’=-—c=>2t=—"=r==4/—
a a

Nesse caso, para existir uma solugdo real, devemos ter —< > 0.

2° caso: quando ¢ = 0

ar’ +bx=0=z(ar +b)=0=2=0 ou ar+b=0

- —_b
Logo,z =0oux = —_.

3%caso: quandob=0ec=0

2

ar® =0 = 2>

=0=2x=0

.

Equacao do 2° grau completa

Quando resolvemos a equacio do 2° grau completa ax? + bx + ¢ = 0, com a,b,c € Re a # 0,

utilizando a férmula resolutiva, deparamos com uma das trés situagdes a seguir:
I. Se A > 0, entdo a equacdo possui duas raizes reais e distintas. Portanto, a funcdo quadratica
correspondente tem dois zeros:

w,:—b+\/K x,,_—b—\/K

2a ¢ 2a
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Figura 78 — Se A > 0

a<0

N_S* ¥ /¥ X'\ X
= Nesse caso, os zeros da fungao, x’ e x”, sao as
abscissas dos dois pontos de intersec¢ao do

gréfico da fungao com o eixo x.

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

II. Se A = 0, entdo a equagdo possui duas raizes reais iguais. Portanto, a funcdo quadritica

correspondente tem um tnico zero:

—b
/ /"
xr =r = —
2a

Figura79 - Se A =0

>
a=>0 -

a<0

x' =x" x

= Nesse caso, o zero da fungao, que é (nico, é
a abscissa do Unico ponto de intersec¢ao do

gréfico da fungdo com o eixo x. .

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

III. Se A < 0, entdo a equag@o ndo possui raizes reais. Portanto, a fun¢do quadratica correspon-

dente nao tem zero.

Figura 80 — Se A < 0

e a<0

) 4
= Nesse caso, como nao ha zero da fungéo, nao ha
interseccao do grafico da fungao com o eixo x.

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)
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Soma e produto das raizes de uma equacao do 2° grau

Considerando 2’ e ' as rafzes reais da equagio az? 4 bx + ¢ = 0, ou seja:
,  —b+VA n —b—+VA
r=——9=®e 1 = ——,
2a 2a
podemos calcular a soma e o produto dessas raizes:

, ,,:—b+\/Z+—b—\/Z —2b  —b

v 2a 2a 24 a’
P b+ VA —b—+VA 2 —A b2 —(b®—4dac) 4dac ¢
T X = = = = — = —,
2a 2a 4a? 4a? 4a?2  a
Portanto, a soma e o produto das raizes de uma equacio do 2° grau sdo, respectivamente:
:B’—i—:B”:_—b e :B/-:B”:E
a

\.

Forma fatorada da equacao do 2° grau

Vamos utilizar a soma e o produto das raizes =’ e " de uma equagio

ar? +br+c=0, coma0,

para obter a forma fatorada da lei de formacdo da fungdo quadratica correspondente, que € dada
por f(z) = ax?® + bz + c.

Colocando em evidéncia o coeficiente a na lei da fungao, temos:

- radeed) oo ()2

Como

temos:

Desenvolvendo e fatorando essa expressao:

fx)=a [ac2 —d'z — 2"z + 22" = f(x) = alz — 2)(z — ")

Portanto, a forma fatorada da lei da funcio quadrética é:

f(z) = a(w — ') (z — x")
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3.3.2.4 Veértice da parabola

Nesta secao, Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020) aborda o vértice de uma parabola e suas principais

propriedades.

Vértice da Parabola

Vimos que o grafico de uma funcdo quadrética é uma pardbola. Em uma pardbola, existe um tinico
ponto pelo qual se pode tracar uma reta r, perpendicular ao eixo x, e que € um eixo de simetria
da parabola.

Qual € esse ponto?

No caso do grafico de uma fungdo polinomial do segundo grau h(z) = ax? + bx + ¢, esse ponto
tem coordenadas (x,, ¥, ), ¢ chamado vértice da parabola, e o eixo de simetria da pardbola € uma
reta perpendicular ao eixo x que passa por esse ponto.

Observe o grifico de uma fungdo quadrética f.

O vértice V' (x, y,,) também € o ponto em que a fung¢do quadratica assume valor minimo (quando
a concavidade € voltada para cima) ou valor maximo (quando a concavidade € voltada para baixo).
Conhecer as coordenadas do vértice da pardbola nos permite estudar o ponto de méximo ou de
minimo da fun¢do quadrética, bem como determinar o seu conjunto imagem. Acompanhe, a seguir,

uma maneira de obter essas coordenadas.

Figura 81 — Vértice da Pardbola

y r

Yy v

= Nesse gréfico, estao destaca-
dos o ponto Vx,, y,), que é o
vértice da parabola, earetar,
eixo de simetria da parabola.

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Assim, € demonstrado como se chega as férmulas das coordenadas do vértice de uma funcdo quadra-

tica:

Coordenadas do vértice de uma parabola

Considere uma fungio quadritica dada por f(z) = ax? + bz + c e dois pontos pertencentes ao
gréafico de f que tém ordenadas iguais. Sabemos que esses pontos estdo a mesma distdncia do eixo
de simetria da pardbola e que este, por sua vez, é perpendicular ao eixo x e cruza esse mesmo eixo

no ponto de abscissa x,,, do vértice.
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Podemos, entdo, indicar as coordenadas desses dois pontos considerados por P(z, — k,yo) €
Q(xy + k,y0), em que k # 0 € a diferenga entre as abscissas de P ede V, e de @ e de V, como

pode ser verificado a seguir.

Figura 82 — Coordenadas do Vértice da Pardbola

YA ) p

EDITORIA DE ARTE

xy

yo"*
yv'

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Como as ordenadas dos pontos P e () sdo iguais, temos f(z, — k) = f(z, + k). Substituindo

esses valores na lei da fungéo f, temos:
a(zy — k)2 +b(zy — k) +c=alz, + k)2 +b(x, + k) +c
= a(x? — 2x,k + k?) + by, — bk + ¢ = a(2? 4 2x,k + k%) + bx, + bk + ¢

:>aa:%—anvk+ak2+bxv—bk+c:axg+2aka+ak2+bwv+bk—l—c

_ 2bk N - ;b
- —4ak To = 2a

Para calcular a ordenada y, do vértice, substituimos, na lei da fun¢do, o valor de x,, obtido. Nesse

= —2ax,k — 2ax,k = bk + bk = —4dax,k = 2bk = x,

caso, temos:
) b 2+b ATIN b? b2+ N b2 2b2+4ac
= X = Qa —_— _—— C = qQ:r— — — C = - — _
Yo v 2a 2a Yo 4a?2 2a Yo 4a  4da 4a
b2 — 2b% + 4dac —b? + dac —(b? — 4ac) —-A
SYy=m= D Y= D Y= ——————— = Yy = ——
4a 4q 4a 4q

Portanto, as coordenadas do vértice da pardbola sio:

-b —A
v <2 4a> :
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Finalizando a secdo, é retomado o exemplo do inicio do capitulo e disponibilizados alguns exercicios

para resolugdo dos alunos.

Preco que maximiza o lucro

Vimos no inicio deste capitulo uma situacdo na qual o lucro didrio de uma loja de artigos para
dispositivos eletronicos é modelado por uma fungdo quadratica. Nessa situacdo, o lucro L, em

reais, € funcao do preco x pelo qual cada capa é vendida, também em reais, e € expresso por:
L(x) = —2* + 552 — 250.
Utilizando a coordenada z,, do vértice, podemos determinar o preco pelo qual cada capa deve ser

vendida para que a loja obtenha o maior lucro didrio, de acordo com essa funcéo:

—b —55 55
xvzﬁixv:mixv=?$$v:27,5

Logo, para que a loja obtenha o maior lucro diério, cada capa de celular deve ser vendida por R$
27,50.

Exercicios do Livro

1. Determine, se existirem, os zeros da fung@o e as coordenadas do vértice da pardbola que

representa o grafico das fungdes quadréticas definidas a seguir:

a) y=x2>—6x+5
b) y =322 — 4z
O y=a?—}
d y=22-9
e) y=—6x2—x
f) y=42? -z +3
2. A trajetéria de uma bola de futebol em uma cobranga de falta foi descrita por uma fungdo

quadridtica que relaciona a altura h com o deslocamento horizontal z, dada por h(z) =
(132
—%g + 0,0z

a) Qual € a distancia entre o ponto em que a bola sai do solo e o ponto em que a bola

chega ao solo?

b) Qual € a altura méxima atingida pela bola nessa trajetéria?

3. Faca um esboco do grafico das fungdes quadréticas a seguir. Indique o vértice da pardbola

e, se existirem, os zeros da fungao.

a) y=22—-52+6

b) y=—22+4
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) y=a%—4x+4
d y=22+22+5

4. Considerando a fungdo definida por f(x) = 322 — 62 — m, determine para qual valor de

m a ordenada do vértice é 4.

5. A paribola correspondente ao grafico da fungio definida por y = az? passa pelo vértice

de outra pardbola, que representa a fungdo y = 4z — x2. Determine o valor de a.

6. Determine a e b para que o grafico da fungio definida por y = ax? + bz + 6 tenha o vértice

no ponto de coordenadas (%, — %)

7. A paribola que representa graficamente a fun¢io y = —22% + bx + ¢ passa pelo ponto

(1,0) e seu vértice é o ponto de coordenadas (3, k). Determine o valor de k.

8. Calcule a, b, c de modo que a pardbola correspondente ao grafico da funcdo definida por
f(x) = az? 4+ bx + c tenha o vértice de coordenadas (1, —16) e que —3 seja um zero dessa

funcdo.

9. Determine m para que a fungio dada por f(x) = (m + 1)2% — 2ma + 5 possua dois zeros

distintos.

3.3.2.5 Crescimento e decrescimento da fungao quadratica

A sec¢do inicia fazendo um paralelo, relembrando que o estudo do crescimento e decrescimento da

funcdo j4 foi visto no capitulo de funcdo do primeiro grau.

7

Vimos anteriormente quando uma funcgdo real de varidvel real € crescente em um intervalo e
quando ela é decrescente. Estudaremos agora o comportamento da funcdo quadrética em relacdo
a crescimento e decrescimento.

Acompanhe a situacio a seguir.

Em determinado momento de uma coreografia de gindstica ritmica, uma bola é lancada do solo
verticalmente para cima. A altura i da bola em relag@o ao solo, em metro, varia de acordo com o
tempo ¢, em segundos (s), de acordo com a lei h(t) = —5t2 + 10t, considerando 0 < t < 2's.

Observe o grafico que representa a funcio h.
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Figura 83 — Gréfico de h(t) = —5t> + 10t

[« %
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S
\
i~

w
—
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—

-1 0 2 3 4 s

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

* Qual € a altura maxima alcancgada pela bola? Em que instante isso é observado?

* Podemos dizer que a medida que ¢ aumenta no intervalo [0, 2], A(t) também aumenta?

A fungdo h é crescente no intervalo [0, 1], pois & medida que ¢ aumenta nesse intervalo, h(t)
também aumenta. Em outras palavras, para quaisquer valores de 1 e ¢2 pertencentes a [0, 1], com
t1 < tg, temos h(ty) < h(ts2).

Por outro lado, a fungdo h é decrescente no intervalo [1, 2], pois & medida que ¢ aumenta nesse
intervalo, h(t) diminui. Em outras palavras, para quaisquer valores de t; e t5 pertencentes a [1, 2],
com t; < ta, temos h(ty) > h(tz2).

. J

Ap6s isso, € demonstrada a diferenca nas pardbolas quando se tem o coeficiente a > O oua < 0, e

finaliza com um exemplo.

Concavidade da parabola

Considerando uma fungo quadrdtica definida por f(x) = az? + bx + ¢, sabemos que a pardbola
correspondente ao grafico dessa fungdo terd a concavidade voltada para cima se a > 0 e que terd
a concavidade voltada para baixo se a < 0.

De forma geral, podemos estudar o crescimento e o decrescimento da fun¢do quadrética com base

no valor de a e na abscissa x,, do vértice da pardbola como indicado a seguir.
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Figura 84 — Quadro de crescimento e decrescimento de uma fungdo quadratica

a>o0 a<o
y
Y
f
% /V\
Xy X, x
\/ ,
Yy v
f
« Afuncao fé decrescente no intervalo | « A fungdo f é crescente no intervalo
]-o x,). ] x,).
« Afungao fé crescente no intervalo « Afungdo fé decrescente no intervalo
[x,, +ool. [x,, +ool.

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Considere, por exemplo, a fungio definida por f(z) = 2% — 4z + 3.
Calculando a abscissa x,, do vértice da pardbola correspondente, temos:
b ~(-4)

LUU:%?IU: 9.1

= T, =2

Assim, como a > 0, essa fungdo é decrescente no intervalo | — oo, 2] e crescente no intervalo

[2, +00][. Isso também pode ser observado por meio do grifico a seguir:
Figura 85 — Gréfico de f(z) = 2% — 4z + 3

4 I
A /

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

3.3.2.6 Valor minimo e valor maximo da fun¢do quadratica

O livro aborda os valores maximos e minimos das fungdes quadraticas, explicitando a importancia

do coeficiente a, e como ele influencia na concavidade da pardbola, como demonstrado a seguir.
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Concavidade e extremos da parabola

Ao esbogarmos o gréfico de uma fungdo quadrética f, dada por f(x) = ax?+bx+c, consideramos

o sinal do coeficiente a para identificar se a concavidade da pardbola serd voltada para cima ou
voltada para baixo.

Utilizando esse esbogo, podemos verificar, entre outras propriedades, que a fun¢do f tem um valor
minimo ou um valor maximeo, que corresponde a ordenada do vértice da parabola.

Nesse caso, se a > 0, a concavidade da pardbola € voltada para cima e temos trés situagdes

possiveis para o grafico:

Figura 86 — Grafico de uma fung¢do quadrética com a > 0

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Observe que, nos trés casos, o vértice V' da pardbola € o ponto cuja ordenada € o menor valor

assumido pela funcdo para todo € D(f), chamado também de ponto de minimo da fungdo. A

ordenada de V/, que pode ser obtida por y,, = %, € o valor minimo da funcéo, que ocorre quando
—b

Ty = S0 "

De maneira andloga, se a < 0, a concavidade da pardbola € voltada para baixo e temos outras trés

possibilidades para o grafico da func¢do:

Figura 87 — Gréafico de uma func¢do quadrética com a < 0

y y
Y, y
v N
Yy 0 X, e 0 Xv] x

o‘/ DAY

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Considerando esses trés casos, o vértice V' da pardabola é o ponto cuja ordenada € o maior valor
assumido pela fun¢do para todo = € D(f), chamado também de ponto de maximo da funcéo.

A ordenada de V/, que pode ser obtida por y, = %, ¢ o valor maximo da fung¢do, que ocorre
—b

quando z, = 3.

3.3.2.7 Imagem da fung¢do quadratica

Nesta se¢ao do livro, Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020) aborda o conjunto Imagem de uma fungao

quadritica, e qual a influéncia do coeficiente a neste conjunto.
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Conjunto imagem de uma fun¢ao quadratica

Utilizando as coordenadas do vértice da pardbola correspondente ao gréifico de uma funcio qua-
dritica f, podemos determinar o seu conjunto imagem.

Vimos que quando a > 0, o vértice V € o ponto de minimo da funcdo e y, = % ¢ o valor
minimo que a fungio assume, ou seja, € o menor valor de imagem da funcio.

Por outro lado, quando a < 0, o vértice V' é o ponto de maximo da fungdo e y, = % ¢é o valor

maximo que a func¢éo assume, ou seja, é o maior valor de imagem da fung@o.

Figura 88 — Imagem da Funcdo Quadratica

y

Im(f) — Yy

Yy Vv Im(f) —

ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

=Quandoa>0,Im(f) ={yERly=y}) =Quandoa<0,Im(f)={yERIy=y,hl

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

* Quandoa > 0,Im(f) ={y e R |y >y, }.

* Quandoa < 0,Im(f) ={y e R |y < yp}.

ApOs isso, a secdo € finalizada com algumas questdes, como as apresentadas a seguir.

Exercicios sobre Fun¢oes Quadraticas

1. Determine o conjunto imagem das func¢des quadraticas definidas a seguir:

a) f(r) =322 -2z -1
b) g(z) = —222+ 1

2. (FGV-SP) Um vidraceiro tem um pedago de espelho, na forma de um triangulo retdngulo
cujos lados medem 60 cm, 80 cm e 1 m, e quer recortar um espelho retangular cujo tamanho
seja o maior possivel. Para ganhar tempo, ele quer que dois dos lados do retingulo estejam

sobre os lados do tridngulo. Determine a medida dos lados do retdngulo e a sua érea.

3. (FEI-SP) Durante o processo de tratamento, uma peca de metal sofre uma variacio de tem-
peratura descrita pela fungdo f(t) = 2+4t—t2,0 < t < 5. Em que instante * a temperatura

atinge seu valor maximo?

4. Considere todos os possiveis retangulos que possuem perimetro igual a 80 cm. Dentre esses

retdngulos, determine aquele que tem drea maxima. Qual é essa drea?
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5. (Fuvest-SP) A dona de uma lanchonete observou que, vendendo um combo a R$ 10,00, 200
deles sdo vendidos por dia, e que, para cada reducio de R$ 1,00 nesse preco, ela vende 100
combos a mais. Nessas condi¢des, qual € a mdxima arrecadacao didria que ela espera obter
com a venda desse combo?

a) R$2.000,00
b) R$ 3.200,00
¢) R$ 3.600,00
d) R$4.000,00
e) R$ 4.800,00

6. (UEMG) Suponha que numa fibrica de barras de chocolate o custo total da produgado, em
reais, é dado por C(x) = 2% — 20z + 600, em que z é a quantidade de barras produzidas.
Nesse caso, ¢ CORRETO afirmar que:

a) a produgdo de 10 barras € a que proporciona o custo minimo da producao.
b) quando sdo produzidas 20 barras, o custo total da produgdo é de R$ 400,00.
¢) o custo maximo da producéo é de R$ 600,00.

d) o custo minimo da produg¢ao é de R$ 650,00.

7. (UEG-GO) O lucro de uma empresa € dado pela relagio R = L+ C, em que L € o lucro, R
€ areceita e C é o custo de produgdo. Numa empresa que produz x unidades de um produto,
verificou-se que C(z) = 222 4 2500z + 3000 e R(z) = 22 + 7500z + 3000.

a) Esboce o grifico da fungdo L.

b) Quantas unidades essa empresa deve produzir para obter o maior lucro possivel?

3.3.2.8 Investigando o comportamento de variaveis

Nesta sec¢do, Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020) utiliza de exemplos contextualizados para analisar

o comportamento das varidveis em func¢des do segundo grau.

Exemplo 1 - Plano de internet

Considere a situacdo proposta a seguir.

Uma operadora de telefonia celular oferece um plano de internet 5G em que o cliente paga pela ve-
locidade média de download, em megabite por segundo, fornecida pela empresa durante o periodo
de contratagdo. Essa velocidade pode chegar a 60 Mbps.

Observe a seguir os valores a serem pagos, dependendo da velocidade média de download forne-

cida por essa empresa.
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Tabela 28 — Preco de download

Velocidade média de download (Mbps) | Valor a ser pago em R$
10 2
20 8
30 18
40 32
50 50
60 72

Fonte: Adaptado de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Em uma aula de Matematica, os estudantes utilizaram um aplicativo para representar esses valores
em um sistema cartesiano e perceberam que essas coordenadas eram de pontos pertencentes a uma

pardbola.

Figura 89 — Relacdo entre custo e velocidade de downloads
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Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Com base na tabela e no grafico, os estudantes perceberam que havia uma regularidade ao com-
parar valores correspondentes de diferentes linhas da tabela, embora as grandezas ndo fossem
diretamente proporcionais.

Eles observaram que, ao dobrar a velocidade média de download, o valor correspondente a ser pago
quadruplicava, ou seja, ficava multiplicado por 22. Além disso, ao triplicar a velocidade média de
download, o valor a ser pago seria multiplicado por 9, ou seja 3.

A situacdo que relaciona a velocidade média de download e o valor a ser pago pelo plano motivou
os estudantes a analisar a relacdo entre o comportamento das varidveis x e ¥, relacionadas pela
funcio quadritica definida por y = 2.

Para fazer essa andlise, atribuiram valores naturais para z, construindo uma tabela e o grafico

correspondente.
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Figura 90 — Relacao entre custo e velocidade de downloads
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Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Eles observaram uma relagdo andloga a que tinham verificado na situacdo envolvendo a velocidade
média de download e o valor correspondente a ser pago: ao dobrar o valor de x, o valor corres-
pondente de ¥ fica multiplicado por 22. Ao triplicar o valor de z, o valor correspondente de ¥ fica
multiplicado por 32.

Isso acontece porque é uma propriedade das fungdes quadraticas do tipo y = az?. Quando mul-

tiplicamos a varidvel x por uma constante real k, o valor correspondente de y é multiplicado por
k2.

\. y

Exemplo 2 - Divisao celular

Considere, agora, uma outra situacao.

No processo de divisao celular conhecido como mitose, uma célula d4 origem a duas células iguais.
Cada uma dessas cé€lulas, por sua vez, pode se dividir em outras duas células, e assim sucessiva-

mente em diversas divisoes.

Figura 91 — Divisdo celular

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Na tabela a seguir, verificamos um modelo que conta a quantidade de células obtidas por meio

desse tipo de divisdo celular, considerando um processo continuo a partir de uma tnica célula.
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Tabela 29 — Relagao entre divisdes celulares e a multiplicacdo da quantidade de células

Divisao celular Quantidade de células
1 2
2 4
3 8
4 16
5 32

Fonte: Adaptado de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Essa contagem nio pode ser modelada por uma funcio quadratica que relaciona a quantidade de
divisdes no processo e a quantidade de células obtidas.
Verifique que, quando multiplicamos um nimero de divisdes no processo por uma constante k, o

ntimero correspondente de células ndo fica multiplicado por k2.

3.3.2.9 Estudo do sinal da fungéo quadratica

A parte de fungdes do segundo grau € finalizada com o estudo do sinal das fungdes.

Estudo do sinal

Vimos que estudar o sinal de uma fungéo definida por y = f(x) significa determinar os valores
reais de © € D(f) que tornam a fung¢do positiva (f(x) > 0), negativa (f(z) < 0) ou nula
(f(z) = 0).

O estudo do sinal de uma fung¢do quadratica pode ser feito observando o esbogo de sua represen-
tacdo grafica que, como ja estudamos, é uma parabola.

De acordo com a concavidade da pardbola, relacionada com o coeficiente a, e com a quantidade
de zeros da funcio, relacionada com o valor de A, podemos esbogar o grafico de uma fungéo

quadrética e fazer o estudo de sinais, como verificado a seguir.

* Considerando a > 0, temos as seguintes possibilidades:
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Figura 92 — Parédbola caso a > 0

A>0 A=0 A<o0
A fungdo quadratica admite dois A fungédo quadratica admite dois A fungédo quadratica ndo admite
zeros reais distintos. zeros reais iguais. zeros reais.
@ ©)
e " | 2 ° ? ?
X - X' X
X
Nesse caso, temos: Nesse caso, temos: Nesse caso, temos:
fix) > 0 parax <x'oux>x"; f(x) = 0 parax = x' = x"; f(x) > 0 para todo x real.
flx) <Oparax’ <x<x"; fx) > 0 parax # X"
fix) = 0 parax = x" oux = x".
Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)
* Considerando a < 0, temos as seguintes possibilidades:
. 2
Figura 93 — Pardbola caso a < 0
A>0 A=0 A<o
A funcao quadrética admite dois A fungdo quadratica admite dois A fungédo quadratica ndo admite
zeros reais distintos. zeros reais iguais. zeros reais.

@ X =x X

Nesse caso, temos:

Nesse caso, temos: Nesse caso, temos:
f(x) < 0parax <x' oux>x"; ! !

f(x) >0 parax’ <x <x"; flx) = 0 parax =x" = x"; f(x) < 0 para todo x real.

< ",
fix) = 0 parax = x" oux = x". fl) <Oparax # x

Fonte: Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020)

Ap6s essa explicacdo final, sao deixados alguns exercicios para que os alunos respondam, como

os apresentados a seguir.

\. y

Atividades do livro didatico

1. Estude os sinais das funcdes definidas a seguir.

=22 -32-10
= 2242z

¢) f(z)=—42®+4x —1
=22 -z +10

2. Dada a funcdo definida por

flz) = 2% = (2m + )z +m?,
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determine m de modo que f(x) > 0 para todo x real

3. Considerando uma fung¢ao dada por
f(z) = ka? —2kx 4+ k — 1,
calcule os valores de k para que f(x) assuma valores negativos para todo x real.
4. (UFJF-MG) Considere a fungdo i : R — R, definida por
h(t) = —5t% + Tt + 6.

a) Para quais valores de ¢ tem-se h(t) > 8?

b) Determine o conjunto imagem da fungao h.

5. (FGV-SP) O lucro mensal de uma empresa é dado por
L= —z?+30z — 5,
onde x € a quantidade mensal vendida.

a) Qual o lucro mensal mdximo possivel?

195?

b) Entre quais valores deve variar x para que o lucro mensal seja, no minimo, igual a
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4 ANALISE COMPARATIVA

Antes de iniciar a andlise comparativa entre os materiais didaticos do Brasil e da China, € fundamental
compreender o contexto pedagdgico no qual se insere o ensino de Matematica na cidade de Xangai, China,
onde foi produzido o material analisado para o desenvolvimento deste trabalho.

Segundo a experiéncia vivenciada por professores brasileiros durante um intercimbio promovido
pela Olimpiada Brasileira de Professores de Matemadtica do Ensino Médio (OPMbr), realizado em Xangai,
China, em parceria com instituicdes chinesas, conforme relatado em (SILVA et al., 2025) e fundamentado
na andlise de pesquisas sobre o ensino de Matematica e a formacao de professores na China, evidencia-se
que as escolas de Xangai operam a partir de praticas pedagdgicas consolidadas, entre as quais se destaca
a metodologia do Teaching Research Group (Grupo de Pesquisa em Ensino) (TRG).

Segundo Silva et al. (2025), o programa de intercambio proporcionou uma imersao nas praticas peda-
gbgicas adotadas em escolas e universidades locais de Xangai, com destaque para o funcionamento dos
TRG. Essa metodologia, andloga ao Lesson Study (LS) do Japdo, fundamenta-se na colaboragdo entre
professores no planejamento, na observacdo e na andlise coletiva de aulas, com o objetivo de aprimorar
continuamente a qualidade do ensino.

Como parte do processo investigativo desenvolvido nesta pesquisa, foram incorporados instrumentos
e materiais de observacdo utilizados no contexto das praticas formativas analisadas, os quais se encontram
reunidos na se¢do de Anexos. Esses documentos foram obtidos diretamente junto a um dos autores do
artigo de Silva et al. (2025), no qual sdo descritas e analisadas a¢des formativas desenvolvidas no ambito
dos TRG, o que assegura a aderéncia desses instrumentos as praticas efetivamente adotadas no contexto
educacional de Xangai.

O Anexo A apresenta um guia de observacdo de aulas, utilizado como instrumento orientador para
a andlise das praticas docentes, contemplando aspectos relacionados as tarefas matemadticas propostas,
as estratégias de ensino mobilizadas, a participacdo dos estudantes e aos processos de reflexdo sobre a
aula. J4 o Anexo B consiste em um formuldrio estruturado de observacdo em sala, empregado para o
registro sistemdtico das informagdes coletadas durante a implementagao das aulas, permitindo organizar
dados referentes aos recursos utilizados, as dificuldades encontradas pelos estudantes e as estratégias de
acompanhamento adotadas pelo professor.

A inclusdo desses anexos tem por finalidade conferir maior transparéncia e rigor ao percurso meto-
dolégico da pesquisa, além de possibilitar ao leitor uma compreensdo mais detalhada dos procedimentos
de observacao e andlise que fundamentam as discussdes desenvolvidas ao longo da dissertacao.

Segundo Fernandez e Yoshida (2012), o LS, embora originado no Japao, tem sido amplamente adap-

tado na China, desempenhando um papel central na formacdo docente.

Nas Filipinas, desde 1994 a JICA forneceu 87 projetos de assisténcia técnica em educagao
matemadtica para paises em desenvolvimento, que mudaram com o tempo, dependendo de
seu status de desenvolvimento. Neste contexto, “Before It’s Too Late: Report to the Nation
from the National Commission on Mathematics and Science Teaching for the 21st Century”

(2000) (em portugués, “Antes que Seja Tarde Demais: Relatério a Nagdo da Comissao Na-
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cional de Ensino de Matematica e Ciéncias para o Século XXI”) foi publicado nos EUA.
Esse documento tornou-se o disparador da divulgacdo do Lesson Study (LS) para o mundo.
(FERNANDEZ; YOSHIDA, 2012, p. 12)

No mundo, por influéncia de Yoshida e outros, o LS ficou conhecido pelo ciclo do processo de “pla-
nejar (aula), realizar e ver”, com colaboracdes de diversos agentes e participantes. O inicio do LS em cada
pafs é geralmente feito por pesquisadores. (FERNANDEZ; YOSHIDA, 2012, p. 13)

De acordo com a Universidade Normal da China Oriental (2021), a adaptagdo do Lesson Study
(LS) na China, conhecida como Teaching Research Group (Grupo de Pesquisa em Ensino) (TRG), tem
proporcionado um ambiente colaborativo, no qual os docentes podem refletir coletivamente e aprimorar
continuamente suas praticas pedagdgicas.

Segundo Silva et al. (2025, p. 2), essa metodologia promove o planejamento colaborativo, a observa-
cdo estruturada das aulas e a reflex@o coletiva como instrumentos fundamentais para o aprimoramento
da prética docente. Durante a vivéncia nas escolas chinesas, os professores brasileiros observaram que,
diferentemente do que ocorre com frequéncia no Brasil, as aulas sdo centradas em poucos conceitos, tra-
balhados de maneira aprofundada e progressiva, com base no principio pedagégico denominado step by
step, ou “passo a passo” (SILVA et al., 2025, p. 3).

Além disso, a clareza nas explicagdes, a gestdo rigorosa do tempo e o foco na aprendizagem efetiva
foram apontados como elementos centrais no modelo chinés. De acordo com os relatos, “a colaboracdo
continua entre os docentes durante o planejamento e a reflexdo pds-aula foi crucial para o aprimoramento
da prética pedagdgica” (SILVA et al., 2025, p. 4), o que se aproxima de um ideal de formacdo perma-
nente enraizada no cotidiano escolar. Esses elementos sdo centrais para compreender os fundamentos da
proposta de desenvolvimento profissional adotada em Xangai, como o Exemplary Lesson Development
(Desenvolvimento de Aula Exemplar) (Keli)!, que serd apresentado a seguir como um dos pilares do
desenvolvimento profissional docente na China.

O material didatico de Xangai analisado nesta dissertagcdo deve ser compreendido no contexto de um
modelo mais amplo de formagdo docente, conhecido como Keli. Segundo os autores, Keli € um novo
modelo de formagao continuada de professores implementado no dmbito do programa Xingdong Jiaoyu
(Action Education)” (HUANG; BAO, 2006, p. 279).

A abordagem € descrita como “uma caracteristica fundamental da Action Education é que o desenvol-
vimento do programa é mediado por todo o processo de elaboracdo de uma aula exemplar (Keli), incluindo
o planejamento da aula, sua aplicacdo, a reflexdo pds-aula e a reaplicacio da aula revisada” (HUANG;
BAO, 2006, p. 280). Esse processo propde que “o Keli geralmente inclui as seguintes trés fases: (1) Fa-
miliarizacdo e Focalizacdo; (2) O Ciclo de Ensino, Reflexdo e Revisdo; (3) Disseminag¢ao do processo
Keli e da Aula Exemplar” (HUANG; BAO, 2006, p. 284), promovendo, assim, uma melhoria continua na
prética pedagdgica.

O termo Keli refere-se, literalmente, ao desenvolvimento de uma “aula exemplar”. Seu processo se
inicia com a identificacdo de uma prética de ensino que se deseja aperfeicoar. Em seguida, professores se

retinem para propor uma nova forma de abordagem, constroem coletivamente um novo plano de aula, im-

'Keli é a sigla para Exemplary Lesson Development, traduzido como “Desenvolvimento de Aula Exemplar”. Trata-
se de um modelo chinés de formagdo docente que integra planejamento colaborativo, aplicacdo em sala e reflexao
coletiva, conforme descrito por Huang e Bao (2006, p. 279).
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plementam esse plano em sala de aula, observam sua execugao, realizam reflexdes conjuntas com colegas
e especialistas, e entdo revisam a proposta para uma nova implementacao. Trata-se, portanto, de um ciclo
sistemdtico de acdo-reflexdo-agao, centrado na préatica e no aperfeicoamento progressivo da acdo docente
(HUANG; BAO, 2006, p. 280-283).

Segundo os autores, “o modelo Keli enfatiza a aprendizagem profissional continua, a atualizacio
de ideias pedagdgicas, a revisdo dos planejamentos e a acdo docente renovada” (HUANG; BAO, 2006,
p. 295). Ao contrario dos modelos tradicionais de formagao, centrados em palestras e transmissdes unila-
terais de conhecimento, o Keli envolve os professores como sujeitos ativos do processo, que aprendem a
partir de suas proprias préticas, em interacdo com seus pares € com especialistas em contetddo.

A dimensdo colaborativa do modelo é um dos seus elementos mais relevantes. Como destacam Huang
e Bao (2006, p. 292), “o planejamento colaborativo ajuda os professores a formarem ideias pedagdgicas
inovadoras e a encontrar maneiras mais eficazes de lidar com dificuldades, ao aprender com outros do-
centes experientes e especialistas”. Esse trabalho coletivo, a0 mesmo tempo técnico e formativo, cria
uma “comunidade de aprendizagem” em que “todos 0os membros ora ensinam, ora aprendem — o que
impulsiona o crescimento profissional mituo” (HUANG; BAO, 2006, p. 282).

Outro aspecto importante do Keli € o foco na experiéncia do estudante. A andlise de videos de aulas
mostrou que, apds a implementagao do modelo, “o tempo de fala do professor caiu de 51,2% para 26,7%,
enquanto o tempo de exploracdo ativa pelos alunos aumentou de 3,8% para 46,6%” (HUANG; BAO,
2006, p. 290). Ou seja, os alunos passaram a ter maior protagonismo, sendo incentivados a formular
hipéteses, refinar estratégias e refletir sobre seus préprios erros — como no caso de um estudante que
propds uma conjectura incorreta e, mesmo assim, foi valorizado pelo professor por contribuir para a
construcdo coletiva do raciocinio matematico (HUANG; BAO, 2006, p. 289).

Essa centralidade na atividade do estudante também dialoga com o principio orientador do curriculo
japonés, que preconiza que os alunos aprendam de forma autdbnoma e reflexiva. Como destacam Isoda e
Baldin (2023, p. 25), “esses objetivos sdo simbolizados por um conceito singular: ‘Desenvolver alunos
que aprendem matemdtica por e para si mesmos’.” Essa perspectiva ressignifica o papel do professor, que
se torna mediador da construcdo ativa de conhecimento.

Em sintese, o Keli configura-se como um modelo de desenvolvimento profissional que integra teo-
ria e prética, estimula a autonomia e a colaborag@o docente, e favorece a constru¢do de um ensino mais
reflexivo e eficaz. Seu impacto se reflete ndo apenas na formagao dos professores, mas também na quali-
dade da aprendizagem dos alunos e na elaboracdo de materiais did4ticos mais coerentes com as praticas
investigativas propostas em sala de aula.

Nesse sentido, € importante observar que o préprio modelo japonés de Lesson Study (LS) contribui
significativamente para a reformulacdo dos materiais diddticos escolares. Segundo Isoda e Baldin (2023,
p. 18), “o LS promove claramente a renovacdo dos livros diddticos e complementares para a formagao
de alunos e professores, bem como do curriculo de matematica.” Tal pratica evidencia o entrelacamento
entre o desenvolvimento profissional docente e a producdo de recursos pedagdgicos, em um ciclo de

retroalimentacao continuo.
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4.1 Andlise Comparativa e Reflexiva: Um livro do PNLD e

um Material Curricular de Xangai

A comparagdo entre os métodos de ensino das funcdes adotados no Brasil e em Xangai evidencia
diferencas bastante significativas, tanto na abordagem pedagdgica quanto na forma como os contetidos
sdo organizados e apresentados aos estudantes. A partir da leitura do livro da Colecdo Prisma de Bonjorno,
Giovanni e Sousa (2020), aprovado pelo PNLD, e dos capitulos traduzidos do material curricular chinés
de Xangai, € possivel tracar paralelos e contrastes que revelam as diferentes inten¢des formativas de cada
proposta.

Tanto no material curricular chinés, quanto no brasileiro, observa-se a presenca de exemplos con-
textualizados como porta de entrada para o tema. Essas situacdes sdo importantes para apoiar os alunos
na construcdo do conceito de fun¢ao, ajudando-os a interpretar fendmenos cotidianos e fazer conexdes
com o conteido matemadtico. Também hd, nos dois casos, a suposicdo de que os estudantes ja tenham
algum conhecimento prévio, no caso brasileiro, vindo do estudo de varidveis e relacdes entre grandezas
no Ensino Fundamental, especialmente entre o 7° e 0 9° ano. J4 o documento de Xangai explicita essa
expectativa, ao propor questdes que partem diretamente da anéalise de tabelas e graficos.

No entanto, a forma como cada material conduz o processo de constru¢do do conceito diverge de
forma significativa. Enquanto o material brasileiro tende a apresentar definicdes formais logo no inicio e,
em seguida, usa exemplos como forma de fixacao, o material chinés propde uma abordagem investigativa,
em que os exemplos aparecem antes das definicdes. Essa inversdo ndo € apenas metodoldgica, mas episte-
moldgica: em Xangai, o conhecimento matemadtico € apresentado como algo a ser descoberto, discutido
e refinado pelos préprios estudantes.

Essa diferenca se reflete diretamente na postura esperada dos alunos. No Brasil, a sequéncia diddtica
€ mais linear e centrada na explicag@o do professor, com foco na aplicagdo de procedimentos e na iden-
tificacdo de elementos como dominio, imagem e coeficientes. J4 em Xangai, hd uma clara valoriza¢do
da formulacdo de conjecturas, da andlise de padrdes e da generalizacdo. Os estudantes sdo levados a le-
vantar hipéteses com base em exemplos variados, como ao comparar os graficos das fungdes y = 222,
y = 22?4 1ey = 222 — 1, percebendo por si préprios os efeitos do pardmetro k no deslocamento vertical
da parabola y = 22 + k. Trata-se de uma estratégia que promove uma compreensio mais profunda e
ativa dos conceitos.

Outro ponto importante a destacar € que o material de Xangai dd maior liberdade para a exploracio
de multiplas estratégias de resolugao. Por exemplo, ao tratar da identificacdo da equagcdo de uma funcgao
quadritica, o texto afirma que ‘“normalmente precisamos de tré€s pontos”, mas reconhece que conhecer
o vértice e mais um ponto ja pode ser suficiente. Essa flexibilidade metodoldgica é pouco explorada nos
livros brasileiros, que costumam apresentar apenas um caminho para resolver cada tipo de problema.

Além disso, nota-se que conceitos fundamentais como monotonicidade e paridade, importantes para a
compreensdo do comportamento das fungdes e para a andlise de maximos e minimos, no sdo abordados
de forma clara no livro de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020). Essas lacunas podem comprometer o
entendimento de temas mais avancados e evidenciam um distanciamento entre o contetido trabalhado em
sala e a estrutura l6gica da matematica.

Também € relevante mencionar a presenca de problemas do mundo real no material chinés. Um exem-
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plo cléssico é o da empresa de telefonia que deseja maximizar a receita, levando os alunos a construir e
analisar uma funcdo quadrética a partir de uma situacio concreta. Embora livros aprovados pelo PNLD
também tragam exemplos contextualizados, muitas vezes eles sdo usados apenas como motivagao super-
ficial e ndo como fonte de modelagem ou de reflexdo mais profunda. Nesse sentido, a proposta de Xangai
se alinha melhor as competéncias previstas na BNCC, que destaca a importancia de usar a matematica
como ferramenta para compreender e intervir no mundo.

Por fim, essa comparacao refor¢a que, mais do que diferengas curriculares ou culturais, estamos diante
de concepcdes distintas sobre o papel do estudante e da matematica na escola. O material curricular chinés
se mostra mais coerente com uma proposta de formacdo investigativa e reflexiva, enquanto o modelo do
livro didético brasileiro ainda carrega tracos de uma pedagogia centrada na transmissao e na reproducdo
de procedimentos. Refletir sobre essas diferencas € um passo importante para pensar em melhorias reais

no ensino de matematica no Brasil.

41.1 Fungdes Lineares

Ao comparar o ensino de fungdes do primeiro grau entre o material diddtico de Xangai e a Cole¢ao
Prisma, aprovada pelo PNLD, evidencia-se, novamente, a diferenca fundamental entre uma abordagem
investigativa e construtivista e outra de cardter mais expositivo e procedimental.

O material de Xangai inicia o capitulo com situacdes-problema contextualizadas que envolvem pro-
porcionalidade e variacdo entre grandezas, como a quantidade de tinta necessdria para pintar diferentes
dreas. Esses exemplos sdo organizados de forma a induzir o estudante a percep¢do de uma regularidade
linear entre os pares de valores, sem que o termo “fun¢do” apareca explicitamente no inicio. Somente
apos o trabalho com tabelas, graficos e perguntas orientadoras é que surge a generalizacdo algébrica da
relacdo, culminando na definicdo de funcdo do primeiro grau. Trata-se, portanto, de uma sequéncia que
respeita o principio do “concreto ao abstrato”, favorecendo a construgdo significativa do conceito.

Jano livro de (BONJORNO; GIOVANNI; SOUSA, 2020), a fun¢ao afim € introduzida com defini¢ao
formal ja na primeira pdgina do capitulo, com a expressdo f(x) = az + b apresentada de forma direta.
Em seguida, sdo oferecidos exemplos de aplicacdo e exercicios padronizados. Embora haja também o uso
de contextos cotidianos, como precos e consumo, esses aparecem muitas vezes como simples aplicagcao
da férmula previamente dada, ndo havendo espago para que o estudante descubra ou formule o modelo
por si s6.

Enquanto o material chinés utiliza tabelas e graficos como ferramentas exploratdrias que precedem
a generalizacdo algébrica, o material brasileiro tende a apresentd-los de forma ilustrativa e confirmatdria.
A funcdo é, assim, tratada como um objeto j4 pronto, cujo objetivo € ser identificado e manipulado, e ndo
como uma ideia a ser construida a partir de regularidades percebidas.

Outro aspecto digno de nota € o trabalho com mltiplas representacdes. O material curricular de Xan-
gai explora simultaneamente as formas tabular, gréifica e algébrica da fun¢do, incentivando os estudantes
a transitar entre essas representagdes. Isso se alinha a competéncia prevista pela BNCC, EM13MAT401,
que propde o desenvolvimento da capacidade de estabelecer conexdes entre diferentes linguagens ma-
temdticas. No entanto, no livro apresentado do PNLD, essas representagdes sdo tratadas de forma mais

compartimentalizada, com menor €nfase na inter-relacdo entre elas.
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Adicionalmente, o material chinés propde aos estudantes o levantamento e teste de conjecturas a
partir da variagao sistemdtica dos pardmetros a e b, como ao comparar os graficosde y = 2z, y = 2x+ 3
ey = 2x — 2, levando-os a identificar o papel de cada coeficiente no comportamento da reta. Essa
estratégia favorece o pensamento generalizador e promove uma compreensao mais sélida da geometria
analitica. No livro brasileiro, as variacdes dos pardmetros sdo apresentadas, mas raramente exploradas
por meio de atividades investigativas.

Essa diferenca pode ser explicada, em parte, pelo fato de que, em Xangai, a construcio do curriculo
e dos materiais didaticos estd fortemente vinculada a atuacdo dos TRGs, que sao unidades organizadas
dentro das escolas responsdveis por planejar, testar, revisar e aprimorar coletivamente as propostas de
ensino (WANG, 2020, p. 2). Os TRGs funcionam como espacos permanentes de estudo e formacao entre
professores da mesma drea, nos quais as praticas pedagdégicas sdo constantemente discutidas, revisadas e
aprimoradas.

Segundo Wang (2020, p. 3), os TRGs criam um ambiente no qual os professores sdo incentivados a
refletir sobre sua prética, testar ideias inovadoras e colaborar com seus colegas. Essa cultura de experi-
mentagdo e refinamento continuo impacta diretamente a maneira como o ensino € conduzido, tornando-o
mais dindmico, responsivo e centrado na aprendizagem dos estudantes.

Por fim, o material chinés propde situacdes nas quais os estudantes devem determinar a equagdo
da fun¢do a partir de dois pontos dados, incentivando o uso do coeficiente angular e da ordenada na
origem como elementos construtivos. No material do PNLD, essa dedu¢do muitas vezes é substituida por
aplicacdes diretas de formulas, o que pode reduzir a autonomia dos alunos e seu envolvimento cognitivo
com O pProcesso.

Essa comparac¢do mostra que o ensino de fungdes do primeiro grau no material curricular de Xangai
estd mais alinhado com uma perspectiva investigativa e construtivista da aprendizagem, sustentada por
uma cultura escolar colaborativa promovida pelos TRGs, enquanto o material brasileiro ainda apresenta
tracos de uma pedagogia centrada na exposi¢do de contetdos e na aplica¢do de procedimentos previa-
mente definidos. Incorporar priticas mais reflexivas e exploratérias no PNLD, inspiradas nas dindmicas
dos grupos de pesquisa docente chineses, poderia favorecer uma aprendizagem mais significativa e critica

por parte dos estudantes brasileiros.

4.1.2 Funcdes do Segundo Grau

A comparagao sobre a abordagem das fungdes quadraticas entre o material de Xangai e o livro didatico
brasileiro da Colecao Prisma, continua evidenciando duas concepg¢des distintas de ensino da Matemdtica.
O mesmo observado nos primeiros capitulos ocorre neste, onde o material chinés destaca-se por uma es-
trutura altamente investigativa, baseada em problemas contextualizados e situacdes reais, enquanto o livro
do PNLD, embora também traga contextualizacdes, mantém uma forte €nfase na técnica e na aplicagcdo
direta de férmulas.

No material de Xangai, a apresentacdo da funcdo quadrética inicia-se com problemas préticos de
modelagem matemadtica, como o cdlculo da drea da moldura de uma fotografia ou a previsdo do nimero
de jogos em um campeonato. Os alunos sio levados a construir, investigar e interpretar expressoes qua-

dréticas a partir dessas situagdes. Em seguida, o material os conduz & generalizacdo das propriedades
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algébricas e graficas da funcdo do tipo y = ax? + bx + ¢, por meio da construcio colaborativa de grafi-
cos, exploracdo dos coeficientes e investigacao de transformacdes.

Essa abordagem evidencia o compromisso com o desenvolvimento do raciocinio analitico e da com-
preensao estrutural da funcio, explorando gradualmente variagdes dos pardmetros a, b e ¢ com apoio de
representacdes multiplas (tabelas, graficos e expressoes algébricas).

Vale destacar que o material faz uso sistematico de exemplos suficientemente genéricos, como nos
momentos em que os alunos sio levados a comparar os gréficos das fungdes vy = az?, vy = az?® + k
ey = a(x — h)? + k, identificando as variagdes no vértice e na concavidade. Essa estratégia didética
dialoga diretamente com a no¢do de exemplos suficientemente genéricos, discutida por Ripoll, Rangel e
Giraldo (2016, p. 87). De acordo com os autores, a escolha de exemplos no ensino da Matemdtica deve
permitir a extrapolacdo de padrdes e a construcdo de argumentos mais amplos. No caso em andlise, a
comparacdo entre fungdes com valores distintos de &k fornece ao estudante indicios suficientes para que
ele mesmo identifique a regra de deslocamento vertical, favorecendo a compreensao do papel estrutural
do pardmetro na equacao.

J4 o livro de Bonjorno, Giovanni e Sousa (2020), inicia sua abordagem sobre fun¢des quadraticas com
um problema contextualizado envolvendo lucro empresarial, um exemplo pertinente e cotidiano, mas que
antecipa a formalizacdo algébrica e a busca por mdximos e minimos a partir da férmula de Bhaskara,
assim como € mencionado no livro, e da forma candnica da funcao.

A proposta brasileira valoriza o ensino das propriedades algébricas cldssicas, como raizes da funcio,
vértice e concavidade, e busca apresentar problemas aplicados a realidade. No entanto, hd uma tendéncia
mais evidente ao uso direto de formulas e a resolucdo mecanica de equagdes do segundo grau, com menor
énfase na construgdo dos conceitos ou na dedugao colaborativa das propriedades matematicas.

Essa diferenca metodolégica revela uma lacuna em relacdo a formagao do pensamento matemaético
mais abstrato e investigativo, sobretudo no que tange a compreensao geométrica das funcdes. Enquanto
o material chinés conduz o aluno a descobrir, por exemplo, que o vértice da pardbola se desloca com a
mudanga dos parimetros h e k das fungdes y = ax?, y = ax®>+k, y=a(x —h)?+ k,olivrodo
PNLD costuma apresentar diretamente a férmula do vértice ou a forma canonica da fungao.

Outro ponto a se destacar € que apesar da proposta didética apresentada por Bonjorno, Giovanni e
Sousa (2020) ser vélida do ponto de vista introdutério, ao utilizar tabelas de valores e representacdes gra-
ficas para familiarizar o estudante com o comportamento da func¢do quadratica, hd uma lacuna importante
no que diz respeito a escolha dos valores de x utilizados para construir tais graficos.

O livro apresenta diretamente as tabelas com os pares ordenados e os respectivos graficos, mas ndo
orienta o leitor sobre os critérios adotados para a selecdo dos valores de x. Essa omissdo pode compro-
meter a autonomia do estudante, que pode ndo compreender como escolher valores relevantes para a
construcdo da pardbola em outras situacdes.

Para que o aluno compreenda o raciocinio subjacente a construcao do grafico, seria essencial que o

livro discutisse:
* aimportincia de incluir o vértice da pardbola;

* aescolha de valores simétricos em relacdo ao eixo de simetria;
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* anecessidade de cobrir intervalos suficientemente amplos para representar o comportamento glo-

bal da funcio.

Sem essa mediagdo tedrica, a atividade pode se tornar apenas uma reproducio de tabelas j4 prontas,
perdendo parte de seu potencial investigativo e conceitual. Ensinar o aluno a escolher conscientemente os
valores de z € tdo importante quanto construir o gréfico em si, pois desenvolve o pensamento matemético,
a andlise de dominio e a antecipagdo de comportamentos funcionais.

Ambos os materiais reconhecem a importancia das fun¢des quadraticas para a compreensao do mundo,
mas o fazem de maneiras distintas. O material de Xangai aposta em uma pedagogia da investigacdo, na
qual a construgdo dos conceitos se d4 de forma mais ativa e visual. O livro brasileiro, por sua vez, adota
uma abordagem mais tradicional, voltada a preparacdo para exames e avaliacdes externas, embora traga
bons exemplos contextualizados.

Em um material curricular que valorize tanto o raciocinio matemadtico quanto sua aplicabilidade,
a combinacdo das duas abordagens seria altamente enriquecedora, especialmente se o livio do PNLD
incorporasse praticas mais investigativas e o uso de exemplos que permitam a abstracdo progressiva dos
conceitos, como os sugeridos por Ripoll, Rangel e Giraldo (2016).

Ainda que o foco deste estudo recaia sobre o curriculo chinés de Xangai, é pertinente observar que
experiéncias internacionais que valorizam a integracao entre conceitos e a progressao coerente das ideias
matematicas contribuem para uma aprendizagem mais significativa. Como apontam Isoda e Baldin (2023,
p- 31), ao analisar os parAmetros curriculares japoneses, “o principio dos pardmetros curriculares japo-
neses de ‘extensdo e integracdo’ € orientado para melhorar as atividades matematicas e desenvolver o
pensamento matemdtico.” Tal abordagem, embora contextualizada no Japao, sustenta um argumento pe-
dagégico mais amplo: a importincia de sequéncias diddticas que articulem significados conceituais e
procedimentos, favorecendo o desenvolvimento do raciocinio matematico em diferentes contextos curri-

culares.

4.2 O uso do Teaching Research Group (Grupo de Pes-
quisa em Ensino) (TRG) e do Lesson Study (LS) para
0 ensino da matematica

Ao investigar os fundamentos pedagdgicos presentes nos materiais curriculares chineses contempo-
raneos, torna-se imprescindivel compreender os modelos de formagdo docente que lhes ddo sustentacio.
Um dos pilares dessa organizacdo curricular € o trabalho sistemético desenvolvido pelos TRGs, grupos
escolares responsdveis pela elaboracdo, implementacio e refinamento continuo das préticas de ensino
por meio do modelo Exemplary Lesson Development (Desenvolvimento de Aula Exemplar) (Keli). Esse
processo, caracterizado pela construcio coletiva de aulas exemplares, € parte integrante da politica edu-
cacional chinesa voltada a profissionalizacdo docente e a elevacdo da qualidade da educacdo matemadtica
(HUANG; BAO, 20006).

Nesse contexto, este capitulo discute como o Keli se articula com o ensino da matematica, especial-

mente em contetidos que exigem elevado grau de compreensdo conceitual, como o Teorema de Pitdgoras.
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A titulo de contraste e aprofundamento, também se considera o Lesson Study (LS), modelo japonés ampla-
mente difundido em estudos internacionais, cuja proposta formativa, embora distinta, compartilha com o

Keli o foco na prética colaborativa e na centralidade da aprendizagem dos estudantes.

4.2.1 O modelo japonés do Lesson Study (LS)

A proposta do Lesson Study (LS) se destaca como uma importante contribuicdo para o ensino da
matemadtica, ao promover praticas pedagdgicas centradas no desenvolvimento do pensamento dos estu-
dantes. Conforme apontam Isoda e Baldin (2023), essa abordagem coloca o aluno em uma posicdo ativa
na construcdo do conhecimento, incentivando a formulacio de significados préprios, a autonomia inte-
lectual e a capacidade de aprender matemaética “por e para si mesmo” (ISODA; BALDIN, 2023, p. 25).
Essa concepcdo estd em consonéncia com a visao de Shimizu (1984, apud Isoda e Baldin (2023, p. 25)),
que defende uma educagdo matemadtica pautada na construgao reflexiva e independente dos conceitos.

O LS valoriza a resolucdo de problemas como eixo metodologico fundamental. Em vez de tratar
os exercicios como meras aplica¢des procedimentais, essa abordagem propde a utilizacdo de situagdes-
problema como contextos de investigagao. Nesses cendrios, os estudantes sdo desafiados a levantar hipé-
teses, explorar estratégias variadas e justificar suas escolhas, fazendo do erro um elemento formativo e
essencial ao processo de aprendizagem.

Além disso, o ensino da matemdtica apoiado no LS promove a articulagdo entre diferentes represen-
tagcOes — algébricas, graficas, tabulares e verbais — como forma de aprofundar a compreensao conceitual.
Como argumentam Isoda e Baldin (2023, p. 31), essa prética favorece o desenvolvimento do raciocinio
matemadtico ao integrar conceitos ao longo da progressao dos contetddos, permitindo ao estudante perceber
relacdes, padrdes e estruturas com maior clareza.

Outro aspecto de destaque € a forma como o LS articula formacdo docente e ensino-aprendizagem.
Trata-se de um processo ciclico e colaborativo de planejamento, observacdo e andlise da pratica peda-
gbgica, no qual os professores atuam como pesquisadores da propria acdo. Isso permite ndo apenas o
aprimoramento das estratégias de ensino, mas também a producdo de materiais didaticos mais coeren-
tes com os objetivos formativos. Como afirmam os autores, “o LS promove claramente a renovagdo dos
livros didaticos e complementares para a formacdo de alunos e professores, bem como do curriculo de
matemadtica” (ISODA; BALDIN, 2023, p. 18).

4.2.2 A proposta chinesa do Keli e os TRGs

No contexto do ensino de matematica, podemos ver um exemplo claro da utilizacdo do Keli no ar-
tigo de (HUANG; BAO, 2006), onde o Keli foi aplicado de maneira concreta ao contetido do Teorema
de Pitdgoras, revelando o potencial do modelo para desenvolver o raciocinio matemético dos estudantes.
Segundo os autores, ao se tentar conduzir os estudantes 3 formulacio da relacio a® + b?> = c? apenas
por meio de medi¢des empiricas, esbarrava-se em dificuldades relacionadas a precisdo e a generalizacdo
dos resultados. Além disso, a formulagdo de provas era um desafio para a maioria dos estudantes (HU-
ANG; BAO, 2006, p. 286). Com base nisso, o grupo TRG elaborou uma sequéncia didatica ancorada em

atividades investigativas, com a utilizacdo de figuras geométricas e construc¢do de conjecturas.
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Neste estudo, a organizacdo do grupo Keli contou com pesquisadores de universidades e institutos
educacionais, juntamente com docentes experientes de uma escola de ensino secundario (HUANG; BAO,
2006, p. 287). A aula iniciou-se com a proposi¢cao de questdes exploratérias, levando os estudantes a co-
leta de dados e a formulacdo de hipdteses sobre as relagdes entre os lados de tridngulos retangulos. Essa
abordagem permitiu que conjecturas fossem discutidas coletivamente, algumas refutadas por contraexem-
plos, e outras sustentadas e conduzidas a demonstracio (HUANG; BAO, 2006, p. 289).

Durante a reflexao pds-aula, os autores destacaram dois aspectos centrais:

1. A limitagdo do uso exclusivo de dados empiricos para formular a conjectura, dado o risco de im-

precisdes nas medi¢des realizadas pelos estudantes;

2. A necessidade de que os estudantes compreendam n@o apenas a prova final do teorema, mas tam-

bém o processo de elaboracdo dessa prova.

Nesse sentido, os materiais de apoio, como planilhas progressivamente estruturadas, atuaram como
elementos de scaffolding', facilitando tanto a construcio do raciocinio quanto a internalizagio do método
de demonstracdo matemdtica (HUANG; BAO, 2006, p. 288-289).

Os autores trouxeram como resultado que o modelo culminou em uma mudanca de paradigma no
ensino: reduziu-se o tempo de fala do professor e de pratica mecanica, enquanto ampliou-se significativa-
mente o tempo dedicado a interacdo e a exploragao por parte dos estudantes. O Keli demonstrou, assim,
ser um instrumento efetivo para a promog¢ao de aulas centradas na atividade investigativa dos alunos,
como exige o curriculo nacional chinés (HUANG; BAO, 2006, p. 290).

Na comparacdo com o LS, ambos os modelos compartilham a preocupag¢do com o planejamento co-
laborativo, a observagao de aula e a reflexdo p6s-aula. No entanto, o Keli diferencia-se por enfatizar a
participacdo de especialistas, a revisdo sistemdtica do planejamento e a implementacio de agdes subse-
quentes. Tais elementos o tornam particularmente eficaz em contextos de reformas curriculares profundas,
ao favorecer a articulacdo entre teoria e pritica e ao estimular a producdo de narrativas docentes como
forma de sistematizacao da aprendizagem profissional (HUANG; BAO, 2006, p. 295).

Nesse sentido, o Keli, inserido na estrutura dos TRGs, configura-se como um modelo promissor de
desenvolvimento profissional docente em matematica, por integrar reflexdo, acao e pesquisa colaborativa,
sempre com foco no aprimoramento da prética pedagdgica e na promocgao de aprendizagens mateméticas
mais significativas por parte dos estudantes.

De forma mais ampla, tanto o LS japonés quanto o modelo Keli, desenvolvido no contexto da chamada
“Educacdo em A¢do” na China, constituem abordagens colaborativas voltadas a formacdo docente e a
qualificacdo das praticas de ensino. Enquanto o LS enfatiza a observacdo detalhada das respostas dos
alunos como ferramenta para alinhar as intencdes pedagdgicas as reais necessidades e modos de pensar
dos estudantes — de modo que “as aulas sdo planejadas ndo apenas para ensinar contetidos, mas para
desenvolver o pensamento matematico dos alunos” (ISODA; BALDIN, 2023, p. 20) —, o Keli destaca-se
por integrar professores em servigo, especialistas e pesquisadores na construcao e replanejamento coletivo
de aulas exemplares (HUANG; BAO, 2006).

!Scaffolding é um termo da psicologia educacional que pode ser traduzido como “andaimagem pedagdgica” ou
“apoio instrucional estruturado”. Refere-se a um suporte tempordrio e deliberado oferecido ao estudante com o
objetivo de promover sua autonomia progressiva na resolugéo de tarefas cognitivamente desafiadoras.
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Ambos os modelos compartilham o compromisso com a qualidade do ensino e a centralidade da
aprendizagem dos estudantes, promovendo praticas mais reflexivas, integradas e eficazes no ensino da

matematica, ainda que apresentem especificidades estruturais e culturais em suas formas de implementa-
¢ao.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Esta dissertacdo teve como objetivo analisar, de forma comparativa e reflexiva, materiais curricula-
res de Matematica utilizados no Brasil e em Xangai, tomando como referéncia, no contexto brasileiro, o
livro didético da Cole¢@o Prisma, aprovado pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) (BON-
JORNO; GIOVANNI; SOUSA, 2020), e, no contexto chinés, materiais curriculares e propostas didaticas
desenvolvidas no ambito dos Teaching Research Group (Grupo de Pesquisa em Ensino) (TRG) e do mo-
delo de Exemplary Lesson Development (Desenvolvimento de Aula Exemplar) (Keli). No caso chinés, a
andlise fundamentou-se nos Padroes Curriculares de Matemdtica da Educagao Obrigatéria (CHINA. Mi-
nistério da Educacido, 2022) e em materiais curriculares produzidos para o ensino de fun¢gdes em Xangai
(FUNCTIONS, 2027?; LINEAR FUNCTIONS, 202?7; QUADRATIC FUNCTIONS, 2027?).

Com foco no ensino de fungdes, a investigacao articulou a anélise dos materiais as concepcdes de
curriculo, de ensino e de formagdo docente subjacentes a cada contexto educacional. Ao longo do traba-
lho, buscou-se evidenciar que as diferencas observadas entre os materiais nao se restringem a aspectos
metodolégicos pontuais ou a organizacdo dos conteidos, mas refletem concepgdes mais amplas acerca
do papel do estudante, do professor e do conhecimento matemaético no processo educativo.

A andlise do Materiail Curricular de Xangai evidenciou uma proposta pedagdgica fortemente orien-
tada por principios investigativos, progressivos e reflexivos, nos quais o ensino de fung¢des é concebido
como um processo de construcdo conceitual gradual. Situagdes-problema contextualizadas, o uso articu-
lado de multiplas representacdes algébricas, graficas e tabulares, a exploracao sistemdtica de parametros
e a valorizacdo da formulacdo de conjecturas constituem elementos centrais dessa abordagem. Essas ca-
racteristicas favorecem a constru¢do de uma compreensao conceitual aprofundada, o desenvolvimento do
raciocinio matematico e a autonomia intelectual dos estudantes, aspectos amplamente reconhecidos pela
literatura em Educacdo Matemadtica como fundamentais para a promocao de aprendizagens significativas.

Em contraposicdo, o material brasileiro analisado, aprovado pelo PNLD, embora apresente avancos
relevantes no que se refere a contextualizagdo e a diversidade de exemplos, ainda revela a predominancia
de uma abordagem mais expositiva e procedimental. Observa-se, com frequéncia, a antecipacao de defini-
¢oes formais e a énfase na aplicagao direta de férmulas, com menor espago para atividades investigativas
que promovam a exploracdo, a generalizacdo e a argumentacdo matematica por parte dos estudantes. Essa
organizacdo didética tende a limitar a constru¢dao auténoma dos conceitos, especialmente no estudo de
funcdes, conteddo estruturante para a formag¢do matemadtica na Educacio Basica.

Um dos aspectos mais significativos evidenciados ao longo da pesquisa refere-se a relaco intrin-
seca entre a organizacdo dos materiais curriculares e os modelos de formacdo docente adotados em cada
contexto. No caso de Xangai, os TRG e o modelo de Keli configuram-se como pilares centrais do desen-
volvimento profissional docente. Esses dispositivos institucionais estruturam uma cultura colaborativa
consolidada, na qual o planejamento coletivo, a observagdo de aulas, a reflexdo sistemdtica sobre a pré-
tica e o replanejamento pedagdgico constituem um ciclo continuo de aprimoramento. Como resultado, os
materiais curriculares produzidos refletem coeréncia interna, intencionalidade pedagégica e alinhamento

entre objetivos formativos, priticas de ensino e aprendizagem dos estudantes.
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Ao dialogar com o modelo japonés de Lesson Study (LS), observa-se que, embora existam diferencas
estruturais e culturais em suas formas de implementacio, ambos os modelos compartilham principios fun-
damentais. Tanto os TRG quanto o LS se organizam em torno do compromisso com a qualidade do ensino
e com a centralidade da aprendizagem dos estudantes, promovendo praticas docentes mais reflexivas, in-
tegradas e eficazes. Enquanto o LS enfatiza o planejamento minucioso da aula, a observacao sistemaética
e a andlise aprofundada das respostas dos estudantes, o modelo chinés destaca a continuidade do trabalho
coletivo e a institucionalizag@o da reflexdo pedagdgica. Em comum, ambos reconhecem o professor como
pesquisador de sua prépria prética e o estudante como protagonista do processo de aprendizagem.

Em contraste, no contexto brasileiro, apesar da existéncia de documentos curriculares orientadores,
como a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), a articulag¢do entre curriculo, material didético e
formacdo docente ainda se mostra fragmentada. A auséncia de espagos institucionais consolidados para
o estudo coletivo, a observacdo de aulas e a reflexdo sistemdtica sobre a préitica pedagégica dificulta
a incorporagdo consistente de abordagens investigativas nos materiais didaticos e no cotidiano escolar.
Essa lacuna evidencia que a melhoria do ensino de Matemadtica ndo depende apenas da reformulacdo
de conteidos, mas exige politicas ptblicas que valorizem e fortalecam o desenvolvimento profissional
docente de forma continua, colaborativa e contextualizada.

No que se refere ao aprofundamento teérico do professor de Matematica, destaca-se a relevancia de
obras que extrapolam a abordagem usual dos livros didaticos, contribuindo para uma compreensiao mais
consistente do conceito de funcio. Nesse sentido, a Cole¢do do Professor de Matematica, publicada pela
Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), configura-se como importante referéncia formativa.

Obras como Nimeros e Funcoes Reais (LIMA, 2023) e A Matemadtica do Ensino Médio (LIMA et
al., 2016) apresentam o conceito de fun¢do com rigor matemaético e clareza conceitual, articulando-o a
outros temas estruturantes, como progressoes, limites e continuidade. Tal perspectiva aproxima-se, em
diversos aspectos, da abordagem observada nos materiais didaticos de Xangai, especialmente no que se
refere a valorizag@o da coeréncia conceitual e a integracdo entre diferentes representagdes.

Assim, o estudo dessas obras, aliado as reflexdes desenvolvidas ao longo desta pesquisa, aponta para
a importancia de uma formacgdo docente que vd além da dimensdo instrumental, favorecendo a construgdo
de préticas pedagdgicas mais fundamentadas, criticas e significativas no ensino de fung¢des.

Os resultados desta pesquisa ndo tém a pretensdo de estabelecer hierarquias entre sistemas educaci-
onais, tampouco de defender a transposi¢@o acritica de modelos estrangeiros para a realidade brasileira.
Ao contrério, a andlise comparativa desenvolvida busca contribuir para uma reflexdo critica sobre cami-
nhos possiveis para o aprimoramento do ensino de Matematica no Brasil, especialmente no que se refere
a integracdo entre curriculo, material diddtico e formagao docente. A experiéncia de Xangai evidencia
que praticas colaborativas institucionalizadas e sustentadas por uma cultura de estudo e reflexdo podem
impactar positivamente tanto a formacdo dos professores quanto a aprendizagem dos estudantes.

Por fim, espera-se que esta dissertacdo contribua para o debate académico e educacional acerca da
elaboracdo de materiais curriculares mais coerentes com propostas investigativas e formativas, bem como
para a formulacdo de politicas educacionais que promovam a valorizagdo do trabalho docente. Como
perspectivas para pesquisas futuras, sugere-se aprofundar investigacdes empiricas sobre a implementacdo
de préticas colaborativas inspiradas em modelos como o0 TRG e o LS em contextos brasileiros, analisando

seus impactos na aprendizagem dos estudantes e no desenvolvimento profissional docente. Nesse sentido,
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este trabalho se apresenta como um convite a reflexdo e ao didlogo sobre possibilidades concretas de

qualificacdo do ensino de Matemética na Educacgdo Basica.
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Anexo A — Guia de Observacao na Aula

Classroom Observation Guide

Guia de Observagao na Aula

What mathematical tasks in classroom instruction have you noticed?

- Quais tarefas matemdticas vocé notou durante a instrugdo na aula?

What mathematics/ teaching methods have you noticed the teacher using to help students solve
this task? How did students respond to teacher’s method?
- Quais métodos matemdticos/de ensino vocé notou que o professor usou para ajudar os alunos a resolver

esta tarefa? Como os alunos responderam ao método do professor?
* How many mathematics/ teaching methods are there to solve the task in the class?
- Quantos métodos matemdticos/de ensino existem para resolver a tarefa na aula?

* Which mathematics/ teaching method(s) do you think is more effective? Why?

- Qual(is) método(s) matemdtico(s)/de ensino vocé acha que é mais eficaz? Por qué?

* Are there any other effective mathematics/ teaching methods you would recommend adding?

- Ha outros métodos matemdticos/de ensino eficazes que vocé recomendaria adicionar?

How did the teacher build connections between the task to others?

- Como o professor estabeleceu conexoes entre as tarefas?

What resources and tools did the students use?

- Quais recursos e ferramentas os alunos usaram?
* What specific resources and tools were used in the class?
- Quais recursos e ferramentas especificos foram usados na aula?

¢ How did students use them in the class?

- Como os alunos os utilizaram na aula?

How did they contribute to student learning process?

- Como eles contribuiram para o processo de aprendizagem dos alunos?

* Do you think students had sufficient time and opportunities to use these resources and tools

in class? Why or why not?
- Vocé acha que os alunos tiveram tempo e oportunidades suficientes para usar esses recursos e

ferramentas na aula? Por que sim ou por que ndo?



How did the students operate? What difficulties did they encounter?

- Como os alunos operaram? Quais dificuldades encontraram?

* Please describe the process of how students completed the task.

- Descreva o processo de como os alunos completaram a tarefa.

Did the students complete this task collaboratively or independently?

- Os alunos completaram esta tarefa de forma colaborativa ou independente?

* Was there enough time for student exploration?

- Houve tempo suficiente para os alunos fazerem exploragcdo?

What difficulties did they encounter?

- Quais dificuldades eles encontraram?

How did students record and report their methods and solutions? What were the challenges for
them in this process?
- Como os alunos registraram e relataram seus métodos e solucées? Quais foram os desafios para eles

neste processo?

* Was there enough time for student recording and reporting?

- Houve tempo suficiente para o registro e relato dos alunos?

Which follow-up questions did the teacher ask during the students’ reports?

- Quais perguntas consequentes o professor fez durante os relatos dos alunos?

How did the teacher provide other supports in this process?

- Como o professor forneceu outros apoios neste processo?

What challenges or misconceptions did the students face in the process?

- Quais desafios ou equivocos os alunos enfrentaram no processo?

During the implementation of this task by the teacher, which practices do you think need im-
provement?
- Durante a implementacdo desta tarefa pelo professor, quais prdticas vocé acha que precisam de melho-

ria?
* Do you have any comments on the lesson?
- Vocé tem algum comentario sobre a aula?

* Do you have any advice to improve the lesson?

- Vocé tem algum conselho para melhorar a aula?
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Anexo B — Formulario de Observacao em
Sala

Name (Nome): School (Escola):

Date (Data): Topic (Tépico):

Implement Mathematical Tasks in the Classroom

Implementacdo de Tarefa Matemdtica na Aula

What mathematical tasks in classroom instruction have you noticed?

- Quais tarefas matemdticas vocé notou durante a instrugcdo na aula?

What mathematics/ teaching methods have you noticed the teacher using to help students solve

this task? How did students respond to teacher’s method?

- Quais métodos matemdticos/de ensino vocé notou que o professor usou para ajudar os alunos a

resolver esta tarefa? Como os alunos responderam ao método do professor?




What tools did the students use? How can
these tools be utilized to generate resources for
student learning?

- Quais ferramentas os alunos usaram? Como
essas ferramentas podem ser utilizadas para

gerar recursos para a aprendizagem dos alunos?

How did the students explore the task? What
difficulties did they encounter?
- Como os alunos exploraram a tarefa? Quais

dificuldades encontraram?

How did students record and report their
solutions? What were the challenges for them
in this process?

- Como os alunos registraram e relataram suas
solucoes? Quais foram os desafios para eles neste

processo?

During the implementation of this task by the
teacher, which practices do you think need
improvement?

- Durante a implementacdo desta tarefa pelo
professor, quais prdticas vocé acha que precisam

de melhoria?
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