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RESUMO

A presente dissertagdo tem por objetivo mostrar a relagdo proxima existente entre as
matrizes e 0os numeros complexos que pode ser tracada ainda no Ensino Médio,
relacdo essa que € uma fonte de valorizagdo do ensino dos numeros imaginarios ao
mesmo tempo que exibe uma aplicacdo do universo matricial e produz um exercicio
intelectual de algebrizacdo. Para esse fim, € necessario saber os conhecimentos
basicos da algebra dos complexos e das matrizes, o que € apresentado aqui.
Demonstragdes de alguns resultados sao escolhidas para serem exibidas. Por fim,
faz-se uma digressao acerca de espacos vetoriais matriciais, uma série de exercicios
sugeridos e questdes de vestibulares do IME e do ITA com resolugéo e propde-se uma
sequéncia de ensino para ser desenvolvida em sete aulas, com o intuito de ser um
apoio para o professorado que desejar exibir a abordagem sugerida em suas aulas
somada a um link para o Geogebra com uma atividade a ser realizada com o alunado.

Palavras-chave: Numeros complexos. Matrizes. Forma Matricial dos numeros
Complexos.



ABSTRACT

This dissertation aims to show the close connection between matrices and complex
numbers, a relationship that can already be established in high school. This connection
serves as a means of valuing the teaching of imaginary numbers while simultaneously
presenting an application of the matrix framework and providing an intellectual exercise
in algebraization. To this end, it is necessary to understand the basic concepts of
complex number algebra and matrix theory, which are presented here. Proofs of some
results are selected and displayed. Finally, a discussion on matrix vector spaces is
included, along with a series of suggested exercises and entrance exam questions
from IME and ITA, with solutions. A seven-lesson teaching sequence is also proposed,
intended to support teachers who wish to implement the suggested approach in their
classes, together with a link to a GeoGebra activity to be carried out with students.

Keywords: Complex Numbers. Matrices. Matrix Form of Complex Numbers.
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INTRODUCAO

Muito se tem escrito e publicado sobre a teoria dos numeros complexos ao
longo dos tempos, desde o século XVI, periodo em que ela iniciou seu processo de
formalizagdo como conhecemos hoje. O que motiva a criagao deste material sdo dois
pontos principais: a mudancga de foco recente (sobretudo apos os avangos produzidos
pela LDB e pela BNCC) do ensino de complexos na educagao basica brasileira, o que
pode, a nosso ver, suscitar um menor interesse em explorar as oportunidades geradas
por esse assunto na assimilacdo de outros inumeros temas associados dentro da
algebra e da geometria; e a pouca producédo de materiais de estudo que associam os
complexos a estrutura matricial, relagéo que se pauta pela complementaridade de dois
campos vastos e profundos. Esta posi¢cao se baseia em NETO (2013, p.3):

Na busca de significados, a matematica deve ser resultado de um todo
conectado, onde a informacgao tratada como elemento estanque deve ceder
lugar a uma abordagem que busque conexdes. Por consequéncia, a selegao
de conteudos deve pressupor o favorecimento destas conexdes, destes
significados e possuir relevancia na busca do desenvolvimento

social/intelectual dos alunos.

A gama de conquistas que podem ser obtidas no estudo do isomorfismo entre
o conjunto dos numeros complexos e um subconjunto do conjunto das matrizes de
ordem 2 orienta esta dissertacéo: o proprio estado de espacgo vetorial destes conjuntos
permite, por exemplo, desenvolver resultados que sdo naturalmente estendidos a
outros campos de conhecimento matematico que compartiham da mesma
caracteristica (serem espacos vetoriais). Diante desse contexto, o trabalho aqui
apresentado tem como objetivo geral investigar e apresentar a correspondéncia
biunivoca entre o corpo dos numeros complexos e o conjunto das matrizes reais de

ordem 2 da forma [Z _ab]’ demonstrando como esse isomorfismo pode ser explorado

como ferramenta pedagdgica no Ensino Médio. Para alcangar esse proposito,
delineiam-se os seguintes objetivos especificos:

¢ Revisitar a construgao do conjunto dos nimeros complexos a partir da definicao
de par ordenado, suas operacoes e propriedades, e apresentar os fundamentos
da teoria de matrizes, com énfase nas operagdes e propriedades das matrizes
quadradas de ordem 2. Um especial destaque € dado para a formula de Euler,
que de maneira elegante relaciona numeros complexos com a geometria;

e Estabelecer e demonstrar formalmente a correspondéncia entre um namero

a

b
dessa correspondéncia, como a interpretagcdo geométrica da unidade

imaginaria como rotacao de 90° e a representacdo matricial da forma polar e
da Férmula de Euler;

e Elaborar uma sequéncia de ensino que permita a aplicagado dessa abordagem
em sala de aula no 3° ano do Ensino Médio e compilar e resolver exercicios
contextualizados, incluindo questbes de vestibulares do IME e do ITA, que
explorem a conexao entre os dois temas.

complexoz=a+bie a matrizZ = [ _ab] e explorar as consequéncias
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Para cumprir os objetivos propostos, esta dissertacdo esta organizada da
seguinte maneira: no Capitulo 1 apresenta-se a fundamentagao tedrica dos numeros
complexos, abordando sua forma algébrica, o plano de Argand-Gauss, conjugado,
modulo, forma trigonométrica e a Formula de Euler; o Capitulo 2 € dedicado a teoria
elementar das matrizes, incluindo definicbes, tipos especiais, operagdes e
propriedades, com foco nas matrizes de ordem 2, enquanto que o Capitulo 3 constitui
o nucleo do trabalho, onde se estabelece e se demonstra a abordagem matricial dos
numeros complexos, explorando a representagdo de i, a forma trigonométrica
matricial e a equacao de Euler na forma matricial. O Capitulo 4, por fim, apresenta
uma proposta de sequéncia de ensino para aplicacdo em sala de aula e um produto
educacional composto de um link para acesso a uma aplicagéo pronta no Geogebra
com um roteiro para implementacdo. Na sequéncia, sao apresentadas
as Consideracgdes Finais, seguidas das Referéncias Bibliograficas. Completam o
trabalho os Apéndices, que trazem uma discussdo sobre os espagos vetoriais das
matrizes (Apéndice A), uma lista de exercicios propostos (Apéndice B), questdes
resolvidas do IME (Apéndice C) e do ITA (Apéndice D).

Com este trabalho, deseja-se apresentar, portanto, uma contribuicdo a
abordagem da relagdo entre complexos e matrizes, destacando pontos dessa relagéo
que apoiem a validade dos resultados obtidos e impulsionando outros trabalhos
posteriores.
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1. FORMA ALGEBRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo, apresentamos os conceitos e resultados basicos da teoria
algébrica e geométrica dos numeros complexos, construindo o conjunto destes
numeros formalmente. As principais proposicdes e 0s principais teoremas servirdo
como suporte para esta constru¢cdo, da forma como € feito usualmente no Ensino
Médio.

Definicdo 1: O conjunto dos numeros complexos C é formado pelos pares
ordenados z = (a; b),a, b € R, em que sao definidas as seguintes operagdes de adigdo
e de produto: dados z; = (ay; by), 2z, = (ay; by),

i) z1 + 2z, = (ag + ay; by + by);
ii) z1+2Z, = (a;a, — by - by; a1 by + by - ay).

Proposigao 1: A adi¢cdo e o produto tém as seguintes propriedades:

i. Para todos (a;b),(c;d),(e;f) € C vale [(a;b)+ (c;d)]+ (e, f) =(a,b)+
[(c,d) + (e, )]

Demonstragao: valendo-se da associatividade usual em R,

[(a;b) + (c; D]+ (e;f) =(a+c;b+d)+ (e f) =
=[(a+c)+e(b+d)+f]
=la+(c+e);b+(d+/f)]

=(@b)+(c+ed+f)
= (a;b) + [(c;d) + (& )]
ii. Para todos (a; b), (c;d) € Cvale (a; b) + (c;d) = (c;d) + (a; b).
Demonstracdo: valendo-se da propriedade comutativa usual em R:

(;p)+ (c;d)=(a+c;b+d)
=(c+a;d+b)
= (c;d) + (a; b).

ii. Existe o elemento neutro aditivo (0,0), isto é:
(a;b) +(0;0) = (0;0) + (a; b),V(a; b) € C.
Demonstracao:

(a;b)+(0;0)=((@+0;b+0)=(0+a;0+b) =(a;b).



iv. Para todo (a; b) € C, o simétrico aditivo é o par ordenado (—a; —b) que

satisfaz (a; b) + (—a; —b) = (0;0).

Demonstracao:
(a,b) + (—a,—b) = (a + (—a),b + (—=b)) = (0,0).
v. Para todos (a; b), (¢; d), (e; f) € C vale
[(a;D)- (c; )] (&; ) = (a;b) - [(c;d) - (e; .

Demonstracao:

[(a; b).(c;d)].(e; f) = (ac — bd;ad + bc) - (e; f) =
[(ac — bd)e + (ad + bc)f; (ac — bd)f + (ad + bc)e]
lace — bde — adf — bcf; acf — bdf + ade + bce]
[a(ce —df) — b(de + cf); a(de + ¢f) + b(ce — df)]
= (a; b).(ce — df;cf + de)

= (a; b).[(c; D). (e; ]

vi. Para todos (a; b), (c; d) € C vale

(a;b) - (c;d) = (c;d), (a; b).

Demonstracgao:
(a; b).(c;d) = (ac — bd; ad + bc) = (ca — db; cb + da) = (c; d).(a; b).
vii. Para todos (a; b), (c; d), (e; f) € C vale:
(@;b0) - [(e;d) + (& )] = (@ b) - (c;d) + (a; b) - (e; f).

[(a;b) + (c; )] - (e; ) = (a;b) - (&; f) + (c;d) - (e; f).

Demonstracao:

(a;b).[(c;d) + (e; )]l = (a;b).(c +e;d + f) =
=la(c+e)—b(d+ f);ald+f)+b(c+e)]

= (ac — bd; ad + bc) + (ae — bf; af + be)

= (a;b).(c;d) + (a; b).(e; f)

[(a;b) + (c; D). (e;f) =(a+c;b+d).(e f)
=[a+c)e—b+d)f;(a+c)f +(b+d)e]
= (ae — bf,af + be) + (ce — df,cf + de)
=(a,b).(e,f) + (c,d). (e ).

12
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viii. Existe o elemento neutro do produto (1;0) tal que (a; b)- (1;0) = (a; b).
Demonstracao:
(a;b).(1,0) =(a.1—b.0;a.0+ b.1) = (a; b).

ix. Para todo (a, b) € C nao nulo, o inverso multiplicativo é o par ordenado

( a b )
a?+b?" a%+b?
tal que

a b
a2+ b2’ a?+ b2

(@b )= 0,

Demonstragdo: seja z = (a; b) # (0;0). Com isso, a0V b # 0. Seja z7! =
(x;y) talque z- z71 = (1;0):

(a,b).(x,y) = (1,0) & (ax — by,ay + bx) = (1,0) & {

Portanto,
o a . —b
T rp2? T2t
Dados z; = (a;b), z, = (c; d) com z, # (0,0), a divisdo de z, por z, sera definida
como sendo z1. z,™!, 0 que resulta em:

Zq (ac + bd bc — ad)
Zy c2+d?’ c2+d?)

Proposigao 2: Seja A = {(a, 0); a € R}. Definimos a fungcéo @: R — A por @(x) =
(x,0). Desta forma, a fungdo assim definida sera bijetiva e, além disso,

i. @(a+b)=0(a)+ 0(b),Va,bER;
i. ®(a-b) =0(a) @d(b),Va,b € R.

Demonstragéo: inicialmente, verificamos que todo par (x,00€A ¢é o
correspondente pela fungado @, de algum x € R, 0 que a torna sobrejetiva; além disso,
como (x,0) € Ae (y,0) € Asaodistintos se x # y, entdo a fungédo @ também & injetiva.
Logo, temos garantida a bijetividade da fungéo @.

Para demonstrar os itens i e ii acima, fazemos:
@(a+b)=(a+b,0) =(a,0)+(b,0) =0(a)+ 0(b);
@(ab)=(a-bh,0)=(a-b—0-0,a-0+b-0)=(a,0)(b,0)=0(a): 0(b).
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Pela bijetividade da fungdo @ entre o conjunto dos numeros reais e o conjunto
A que é conservante em relagdo as operagdes de soma e multiplicagdo, podemos
entdo associar cada numero real a a um par ordenado (¢;0) e, assim, o conjunto dos
numeros reais passa a ser visto como um subconjunto do conjunto dos numeros
complexos. Além disso, definiremos o numero complexo (0;1) como sendo a unidade
imaginaria e o representaremos por i. Verifique que:

i2=i-i=(01)-(01)=(0-0-1-1,0-1+1-0=(-1,0) = —(1,0) = -1
Portanto, i = -1.

Observagao: concluimos que

if=-1 i*=-1 i"=-1 i"=-1

i = =i i = —i = — i = —g

e assim sucessivamente. Com isso, pode-se afirmar que se n=4¢g +r, emque n, g €
r sdo naturais, entdo " =i, pois i" = i7" = (i) - i =19-i"=1".

Dado um numero complexo qualquer z = (a; b),a, b € R, temos:

z=(a;b) =(a;0)+ (0;b) =(a;0)+(b-0—-0-1;b-14+0-0) =a + bi.

O numero real a € chamado parte real de z e o numero real b € chamado parte
imaginaria de z. Em simbolos indica-se por: a = Re(z) € b = Im(z).

Um numero complexo cuja parte imaginaria € nula denomina-se real, enquanto
um numero complexo cuja parte real é nula e a imaginaria ndo € chamado de
imaginario puro.

Em resumo, o numero complexo z = a + bi herda as caracteristicas e
propriedades do par ordenado (a; b). Assim sendo, o conjunto C = {a + bi : a, b € R,
i? = =1} munido das operagbes soma e produto, definidas da seguinte forma: dados
z; =a, + bjiez, =a, + byi:

i) z1 + 2z, = (a1 + ay) + (by + b,)i;
ii) Z1°Z; =(a;-az — by - by) + (ay - by + by - ay)i

€ um corpo, visto que satisfaz as seguintes propriedades: para todo z = a + bi,
w=c+diet=e+fi, temos:

(S1) [(a + bi) + (c + di)] + (e + fi) = (a + bi) + [(c + di) + (e + fi)];
(S2) (a + bi) + (c +di) = (¢ +di) + (a + bi);
(S3) elemento neutro aditivo: (a + bi) + (0 + 0i) = a + bi;

(S4) inverso aditivo: (a + bi) + (—a — bi) = 0+ 0i = 0;
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(P1) [(a+ bi)(c+di)](e + fi) = (a + bi)[(c + di)(e + fi)];

(P2) (a + bi)(c + di) = (c + di)(a + bi);

(P3) (a+ bi)[(c +di) + (e + fi)] = (a+ bi)(c + di) + (a + bi)(e + fi);
(P4) [(a+ bi) + (c + diD)](e + fi) = (a + bi)(e + fi) + (c + di)(e + fi);

(P5) Elemento neutro multiplicativo: (a + bi)(1 + 01) = a + bi;

a ab

a?+b?  a?+b2

(P6) Inverso multiplicativo: (a + bi)( i) =1+0i=1.

1.1. PLANO DE ARGAND-GAUSS

Geometricamente, o numero complexo z = a + bi é representado no plano da
seguinte forma:

Im(z)

0 Re(z)

Representacao de z no plano complexo. Fonte: (NASCIMENTO, 2015)

O plano utilizado para representar os numeros complexos € chamado de
Argand-Gauss, onde o eixo horizontal € chamado de eixo real e o vertical de eixo
imaginario.
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1.2. CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

Definigdo 2: Para o numero complexo z = a + bi, 0 conjugado de z € 0 numero
complexo Z = a — bi.

Geometricamente:

[ @ Bel)

Representagdo de Z no plano complexo. Fonte: (NASCIMENTO, 2015)

Teorema 1: Se z € C, entdo:

i. z+ Z = 2Re(2);
ii. z—27z=2Im(z)-i;
iii. z=7o z€R;
iv. z-Z=a’+ b2,

Demonstracao:

i. z+zZ=(a+bi)+ (a—bi) =2a=2Re(z).
i. z—2Z=(a+ bi)— (a—bi)=2bi =2Im(z)-Ii.
iii.z=Zea+bi=a-bieb=-beob=0z€R
iv. z-Z = (a+ bi)(a — bi) = a® — (bi)? = a® + b>.
Teorema 2: Se z, e z, sdo numeros complexos quaisquer, entao:
i. Al + Zy = Z_1 + Z_2,
. 77725 =71 " Zy;
iii. Re(z,-73) = Re(z7 - z,);
iv. Im(z, - z3) = —Im(z7 - z,).
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Demonstracao:

i. Se zi +zo = (a+c)+ (b + d)i, entdo z; +z, =(a+c)—(b+d)i=
=(a—bi)+ (c—di) =7z, + 7,.
ii. Se z; -z, = (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i:
Z1 "z = (ac — bd) — (ad + bc)i = a(c — di) — bi)(c — di) =
= (a — bi)(c — di) = z; * Z,.
iii. 2,7y = (a + bi)(c — di) = ac + bd — (ad — bc)i; z; - z, = (a — bi)(c +
di) = ac + bd + (ad — bc)i.

Entdo, Re(z;, - z3) = Re(z; - z,) e Im(z, - ;) = —Im(Z; * z,).
Para determinar j—l multiplique o numerador e o denominador pelo conjugado
2
do denominador, como a seguir:

21_a+bi_(a+bi)(c+di)_ac+bd+bc—ad_
Z;, c+di (c+d)(c—di) c2+d? cZ+ar”

1.3. MODULO DE UM NUMERO COMPLEXO

Dado um numero complexo z = a +bi, denominamos médulo de z ao numero real ndo
negativo |z| = va? + b?. Comumente, escrevemos |z| = 1.
Geometricamente, da mesma forma que o mdédulo de um numero real representa a

distancia para a origem (do eixo real), 0 médulo de um numero complexo z representa
a distancia de z a origem (do plano de Argand-Gauss):

»

Im(z)

Representagao de |z| no plano complexo. Fonte: (NASCIMENTO, 2015)



Teorema 3: Se z € C, entao

i. |z| = 0;

ii. |z| =0 & z = 0;

iii. lz| = |z];

iv. Re(z) < |Re(2)| < |z|;
V. Im(z) < |Im(2)| < |z|;
Vi. |z|? =z Z

Demonstracao: sendo z = a + bi:
i. a2>0;b>>0=>a*>+b*>=>20=|z|=>0.
i. |zl=0®a?+b?’=0a’=b*’=02=0.
iii. |z = Va2 +b% = JaZ + (=b)? = |zI.
iv. a=>0=>a=|al;a < 0= a<|al; Portanto, a < |a|.
Por outro lado, a2 < a? + b%2 = a?2 <VaZ + b2 = |a| < |z|.

Assim, concluimos que a < |a| < |z|.

v. Analogamente, b < |b| < |z|.
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vi. Segue da definicdo de mddulo e de resultado anterior para z - Z.

Teorema 4: Se z; e z, sS40 numeros complexos, entao:

i |zy - z3| = |z4| - |25];

_ lzil .

Zy
Al =2, % 0;
|z]” 2 ’

Z2
iii. |2y + 25| < 71| + |23];

iv. |21 — 25| = ||Z1| - |ZZI|-
Demonstragcdo: sendo zi =a + bi € z2 =c¢ + di:

.z Z2=1zI?NZ] 23 =7, 73 =

|z 'Z2|2 = (2122)(Z122) = (21 22)(Z1* 23) = (21 71) (22 Z3) = |Z1|2 :

122221 - 2] = |z4] - | 2, ).
T N | _ c—di | _|edi| _ Ve2+d? _ Ve24a2 1 1
"zl T leail T letaiyc—apl T lez+azl T |c24a2] J(c2+d?)? T VezxdZ T |z
Z, 1 1 1 |z, |
==z = = Al | = A ==
27 ) Z2 |z2| |z

iii. |21 + 2,07 = (21 + 2) (21 + 22) = (21 + 2)(Z1 + 25) = 212, + 212, +

7,71 + 2,75 = |71|* + 2Re(2,73) + | 7,|%.
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Por outro lado:

|21|? 4+ 2Re(2,23) + |25|* < |z11* + 2|z125| + | 2,]* = | 241 + 2|24 ]| 25| + |25 ]?
= (|Z1 +22D2-

Assim:

|2y + 231% < (121 + 221)% = (Iz1] + |221)% = |21 + 23| < |24 + |2,].

V. |2y — 251> = (21— 22) (71 = 22) = (21 — ) (71 — 23) = 217, — 2175 —
Z1Zy + 2325 = |Z1|2 — 2Re(z,7;) + |ZZ|2 = |Z1|2 — 2|z12;| + |z, Z= |Z1|2 —2|zq] -

|Z3] + 12217 = (|121]% = |22|7)? = |2y — 25| = ||Z1| - |Zz||-

1.4. FORMA TRIGONOMETRICA OU POLAR DOS NUMEROS COMPLEXOS

Sejam z =a + bi e r = Va? + b?. Seja o ponto P(a, b) que representa z no plano
através do ponto, e seja 8 o angulo formado entre o eixo real positivo e o segmento
OP no sentido anti-horario, onde O é a origem do sistema, como mostra a figura
abaixo.

I'my( 24
z(a;b)

QA Foemmew--—--

Re(z)

Forma trigonométrica ou polar de z. Fonte: (BRASIL ESCOLA, 2020).
Disponivel em: https://s5.static.brasilescola.uol.com.br/be/2020/05/11-plano-complexoargumento.jpg.
Acesso em: 28 de fevereiro de 2026.

Assim, pela figura,

cos6 =3;sen9 =2
r r
=>a=r1r-cos0;b =r-senl
=z = (r-cosf) + (r-senf) - i.

Esta ultima expresséo é chamada de forma trigonométrica ou polar de um numero
complexo.


https://s5.static.brasilescola.uol.com.br/be/2020/05/11-plano-complexoargumento.jpg
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1.5. FORMULA DE EULER

Para a definicdo de exponencial com expoente que seja imaginario puro na
forma " baseamo-nos nas séries de Taylor:

x  x x> X7

senx=E—§+§—ﬁ+---,
x? x* x°

cosx=1—i+z—a+---,

. x x? x3

e —1+i+§+§+"'

Dessa forma:

xi  (xi)? (xi)®  (xi)*
xi (xi) 4 (xi) 4 (xi) b
1! 2! 3! 4!

exl —

= e* = cosx + (senx) - i; Vx € R.



21

2. MATRIZES

Neste capitulo, serdo exibidas as caracteristicas basicas do conjunto das
matrizes, suas definicbes e suas operacdes, da mesma forma que sao exibidas, de
maneira geral, no Ensino Médio. O objetivo aqui sera, posteriormente, estabelecer
uma relagéo formal entre um subconjunto deste conjunto das matrizes e o conjunto
dos numeros complexos visto no capitulo anterior.

Definigdo 3: dados m e n € N, uma matriz real de ordem m X n é uma tabela
A = [aij]lmxn, ONde m representa o numero de linhas, » o de colunas e a;; representa os
elementos da matriz:

a11 alz aln

a a Aan
A= | %21 22

Ami QAmz -+ Amn

O conjunto das matrizes m x n sera denotado M (m; n).
Tipos de matrizes importantes:

i. Matriz linha: matrizes do tipo 1 X n.

ii. Matriz coluna: matrizes do tipo m x 1.

iii. Matriz quadrada: matrizes do tipo n X n. Nesse caso, os elementos do
tipo ai, com 1 < i < n formam a diagonal principal.

iv. Matriz diagonal: € uma matriz quadrada em que todos os elementos néo
pertencentes a diagonal principal sdo iguais a zero:

a11 0 - 0
p=|0% @ -0
0 0 Amn

v. Matriz identidade: € uma matriz diagonal em que todos os elementos da
diagonal principal s&o iguais a 1:

10 -0
;=0 1 - o]
00 -1

vi. Matriz triangular superior de ordem n: matriz quadrada em todos os
elementos abaixo da diagonal principal sao iguais a zero:

a1 ain ' An
0 a T4z
T, = R

0 0 - amn
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vii. Matriz triangular inferior de ordem n: matriz quadrada em todos os
elementos acima da diagonal principal sao iguais a zero:

a11 0 " 0

a a .
T

Ami1 QAmz - Amn

viii. Matriz nula: matriz m X n em que todos os elementos s&o nulos.

2.1. OPERAGOES COM MATRIZES

Definicao 4: duas matrizes 4 e B, ambas m X n, sao iguais se todos os seus
elementos correspondentes forem iguais dois a dois, ou seja, a;; =b;;;1<i<m,
1<j<n.

ijr

Definigdo 5: Se 4 = [a;] e B = [b;;] s@o duas matrizes m x n, entdo:

ay; +byy  a;p+ by 0 Aipt by
A+B=|91tba  apt+by - apmt ban _
Am1 + bma Amz + bz A + by

Definigdo 6: dada uma matriz 4 = [a;], @ matriz oposta de A sera a matriz
-A = [-ay].

Proposicao 3: Se 4, B e C sdo matrizes m X n e O é a matriz nula m X n, entdo
valem:

i. A+(B+C)=A+B)+C;
i. A+B=B+4;
iii. 4+0=0 + A4, onde O é matriz nula m X n;
iv. A+ (-4)= 0.
Demonstracgao:

Cij] = [aij + bl]] + [Cij] = (A + B) + C;
Definigdo 7: Dada uma matriz 4 = [aij]ln x » € UM numero real a, definimos
a~A=[a- ajlmxn
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Proposigao 4: Sejam 4 e B matrizes m X n, a,, a, € a numeros reais; entao:
i. a-(A+B) =a-A+a-B;
" (a1 + az) ‘A= aq A +a2 . A;
"l al '(az 'A)=(a1'a2)'A.

Demonstragdo: Sejam 4 = [a;] € B = [b;j], ambas m X n:

i. a-(A+ B)=a-[aij+bij]=[a-(aij-i-bij)]:[a-aij+a-bij]
=[aau]+[abu]=a[au]+a[bl]]=aA+aB
i (a1 +ap) A= (a; +ay) [aj] =[(as + ax) a;j] =[a; a;j+az-a;j] = a; -
[a;j] +a; - [aij]=a,-A+a; A
i a;-(ay-A) =a,-(az-[a;;]) = a1 [az - aij] = [a1 - az - a;] = [(ay - ay) -
aij] = (a;ay)- [aij] = (a,a;) " A

Defini¢éo 8: sejam A = [a;;];uxn; B = [bij]nxp duas matrizes. O produto 4 -B de
A por B é definido como a matriz C = [c;j]mxp tal que

n

Cij = Z Qi * byj = @iy " byj + -+ Qi " by,
k=1

paratodo1 <i<m;1<j<p.

O produto de matrizes nao € comutativo. Por exemplo:

1 2 5 6
A_[3 4]'3_[7 8
A_B=[1-5+2-7 1-6+2-8 =[19 22
3:5+4-7 3:6+4-8 43 50
B_A:[5-1+6-3 5:2+6-4]_[23 34
7-1+8-3 7-2+8-4 31 46
> A-B #B-A.

Além disso, um produto 4 - B = O nao implica necessariamente que 4 = O ou
B = 0. Por exemplo:

A= [g g]’B=[—22 —22

2:242:(=2) 2:-2+2-(-2)
2:242:(=2) 2:-2+2-(-2)

= AB = [8 8]

A-B=
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Proposicao 5: Desde que as operagdes sejam possiveis, valem as seguintes
propriedades:

i. A-(B+C)=A-B+4-C,
i. A+B)-C=4-C+A4-B;
iii. 4-B)-C=4-(B-C),
iv. A-1=1-4=A.

Demonstragéo: para 4 = [aijlnxr, B = [bij]rxs € C=[Cijlrxs:
i. A(B+C) = Zzlaik'[bkj+ckj]
T
= Z(aik “byj + ay * cy;)
k=1

r

T
= Z Qi " brj + ) Qi " Cyj
k=1 k=1

=A-B+A-C.
ii para A = [al_'j]nxr, B = [bi]’]nxr e C: [C;‘j]rxs:

T
(A+B)-C= Z(aik + bix) " cx;j
k=1
'
= Z(aik “Cj + by - ij)
k=1

T T
= Z (aik “Ckjt ) by ij)
k=1 k=1

=A-C+B-C.

iii. Sejam A= [aij]nxr, B= [bij]rxs eC= [Cl.'j]sxm:

(A-B)-C =) (A-Blycy
k=1
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Ot ) . Assim:
Li=j

Al = z alkz blk Ck] ij

[a1111] + alzlzj + o+ il
= [ay; JJ]

= ay] =

= [,-,-al-,-]

= 221:1 ijaik = JA.

iv. Sejam 4 = [ajlmxn € I, = [Ijj]nxn, ONde I;; = {

A potenciacao de matrizes para expoentes naturais pode ser definida assim:
AV =1,;A' = A;A* = A- A~ A (k vezes), para k € N.

Definigao 9: Dada a matriz 4 = [a;j]mxn, @ transposta de 4, denotada por 4/, sera
a matriz A = [bij]lnxm, ONde b =aj, paratodo 1 <i <n;1 <j <m.

Definicao 10: o tragco de uma matriz quadrada 4, denotado por #(4), € a soma
dos elementos da diagonal principal:

tT(A) == a11 + a22 + -+ ann

Proposicao 6: Dadas duas matrizes quadradas A e B, ambas n x n, e um
numero real k, valem:

i. tr(4+ B)=1tr(4)+ttr(B);
ii. tr(4)=tr(4";

iii. tr(I,) =n

iv. tr(k-A) =k - tr(4);

V. tr(A-B) =tr(B-A).

Demonstragao: sejam

a’ll a12 b aln bll b12 e bln
A= a1 QA - Qon ‘B = b21 b22 bZTL ek €R.
ap1  QAn2 Ann bnl an bnn
Entao:
a3 +byy aip+biz o Gt big
i. A+B=|[ax+t b1 Gz + by o Qppt by
Qn1 + bnl An2 + an . Qpn + bnn

= tT‘(A + B) = (all + bll) + (a22 + b22) + ot (ann + bnn)
= (all +azy + -+ ann) + (bll + byp + -+ bnn)
= tr(A) + tr(B).
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Ay Gz; -+ 9m
i Af=|%2 G2z 2| = (A = agg + o+ Gy = tr(A).
Ain  Azn . Qpn
1 0 .. 0
i. ,=(0 1 .. Oflsg)=14+1+-1=n
0O 0 0 1
k ' a11 k . alz k . aln
iv. kA= |k ax k-a; .. k-ay
ke any k-an, ... k-ap,

:>tr(k'A):k'a11+k'a22+"'+k'ann
=k (a; +azp+ -+ ap)
= k- tr(A).

V. A'B = Cij =ZZ=1aik-bkj = aj blj +ai2 sz +"‘+ain'bn]’; B-A=
dij = Xk=1bir * Qij = b1 a1j + biz * azj + -+ + bin * Ay

Entao:
n
tT(AB) = Z Cii
i=1
n n
= Z Z Qi * by
i=1 k=1
n
= Z(au “byi + iz bayi + -+ Qi bry)
i=1

= (all b1+ ayp b+t agy bnl) + et (anl “bin + any by + -+ Ay bnn)-

Por outro lado:

n
tT'(B . A) = Z dii
i=1

n n
= Z Z biy - ay;
i=1k=1
n
= Z(bu “@yi + bip.api + -+ bin - any)
i=1

= (b11 Q11 + by Az + -+ by apg) +
+ (bnl "Qip an "Qyp t ot bnn ' ann)-

Assim, concluimos que tr(4 - B)=tr(B - A).
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Definigdo 11: uma matriz A € denominada simétrica se 4’ = 4, e antissimétrica
se A =-A4.

Definigcdo 12: dada uma matriz quadrada 4 de ordem »n, chamamos de inversa
de 4 uma matriz quadrada B de ordem # tal que

A*B=B-A=1I.

Proposigao 7: sejam 4 e B matrizes quadradas. Se B-4 =1,entdo 4-B =1, 0u
seja, B é a inversa da matriz 4.

Demonstracédo: B-A=1=>A-(B-A)=A-1=A=(A-B)-A=A=>A-B=1
Observagdes:

i. Uma matriz quadrada ndo necessariamente possui uma inversa. Por
, 7 8] - - . ~ : ,
exemplo, a matriz A = [7 8] Nao possui inversa, ja que nao existe uma matriz

quadrada B, de ordem 2, tal que 4 - B = .
ii. Uma matriz quadrada 4 € dita inversivel se 4 admite uma matriz inversa.

Proposig¢ao 8: se uma matriz A de ordem n possui uma inversa, entdo essa
inversa € unica.

Demonstracao: seja 4 uma matriz inversivel, e suponhamos que B e C sejam
duas inversas da matriz 4, istoé, A-B=1,e C-A=1,. Assim:

C=C-I,=C- (4-B)=(C-4)-B=1,"B=B.

Definigdo 13: se k € N e 4 € uma matriz inversivel, entdo a matriz A é definida
por:

A* =M
Proposicao 9: sejam 4 e B matrizes quadradas de ordem n.

i Se 4 é inversivel, entdo 4! também é inversivel e (47')! = 4.
ii. Se 4 e B sao inversiveis, entdo 4B também ¢é inversivel e
A-B)y'=B"1-4"

Demonstracao:
I Se A é inversivel, entao
A A =41 A=, 241 A=4-4"1 =1,
Logo,
A=(A"H1



ii. Se A4 é inversivel, entdo

A-At=1,
>(A-1)-At=1,
>(A-B-B)-A1=1,

= (A-B)-B1-41=1],

28
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3. REPRESENTAGAO MATRICIAL DOS NUMEROS COMPLEXOS

Este capitulo discorre sobre o isomorfismo que podemos estabelecer entre
0 conjunto dos numeros complexos e um subconjunto das matrizes de ordem 2
com entradas reais. Sera, entdo, o cerne deste trabalho, o que possibilitara
posteriormente a utilizacdo deste isomorfismo como uma maneira nova de
apresentar os numeros complexos, a0 mesmo que exibe uma aplicagdo do
conceito de matrizes.

Iniciemos a abordagem dos numeros complexos a partir da solugdo da
equagao

x> +1=0=x?=—-1.

Sabemos que sobre R n&o ha solugao. Entdo, vamos definir um “numero” i,
satisfazendo i? = -1, que resolva esta equagdo. A existéncia desse “numero” é
postulada e desejamos encontrar um ente geométrico que represente a solugao
procurada. Assim, vamos considerar a equagao sob a forma:

X-X=-I,
onde X é uma matriz 2 x 2 com coeficientes reais, I = [é (1)] e o sinal de produto

indica a multiplicacdo de matrizes. Dessa forma, podemos verificar que i =

[(1) _01] € uma solugao da equacgao matricial. De fato:

2_ . ._[0 =110 =11_[-1 0
bt l_[1 0] [1 o]_[o —1]'
Proposicao 10: Sejam X e [ matrizes reais de ordem 2, sendo 7 a matriz
identidade. A solugdo da equagao
X-X=-I,
representa geometricamente a rotacdo de g radianos no sentido anti-horario do
plano cartesiano.
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Demonstracgao:

Circunferéncia centrada na origem de raio ». Fonte:(NASCIMENTO, 2015)
x 4 4
cos6 =;:>x=r-cost9;x =r-cos(8+6").

senf =%=’ y =r-cosf;y' =r-cos(6 +0').

X
x'=r-cos(6+8") =r-(cosf-cos@' —senb -senb') =r- (; - cosO' — % . sen@’)
= x-cosf' —y-senf’.
X y .
y' =r-sen(@ +0') =r-(cosO -senf’' + senb - cosf') =r- (; -senf' + ol cos6 )
=x-senf' +y-cosf’.

Assim:

[x’] _ [x - cosf' —y - senf’ [COSQ’ - senH’] _ [x]
v

v'| T lx-sen8’ +y-cos6’l ~ lsend’ + coso’

Tomando 6’ = % temos que:

s s

coso  —seny _[O _1]_i

enn cosn ool
S — —
2 2

Definigao 14: Seja M, (R) = {[Z _ab] ;a,b € ]R}. Definimos a fung¢éo ¢: C —
M, (R) por:

p(a+ bi) = [Z _ab]'
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Proposicao 11: a fungao ¢: C —» M, (R), definida acima, é:

i. bijetora;

i. @(z1+2,) = ¢(21) + 9(22),V21,2;, € C;
iii. @(z1°2,) = @(z1) 9(22),Y21,2, € C;
iv. (1) = L.

Demonstracao:
i. Dada a matriz [Z _ab] € M, (R), seja z = a + bi. Por definicado, ¢(a + bi) =

a —b . _[a —b .
[b 4 ] Logo, existe z € C tal que ¢(z) = [b 4 ] e, portanto, ¢ é
sobrejetora. Por outro lado, dados z; = a + bi € z, = ¢ + di tais que ¢(z,) =

: . [a —b] _J[c
@(z,), isto €, [b 4 ] = [d

a=ceb=d. Assim, z; =z, e ¢ € injetora.
ii. Sejamz; =a+biez,=c+di

_Cd], entdo, pela igualdade de matrizes, temos

9(z1 + 2,) = p((a+¢) + (b + i)
_[a+c —=(b+d)
" lb+d a+t+c

_Ja —b c —d
- [b a ] + [d I ]
= ¢(z1) + (7).
iii. Sejaz, =a+biez,=c+di:
©(zy-2,) = <p((ac —bd) + (ad + bc)i)

:[ac—bd —ad — bc
ad + bc ac —bd

ol P B Ml
©(z1) " p(2,).
iv. (1) = +00)= [(1) (1) —1.

Proposicdo 12: se ¢ é a fungdo definida anteriormente, entdo ¢(z71) =
(p(2)) 1, vz # 0.
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~ _ a—bi
Demonstragdo: como z~ ! = = temos:
a2+b2

B a — bi
0™ =0 (5 7)

- o(armt )
_(pa2+b2 a2+bzl

()
_ |a? +b? a? + b2
—-b a
La? + b?  a*+ b?
T a b
_|a?+b?* a?+ b?
—b a '
La2 + b2  a? + b2

Por outro lado,

¢(z) = [Z _ab]F‘P(Z)_l =2 _T_ bz [_ab Z]

Portanto,
p(z™") = (p(2) ™"
Como ¢ € uma aplicagéo bijetora que conserva as operagbes de soma e
produto, concluimos que as matrizes da forma [Z _ab] se comportam exatamente da

mesma forma que 0s numeros complexos se comportam em relagdo a soma e ao
produto. Assim, para um numero complexo z = a + bi, podemos associar a matriz

_Ja =bl_[a O 0 —-bj__. 11 0 0 -11_ »
z=p 1=1g JFl Gl=aly 1] Gl=aeiened
A representagado matricial dos numeros complexos, entao, sera o conjunto

{fa-I1+b-i;a,beR}.

Destaca-se que

a-I+0-i=a-[(1) (1)]+0[(1) _Ol]za-[(l) g]:a-l

€ denominada de parte real do numero complexo.

Além disso,
At i S i B

€ a parte imaginaria do numero complexo, denominado de imaginario puro.
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Definicdo 15: as operacbes de soma e produto no conjunto
C={a-I1+b-i;a b € R}sao dadas por:

i.dados Z; =a-I1+b-ieZ,=c-1+d-ipertencentes a C,
Zi+Z,=(a-I1+b-i)+(c-1+d-i)
_Ja —b c —d
_[b a]+[d c]
=[a+c —(b+d)

b+d a+c
=(a+c)-I+(b+4d):-i.

ii,dados Z; =a-I1+b-ieZ,=c-1+d-ipertencentes a(,
Zl'Zz=(a'1+b'i)'(c'1+d'i)

a —b] [c —d

[b a].[d c]

[ac—bd —(ad + bc)

ad + bc ac — bd
= (ac—bd) -1+ (ad + bc) - i.

Proposigao 13: o conjunto C dos numeros complexos satisfaz as seguintes
propriedades, paratodoa-/+b-i,c-I+d-i,e-I+f-i€C:

i ((al + bi) + (cI +di)) + (el + fi) = (al + bi)
+((cI + di) + (el + fi));
ii. (al + bi) + (cI + di) = (cI + di) + (al + bi);
iii. o elemento neutro da soma € o complexo 0/ + 0i tal que

(al + bi) + (01 + 0i) = al + bi;

iv. para todo elemento al + bi € C, o inverso aditivo € o complexo
matricial -al — bi tal que
(al + bi) + (—al — bi) = 0I + 0i;
V. [(al + bi) - (cI +di)]- (el + fi) = (al + bi) - [(c] +di) - (el + fi)];

Vi. (al + bi) - (cI + di) = (cI + di) - (al + bi);

Vii. (al + bi) - [(cI + di) + (el + fi)] = (al + bi) - (cI + di) + (al + bi) -
(el + fi) e [(al + bi) + (cI +di)]- (el + fi)] = (al + bi) - (el + fi) +
(cI +di) - (el + fi);

viii.  existe 17+ 0i tal que (al + bi) - (11 + 0i) = al + bi, para todo al + bi

€ G
iX. para todo al + bi € C ndo nulo, o inverso multiplicativo € o complexo
matricial
~-1__1 TJTa b
(al +bi)™" = —— [—b a] tal que

(al + bi) - (al + bi)~t =11 + 0i.
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< . _[a -b _[c —d _[e —f ,
Demonstragao: dados Z; = [b a ],Zz = [d c ],23 = [f o ] temos que:

[(al + bi) + (cI + di)] + (el + fi)
o (s R s R

UL )

[a + ¢
b+ d

(b +d)

a+c

+f (a+c)+e

(al + bi) + (cI + di) = [Z —ab]+[2 —Cd]

0l +0i = 0 [
De fato,

De fato:

1 0
0 1

[a+c —(b+d)

b +d a+c
_[c+a —(d+b)
ld+ b c+a
_[d —c a —b
e d +[b a]

= (cI + di) + (al + bi).

[+o-[; 31=[ o+l ol=[o
(al + bi) + (0I + 0i)
=l 21+l o
_[a+0 b+0
b+0 a+0
_[a —b]
= al + bi.
—(al + bi) = —al — bi
"]—b-[i’ o)

- [—b

—al

(al + bi) + [—(al + bl)]

[a —b
b a
[a —a
b —b
_ [0 O]
0 0
= 0] + 0i.

] [_b —a
—b+b
a—a

-

[(a+c)+e —[(b+d)+f]

=[5 2«05 A+ )

ol



v.  [(al +bi)- (I +di)]- (el + fi) = ([Z —ab] : [2 —Cd]) . [; —f]

vii  (al +bi)-(cl +di) = [‘; _ab][fi
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e
fac —bd —(ad + bc)] _ [e —f]

lad + bc  ac—bd f e

[(ac — bd)e — (ad + bc)f —[(ac —bd)f + (ad + bc)e
[(ac — bd)f + (ad + bc)e  (ac — bd)e — (ad + bc)f
[ace — bde — adf — bcf —acf + bdf — ade — bce
lacf — bdf + ade + bce ace — bde — adf — bcf

[ace — adf — bcf —bde —acf — ade — bce + bdf
lacf + ade + bce — bdf ace — adf — bcf — bde
[a(ce —df) — b(cf +de) —[a(cf +de)+ b(ce —df)
la(cf +de) + b(ce —df) a(ce—df)—b(cf + de)
" —b] . [ce —df —(cf +de)

b a cf +de ce —df

e (/s B Pl
(al + bi) - [(cI + di) - (el + fi)].

—d
J]
‘ac —bd —(ad + bc)
Lad + bc ac — bd
ca—db —(cb+ da)
Lch + da ca—db
_[c —d] _ [a —b]
ld ¢ b a

= (cl + di) - (al + bi).

i o leran+ el =0 (5 4+ 7))

_'a —b] cte —(d+f)
b a d+f c+e
_[ac+ae—bd —bf —ad—af —bc— be
" |bc + be + ad + af —bd—bf+ac+ae]
[ac —bd +ae —bf —ad—bc—af —be
lad + bc +af +be ac—bd+ ae — bf
‘ac — bd —(ad+bc)] +[ae—bf —(af + be)
lad + bc ac — bd af + be ae — bf

o S B A Y i Y

= (al + bi) - (cI + di) + (al + bi) - (el + fi);
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[(al + bi) + (cI + di)] - (el + fi):([z —ab]+[2 —Cd]).[; —f]

e
_[atc —(b+d)]_[e —f]
b +d a+c f e
_[ae+ce—bf —df —af —cf —be —de

be +de +af +cf —bf—df+ae+ce]
[ac — bf + ce—df —af —be—cf —de
laf + be+cf +de ae—bf +ce—df
_ [ae —bf —(af+be)]+[ce—df —(cf + de)
~ laf +be  ae—bf cf +de ce—df

ol i RV K A B P
= (al + bi) - (el + fi) + (cI + di) - (el + fi).

w sy et -l !

€ o0 elemento neutro, pois

@ rarron=[p ][y 3

_[a*1=b-0 a-0-b-1
b-1+a-0 b-0+a-1

-[; ]
b a
= al + bi.
1 a b
[ N-1—[a —bl T __1_.[a Db]_|a+p> a+p?
ix. (al + bi) _[b a] == [—b a]_ ] *
a?+b? a?+b?
pois
a b
) - ~-1_[a —b].|a®+b? a?+ b?
(al + bi) - (al + bi) _[b a] 5 !
a?+b? a?+b?
az n bZ ab ab
_|a?+b? " a?+b% a®+b> a’+b?
ba ab b2 a2

- +
la? +b% a?+b% a’?+b? a®+b?

_[1r 0y_ .
=lo 1 =11 + 0i.




Definigcao 16: da teoria dos numeros complexos temos que
Z1

— = Zl . 22_1; ZZ #+ 0

Z3

Aplicando a fungao ¢, temos:

0(Z) =0tz 2™
= @(z1) " @(z;7")
= ¢(z1) - ((22)™D.

Dessa maneira, definimos a divisdo de um complexo Z; por um complexo Z,,
Onde Zl,Zz € Mz(R),Zz * 0:

Zy _
Z_Z - Z1 - Zz L
Como
-1 _ 1 C d]
z det(Z,) l-d ¢
— 1 Zt
det(Z,) “¥
concluimos que
Z4 1
—_—=z — .7t
Z, 1o det(z,) 2
_ Zy -Z§
~ det(Z,)

Definigao 17: dado o complexo Z = [Z _ab], definimos o seu conjugado por

N

= [—ab Z] pois

¢(z) = ¢(a — bi)
= ¢(a+ (=b)i)

-5
—b a
_ [ a b]
—b al
Pode-se verificar que Z = Zt e, assim,

Zl_ Z1'Z—2

Z, det(Z,)

37



Teorema 5: dado um complexo Z, temos:
i. Z4+Z=2 Re(Z);
i. Z—7Z=2-Im(2);
iii. Z=27 o Z=Re(2);

—b
a

a
b

|

Demonstracdo: para Z = [

i Z+Z=B ;ﬂ+Li ﬂ={?’£l=2{giﬂzzwdm.
i z-z=| :ﬂ—Li ﬂ:{& _§ﬂ=2[2'31=24m@)
i Z=Z®E;:ﬂ=Li ﬂ¢»¢=b@b=0@2=m ﬂszm.

Teorema 6: dados dois complexos Z; e Z», temos:

. Z1+Z, =27, +Zy;

ii Zl'Z2=Z_1'Z_2.
.. _[a -b _[c -—d].
Demonstracgao: Sejale—[b a]eZZ—[d C].
: _Ja+c —(b+4d)
. Lt 2z, = b+d a+c
——— [ a+c b+d] _[a b c dl_— , =
20t = | _pya a+c]_[—b a]+[—d c]_Zl+ZZ'
. ., _[ac—=bd —(ad + bc)
. 4 Zz_[ad+bc ac — bd
5 _| ac=bd ad+bcl _[a by} [c d]_- &
= 21722 = |_(ad + be) ac—bA'w—b J 1 d=nz

a

" _ab], definimos a norma de Z como

Definicao 18: dado o complexo Z = [

sendo o numero real n&o negativo

IZ]| = v/ a? + b2.
Teorema 7: dado o complexo Z, valem as seguintes afirmagoes:

i. IZl=0e2Z=0.
i. 7=Zl.

ii. IRe(Il < lIZ]l.
iv. lIm(Z)|l < ||Z]I.
v. IZ]I2 =11Z - Z]|I.

38
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Demonstracéo: seja Z = [Z _ab]' O item (i) ja foi demonstrado anteriormente.

i. 12|l = VaZ + 0% = JaZ + (=b)? = ||Z]I.
iii. Re(Z) = [g 2] > |Re(D)|| = VaZ + 02 = |al.

Por outro lado,

a’? <a’+b?=>+a2+b2=|al <|Z]
= |[Re(D)Il < IZ]].

iv. Im(2) = [2 ‘Ob] > |lIm(2)|l = VOZ + bZ = |b|.

Analogamente ao item anterior, concluimos que ||[Im(Z)|| < ||Z]].
V. IZIl = VaZ + b2 = ||Z||? = a? + b2

Entao:

= ALY Y

a —b a
_ [az + b? 0 ]
0 a® + b?
= |1Z - Z|| = y/(a? + b2)? + 02
= a? + b?
= ||Z]|%.

Note que, apesar de algumas propriedades de norma validas nos complexos

usuais também serem validas para a norma matricial, outras propriedades destoam

disso, ja que, na forma matricial, ndo podemos comparar uma matriz Re(Z) = [g 2]

com um numero ||Re(Z)].

Lema 1: dados os numeros complexos Z,,Z, € M,(R), vale a seguinte

desigualdade:

lac + bd| < ||Z4|| - [|1Z,]].
Demonstragdo: seja Z; = [Z _ab] eZ, = [2 _Cd] note que:

0 < (ad — bc)?
= 0 < a®d? — 2adbc + b?c?
= 2adbc < a?d? + b?c?.



Somando a?c? + b2d? nos dois lados da ultima desigualdade:
a’c? + 2adbc + b%d? < a?d? + a®c? + b%c? + b?d?
= (ac + bd)? < a?(c? + d?) + b?(c? + d?)
= (ac + bd)? < (a? + b?)(c? + d?)
= lac + bd| < a2 + b2 -c2 +d? = |Z,]| - |1 Z,]I.

Teorema 8: se Z,, Z, s&o numeros complexos, entao:

i NZy - Zoll = 11Z4 ] - 112211
i 1Zy + Z1l < 1 Z4l + 11 Z21I;
iii. 1121 = Z 1l = 1 Z4 |l = 121l

Demonstragdo: sejam Z; = [Z _ab] ez, = [; _Cd]:

ac —bd —(ad+ bc)
ad + bc ac — bd

= ||Z, - Z,]|| = \/(ac — bd)? + (ad + bc)?

i.zl-zz=[

=\ a2c? — 2abcd + b2d? + a?d? + 2abcd + b%c?

= \/azc2 + b2d? + a%d? + b%c?

= \/(a2 + b2)(c? + d?)

= |12y Zoll = Va? + b2 -y c? + d? = || Z,| - | ZI.
ii. Sabemos que

n+z =[5 P+l A=t TR

Entao:

|Z, + Z,)| = /(a +c)2 + (b + d)?
> 12y + Z,017 = (a+ 0)? + (b + d)?
= a? + 2ac + c¢? + b? + 2bd + d?

= 1Z411? + 1Z,11? + 2(ac + bd)

< 1Z,11? + |Z,1I? + 2|ac + bd)|.

Do lema 1 segue-se que:

1Z1 + Zo11? < N1Z4 12 + 122117 + 20124 11 - 1122
= (1Z, 11 + 11Z,1D>.

Ou seja,

121 + Z, || < 1 Z4 ]l + 11 Z2l.

40
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iii. Sabemos que

—b]_[c —Cd]z[a—c —(b—d)]_

_[a
Z1 Zz_[b a d b—d a-c

Entao:

12 = Z,)l = J(a = ) + (b — d)?
=22y = Z,11? = (a— ) + (b — d)?
= a® — 2ac + c¢* + b* — 2bd + d*
= 1Z1 11> + 1 Z,11* — 2(ac + bd)

< 1Z1 117 + 1122117 + 2]ac — bd|.

Do lema 1 segue-se que:

1Z1 = Z11? 2 124112 + 1Z2 117 = 211 Z4 ]l - |22
ARV ANS

Ou seja,
1Z1 — Z3 |l 2 |24l = 11221l
Nota-se que na forma matricial valem as propriedades
NZ1 — Zo\l < 1Zy + Z3M| e |1 Zy + Zo || = [11Z4 |l = N1 Z2 1]
Além disso, como det(2) = ||Z||? e Zt = Z; conclui-se que:

Zy _ Zy Z_z
Z Nzl

3.1. FORMA TRIGONOMETRICA MATRICIAL
X1 _J’1] _ [xz
Yi X1 2 V2
nulos. Definimos o angulo dentre Zi e Z> pela expresséo:

Definigdo 19: Sejam Z, = [ _x};z] dois complexos nao

X1 X2t Y1 Y2
VX + i x5 + 2

6 = arccos

z2=x2+ya
n J

T Ay A — e 1=x14 Y10

Representacdo geométrica de & no plano complexo. Fonte: Autor
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x -y x 0 A .
Tomando-se Z = [y X ] e Zp= [O x] temos que o angulo entre Z e 7 é

dado por

X
c0s0 = ——.
VX% + y?

Sejar = /x% +y2:
X =71-cos6.

De r = \/x% + y? e da relagdo fundamental da trigonometria, obtemos:
y =r1-senf.

Assim:

Z:[r-cose —r - senf
r-senf r-cosf

- [7’ | COOSH T COOSG] + [r . sOenH B .geng]
=1 cosf [(1) (1)] + 1 - senf [2 _01]

=r-cosf-1+r-senf-l.

Note que a forma trigopnométrica matricial € analoga a forma trigonométrica (ou
polar) algébrica, onde z = r - cosf8 + i - rsenf. Além disso, para r = 1 temos 0 numero

complexo matricial

cosf senf
—senf cosO

que € uma matriz de rotagdo. Logo, para rotacionar um ponto (a;b) em relagdo a
origem, de @ graus no sentido anti-horario, multiplica-se a matriz de rotagdo pelo

complexo matricial

% )

—b af

Dessa forma:

[6059 senf _[a b]_ a-cosf — b -senf a-senf + b - cosO
—senf cosfl l—p al  |[—(a-senB + b-cosB) a-cosd@ —b-senbd

0 que &, portanto, equivalente ao par ordenado
(a+cosB — b -senb,a-send + b - cos0).
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Sejaagorai = [0

1 _01] a unidade imaginaria. As poténcias de i sao:

e assim sucessivamente, formando o mesmo ciclo observado nos numeros complexos
usuais.

3.2. FORMULA DE EULER NA FORMA MATRICIAL
A equacao de Euler é dada por:
el™ = —1.

Em M, (R) podemos interpreta-la como sendo

en.[g _01] = —].

Proposicao 14: dado Z € M, (R), ent&o:
I1Z™) = 1Z|I"™, vm € N.

Demonstragao: provando por indugao que a expressao anterior vale para
m € N qualquer. Paran =0,

zen = nrm

= [11]
=1
= |1Z]|°.

Suponha que a propriedade seja valida para um certo n = &, ou seja, que
N1z 1l = lIZ|l*.
Agora, provaremos que a igualdade vale paran =k + 1:

ZKH = 11z - Z||
= 1Z*Il - 1ZIl.
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Da hipotese de inducgao:

IZEH =Nz Nzl
= [|1Z||***.

que era o que desejava-se provar.

Definigado 20: seja o conjunto M, (R). Denotamos a matriz exponencial de uma
matriz Z € M,(R) por

1,1 N1
=1+ Z+o 20457 +---—z,—-z.

Segue-se dai que e®=1.
A exponencial acima esta bem definida, pois observe-se que:

n n

1 .
i j!
j=0

]:
n

1 .
=) 17l

j=0

Pela proposi¢ao anterior:

NZIV.

!

N
ety
N
IA
[M]=
\l’_‘

—.
I
(=]

Fazendo-sen — oo:

1 1 .
E —-Z/|| < E —-||Z])
— J L !

j=0 Jj=0

e como a série de Taylor da fungédo exponencial € dada por
1 1 e
=l+x+o x? +— TR
entéo

1 1
L 112l + o NZIP + 5 NZI° + o = ezl e R

Garante-se, assim, que a matriz exponencial de uma matriz Z esta bem definida.
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Lema 2: as poténcias de 0i serdo dadas por:
0 —61*" _ 0 [62"
[9 0 ] =(-1) [ 92n] para poténcia par;
. [0 —6
II. [9 0 ] - ( 1)11 [62n+1

Demonstracao: fazendo por indugao, teremos:

2n+1
_92n+1

] para poténcia impar.

i. Poténcias pares: para n=1, temos
0 —67° _ -6 -0 62
o ol =l o1l W=7 %l
Supondo que a igualdade se mantenha valida para n = k, ou seja,
[O —H]ZR )k [02
2] 0 92k
vamos mostrar que ela também é valida paran=#4+ 1:
O 2(k+1) _9
A I R R g
N 9 2k 92
=D [ 0 92k] [ —92

=(—1)k<—[1>2[z01) ol 5 o
9 +

2

_ k
= (-DF! 92(k+1)]'

Isso encerra a demonstragao para as poténcias pares.
ii. Poténcias impares: paran =1, temos
[0 —9]3 _ [0 —0]2 _ [0 —0] _ [—92 01. [0 —9] __J0 —93]
6 0 6 0! 6 0 0 -62116 0 g2 o F
Supondo valida para n = k, ou seja,

_p2k+1
o )

_ 0 _92k+1
= (-1)*- [92k+1 0 ]



46

Devemos mostrar que paran =k + 1 a igualdade segue valida:

_py2(k+1D)+1 __n@rk+1)+2
[2 09] =[g 00]

2k+1

o 2T

-[o %1
= (—1)k ) [622+1 _9(2)k+1] =D [92
= (D1 [922+1 —ngﬂ] . [902

_ k1 0 _02(k+1)+1
= (_1) * [92(k+1)+1 0 '

Isso completa a demonstracéo para poténcias impares.
Teorema 9: Seja 8 € R. Entao,
e% = cosf - I + senf - i.

Demonstragéo: lembramos que as séries de Taylor das fungdes seno e cosseno
sao dadas por

1 1 1 S (-1)

— Y V] 4 _ 6 — 2j.
cosf =1 0 + 0 6'9 = EO ] 6<;
]:

1 1 1 2 -1
send =0 ——63 + |95__97 R =D 2j+1

3! 5! 7! (2 +1)!
j=0

Agora:

i =21[0
il
j=0]' 7]

Pelo lema anterior, temos:

= Zl(—l)j[ 6%/ 92”.1]
j! 02]+1 92]
j=0

- (-1 . G AN
2 apr?” Z<21+1)' o

j=0

D e NCED
PATEEE 2 @’
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Assim,

o0l — [cos@ —senf
senf cosO

= cos6 [(1) 2] + sen® - [O _1]

1 0
= cosO - I + senf - i.

A forma matricial da equagao de Euler é analoga a férmula de Euler
e% = cos@ -1+ i-senb.
Para o caso particular em que 6 =z, temos:

e™ = cosm- I + senm - i
=—].

Observe que esta € a versao matricial da relagdo de Euler, que é dada por

e™ = —1.
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4. SEQUENCIA DE ENSINO E PRODUTO EDUCACIONAL

Neste capitulo, apresentamos uma sequéncia de ensino, de forma simplificada,
para aplicacdo dos assuntos expostos nos capitulos anteriores para um curso de
aprofundamento na terceira série do Ensino Médio, apds o qual oferecemos um
produto educacional que utiliza o soffware Geogebra com paradmetros que podem ser
editados pelo(a) leitor(a) da forma que achar mais conveniente. A utilizagdo do
Geogebra permite uma visualizagéo facilitada dos conceitos vistos.

41. SEQUENCIA DE ENSINO — NUMEROS COMPLEXOS E MATRIZES
Publico-alvo: 3° ano do Ensino Médio

Carga horaria: 7 aulas (50 minutos cada)

Objetivo Geral

Compreender os niumeros complexos como extensdo dos numeros reais, suas
representacdes algébrica e geométrica, propriedades, forma trigonométrica, Férmula
de Euler e estabelecer conexdes com a teoria de matrizes.

Aula 1 — Motivagao e Construgcao dos Numeros Complexos

Objetivos: ao final desta aula, o(a) estudante devera compreender o surgimento
dos numeros complexos; definir nimero complexo como par ordenado; entender a
unidade imaginaria.

Desenvolvimento (30 minutos): a origem dos numeros complexos esta ligada a
um problema muito concreto, que € resolver equagdes algébricas que ndo tenham
solucdo dentro dos numeros reais. Os numeros complexos comeg¢aram entdao a
aparecer no contexto da resolugao de equacgdes cubicas durante o Renascimento
italiano: matematicos como Gerolamo Cardano, em sua obra Ars Magna (1545),
encontraram expressdes envolvendo a raiz quadrada de numeros negativos ao tentar
resolver certos tipos de equacdées — mesmo quando a solugao final era real.

Um exemplo classico é a equacao:
x3 =15x + 4

Ao aplicar os métodos da época, surgiam termos como +/—121, algo
considerado “impossivel” na época.lnicialmente, essas quantidades eram vistas com
desconfianga e chamadas de “numeros imaginarios”. O matematico Rafael Bombelli
foi um dos primeiros a tratar essas expressoes de forma sistematica, no século XVI,
mostrando como operar com elas de maneira consistente.
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Nos séculos seguintes, outros matematicos contribuiram para dar rigor e
significado aos numeros complexos:

e René Descartes (século XVII) cunhou o termo “imaginario”.

e Leonhard Euler (século XVIII) introduziu a notagdo v—1 e a famosa férmula:
e'® = cosf +i-senb

e Carl Friedrich Gauss (século XIX) consolidou o uso dos numeros complexos e
mostrou que eles eram essenciais para a algebra, especialmente com o
Teorema Fundamental da Algebra.

A interpretagdo geométrica veio com o plano complexo (ou plano de Argand-
Gauss), onde um numero complexo € representado como um ponto no plano. Essa
visdo ajudou muito na aceitagdo e compreensao desses numeros.

A partir disso, deve-se definirem sala i2=-1ei=(0;1); e as operagdes de adigao
(a;b) + (c,d) e produto (a,;b):(c,d).

Atividades (20 minutos): calcular (2;3) + (1;-4) e (1;2) - (3;4); determinar 2, #, i’.

Avaliagdo: ao promover uma aula dialogada na qual a sala participe na
construcao dos conceitos, o alunado sera avaliado pela participagao nas discussoes
e na resolugéo individual escrita das atividades e outras que o(a) professor(a) possa
criar em relagao a tais conceitos.

Aula 2 — Forma Algébrica e Propriedades

Objetivos: ao final desta aula, o(a) estudante devera escrever complexos na
forma a + bi; identificar parte real e imaginaria; trabalhar propriedades algébricas.

Desenvolvimento (30 minutos): Conversao de (a,b) para a + bi; ‘propriedades
de associatividade e comutatividade; elemento neutro e elemento inverso; definicao
de conjugado.

Atividades (20 minutos): para que o alunado possa trocar ideias sobre o que foi
visto nesta aula, coloca-los em dupla para calcular o conjugado de alguns numeros
complexos e mostrar o resultado do produto de um numero complexo pelo seu
conjugado.

Avaliagao: entrega por parte dos(as) estudantes um resumo escrito da teoria
vista e a resolugao dos exercicios propostos pelo(a) professor(a).
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Aula 3 — Plano de Argand-Gauss e Médulo

Re
5
244
4 s
4+ 2
2 >
2+
° 1
5432101234 5m
3-2i 3-2i
-2 o
1-3i
-3 o
-4
-5
Fonte: Geogebra
A
P(a,b)
Fonte: Geogebra
|
-1+
Sl 3+3i
7 \3t
- '
_44.' // .
i l\ A A ' A A
-5-4\-3-2-11 1 23 49
\ LA E
\
\ -2t
a3 |
-3-3i
-4}
5L

Plano de Argand-Gauss e médulo. Fonte: Geogebra

Objetivos: ao final desta aula, o(a)

estudante devera representar complexos

geometricamente; definir médulo; relacionar médulo a distancia entre a representacao
de um numero complexo no plano (chamada de afixo) e a origem do sistema de

coordenadas cartesianas.
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Desenvolvimento (30 minutos): definicdo do plano complexo; eixo real e eixo
imaginario; formula do modulo de um numero complexo; interpretacdo geométrica
(utilizar as imagens exibidas anteriormente).

Atividades (20 minutos): individualmente, representar em caderno quadriculado
o plano de Argand-Gauss e alguns numeros complexos localizados nele; calcular o
modulo de alguns complexos pela férmula e medindo com a régua no plano de
Argand-Gauss; verificar para alguns complexos z, e z, a desigualdade triangular

|Z1 +Zz| < |Z1| + |Zz|-

Avaliacdo: levar em consideragcdo a qualidade e a precisdao do trabalho
geomeétrico, além da participacdo e comprometimento na realizagao da atividade.

Aula 4 — Forma Trigonométrica

s=a+ib

Forma trigonométrica. Fonte: Geogebra
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Objetivos: ao final desta aula, o(a) estudante devera determinar argumento;
converter forma algébrica para trigonométrica.

Desenvolvimento (25 minutos): mostrar as formulas para a parte real e a parte
imaginaria de um complexo, além de apresentar a forma trigonométrica:

a b
cosf = —;senf = —
T

r
=>a=r-cos0;b =r-senf
= z = (r-cosO) + (r - senf) - i.
Atividades (25 minutos): individualmente, converter 1 +i e /3 +i para a forma
trigonométrica.

Avaliagdo: apresentacao escrita dos resultados. Pontuar a corregao de cada
passagem dos raciocinios, a critério do(a) professor(a).

Aula 5 - Formula de Euler

Im

i gy

it — d bhe numeical vaolue of €+ )
ST Neos @ i sl . . 2 ‘e —
; 1 El?Od(aémf. fo(m a8 1R
. < s ?o(afformv2=r‘((.oxewu.5m6)
- - Re
COS I \
[
&= xtu\

EXPONEMNTIA L. FOoom.

OF A COMPLEX. NUMBER

2= X+ UL'

@ 2 = (o3 + Coing)
- o ]
b \“/ ==

Férmula de Euler. Fonte: acervo do Google
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Objetivos: ao final desta aula, o(a) estudante devera compreender a formula
de Euler, entendendo-a como uma relagdo elegante entre numeros complexos e
geometria; a partir disso, interpretar exponencial complexa.

Desenvolvimento (30 minutos): para a definicdo de exponencial com expoente
que seja imaginario puro na forma e baseamo-nos nas séries de Taylor:

3

x x° x> x
S€nx=i—i+§—ﬁ+'”,
X2 x4 x6
cosx=1—§+z—a+ ,
x2 %3
X —
e —1+1!+2!+3.+-

Dessa forma:

xi  (xi)?  (xi)3 (xi)4+m

Xl -

et =ttty
pi xi x%* x3i «x*

B TR TR TR TR

= Xl — 1_£+x_4_£+... + i_x_3+x_5+... . q
© = 21" 4 6l 11 30" 5l :
= e* = cosx + (senx) - i; Vx € R.
Atividades (20 minutos): em duplas, por considerarmos o tema desta aula mais
complexo, pedir para que os(as) alunos(as) calculem, cada um em seu caderno, o

valor de e'™, cujo resultado é -1, e'z, cujo resultado é i.

Avaliagao: corrigir cada passagem, pontuando principalmente a exatidao nos
calculos de cosseno e seno dos angulos envolvidos.

Aula 6 — Introducao as Matrizes

Objetivos: ao final desta aula, o(a) estudante devera definir uma matriz m x n;
trabalhar tipos de matrizes; realizar operagdes basicas.

Desenvolvimento (20 minutos): rever os conceitos de matriz, matriz identidade,
soma e multiplicacdo de matrizes e ndo comutatividade para o produto de matrizes.

Atividades (30 minutos): solicitar a entrega dos registros da teoria vista nesta
aula e o calculo de 4B e BA para duas matrizes dadas, verificando se ha ou nao
comutatividade multiplicativa.
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Aula 7 — Relagao entre Complexos e Matrizes

Objetivos: ao final desta aula, o(a) estudante devera associar um numero
complexo a uma matriz; interpretar multiplicacédo de complexos como composi¢ao de
transformacoes lineares.

Desenvolvimento (30 minutos): mostrar que multiplicar por i corresponde a uma
rotacao de 90° (ver as paginas 42 e 43 desta dissertagao).

Atividades (20 minutos): individualmente, representar 2 + 3i como matriz;
multiplicar duas matrizes associadas a complexos dados; comparar com produto
complexo.

Avaliagdo: pontuar a corregao de cada resposta alcancada.

Avaliagao final da sequéncia de ensino: elaborar um mapa conceitual
relacionando: complexos — plano de Argand-Gauss — moédulo — forma polar —
férmula de Euler — Matrizes. A correcao seguira os critérios determinados pelo(a)
professor(a).

Estratégias Metodolégicas: resolugdo de problemas; representacdes
geométricas; trabalho colaborativo; uso de GeoGebra (opcional).

Instrumentos de Avaliagao: participacao; lista de exercicios; atividades
individuais ou em duplas; avaliacéo escrita.



55

4.2. PRODUTO EDUCACIONAL — EXPLORANDO NUMEROS COMPLEXOS
E MATRIZES NA PRATICA

https://www.geogebra.org/classic/gtnhg4sp

1. Descricao Geral

Oferecemos aqui um produto educacional interdisciplinar voltado para
estudantes da terceira série do Ensino Médio. A proposta integra numeros complexos
e matrizes por meio de aplicagdes visuais e tecnoldgicas, conectando conceitos
abstratos a situagdes reais como:

a) transformagdes geométricas no plano;
b) computacao grafica;
c) fisica (rotagcdes e ondas);

d) engenharia e tecnologia.

2. Objetivos de Aprendizagem

Ao final desta proposta, o estudante devera ser capaz de:

a) representar numeros complexos na forma algébrica e polar;

b) interpretar numeros complexos como vetores no plano;

c) relacionar multiplicagdo de complexos com rotagdes e dilatagdes;
d) representar transformagdes lineares por matrizes;

e) comparar rotagcdes via numeros complexos e via matrizes;

f) aplicar matrizes e complexos na modelagem de problemas reais.

3. Estrutura do Produto

Moédulo 1 — Nimeros Complexos no Plano
a) Forma algébrica: z = a + bi.

b) Plano de Argand-Gauss.

¢) Mddulo e argumento.

d) Forma trigonométrica.

e) Multiplicagdo como rotagao.

f) Atividade pratica: simular no software Geogebra a multiplicagdo de um
numero complexo por i e observar a rotagao de 90°.


https://www.geogebra.org/classic/gtnhg4sp
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Moédulo 2 — Matrizes e Transformagoes Lineares
a) Matrizes 2x2.

b) Produto de matrizes.

cosf —sen@].

c) Matriz de rotag&o: [Seng cosf

d) Atividade pratica: aplicar no Geogebra uma matriz de rotagédo a um vetor e
comparar com a multiplicacéo por e,

Modulo 3 — Conexao Fundamental

a) Mostrar que multiplicar um numero complexo por r-e'® é equivalente a

r-cos@ -—r- Sene]

aplicar a matriz [
P r-senf r-cosf

b) Conclusdo conceitual: todo numero complexo pode ser representado por
uma matriz 2x2 especial.

4. Produto Pratico Final
Projeto: “Simulador de Transformagcdes no Plano”

Os alunos desenvolvem (em grupo) um simulador simples no Geogebra. O
simulador deve permitir:

a) inserir um namero complexo;
b) inserir uma matriz 2x2.

c) visualizar o vetor original, a transformacdo por numero complexo, a
transformacao por matriz e comparar os resultados.

5. Situacao-Problema Integradora

Caso Aplicado: Computagao Grafica

Em jogos digitais e animagdes:

a) rotagdes sao feitas com matrizes;

b) também podem ser feitas com numeros complexos;

c) os alunos devem responder: qual método €é mais eficiente
computacionalmente e em quais contextos cada um é mais vantajoso.



6. Avaliagao

Critérios:

a) dominio conceitual;

b) correta aplicagdo matematica;

c) clareza na explicagao da equivaléncia;
d) qualidade da simulacéo;

e) relatorio final reflexivo.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Ao abordarmos a relagdo entre numeros complexos e as matrizes desejamos
considerar a manutencao da apresentag¢ao do conjunto C no Ensino Médio, tendo em
vista seu carater algébrico, como também explicitar uma aplicagdo do conjunto M, (R)
que podera ser vista em cursos de aprofundamento ou em cursos de graduacgao.
Assim, convidamos o professorado a propor atividades que envolvam estes conjuntos
ndo apenas nas aulas regulares como também em itinerarios formativos e trilhas de
producao cientifica, mostrando as nossas alunas e nossos alunos a validade da
conexao entre eles.
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APENDICE A: ESPAGOS VETORIAIS DAS MATRIZES

Neste apéndice, apresentamos a representagcdo dos numeros complexos
através de matrizes como um espaco vetorial dotado das operag¢des e de uma norma,
permitindo que tal representagao possa se conectar com outros assuntos matematicos
que também sdo espacgos vetoriais. A algebrizagdo decorrente deste fato autoriza a
estudar diferentes teorias da Matematica de uma forma unificada.

Definicdo 21: um conjunto n&o vazio V' é um espacgo vetorial sobre R se em
seus elementos estiverem definidas as seguintes operacoes:

I Adigao: a cada par u,v € V corresponde um elemento u + v € V, chamado
de soma de u e v, tal que:
a. u+tv=v+uvVuvelv,
b. w+v)+w=u+@+w),Vu,v,wev;
c. Exista em JVum elemento, denominado elemento nulo e denotado por 0,
talque 0 +v=v+0=v,VvEV;
d. A cada elemento ,v € V exista um elemento em V, denotado por -v, tal
que v+ (-v) =0.
ii. Produto de um vetor por escalar: a cada para € Re v € V, corresponde um
elemento a - v € VV, denominado produto por escalar de aporvde modo que:
a. (a-p)-v=a-(B-v),Va,BERe,VVEV;
b. 1-v=v,Vvev.

Além disso, valem:

i. a-(u+v)=a-ut+a-v,Va€RVu,v eV,
ii. (a+B)v=a-v+B-v,Va,BERVVEV.

O conjunto M,(R) da matrizes quadradas de ordem 2, munido das operagdes
de soma e produto por escalar usuais, € um espaco vetorial. O elemento neutro do

espaco vetorial M, (R) é a matriz [8 8 .

Definigdo 22: seja /' um espaco vetorial, e seja W um subconjunto de V.
Dizemos que W é um subespaco vetorial de V' se W satisfaz as seguintes condig¢des:

i se ve wsao elementos de W, a soma v+ wtambém é um elemento de .

ii. se v é um elemento de We ¢ é um numero real, entio « - v € um elemento
de w.
iii. o elemento neutro de Vtambém é um elemento de 7.

Se W é um subespaco, entao ele é também um espaco vetorial.
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a

b
espaco vetorial M, (R), pois o conjunto M, (R) € um subconjunto de M, (R); além disso,

Podemos provar que o conjunto M, (R) = [ _ab] € um subespaco vetorial do

no conjunto M, (R) vale as condigbes citadas anteriormente, ja que, para A = [Z _ab]

eB = [2 _Cd] pertencentes a M,(R) e « um numero real:
S S VS O R
i. a-Aza-[Z _ab]:[Z:Z _aa.'ab]EMZ(R):
i.  Para0 = [8 8] € M, (R):
A+0=[Z _ab]+[8 g

_[a+0 —(b+0)
b+0 a+0

_[a —=b]_

_[b a]_A'

Logo, o elemento neutro do conjunto M, (R) € o mesmo do conjunto M, (R).
Sendo assim, o conjunto M, (R) € um subespacgo vetorial de M, (R).

Definigdo 23: seja J'um espaco vetorial sobre um corpo R. Um produto interno
sobre V'é uma fungéo <,>:V x V - R que satisfaz as seguintes propriedades:

. <ut+vw>=s<uw>+<v,w>Vuv,wel;
i. <Au,v>=A<uv>VIERVYuveV;

ii. <u,v>=<v,u>VvVuvev;

iv. <u,u> >0,vV+0.

Definigdo 24: seja o espacgo vetorial M, (R). Dada as matrizes 4 e Bem M, (R),

definimos o produto interno entre as matrizes A e B pela expressao:

1
<AB>= E-tr(Bt-A).

Precisamos provar que esta expressao satisfaz as condi¢des para ser um
_ , ) _[a b _le 1 ,~_p1i Jj
produto interno. Para isso, dadas as matrizes A = [C d] ,B = [g h]'C = [k l] eo

numero real ¢, temos:
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<A+BC>—(C ] [

_Ja+e b+f] i
_<[C+g d+h]’[k
1 i k] [at+e b+f
2 tr[i ] [C+g d+h
_L., [i(a+e)+k(6+g) i(b+f)+k(d+h)
2 T jla+ e +llctg) jo+HFUA+R

lila+e)+k(c+g)+jb+f)+1(d+h)].

1
2
1
2
Por outro lado:

i. <AC>+<BC>—<C ]])+<[

Lol e Dbl L ]

[al+ck bl+dk] [el+gk fi+hk
aj +cl bj+dl 2 ej+gl fj+hl

1
=3t
%[(al + ck) + (bj) +dD)] + [(eL + gk) + (fj) + hD)]
1

= [l(a+e)+k(c+g)+j(b+f)+l(d+h)]

Isso conclui a demonstracao de (i).

i. <a-AB>= (a-? b] [e {l])

a a a-b
a c a- d] [ ]>

”a a a-b
f hllag-c a-d
a-a-e+a-c-g a-b-e+a-d-g
la-a-f+ac-h a'b-f+a-d-h
_[ae+cg be+dg}
“laf +ch bf +dh

%tr[e et
1

—-tr(B*- A)

~
ﬁ

~
ﬁ

N R NRPRN R =

~
ﬁ

Q

l\)

=a'<AB>.
iii. Temos que:

1
<AB>= > tr(Bt- A)

=2y W)
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1 [ae +cg be+dg
2 af +cg bf +dh
1
= E(ae + bf + cg + dh).
Por outro lado:

1
<B,A>= E-tr(At-B)

oo (F V)

2
1 ae+cg af + ch
2 “"|lbe+dg bf+dh

1
=E(ae+bf+cg+dh).

Assim, < A,B>=<B,A>.

iv. Se A # 0 entdo pelo menos um elemento a;; € A € ndo nulo. Suponha
que apenas um elemento seja ndo-nulo e seja ai1 = a esse elemento. Assim, A =

[g 8 (caso haja mais elementos n&o nulos e em outras posi¢cboes, a
demonstragao se dara da mesma forma). Assim:
1
<AA>= E-tr(At-A)
1 0] [a O
=3t ([0 o]'[o 0])
1 0
2 r[o 0]
! >0
Za .

Isso completa a demonstracao de (iv) e, com isso, como todas as propriedades
de produto interno estado cumpridas, concluimos que a expressao

1
<AB>= E-tr(Bt-A).

€ de fato um produto interno.
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NORMA

Definigdo 25: seja v um elemento do espaco vetorial sobre R, munido de um
produto interno. Chamamos de norma de v ao numero real dado por

Ivll = Vv, v).

Seja ¥V um espago vetorial com produto interno; segue imediatamente das
defini¢gdes que

i. lvll=0vveVe |v|=0ev=0;
i. [lav||=lalllv|],Va€eR,VveV.

Podemos provar que a expressao

1]l = V/a? + b2

€ uma norma no espago dos complexos matriciais. Para isso, seja a matriz
Z = [a _b]:
b a

1
Z>==-tr(Zt7)

<Z >

1 a bl [a -b
_E'tr([—b a'[b a])
1 a® + b? 0 ]
2 tr[ 0 a? + b?
1

=E-2-(a2+b2)=

= a? + b2

Assim,

IZ|| =< Z,Z > = +a? + b2.
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APENDICE B: EXERCICIOS

6 2

9 6]’ calcule:

1. Dados os complexos Z; = B _72],22 = [_32 :ﬂ 2y =
a)Z,+7Z,+Z;

b) Z, — Zs

c)Zy - Z,

d) (Z1+ Z3) - Z3

e)) (Z1 +Z;) + Z3

2. Represente na forma algébrica Z = [2 _36]

. [3 4 [0 =7
3. Calcule Z ZparaZ—[_4 3]eZ—[7 O]'
4. Determine os numeros complexos Ze Z taisque Z —Z =4 e Z - Z = 45.

5. Determine a divisdo de [; _13] por [_11 1 .

6. Determine a norma de Z = [_34 ;L] e’z = [:g _55]

0 —6]

8. Escreva na forma trigopnométrica matricial Z = [6 0l

2 =5

9.Se21=[_13 i]ezzz[s 5

| determine 112 Il + 112, .

7

10. Calcule [‘2’ ‘02] .

11. Encontre a forma matricial de Z = —4 + 2i.



APENDICE C: QUESTOES DE VESTIBULAR — INSTITUTO MILITAR DE
ENGENHARIA (IME)

1. Sejaital que i? = —1. O valor do nimero real « que satisfaz a equagao
—/3 - 0
V3
cis (7—) — 2cis (— 7—”) =| 5 —/3
i 3 —%
e:
V3 V3 V3 V3

—3 - 0

7T ) 7 ﬁ V3 «

ClS (?) — 4ClS (— ?) = 2 l
5 __

i V3 >

i° V3 -
= V3 _i 2 V3,1 = 3t da + V3
2 2 2 T2)T T2 Ty
V3 3i_ 3, V3
2 2 2Tt
:_@
a = 16.
2. Sejaital quei? = —1.Seja 4 dado pela equacéo:
1000 (_1)7’1—1
— \2n—2 , n+ 1)
A_Z[(l) ln(n+2
n=1
O valordee 4 é:
a) 250 b) 500 c) 501 d) 1000 e) 1001

Resolugéo (alternativa C)

66
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Simplificando o termo geral E da expressdo com o auxilio das propriedades de
poténcia e dos logaritmos, tem-se:

(_1)n—1

n+1>
n+2

= (=D (=)

n+1>

— (\2n—2 .
E=0 ln( n+2

— (iZ)n—l . (_1)71—1 . ln(

n+1
n+2

) =In(n+ 1) —In(n + 2).

Assim:

1000

A= Z (In(n+1)—In(n+2)) =In(2) —In(3) + In(3) — In(4) + -
" = In (1001) — In (1002)
= A = In(2) — In(1002) = In (L)

1002

st —in( ) = in(-2) = st
= ~m{1002) = "\100z) = GOD

= e—A — eln(501) = 501.

3. Seja i tal que i? = —1. Determine a area do tridangulo no plano complexo cujos
vértices sdo as raizes da equagao

(2-3) =2
> = L.

~ . 3i : ~ :
Resolugao: seja z = ~ W Assim, a equacdo do enunciado se torna

3 ] 3 3
(w)® =-=27i =27~ (cosT +i- sen—)

2
37n+2k7r 37n+2k7t
> w,=3"- COST-l-i'COS Lk =0,1,2.
Com isso:
i = 33 3. 33 3.
wo = 3i,w; = > 2l,wz— > 21.

Dessa forma:

9i 33 33

T NN

Portanto, a é&rea pedida é a de um tridngulo cujos vértices sao

(O;%),(—g’zﬁ,o),(—%g,o), e esta area é igual a #
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4. Considere os conjuntos de numeros complexos:
A={x+iy:x,y e RA x|+ |y| <1}
B={x+iy:x,y € RAmax{|x —al,|y —b|} < ¢},

onde r, a, b e ¢ sdo numeros reais positivos e max{x;, x,} € 0 maior valor entre os reais
x,€ x,. O menor valor de r, em fungado de a, be ¢, para que setenha B c A é

a)a+b+tc

b) (a + b)V2 +¢
2(a+b)+c
d)a+b+2c
e)2(a+b+c)
Resolucéo (alternativa D)

O conjunto 4 é representado por um quadrado de centro em (0;0) e vértices nos
pontos (r; 0), (-;0), (0;7), (0;-r). J& 0 conjunto B é representado por um quadrado com
centro em (a; b) e lados paralelos aos eixos coordenados com medida igual a 2¢. Dessa
forma, a retax +y = rdeve conter o ponto (a + ¢; b + ¢), 0 que nos leva a concluir que
r=a-+b+2c.
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APENDICE D: QUESTOES DE VESTIBULAR - INSTITUTO TECNOLOGICO
DE AERONAUTICA (ITA)

1. Seja z € C. Se a representagdo dos numeros 4, z + 2 e z2 no plano complexo

sdo vertices de um triangulo equilatero, entdo o comprimento do seu lado € igual a:

a)3 b) V10 c) Vi1 d) 2v3 e) V13

Resolugao (alternativa E)
Como a distancia entre os afixos de z; e zo é dado por |z; — z,|, entéo:

|z, — 2| = |lz3—z| 2 |z—-2| = |22 — 4| = |z— 2| = |z + 2||z - 2|.
Como z # 2, pois caso contrario z; = z, = zz,entdo |z + 2| = 1.
Por outro lado:

|z, —zy| = |z3—2,| 2 |z—=2| =22 —z-2|=|z=-2| = |z+ 1]||z - 2|
= |z+ 1| =1.

Se z=x + yi

3
(x+2)2+y2=1:> =73
(x+1)?+y%2=1 V3
y=t—.
2
Assim, o lado do triangulo sera dado por:
3\ [ V3
Zy—z| = |z=2| = (—E—Z) +<i7> =+v13

2. Seja z € C e denote por J(z) a parte imaginaria de z. Determine todos os possiveis
z € C com J(z) # 0 tais que temos simultaneamente J(z3) = 0 e J((1 + 2)3) = 0.
Resolugao: sejaz=x+yi,comx,y € R,y # 0,onde y = J(z). Sabemos que:
z? = (x +yi)? = x%2 — y? + 2xyi
z3 = (x +yi)® = x3 — 3xy? + (3x%y — y3)i.

Assim:

3(z3) =0=3x2y—y3 =0.
Como y # 0:

3x2 —y2 = 0= y = +xV3.



Além disso:
I(1+2)3)=0=>3(=z3+32z2+3z+1) =0=>3(=3) +33(z%) +33(2) =0,

pois J(z; + z,) = I(z;) + I(z,). Dessa forma, sabendo que J(z3) = 0:

1
6xy+3y=0,y¢0=>x=—z.

Com isso, concluimos que

1 3 1 V3

O ARES —E+7l,22 = —E—Tl.
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